
�وونې او روزنې پوهن�ی Education Faculty

Sultan Ahmad Niazman

پلورل منع دی
Not for Sale 2022

١۴٠١

سلطان احمد نیازمن

Mathematical Logicد ریاضي منطق

ق
ط

من
ي 

ض
ریا

د 
ن

زم
یا

د ن
حم

ن ا
طا

سل



Pashto PDF
2022

 Download:

  
 www.ecampus-afghanistan.org

  
 www.kitabona.com

د ریاضي منطق

سلطان احمد نیازمن

Mathematical Logic
Sultan Ahmad Niazman

Education Faculty

�وونې او روزنې پوهن�ی



Pashto PDF
2022

 Download:

  
 www.ecampus-afghanistan.org

  
 www.kitabona.com

د ریاضي منطق

سلطان احمد نیازمن

Mathematical Logic
Sultan Ahmad Niazman

Education Faculty

�وونې او روزنې پوهن�ی





 چاپول درسي کتابونو     د 

 

 ! نو ی محصل  رانو ګ قدرمنو استادانو او 

  ل ګڼو  خوه څ سوتونوو    و یو وه  و   ی او نشوتوا    ی د درسي کتابونو کمووا    ې د افغانستان په پوهنتونونو ک 

  توود ی م   ه ړ نوه  وريپ پوه زا   ی نويوو مللوموا و  وه   سو  ن ی اسوتادان او محصول   ر ې شم   ات ی ز   و ی .  ي ېږ ک 

  ټیو  پوه    ې دي او پوه بوازار کو  ه ړ زا   ې اخو  چو  ه ګټ   خه څ چپترونو  کوي او  ه هغو کتابونو او    س ی  در 

 . ي ېږ فو وکاپي ک  ت ی ف ی ک 

کابول پوهنتوونپ د کابول    رونيپ یوخوستپ کنودهارپ هوراتپ بلواپ ا     رهارپ ګ د نن   ې  ر اوسه پور   ږ مو 

عنوانوه مختلود درسي کتابونوه د    ۳۶۵پوهنتوون  پوار     ک یوط ي پوهنتوون  او د کابول پووخ  خن 

 دي.    ي ړ  پار  چاپ ک  يو ځ پوهن   ې او کرهن   وم ې اقتصادپ ژورنا    پ ي ر ی طبپ ساينسپ انجن 

  ات یووز   و یواو    پوهنتونونوو   ونودو ړ ا   و وو ټ   د ا و ېوچواپ شووي کتابونوه د ه   ي ړ نوموو   ې د پ چو  ړ و   ې ادون یود  

 چاپ شوي کتابونه  ه   ول ټ شوي دي.    شل ې و   ه ګ  و   ا ړی ادارو او موسسا و  ه په و   ر ې شم 

  www.afghanistan-ecampus.org   اوwww.kitabona.com   شئ.   ی و  ډ انلو ډ   خه څ   ڼې پا  ب ی و 

 وزارت د    و ړ زد  کوووو  و ړ د افغانستان د  و   ې چو   ي ېږ  ر   ک   ې حال ک  ې په داس   ې ن ړ دا ک 

 : ې راغ  دي چ   ې پلان ک   ک ی ژ ی کلونو په م  سترا  (  ۲۰۱۴-  ۲۰۱۰) 

ما و د  و کر  او علمي ملل   وپ ی ه د نو کوونکو   او زد    ت ی ف ی ک   ه ښ د    ې وون ښ او د    و ړ ک زد    و ړ "د  و 

فرصت برابر شيپ د    کلو ی ژبو د درسي کتابونو د     تو ښ په دري او پ   ې چ   پ د   نه ړی پار  ا و   برابرو  

ژبو  ه د کتابونو او درسي    تو ښ دري او پ   خه څ   ې ژب   وي ی  پار   ه انگر    م ر فو ی نصاب د ر   مي ی  لل 

  وپ ی نو   پ او استادان عصري   ن ی نو محصل ديپ  ه دغو امکانا و پر ه د پوهنتونو   ن ړی ا   ل ړ ژبا   موادو 

 ." ی کو    دا ی نه شي پ   ی  از  او کر  مللوما و  ه   س 

  ر ټواو د چپ   و ړ تونونوو    مرسوته وکوپوهن  ه    واد ې د درسي کتابونو په برابرو و    د ه   ې چ   و ړ غوا   ږ مو 

 پوار     افغانسوتان پوهنتونونوو د    ې د  چو  نوه ړی  پار  ا   ې . د د دو ېږ ک   ی ک ټ   ی دوران  ه د پا   ټ او  کچرنو 

 کتابونه چاپ شي.  عنوانه درسي  ۱۰۰ ه ږ  ر     ږ هر کال   



نوووک کنو ونووه    ې پووه لولووو ي وولو    لووو کوو   ې کووو چ  وو   لووه ی ه   خووه څ درنووو تاوونودتنو    ولو ټ له  

    نووه ټ ت   و   ونووه ټ شوووک کنو ونووهچ لو  نو   وووو ی هووخ لوووو پخوووت  ل   و یوو ت     ک ړ ژ و   ې  ي   و چ ی  ل 

ت    وووپ    ت یوو ف ی ک   ه ښوو پووه    ې  وو   ک ړ تک ر   یې   ې په  تک ک   ږ زيو   کچ ړ ک   ور ی ت  د  وپ لووره ت   یډېټ ت 

د    ه ګوو . همدترن   ړ  رکوو   ې تووه پووه  تک کوو   نو ی ت  يحصوول   نودتنو تاوو   يوووچ ځ پوهن    ند ړ د ت   یې  ر انه  

  ې پووه د   ه ګووډ پووه    ې  وو   کچ ړ کوو   ک ی سره ش   ږ له يو   وت ی نظ    ت    ز نه ی تند ړ لوو     ه ړ په ت   وو ټ   ود  ی 

 .   ړ پورته ک   ويونه ګ   زين ې تغ   ې   له ک 

تویوات د نړیوا وو  مح   ونو د کتواب   چوې ایسوتل شووی دیپ    خووا پوور  زیوار نو او خپروونکو  وه   یکوا  د  

رو نوې  ې کې ځینوې     ا دای شي د کتاب په محتو ې اساس برابر شيپ خو بیا هم ک   ر ملیارونو پ علمي  

  یکو ول خپول نرریوات او نیووکې     چوې    رو نو  ه درنو  وستونکو څخه هیله  و يدل شيپ    او ستونوې 

 لونکي چاپ کې اصلاح شي. په را   چې ږيپ  ې او یا موږ  ه په  یکلې بڼه راو  

 . ی د   ړی ورک   یې   ت ګښ د دغه کتاب د چاپ     ې مننه کوو چ   ر  ډې   نه   دوکتور ب. ظرید   رمن مې    ه 

  ړۍ د کتابونو د چاپ     ې مننه کوم چ  خه څ او استادانو   سانو یی ر  و ځی د پوهن  سانوپ یی پوهنتونونو ر   د 

ستاينه  يم او   ی منندو  ر ډې   خه څ  کوال ی د . د دغه کتاب  ه     ړې ور   ک  یې او مرسته   ې و  څ ه   یې 

 . ړ ک   ې اند ړ محصلينو  ه و   رانو ګ   ه ګ  و   يا ړ په و   یې کلونو زيار    -خپل د کلونو    ې کومپ چ   یې 

هم    خه څ   ي ی ح   م ی فه  اغ  ښ او  و ی مت ا له عو حک  اغ  ښ   و؛ ی د دفتر  ه همکارانو هر   ه ګ همدارن 

 دي.   ړې ک   ې ل ځ   ې هل   ې دونک ې ک   ړې نه ست   یې   ې د کتابونو د چاپ په برخه ک   ې مننه کوم چ 

 

 وردک   یی ح ی   اکتر ډ 

   ۲۰۲۲  لپ ې وزارتپ کابلپ اپر   و ړ ک زد    و ړ  و   د 

 ۰۷۰۶۳۲۰۸۴۴پ  ۰۷۸۰۲۳۲۳۱۰:   ليفون ټی دفتر    د 

 textbooks@afghanic.org:  ايميل 
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 سریزه

 ښود هغه ریبه علم په صفت استنباط دد په هکله ږغېږو ، نو لږترلږه منطق کله چي د   

. د منطق  ریښې تر پخواني هند ، چین او لرغوني یونان پوري رسېږي. ته یوه لنډه کتنه وکو

، چي څه نا څه د لسو اثارو څخه دي  یو د لمړیو  Organonپدي هکله د ارسطو اثر ارګانون  

د ارسطو همدغه اثر د عیسوی .پېړیو دپاره په ریاضیاتو او نورو علومو کي منل سوی معیار ؤ

م( او 1037م( ، ابن سینا )د مړنې کال  524اسلامي فیلوسوفانو لکه بوتیوس ) د مړنې کال  او

په عین  د څېړنو اساس ؤ. د منطق د انکشاف دپاره م(  1347ویلیم د اوکهام څخه )د مړنې کال 

د اقلیدس د د میلاد څخه دری سوه کاله مخکي حال کي په ریاضي کي د ثبوت لمړي طریقي 

داقلیدس اکسیوماتیکه هندسه تر هغه وخته پوری چي غیر اقلیدیسي هندسه نه ارؤ.معی ښونځي 

،په هندسه کي یوازنی اکسیوماتیکي سیسټم ؤ. که څه هم ریاضی پوهانو د  وه کشف سوی 

ه عین حال پاقلیدیس د هندسي د اکسیوماتیکي سیټم پنځمی اکسیومی ته د تردید په نظر کتل خو 

د تیوري د بشپړتوب  او د هغوی د نقض څخه د پاکوالی د مسئلی په کي د ریاضي پوهانو هڅه 

 هکله په نولسمه پېړې کي  لمړي څېړني را پېل کېږي. 

-Gottfried Wilhelm Leibniz (1646ګوتفرید ویلهلم لایبنیڅ په اولسمه پېړي کي   

لمړنی ریاضي پوه ؤ چي د عمومي ژبی د اختراع په فکر کي ؤ ، چي په هغه کي ټول  (1716

سي.  خو د نولسمي پېړې تر نیمایې پوری د  ائه او ثبوتونه په صوري بڼه راوړلریاضیات ار

 د منطق لمړي الجبری بڼه دد بیان د ارسطو لایبنیڅ مفکوره یوازي یو خوب او خیال پاته سو. 

د څېړنو نتیجه وه.   de Morgan (1858)او ډی مارګن  G.Bool (1847)جورج بول 

 Charlesاو چارلس ساندرز پییرس  Gottlob Frege (1879)ریګه ګوټلوب فوروسته 

Sanders Peirce(1885) راوړل.  کي د پریدیکات  منطق د الجبر په چوکاټ 

 

له ه لړ کي یوه بخوښ یم چي وطنوالو ته د ریاضي د بنسټیزو د ور پېژندلو پډېر زه   

پنځه فصلونه کتاب ډېره مهمه برخه، چي هغه د ریاضي منطق دی ، په مورنې ژبه ورپېژنم. 

لری. په لمړیو دوو فصلو کي د بیان او د پریدیکات الجبرونه معرفي سویدي. د بیانو د رشتیاوالي 

قي ، د بیان ریتعبیرونه ، دبیان په الجبر کي ثبوت او د هغه پر بنسټ په ریاضي کي د ثبوت ط

د الجبر نغښتنه او بشپړتوب ، د بیانو نارمله بڼه او د بول الجبرې د لمړی فصل محتوی تشکیلوی. 

، د فارمول تعریف ، د ژبې تعبیر او د تیوری اودمودل په هکله په دوهم فصل کي دبیان تابع

ه صورت ت پ، د ثبوت طریقي د متحول د موجودیبحث سوی دي. دپریدیکات په الجبر کي ثبوت 

په لنډ ډول څېړل سوی دي. ددی فصل وروستي موضوع د مساوات د پریدیکات شمولیت ، کي 

 ي. کي او دهغه خاصیتونه تشریح کو په تیوري

دریم فصل په ریاضیاتو کي مشهوري تابع ګانی ، راستنیدونکي تابع ګانی او د پروګرام   

 تاسوته در پېژني. د تیورینګ د ماشین په بڼه جوړولو او د لمړیو الګوریتمو پېژندنه  د

نورو علومو ، د ریاضي پوهانو هڅه نه یوازی د ریاضیاتو فورمالیزیشن دی بلکه د   

د هغوی د څېړنو مهم اړخ ئه د ریاضي په ژبه کي، اراطبیعي  پدیدو او د هغوی د قوانینو 
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ه رو د رول اهمیت او بلاخرتشکیلوی. دنړي د وروستیو کلو پرمختګ ، په ژوند کي د کمپیوټ

مصنوعی زیرکتوب هغه موضوعات دي چي د فلسفي مقولو لکه ضرورت او امکان او یا د 

د کتاب څلرم او پنځم فصل په ډیر لنډ ډول و ذکر سو  .فورمالیزیشن تحمیلوی وخت د مفهوم 

  ر اچوي.یو ډیر سرسري نظموضوعاتو ته د شرطي منطق او د وخت د منطق په چوکاټ کي  

   

کال کي په فرانسه کي یوګروپ فرانسوی ریاضي پوهان سره یوځای سول  1935په   

تر مستعار نامه لاندی د ریاضیاتو په ټولو برخو کي  Nicola Bourbakiاو د نیکولا بورباکی 

ډاکټر صاحب یحیی وردګ د افغانستان پوهنتونونه نه یوازي د ریاضي  .و چاپ پېل کړلد کتاب

د طب او نورو ساینسی علوموپه کتابو سامبال کړل. د ډاکټر صاحب وردګ نه په کتابو بلکه 

  ستومانیدونکي هڅې ډیر د قدروړ او نه هېریدونکي دي. 

 سلطان احمد نیازمن 

 ۲۰۲۲مارچ 
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 لمړئ فصل

 دبیان منطق

  
دمخه تردي چي بیان او پر بیانو باندي عملیې تعریف کو، یوڅو ډیري ابتدایې  

 مفکوري به وڅېړو . 

زموږ کوچنیان چي په لوست شروع وکړي ، نو یا په مسجد کي دسیپاري د لاري د  

 ي د پښتو ژبي د الفباءکتورې لری، اویا د ښوونځي په لمړي ټولګي  28عربی الفباء سره، چي 

سره جنګوي او د هغوی ( حرفونه)عرفي کېږي ، اولین توري تورې لری ،م 45سره ، چي 

څخه معنی لرونکی کلمي جوړوي . د بېلګي په توګه آس، بابا، ډوډي، باران، غویي ،... . 

سره اوډی او معنی ډول یودبل په څنګ کي  "معقول" وسته له هغه معنی لرونکي کلمي پهور

نې ځی ډول: باران اوری، مځکه لنده ده،توره شپه، .... جوړوی .د بېلګي په يلرونکي جملي ځن

جملي دي ، چي په لوستلو یا اوریدلو سره یې سمدلاسه زموږ په ذهن کي د هغه د حقیقت یا 

درواغ د قضاوت احساس راپارول کېږي او غواړو چي سمدستۍ دهغي جملي محتوا زموږ د 

و یا غیر حقیقت ځانته څرګند کو. د ذهن څخه بهر د عینی نړي سره پرتله او د هغه حقیقت ا

بېلګي په توګه که څوک ووایې، چي باران اوری، نو سمدلاسه تر کړکي بهر ګورو، چي آیا دا 

 رشتیا دي او که درواغ. 

ډول سره اوډی ،دلته  "معقول "ره وکړه،چي معنی لرونکې کلمي په مخکي مو اشا 

ولاړ دي .موږ به دلته دهغه  (نحو)معقولیت په هره ژبه کي د هغي ژبي پر ګرامري اصولو

څخه کارواخلو. په سنتکس کي موږ ته د جملي جوړښت  Syntaxدپاره د لاتینی کلمي سنتکس 

په خپل ذات کي په زړه پوري دي ، د جملي معنی او محتوا ته اهمیت نه ورکوو.هر کله چي د 

و هغه وخت د هغي جملي سیمانتیک جملي معنی او محتوا راته په زړه پوري سي ، ن

Semantics ، څېړو. د جملو د سیمانتیک د څېړلو په وخت کي باید داحتیاط څخه کارواخلو 

سره مخامخ سو. ښه بېلګه یې د لرغوني یونان د فیلوسوف  (پارادکس)داسي نه وي چه د تنقیض 

ږ تر لږه پنځه پېړي مخ کي یې ژوند کړي دي، ، چي تر میلاد ل Epimenidesایپیمنیدس 

 پارادکس دي. د هغه پارادکس په لاندي ډول دي:  

کریټا د لرغوني یونان د جزیرو څخه یوه جزیره ده. یوه ورځ د کریټا د جزیري 

اوسیدونکي یوی حجري ته چي ډیر نور فیلوسوفان هم پکښی ناست وه،ور داخل سو او ویې 

حاضرین ټول حېران پاته سوه چي دغه «  . سیدونکې درواغ وایيد کریټا ټول او»ویل چي 

جمله څه ډول تعبیر کي؟ که دده خبره رشتیا وی ، نو دی هم د کریټا دی ، پدی معنی چي دی 

هم درواغ وایې، پدي معنی چي جمله یې درواغ ده .که دی درواغ وایې ، نو دغه جمله چي په 

ي دی د کریټا اوسیدونکي دی ، باید تل درواغ ووایې مجلس کي یې وویله ، رشتیا ده. څرنګه چ
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، بیانو دغه جمله رشتیا نده .دغه جمله په عین وخت کي هم درواغ ده او هم رشتیا .دلته کلام 

 او متکلم یې یو دبل پر ضد ولاړدي . (جمله )

        .بیان او پرهغه باندي عملیې 1§  

اوس به ورو ورو خپل ځانته یوه نوی ژبه جوړه کړو او هغي ته به وروسته پراختیا  

ورکړو. په اوسني حالت کي زموږ ژبه ، د تورو په صفت ،د لاتینی الفباء کوچني حروف ، 

نښې په ځان  ⟷∧,∨,→,¬,، قوسونه )( او د 1،  0دی ،  26،چي شمېر یې c,b,a...یعنی 

 ڼه یې په لاندي ډول لیکم. کي لري .په جولیز یا صوري ب

 L=< a,b,c,...,0,1,(,), ¬,∧,∨,⟶,⟷ >  

، 1→r(q))¬اوس به په دغه مصنوعي ژبه کي څو شډلې کلمې جوړی کو. دبېلګی په ډول 

bp()0 ،(a)  او داسي نور .لمړئ خو باید دکلمو د جوړولو دپاره اصول طرح کو، او بیا ... ،

ددي دپاره چي کلمو ته یوه معنی ورکړو او د هغو کلمو څخه بیا داسي جملی جوړی کو ، چي 

زموږ په حالت کي د پښتو ژبې (دهغه په ذریعه افهام او تفهیم هم وکولای سو، نو بشری ژبی ته

 واړه کارونه به څنګ پر څنګ مخ ته یوسو. ضرورت دی.  د (ته

لکه چي په مقدمه کي مو اشاره ورته وکړه ، د ځینو جملو په اوریدو او یا لوستلو زموږ  

په ذهن کي د قضاوت احساس را پارول کېږي او غواړو چي پوه سو چي آیا دا جمله حقیقت 

 . دي "بیان"لری او که نه؟ هغه ابتدائې مفهوم چي د نوموړو دوو ژبو ترمنځ اړېکه تینګوي 

پښتو ژبي هره ابلاغیه جمله ،چي د هغي په هکله د رشتیا او درواغ  د.  1.1تعریف  

 په نامه یادیږي.   Proposition بیان قضاوت کولای سو ، د

 بیان په کوچنیو لاتینی حرفو سره څرګندوو . 

 .  1.1بیلګي 

-a   .باران اوري 

-b  .مځکه لنده ده 

. 1+1=2   -p 

1=3+2  -q. 

بیانونه د پښتو ژبي ساده جملی دی، چي د هغوی د حقیقت او یا غیر حقیقت  bاو  aد    

بیانونه اصلآ په حساب او یا اریتمتیک اړه لري. پدی  qاو  pپه هکله قضاوت کولای سو.د 

معنی ، چي زموږژبه عمومي بڼه لری ، نه یوازي د ریاضي په ټولوبرخو کی بلکه په نورو 

" او 0بیق امکانات سته .که زموږ د ژبي محتوی ته ځېرسي، نو هلته د "علمو کي یې هم د تط

قصدآ یې د سمبولو یا نښو په نامه یادوم ، ځکه چي د یوه او صفر  " نښي یا سمبولونه شامل ،1"

" اېږدو او 1سره لا تر اوسه نه یو معرفي سوي.که بیان حقیقت ولری ، نود هغه په مقابل کي "
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" اېږدو. موږکولای 0ونلري ، یعنی درواغ وي، نو دهغه په مقابل کي "برعکس که بیان حقیقت 

 او  T"(True)"" پر ځای د انګلیسي د حرفو 0" او "1سوای د "

"F" False " د نښي په 1څخه کار اخیستئ وای. بیاهم د یادولو وړ بولم ، چي زموږ "

 p,b,aبېلګه کي د  1.1اړېکه نلري. په  څسره هی 1د بیان په اړوند د طبیعی عدد  pصفت د 

بیان د طبیعي عددو په مودل کي حقیقت نلري، خو که د مودل  qبیانونه حقیقت لري، خو د 

بیان هم حقیقت لري .وګورئ چي د بیان د تطبیق د عملی  qوي ، نو د 4mod څخه مو هدف 

 کېدوساحه ډیر مهم رول لري.  

دوه بیانونه راکړه سوي وي، بیانو هغوي په معقول ډول اوډلای سو، دغه  qاو  pکه د  

معقولیت د عملیو په بڼه تعریفو. هغه بیان چي دوو بیانو د اوډلو په نتیجه کي لاسته راځي ، 

باید دهغوی د رشتیاوالي یا درواغ والي په هکله هم قضاوت وکولای سو.ددی موخي دپاره 

څخه دي، زموږ د وسایلو  Truth Tableارت د حقیقت د جدول یوه بله وسیله ، چي هغه عب

 په زیرمه کي خوندی کوو. 

عبارت د هغه بیان څخه دي چي یوازي   Negationد بیان نفی  pد  .1.2تعریف  

سره ښیو  ¬د بیان نفی په   pبیان درواغ وي. د  pاو یوازي هغه وخت حقیقت لري، چي د 

 ملیه د لاندنې جدول په ذریعه څرګندوو: . د نفی ع

       

 p  ¬p 

 1  0 

 0  1 

  1.1جدول               

بیان یوازي  pپورتنئ جدول یوازي دوه ستونه او د عملیې د قیمتو دوي کرښې لري.ځکه چي د 

 (. 1-0یعني (دوه قیمته اخیستلای سی او هغه داچي یا به رشتیاوی یا درواغ 

په راتلونکی کی به د نفی عملیه او هغه بیان چی د نفی د عملیی په نتیجه کي لاسته راځی ،  د  

 په حرف سره افاده کوو.  (نه)

 وی. ‘‘ تخته توره ده’’بیان عبارت له   pکه د  .1.2بیلګه 

 بیان عبارت دی له : تخته توره نه ده.   p¬د 

ینه ده ، نو د نفی عملیه به مو غلطه عملی بیان عبارت دی له : تخته سپ p¬که ووایو چی د 

 . (ولي ؟)کړی وي 

یوازي او یوازي  Conjunctionدوو بیانو  منطقی ضرب   qاو  pد  .1.3تعریف 

 هغه وخت رشتیا دی چی په عین حال کي دواړه بیانونه رشتیا وي. 
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ه کلمي پ (او)او د پښتو په ژبه کي د  (∧ )پهددوو بیانو د منطقی ضرب عملیه په ریاضی کي 

د بیانو د   qاو   pویل کېږي. د تعریف له مخي د (qاو  p)  p∧q  سره افاده کوو. یعنی 

 منطقی ضرب جدول په لاندي ډول سره دي : 

 

  

 p  q  p∧q 

 1  1  1 

 1  0  0 

 0  1  0 

 0  0  0 

   1.2جدول            

پاملرنه وکي ، چي دلته زموږ جدول دري ستونه او د عملیې د قیمتو څلور کرښي   

 لري .داځکه چي: 

 [ وي. 1-1] دواړه بیانونه به رشتیا وي،نو د هغوی قیمتونه به qاو  pد   (الف

 [ وي. 0-1] بیان به درواغ وي، یعنی دهغوی قیمتونه به qبیان به رشتیا او د   pد ( ب

 [ وي. 1-0]بیان به رشتیا وي، یعنی دهغوی قیمتونه به qبیان به درواغ او د   pد  (ج

 [ وي. 0-0]دواړه بیانونه به درواغ وي،نو د هغوی قیمتونه به qاو  pد  (د

 د ننګرهارد پوهنتون د طب د پوهنځي په لمړي سمستر کي  .1.3بېلګه 

بیانونه  qاو  pآس یو څلور پښي لرونکئ حیوان دي .دلته د  اومحصلین درس لولي  150

 عبارت دی له: 

p-  محصلین درس لولي.  150د ننګرهارد پوهنتون د طب د پوهنځي په لمړي سمستر کي 

q-  .آس یو څلور پښي لرونکئ حیوان دي 

طبعآ پوښتنه کېږي، چي د ننګرهار د پوهنتون د طب د پوهنځئ د لمړي سمستر د 

 د آس د څلورو پښو درلودلو سره څه اړېکه لري؟  محصلینوشمېر 

پدي بېلګه کي مي غوښتل چي بیاهم د بیان پر جولېزه اړخ ټینګار وکم.دلته بیاهم یوازي د 

ترکیبي بیان، چي ددوو بیانو څخه ترکیب سوی دي، د رشتیا او درواغ مسئله مطرح ده. نه 

 دهغوی محتوی او د هغوی ترمنځ اړېکه! 

یوازي او یوازي هغه  Disjunctionدوو بیانومنطقی جمع   qاو  p د .1.4تعریف  

 وخت درواغ دي، چي دواړه بیانونه درواغ وي . 
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په کلمه سره ( یا )د پښتو په ژبه کي داو( )ددوو بیانو منطقي جمع په ریاضي کي په 

p) pافاده کوو، پدي معنی،چي  q یا   (q یل کېږي.ددوو بیانو د منطقي جمع د رشتیاوالي و

 جدول په لاندي ډول سره دي: 

 

 

 p  q  p  q 

 1  1  1 

 1  0  1 

 0  1  1 

 0  0  0 

  1.3جدول 

 

 تورپیکي به سبا کابل ته سفر وکي یا هرات ته سفر وکي.  .1.4بیلګه  

 پدي بېلګه کي: 

  -p .تورپیکی به سبا کابل ته سفر وکي 

  -q .تورپیکی به سبا هرات ته سفر وکي 

کي لمړي کرښه حذف  3.1بڼه ، یعنی په جدول  exclusiveپه ځانګړي  p∨qپدي بیان کي 

کېږي ،په کار اچول سوی دي.پدی معنی ، چي په ورځني ژوند کي د دوو امکاناتو څخه یې 

په بڼه کارواخلو. یعنی عملیه به د  inclusiveیو ټاکو. موږ به د منطقي جمع څخه د شمولیت 

  جدول سره مطابق عملی کوو .

 په ځانګړي بڼه کي به د منطق د جمع جدول څه ډول وي؟  .1.1تمرین  

کوچنئ دي یا د کابل ښار د افغانستان  5تر طبیعي  7طبیعي عدد  .1.5بېلګه 

 پلازمینه ده . 

 پدي بېلګه کي: 

  -p  کوچنئ دي. 5تر طبیعی عدد  7طبیعی عدد 

  -q .د کابل ښار د افغانستان پلازمینه ده  

 په کلمه سره نښلول سویدي.  (یا)، چي د  q∨pیعني 

پر بیانو باندي بله عملیه تعریف کو ، لاندنې   qاو  pدمخه تردي، چي د راکړه سوي   

 بیانونه به و څېړو: 

 وي، نو د ډهلی ښار د هند پلازمینه ده.  2=1+1که (الف 

 وي، نو د ډهلی ښار د هند پلازمینه ده.  1+1≠2که  (ب 

 وي، نو د جاکارتا ښار د هند پلازمینه ده.  1+1≠2که ( ج 
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د پورتنیو ترکیبي بیانو مفهوم درست واضح ندي. د هغوی څخه هر یو په لمړي نظر نه رشتیا 

معمولآ )یوه بیان کي موږ د یو ډول اړېکی وی څخه په هر او نه درواغ برېښي، ځکه چي د هغ

.په هر یوه کي د لمړي برخي حقیت په لټه کي یو (یا علت او معلول Causalد سبب 

پر بیانو باندي ددغي «.  q، نو  pکه » شرط دي. (معلول)ددوهمي برخي د حقیت دپاره(تعل)

 علمیې تعریف به د یوه تړون په څېر ومنو  .  

یوازي او یوازي  Implication   (p⟶q)دوو بیانواستنباط   qاو  pد  .1.5تعریف  

 درواغ وي .  qرشتیا او دوهم بیان یعنی  pهغه وخت درواغ دی، چي اولي بیان یعنی 

" اود پښتو په ژبه کي (که ،.... نو ⟶استنباط عملیه په ریاضي کي په " ددووبیانو د

افاده د شرطي  p⟶qویل کېږي. د (  q، نو  pکه ) p⟶q....)باندي افاده کوو، یعنی 

Conditional  جملي په نامه هم یادیږي او وایو ، چي دp  څخهq  استنباط کېږي. پدي

د نتیجي  qاو دوهم بیان یعنی  antecedentد مقدمي  pحالت کي لمړئ بیان یعنی 

consequent  په نامه یادوو. ددوو بیانو د استنباط د عملیې د رشتیاوالي جدول په لاندي

 ډول سره دی: 

 p  q  p⟶q 

 1  1  1 

 1  0  0 

 0  1  1 

 0  0  1 

  1.4جدول 

د ادعاوو د رشتیوالي په هکله هم قضاوت  (او ج (، ب(د استنباط تر تعریف وروسته د الف

ادعا په زړه پوري ده .پدي معنی که فرضیه صدق ونه کي،  (کولای سو. تر ټولو یې د ج

 نونتیجه که صدق وکي او که نه، د استنباط د عملیې نتیجه رشتیا ده .

دجدول ورستې دوي کرښې وګورئ .کله چي ددو بیانو د استنباط په هکله ږغېږو ، نو د هغوی 

 نسو تبدیلولای. ترتیب ، یعنی لمړئ او دوهم بیان ، ډیر مهم دي. یودبله سره یې 

د یادولو وړ ده ، چي موږ داستنباط څخه په دوه مفهومه کار اخلو ، یوداچي استنباط صرف د 

منطقي عملیې په صفت ، چي د جدول په ذریعه تعریف سوی دي او د هغه پر بنسټ زموږ د 

ره. په سبیانونه تثبتولای سو، او بل د حقیقت استنباط د هغه په ریښتني مفهوم  (او ج (، ب(الف

د  p»،«څخه استنباط کېږي pد  q»، «استنباط کېږي qڅخه  pد »دغه حالت کي استنباط په 

q دپاره کافي شرط دی» ،«q  دp  افاده کوو . « دپاره لازمي شرط دي 

مربع د قطر  ع اوږدوالی یو واحد وي، نو د نوموړيکه د یوي مربع د ضل 6.1.بېلګه   

 واحده دي. 2اوږدوالی  

 : p⟶q پدي بېلګه کي 
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  -p .د یوي مربع د ضلع اوږدوالی یو واحد دي 

  q-   واحده دي 2د نوموړي مربع د قطر اوږدوالی. 

یوازي او یوازي هغه  Equivalenceدوو بیانو معادل والی   qاو  pد  .1.6تعریف   

 وخت رشتیا دی، چي دواړه بیانونه په عین حال کي یا رشتیا وي او یا دواړه درواغ وي . 

... یوازي او یوازي هغه )او په پښتو کي  ⟷ددو بیانو معادل والی د ریاضي په ژبه کي په 

( qیوازی او یوازی هغه وخت ، چي  p) q⟷pافاده کوو. پدي معنی ، چي  (وخت ،چي...

د معادل والي عملیه پر دوو بیانو باندي د دوه اړخېزه شرطي بیان باندي افاده کوو .

biconditional   په نامه هم یادېږي .دلته هم د استنباط و عملیې ته ورته د ادعا په ریښتني

اره لازم اوکافي شرط دپ pد  q»، «دپاره لازم اوکافي شرط دي qد  p»مفهوم سره وایو 

 «. دي

 د دوو بیانو د معادل والي د عملیې د رشتیاوالي جدول په لاندي ډول سره دي:   qاو  pد 

  

 p  q  p⟷q 

 1  1  1 

 1  0  0 

 0  1  0 

 0  0  1 

  1.5جدول              

دکاندار ته یوازي او یوازي هغه وخت پیسي ورکوي، چي په مقابل کي  .1.7بېلګه  

 یې رانیول سوي شئ تاسوته په لاس درکي . 

غیر خالی سیټ یوازي او یوازي هغه وخت د شمېر وړ دي ،چي په لاړ  .1.8بېلګه 

 . )1په لاړ و پییل سی)کي واچول سي 

p-  سیټ د شمېر وړ دي.غیر خالي 

q- لای سو. غیر خالي سیټ په لاړ پیی 

 دي.  p⟷qپدي معنی، چي 

یو څلور ضلعي یوازي او یوازي هغه وخت مستطیل دي، چي دواړه  .1.9بېلګه  

قطرونه یې سره مساوي او د هغه د قطرو د تقاطع نقطه ، قطرونه پر دوو مساوي برخو ووېشي 

 . 

-p .یو څلور ضلعی مستطیل دي 

                                           
 وګوري.   3]] 1.6سیټونه او هر څه د هغوي په هکله ،دریم فصل،  قضیه 1 
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-q  دواړه قطرونه یې یودبل سره مساوی او د قطرو د تقاطع نقطه، قطرونه پر

 دوو مساوی برخو وېشي.

په ساده  sاو  rبیان به د  qبیان ته ځیر سي، لیدل کېږي چي یو ترکیبي بیان دي. د  qکه د 

 بیانو داسي تجزیه کو: 

  -r .د مستطیل قطرونه یو دبل سره مساوی دي 

  -s  د تقاطع نقطه، قطرونه پر دوو مساوی برخو وېشي.د مستطیل د قطر 

بیان عبارت  qد کلمي څخه کار اخیستل سوی دي، نو د « او»په بیان کي د  qڅرنګه چي د 

rدی، له   s  څخه.بلاخرهp⟷r s  .دي 

پر بیانو باندي د  ⟷, ⟶پدي ډول مو زموږ د ژبي ټوله نښې ، یعنی  

عملیه یوه ئېزه عملیه ده او  ¬منطقي عملیو په صفت تعریف کړي. د هغوی څخه یوازي د 

پاتې عملیې ټوله دوه ئېزه عملیې دي .هره کلمه چي د نوموړو عملیو په مرسته جوړه سي، بیا 

په  د عملیوبه هم یا رشتیا  او یا درواغ وي . د کلمي روستئ قیمت د ساده بیانو په قیمتو او 

 سرته رسولو سره لاسته راوړای سو . 

 .  1.10بېلګي  

 د لاندي بیان د رشتیاوالي جدول به ترتیب کو:  (الف 

 ((u⟷v)⟶(( u)  v)  

 u  v  (¬u)  (( u)  v)  (u⟷v)  ((u⟷v)⟶(( u)  v) 

 1  1  0  0  1  0 

 0  1  1  1  0  1 

 1  0  0  0  0  1 

 0  0  1  0  1  0 

  1.6جدول           

 د لاندي بیان د رشتیاوالي جدول به ترتیب کو:  (ب

 ((¬(¬p∧q) ⟷(p∧¬q))∧1) 

ددي دپاره چي جدول مود صفحي تر پولو وانه وړي ، نود راکړه سوي افادی کیڼه برخه به په 

r  :سره نښاني کو، یعنی 

   

r

( ( p q) (p q))      

 

 



   

 14

   

 

 p  q  ¬p  ¬q  ¬p∧q  p∧¬q   ¬(¬p∧q)  r  1  r∧1 

 1  1  0  0  0  0  1  0  1  0 

 1  0  0  1  0  1  1  1  1  1 

 0  1  1  0  1  0  0  1  1  1 

 0  0  1  1  0  0  1  0  1  0 

  1.7جدول          

 د پورتني جدول ، دښئ خوا څخه ، لمړي او دریم ستون ته پاملرنه وکي! 

 د لاندي بیان د رشتیاوالي جدول به ترتیب کو: )ج

 (((¬p)∨q)⟶r)  

 

   

 p  q  r  (¬p)  ((¬p)∨q)  (((¬p)∨q)⟶r) 

 1  1  1  0  1  1 

 0  1  1  1  1  1 

 1  0  1  0  0  1 

 0  0  1  1  1  1 

 1  1  0  0  1  0 

 0  1  0  1  1  0 

 1  0  0  0  0  1 

 0  0  0  1  1  0 

   1.8جدول           

پدي بېلګه کي وینو چي د ساده بیانو شمېر مو دري او پر هغوی د منطقي عملیو شمېر هم 

دري دي. ځکه نود رشتیاوالي جدول یې  شپږ ستونه او اته د عملیې کرښي لري. په عمومي 

عملیې سرته رسیدلی وي،  mساده بیانونه راکړه سوی وي اوپرهغوی باندي  nتوګه که 

 عملیې کرښې ولري . د n2  او ستونه m+nنودهغوی د رشتیاوالي جدول به 

په پورتنیو بېلګو کي موږ ساده بیانونه د منطقي عملیو په مرسته په معقول ډول واوډل، په نتیجه 

کي یې ترکیب سوی بیان لاسته راغي اود هغه د رشتیاوالي جدول مو ترتیب کي.د جدول په 

وروستي ستون کي د ترکیبي بیان قیمتونه ثبت دي.ساده بیان کله کله د ابتدائې بیان په نامه هم 

 یادوو . 
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 .  1.2تمرین 

په لاندنیو جملو کي ساده بیانونه بېل او هغوی ته لاتینی حروف وټاکئ ، نوموړې -1 

 جملې د ترکیبي بیان په صفت د بیان د عملیو په مرسته سره ونښلوئ. 

که ښاغلئ رحمان خوشحاله وي، نو مېرمن یې تورپیکې خوشحاله نه وي ، او که ښاغلئ  (الف

 کي خوشحاله نه وي. رحمان خوشحاله نه وي، نو مېرمن یې تورپی

یا به سمیع واده ته راسي او رېدئ به رانسي او یا سمیع به واده ته رانسي او رېدئ به  (ب

 ځانته خوشحاله وي. 

 اولیه عدد وي.  xعدد طاق وي، کافي ده چي  xددی دپاره چی د  (پ

 لاړ باید محدود وي.  sد لاړ د تقارب لازمي شرط دادي ، چي د  sد ( ت

د شیخ د نېکمرغئ لازمی او کافی شرط دادی ، چي هغه ته باید شراب، ښځې او پیسی  (ټ

 ورورسېږي . 

 ادریس یوازی هغه وخت سینما ته ځي، چي په سینما کي کومیډي فلم وي .  (ج

 عدد مثبت دی.  2xعدد مثبت وي ، نو د  xکه د  (ح

 د لاندنیو ترکیبي بیانو د رشتیاوالې جدول ترتیب کي.  -2 

 ,((t¬)∨(t⟶r)) )الف

 ,((p⟶s)⟶ (p⟶r))⟶ (p⟶(r⟶s))) )ب

 ,(b⟶(c∨¬a)¬) )پ

 ,(1∧((b⟶( c∨¬a)¬)) )ت

 (0∨ ((t¬)∨ (t⟶r))) )ټ

  

 رشتیاوالیترکیبې بیانونه او د هغو §2. 

 

تراوسه یوازی د ساده بیانو سره بوخت ؤ. که خپل چاپېریال ته ځیر سو او یوازی د طبیعت 

هره پدیده د بیان په بڼه فورمولبندي او هغوی زموږ دژبي  د الفباء په حرفو نښانې کړو ، نو 

له  یته ددي اسپلي ژبي ته پراختیا ورکړو .بیانو تر پولو واوړو .ځکه نو باید خ 26ډیر ژر به د 

 دی نه وروسته به دبیانو د په نښه کولو په موخه: 

 .  Z,Y,X,...,C,B,Aـ د لویو لاتینی حرفو څخه هم کار اخلو، یعنی 

کوچني او لوی لاتیني حرفوته به د طبیعي عددو په مرسته اندکس ایږدو، یعنی   ـ

1,...,pk, ..., p1,....,Am,...,A1,...,ZnZ .او داسی نور 
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 ـد دي دپاره چی درشتیا والي د جدول د لویوالې مخنیوي مو کړی وي، نوځنی ترکیبي بیانونه 

 اوداسی نور په نښه کوو.  Φ,φ,Ψ,ϕ,...د یونانی الفباء په ذریعه ، یعنی 

دمخه تردی چي بېلګې راوړو ، ستاسو پاملرنه بېرته زموږ په ذریعه تعریف سوی ژبې ته 

پدي موخه باید  ډول د بیانو اوډلو ته باید اصول طرح کو ،« معقول»راګرځوم.ځکه چي په 

ه غبیان په جولېز ډول تعریف کم.پدي معنی ، چی بیان په ریاضي کي تعریفوو.دبیان او پر ه

موږ به ورته دنده ده .   Propositional Calculusکالکولس د  باندي د عملیو څېړنه د بیان

بیا یې هم درپیادوم ، چي ساده یا وروسته له دی ابتدایې بیان د پښتو ژبي  وایو.ود بیان الجبر 

ابلاغیه جمله ده ، چي د هغی د رشتیاوالي او درواغ په هکله قضاوت کولای سو. دبیان مفهوم 

 ف کو: په بڼه داسي تعری 2 (Inductive)به د استقراء 

 .  2.1تعریف  

 بیان، بیان دي، (ساده)هر ابتدائې (الف

 هم بیان دي،  ¬Aبیان وي ، نو  Aکه  (ب

هم بیانونه دي  (A⟷B)او  (A∧B) ,(A∨B) ,(A⟶B)بیانونه وي ، نو  Bاو  Aکه  (ج

. 

  د ج( شرط په لاندي ډول هم فورمولبندي کولای سو.

نښه د دوه   ♣به هم بیان وي ، پداسي حال کي چي د  A♣Bبیانونه وي ، نو  Bاو  Aج( که 

 څخه د یوی عملیې نماینده ګي کوي.  ∧ ,∨ ,⟶ ,⟷ئېزوعملیو 

 شرط په وروستې ډول افاده کوو.  (د کار دآساني دپاره معمولآ د ج

 لاندنې افادې بیانونه دي:  .2.1بېلګه 

 p0, p2, p1, ¬p0, (p2 ∨¬p0), ¬p1, (¬p1⟶( p2 ∨¬p0)). 

 کولای سو ، چي ګام پر ګام خپل ځان باوري کوو: 

د کیڼي څخه و ښئ لورته لمړي دري بیانونه ابتدائې بیانونه دي.څلرمه افاده د لمړي بیان څخه 

د اصل له مخي لاسته راغلی دي، یعنی د لمړي ابتدائې بیان نفي ده .پنځمه افاده ددوهم  (د ب

د اصل له مخي بیاهم بیان دي.شپږمه افده د  (جبیان او څلرمي افادي منطقي جمع ده ، چي د 

دریم ابتدائې بیان نفی ده، بلاخره اوومه افاده د شپږمي او پنځمي افادی څخه د استنباط د عملیې 

 په نتیجه کي لاسته راغلي ده، پدی معنی چي دغه افاده هم بیان دي . 

 ده بیان دي؟  اوس به نو بل ډول پوښتنه مطرح کو: آیا لاندنې افا .2.2بېلګه  

  ¬((p2 ∧ ¬p1) ⟶ p4)  

                                           
 هم ویلای سو  recurrentکله کله په مکرر ډول یا 2 
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که خپلي پوښتني ته د مثبت جواب انتظارلرو ، نو باید وښیو ، چي نوموړي افاده د تعریف له 

مخي د ابتدائې بیانو څخه په مکرر ډول د منطقي عملیو د عملي کیدو په مرسته لاسته راغلي 

ده .نوموړی بیان باید د بیانو په لاړ کي وروستئ غړی وي.دمخه تردي، چي د بیانو لاړ جوړ 

د د منطقي عملیو د ترتیب په هکله ووایم ، چی د نفي عملیه، که موجوده وي،د لمړیتوب کو،بای

حق لري، وروسته بیا د منطقي ضرب او بیا د مطقي جمع عملیه اجراء کولای سو. وروسته 

 تر هغوی د استنباط او معادل والی عملیې اجراء کیدای سي. 

 د راکړه سوي افادي لاړ په لاندي ډول ترتیبوو: 

 .  p 2, p4p ,1لمړئ ګورو، چي په افاده کي کم ابتدائې بیانونه شامل دي:  (الف

 ګورو ، چي د ابتدائې بیان   ¬1pپر بیانو د عملیو د لمړي توب د حق پر بنسټ  (ب

1p   .څخه د نفي د عملیې د عملي کېدو په نتیجه کي لاسته راغلي بیان دي 

د (د بیان دتعریف د ب 1p¬ ∧ 2pبنسټ بیان او  پر (د ب ¬1pابتدائې بیان دي او    2p (ج

 شرط پر بنسټ بیان دي . 

بیان د ب( او ج( پر ترکیبي بیانو باندي د استنباط د عملیې د عملي  4p ⟶) 1p¬ ∧ 2pپ( 

 کېدو په نتیجه کي لاسته راغلئ دي.

د پ( پربیان باندي د  ¬p))4p ⟶) 1p¬ ∧ 2(ت( په پای کي زموږ راکړه سوي افاده، یعنی 

 نفي دعملیې د عملی کېدوپه نتیجه کي لاسته راغلی ده. 

 زموږد غوښتني لاړ داسي بڼه لري:

 1p)الف(1p¬,  )ب( 2, p )1 ()الفp¬ ∧ 2, (p )ج( 4, p )الف(,   

 4p ⟶) 1p¬ ∧ 2(p)4 ()پp ⟶) 1p¬ ∧ 2((p¬,   )ت(  

  لاړ به ولیکو:  ((t¬)∨(t⟶r))د   3.2.بېلګه  

t )الف( , ¬t )ب( , r )الف( , (t⟶r) )ج( , (t⟶r)∨(¬t)  )ج(  

 پاملرنه وکي ، چي دلته مو د الف، ب او ج څخه هدف د بیان د تعریف اجزاوي دي.

 . په دوهم سوال کي د راکړه سوو افادو لاړ ولیکي. 1.2د تمرین  .2.1تمرین 

 >=Lدمخه تردي چي بل مفهوم تعریف کو، د لمړي پاراګراف لمړنیو مفکوروته راګرځم . د  

a,b,c,...,0,1,(,), ¬,∧,∨,⟶,⟷ >   مصنوعي ژبه مو تعریف کړه، وروسته مو پدي ژبه
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په نامه  الجبرد بیان د په مجموع کي کي د کلمو او جملو د جوړولو اصول تعریف او هغه مو 

کي بیانونه دونه ډېر سوه ، چي د ژبي و پراختیا ته ضرورت پیدا سو. د  جبرالیاد کی.د بیان په 

ته مو پراختیا ورکړه او طبیعي عددونه مو د بیانو د اندکس په صفت  په ژبه کي  الجبربیان 

نښې شاملی دی. ټوله دغه  نښې د    c,b,a1,p2,...pn...p...,شامل کړه. پدی ډول په ژبه کي د 

 فباء په نامه یادوو. د ال الجبربیان د 

د لغاتو لاړ د بیان د منشاء د لاړ  A2, ...., AnA ,1کي د  الجبردبیان په  2.2.تعریف 

Propositional Creating Sequence  د بیان دلاړ سر چینه( په نامه یادیږي که د هغه د(

 دپاره د لاندنیو شرطو څخه یو شرط صدق وکي: i=1,2,...,nهر غړي یا د هر اندکس 

د نښو څخه په یوه نښه ښودل سوی  c,b,a1,p2,...pn...p..., ابتدائې بیان دي. یعنی د  iAالف( 

 دي. 

 )j<i(د مخکني  iA دي، پدي معنی چي jA¬= iAاندکس داسی وجود لري، چي  j<iب( د 

 د نفی په نتیجه کي لاسته راغلی دي.  jA ابتدائې بیانو

 د ♣ دي، پداسي حال کي ، چي  kA ♣j=AiAاندکسونه داسي وجود لري، چي  j,k<iج( د 

د مخکنیو  iAیا په بل عبارت د عملیو څخه د یوي عملیې نماینده ګي کوي.⟷ ⟶  ,∨,∧ 

(j,k<i) ه نتیجه کي لاسته راغلی دي. پطقي دوه ئېزي عملیو د عملی کېدو بیانو څخه د من 

 خدای)ج( دی وکي چي موضوع لا تراوسه نه وی درته پېچلي او زما دفکر سیر تعقیبولای سي.

 پر بنسټ د بیان تعریف په لاندي ډول سره فورمولبندی کوو: 2.2د تعریف 

د بیان په نامه یادوو ، که د  )کلمه(متناهي لغات Aکي د  الجبرد بیان په  .2.3تعریف  

A  1 دپاره د, A2, ...., AnA چي ، دبیان دمنشاء لاړ داسی وجود ولري=AnA .وي  

که غواړو پوه سو، چي آیا د بیانو یو لاړ د بیان د منشاء لاړ دي ، نو د لاړ د هر غړی و څنګ 

 کي دغه ډول مخ ته ولاړو.  2.2.د الف( ، ب( او یا ج( شرط لیکو. په بېلګه  2.2ته د تعریف 

 د لاندنې بیان د منشاء لاړ ولیکئ. 4.2.بېلګه 

(p1⟷((¬p2) ∨p3)) ⟶(¬ p1 ⟶ p2)    ... (2.1) 
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باندي عیار کم.  2.2ددی دپاره چي سوء تفاهم رانسي ، نو زه به دغه بېلګه کټ مټ پر تعریف 

ساوات نښه نده تعریف کړي ، ځکه نو د هغه استعمال راته ستونزمن ښکاري. موږ تراوسه د م

 فکر کوم لاندنې شرح په کافي اندازه څرګنده ده:

ساده بیان دي ، ځکه نو د تعریف د الف( سره مطابقت  1pسره ښییم .  1Aبیان په  1pد   1)

 کوي.

 ساده بیان دي ، ځکه نو د تعریف د الف( سره مطابقت کوي. 2pسره ښییم .  2Aبیان په  2pد  2)

 ساده بیان دي ، ځکه نو د تعریف د الف( سره مطابقت کوي. 3pسره ښییم .  3Aبیان په  3pد  3)

(4  2p¬  4پهA  2څخه ، یعنی  2)سره ښییم او دA ((2<4 نتیجه  پهد نفي عملیې د عملې کیدو

 ء دي.کي لاسته راغلی دي.د تعریف د ب( جز

(5  )3p∨ )2p¬( 5پهA  دوه ئېزی عملیې د  ∨د  (5>3,4)څخه ، یعنی  3)او  4)سره ښییم ، د

 عملي کېدو په نتیجه کي لاسته راغلی دي. د تعریف د ج( جزء دي.

(6 1p¬  6پهA  1څخه ، یعنی  2)سره ښییم او دA ((1<6 نتیجه  پهد نفي عملیې د عملې کیدو

 د ب( جزء دي.د تعریف  کي لاسته راغلی دي.

(7 )2p ⟶ 1p ¬(  7پهA  د دوه ئېزي عملیې  (7>2,6)څخه ، یعنی  2)او  6)سره ښییم ، د ،

 د تعریف د ج( جزء دي.  په نتیجه کي لاسته راغلی دي. د عملي کیدو ⟶

(8   ))3p∨ )2p¬((⟷1(p  8پهA  د دوه ئېزي  (8>1,5)څخه ، یعنی  5)او  1)سره ښییم، د ،

 د تعریف د ج( جزء دي. د عملي کیدو په نتیجه کي لاسته راځي. ⟷عملیې 

(9 )2p ⟶ 1p ¬(⟶ ))3p∨ )2p¬((⟷1(p  9پهA  څخه ، یعنی  8)او  7)سره ښییم، د

د عملي کیدو په نتیجه کي  ⟶ اووه او اته تر نهه مخکي دي، د دوه ئېزي عملیې   (9>7,8)

 د تعریف د ج( جزء دي. لاسته راغلی دی.

 اوس به نو لاسته راغلی لاړ په یوه جدول کي درج کو: 
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 A1  A2  A3  A4  A5  A6  A7  A8  A9 
 p1  p2  p3  8  (¬p2) ∨p3)  ¬p1  ¬ p1 ⟶ 

p2 
 p1⟷((¬p2) 

∨p3) 
 (2.1) 

 ج  ج  ج  ب  ج  ب  الف  الف  الف 

   2.1جدول          

د کلمو لاړ داسی   A2,A3,A4,A5,A6,A7,A8,A9A,1په الفباء کي د  الجبرپدي ډول د بیان د 

 ( ده . 1.2لاسته راغي،  چي د هغه وروستې کلمه په خپله راکړه سوي افاده )

 د پورتني بیان د رشتیاوالي جدول ترتیب کي.  .2.2تمرین  

 د لاندنیو بیانو د منشاء لاړ ولیکي.  .2.3تمرین  

 ;(p2⟶ (p2⟶ (p1⟶p2))) )الف 

 ;((p1⟶p2)∨ (p1⟶(p2∨p3)) )ب  

 .((p2 ∨ (p1⟷ p3 ))⟶(p1∨(¬( p2∧p3)))) )ج   

په راتلونکي تعریف کي د یوه مفهوم څخه کار اخلو، چي بېله هغه د نن ورځي 

. ددي مفهوم په هکله د دي ریاضي نسو تصور کولای . هغه مفهوم عبارت له سیټ څخه

    [ ته مراجعه وکي.17[ یا ]3پراخ معلومات دپاره ]

څخه تشکیل سوی دی، د  q2,...,qkq,1بیان د ابتدائې بیانو  Aوایو چي د  .24.تعریف 

)k,...,q2,q1A(q په څېر یې لیکو، که دA  د بیان د منشاء لاړ داسي وجود ولري، چي دA  بیان

د سیټ ، سب سیټ  k,...,q2,q1{ q{د هغه وروستئ غړی وي او د منشاء د لاړد غړو سیټ  د  

 وي. 

سره وښیو ، نو  Aاړېکه کي، که هغه بیان په  (2.1)یعنی په   بېلګي بیان ، 4.2د 

)n...,p4,,p3,p2,p1, p0A(p  .د نوموړو ابتدائې بیانو څخه تشکیل سوی دي 

ابتدائې بیان  pپه بیان کي شامل دي ، که د  Aابتدائې بیان د  pوایو چي د  5.2.تعریف 

 د بیان د منشاء په هر لاړ کي شامل وي. Aد 

بیان په نظر کي نیسو. موږ ویلای سو، چي نوموړي  p6¬p⟶2(p∧3((د  5.2.بېلګه 

ابتدائې بیانو څخه تشکیل سوی دي . موږ هم ویلای سو ،چي نوموړي بیان د  p3,p6p,2بیان د 

1, p2,p3,p4,p6p  2 خو نسو ویلای چي یوازي د  تدائې بیانو څخه تشکیل سوی دي، اب,p3p 

دبیان هرد منشاء لاړ باید  p6¬p⟶2(p∧3((ابتدائې بیانو څخه تشکیل سوی دي. ځکه چي د 

 ابتدائې بیان په ځان کي ولري. 6pد 

 د تېر پاراګراف یو واقعیت دلته بیا تکراروم.

ابتدائې بیانو څخه تشکیل سوی بیان  q2,...,q kq,1د  k,...,q2,q1A(q(فرضوو،چي  

د عملیې  k2د رشتیاوالي جدول عبارت دي د هغه جدول څخه چی  k,...,q2,q1A(q(دي. د 
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درج  3دبیانو د قیمتو ټوله ممکنې اووښتنې q2,...,q kq,1کرښې لري. په نوموړو کرښو کي د 

عملیې په کار اچول  mپه ترکیبي بیان کي د بیان دمنطق  k,...,q2,q1A(q(سوی دي. که د 

ستونونه ولري. په ستونو  m+kد رشتیا والي جدول به د بیان  k,...,q2,q1A(q(سوی وي ، نو د 

بیان د منشاء د لاړ عنصرونه ځای پر ځای سوی دي  k,...,q2,q1A(q(نو کي په ترتیب سره د 

 د بیان د رشتیاوالي قیمت درج دي.  k,...,q2,q1A(q(او په وروستي ستون کي د 

 لته به لږڅه مکث وکو او څو بېلګي به وڅېړو.د 

بیان دپاره به دهغه د منشاء لاړولیکو  او دهغه د  p⟶(q⟶(p∧q))د  5.2.بېلګه  

 به رسم کړو.رشتیاوالي جدول 

په بېلګه کي دوه ابتدائې بیانونه او دري د بیان د منطق عملیې په کار اچول سوی دي. ځکه نود 

بیان  ستونونه ولري. د نوموړې 5یعنی  3+2کرښې او  4یعنی  22هغه د رشتیاوالي جدول به  

 :ولیکو لاړ منشاء د هغه د به لمړئ ؟د منشاء لاړ به څوعنصره ولری

 

p, q, p∧q, q⟶(p∧q), p⟶(q⟶(p∧q))   (2.2)  

 p  q  p∧q  q⟶(p∧q)  p⟶(q⟶(p∧q)) 

 1  1  1  1  1 

 1  0  0  1  1 

 0  1  0  0  1 

 0  0  0  1  1 

   2.2جدول            

 

 د  .2.6بېلګه  

   (p∨q) ⟶((q∧r)∨¬p)) ...(2.3)  

 بیان د منشاء لاړ به ولیکو او دهغه د رشتیاوالي جدول به ترتیب کو. 

 د راکړه سوي بیان د منشاء لاړ عبارت دي له: 

  p, q, r, ¬p, (q∧r), (p∨q), (q∧r)∨¬p),  (p∨q) ⟶((q∧r)∨¬p)) 

                                           
 مخ وګوري. 171نیازمن :الجبر او د عددونو تیوري لمړې برخه  [17]د  3
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بېلګي په ډول د لاړ  4.2ددي دپاره چی جدول مو د صفحی تر پولو ونه وزي، نو د 

 سره ښیو.  A2,A3,A4,A5,A6,A7,A8A,1عنصرونه د کینې خوا څخه په 

A1   A2 A3  A4  A5  A6  A7  A8 

1  1  1  0  1  1  1  1  

1  1  0  0  0  1  0  0  

1  0  1  0  0  1  0  0  

1  0  0  0  0  1  0  0  

0  1  1  1  1  1  1  1  

0  1  0  1  0  1  1  1  

0  0  1  1  0  0  1  1  

0 0 0 1 0 0 1 1 

   2.3جدول            

لې جدول اد لاندنیو بیانو د منشاء لاړ ولیکئ  او د هغوی د رشتیاو .2.4تمرین  

 ترتیب کي. 

 r⟶(p∨q ¬) الف)

 (q⟶p)⟶(p⟶q) )ب

 (q∨p)⟶(p∨q)  )ج

 دوو ټکوته ستاسو پاملرنه راګرځوم: 

لمړئ داچي د هر بیان د منشاء لاړ کولای سو داسي و اوډو چي ابتدائې بیانونه چي په هغه 

بیان کي شامل دي په ترتیب سره د لاړ دلمړیو عنصرو په څېر درج او یا ولیکو. موږ بېله دي 

 چي دغه ټکئ ته په څرګند ډول اشاره وکو، سم له سمنی مو عملی کړئ دي . 

کي یوه کرښه ، چي په هغه کي د بیان د منشاء د لاړ  3.2و جدول ا 2.2دوهم داچي په جدول 

د ټولو ترکیبي بیانوقیمت یو دي ، یعنی د ابتدائې بیانو د قیمتو په دغه ترکیب کي،  ټول ترکیبې 

تمرین په جدولو  4.2بیانونه رشتیا دي. دغه ټکې ته تر یوی لنډي تبصری وروسته راګرځم. د 

 کي ټوله دغه ډول کرښې په نښه کئ! 

 .  2.1تبصره  

عدد، مربع » ریاضی د مجردو مفهوموسره سرو کار لري. د بېلګي په ډول څرګنده ده چي د  

 مفهومونه په حقیقت کي وجود نلري .«داسي نور، د مربع ضلع ، ... او

رد دي. دبېلګي په ډول کله چي خو هغوی زموږ د ذهن څخه بهر د ځینو عینی موجوداتو تج

پنځه اورو ، نو نظر و حالت ته سمدلاسه د پنځو مڼو ، پنځو ډوډي،  پنځو پسو ، ... تصور 

زموږ په ذهن کي پیداکېږي، خو پنځه په خپل ذات کي وجود نلري .لاکن دغه مجرد مفهومونه 
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ي . هم و پېژنځني بنسټېز خاصیتونه لري او ریاضي پوه غواړي چي دهغوی نور خاصیتونه 

دا چي د نورو خاصیتو څخه مو هدف څه شي دي، هڅه کوم چي په بېلګو کي یې په دقیق ډول 

 درته څرګند کم  . 

مجرد « نقطي ، مستقیم خط ، سطحي»د لرغونی یونان ریاضی د بېلګي په ډول د  

عمود  موازی والی ، د عمودیت ، یا» مفهومونه منځ ته راوړل ، بیا یې د هغوی تر منځ  د 

ې مجردی اړېک« والی، په یو سطحه کي اوسیدل او یا پر یوه خط باندي اوسیدل ، او داسی نور 

تعریف کړي. څرګنده ده چی د هغوی دغه کار د عینیت انعکاس ؤ. خو سمدلاسه یې دهغوی 

دوه مستقیم خطونه موازی  qاو  pکه د » بنسټیز خاصیتونه در په ګوته کول. د بېلګي په ډول 

پر مستقیم خط  qمستقیم خط د  rپر مستقیم خط عمود وي ، نو بیا د  pمستقیم خط د  rد  وي او

پر مستقیم خط باندی نه وي پرته ، بیانو یوازی یو  pنقطه د  Aکه د » او یا .« هم عمود دی 

« د مستقیم خط سره موازی دي. pتر نقطي تېریږي او د  Aوجود لری ، چي د  qمستقیم خط  

 pنور. نوموړې مفهومونه یوازی د مختلفو عینی حالتو څخه اخیستل سوی دي. د  ... او داسی

د خطونو  تر مفهوم لاندي مو کولای سوای چي په عینیت کي دخونی دیوالونه تصور کو  qاو 

، ددوو پړیو امتداد تصور کو، یا دوی وړانګې تصور کو، ځکه چي هغوی د موازی والی 

که څه هم په سطحه کي پراته وه ، خو هغوی یو اوبل  «موازی خطونه.»مفهوم ترسیموی 

 هیڅکله نه قطع کول، یعنی مشترکه نقطه یې نه درلوده . 

.آیا  (منځ ته راوړی)مجرد مفهوم خلق کئ "عدد"نوموړو مفهومو ته ورته ریاضی د  

څوک ویلای سی ، چي عدد څه شی دي؟ وروسته د تاریخ په اوږدو کي په تدریج سره ننې 

فهومونه ، لکه  طبیعی ، تام ، ناطق او حقیقی عددونه منځ ته راغلل .د مختلطو عددو مجرد م

مفهوم ،حتی په اتلسمه پېړي کی منځ ته راغلی دي. بیا هم ریاضی د نوموړو مجردو مفهومو 

څخه  ود غوښتونعینیت ضمیمه کړل، چي هغوی هم د هخاصیتوند سرنوشت سره یو لړ بنسټېز 

 .منشاء اخیستی وه

ریاضي د پاره دغه ډول کړنلاره معموله ده: که مجرد مفهوم  د ځینو بنسټېزو  د 

 خاصیتو سره راکړه سوی وی . د نوموړو بنسټېزو خاصیتو څخه د منطق  

  استنباطپه مرسته د څېړل سوی مفهوم نور خاصیتونه  (که غواړی، د منطقی دلایلو )

(Deduce) کوو .که یوه عینی پدیده ، ماسیوا د هغه مفهوم څخه ، چي موږ یې پدی شیبه

کي څېړو، هم دغه بنسټیز خاصیتونه ولري، نو باید نوموړي عینی پدیده، نوموړې استنباط 

 سوی خاصیتونه هم ولري. 

د معمار څخه غوښتنه کېږي، چي په تعمیر کی د لفټ دپاره شفټ داسی   .2.7بېلګه  

فټ ل د شجوړ کي، چي په هغه کي لفټ ، بېله دي چي وزنګېړي، پورته او کښته سی .پدی ډو

تنې دادی ، چي د شفټ دیوالونه باید موازی وي. په عین حال کي ښد جوړولو دپاره اساسی غو

لفټ و نه زنګېږي یا په بله اصطلاح نوسان و نه کي. باید دونه پراخ وي، چي په هغه کي 

معمار د مځکي پر مخ د لفټ قاعده رسموی او دنوموړی رسم سوی شکل پر اساس دیوالونه 
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پورته کوي . ددیوالو د پورته کولو په وخت کي د شاقول څخه استفاده کوي، ځکه چي هغه پر 

 مځکه باندي د دیوال عمودیت تضمینوی . 

معمار په خپل کار کي د کم تجرد څخه کار اخیستی دي: که دوه مستقیم پاملرنه وکي 

خطونه پر یوه سطحه عمود وي ، نو هغوی په خپل منځ کي موازی دي.پدی معنی چي د 

د شفټ په ټوله لوړوالی کي مساوی ده. معمار په ضمن کي د دیوالو « فاصله »هغوی ترمنځ 

  .د موازی خطو په صفت استنباط کړه خاصیتونه

په راتلونکي کي به زموږ د څېړنو کړنلاره هم همداسی وی، یعنی که د یوه مفهوم ، چي د عینی 

پدیدي څخه یې منشاء اخیستی ده، ځنې خاصیتونه راته معلوم وي ، نو د هغه مفهوم دنورو 

 خاصیتو په لټه کي به یو. 

بیان دي.  Aد بیانو متناهی سیټ او  }=m, ..., B1BΔ {فرضوو چي  .26.تعریف 

وایو چي ابتدائې بیانو څخه تشکیل سوی دي. qkq ,... ,1فرضوو، چي نوموړې ټوله بیانونه د 

د  A1, ..., BmB ,سره یې ښیو، که د  ⫤AΔ  کوي، په validکی صدق  Δبیان په  Aد 

د  Aنو د  د سیټ د بیانو قیمت یو وي ، Δرشتیاوالي د مشترک جدول په هره کرښه کي چي د 

 ي.بیان قیمت هم یو د

 جدولونه وګوری.  3.2او  2.2د 

 

k... q1  q 

1 m
B ... B



 

A 

   

kQ...  1Q 1  ...  1 1! 

   

  4.2جدول      

د  QkQ, ... ,1  نښه د بیانو په سیټ کي د یوه بیان د تصدیق یا دصدق د وړتوب نښه ده. ⫤ د 

1, ... ,qkq   دي .  1یا 0ابتدائې بیانوقیمتونه ، یعنی ،  
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په نامه یادوو ، که د  Tautology بیان د تاوتولوجي )k,...,q2,q1qA(د  .27.تعریف 

 نوموړې بیان د رشتیاوالي د جدول په هره کرښه کي د رشتیاوالي قیمت یو وي.

 جدول وګورئ.  2.2بېلګي بیان تاوتولوجي ده،  5.2د 

تاوتولوجي ده، چي د فرضیو په خالي  بیان یوازي او یوازي هغه وخت  Aڅرګنده ده، چي د 

 . A⫤∅سیټ کي صدق وکي، یعنی 

 جدول ته ورته جدول رسم کي. 4.2د تاوتولوجي دپاره الف(  5.2.تمرین  

 ؟او وګوري، چي آیا تاوتولوجي ده  ب( د لاندنیو بیانو د رشتیاوالي جدول رسم

 a) (((r⟶s) ⟶s) ⟶s)  b)(p⟶(q⟶(q⟶p))) 

 c)(((p⟶q) ⟶q) ⟶p)  d)((p∧q) ⟶(p∨r)) 

 e)(((r⟶s) ⟶r) ⟶r) f)((p⟷q)⟷(p⟷(q⟷p))) 

 g)(((q⟶r) ⟶(p⟶q)) ⟶(p⟶q)) 

 h) ((p⟶q)∨(q⟶p))  i) ((¬(p⟶q)) ⟶p) 

 j)((p∨(¬(q∧r))) ⟶((p⟷r)∨q)) 

بیان  Aد بیانو متناهي سیټونه او  Γاو  m, ..., B1B={Δ{فرضوو، چي  1.2.قضیه  

 دي. لاندنې ادعاوي صدق کوي:

 .  A⊨Δوي، نو  A∈Δالف( که  

 .  Γ ⊨ Aوي، نو  Δ⊆Γاو  Δ⊨Aب( که  

 .   A ⊨Γ، نو  1B⊨, ..., ΓmB⊨Γاو  A⊨Δج( که  
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mB ,د صدق د وړتوب د تعریف پر اساس حقیقت لري، ځکه چي د ثبوت. د الف ادعا  

1..., B  د بیانود رشتیاوالي دجدول  په یو کرښه کي د هغوی قیمت یو دی، نوA  چي یو دهغو

 .د قیمت په صفت یو ولری کي څخه دی ، باید د رشتیاوالي دجدول  په کومه کرښهبیانو 

کي هم  Γبیان په  Aوي، نو د  Δ⊆Γپه سیټ کي صدق وکي او  Δبیان د  Aب ( وایې که د 

د بیان سره یو لري ،  Aصدق کوي. څرګنده ده، ځکه هغه بیانونه ، چي په یوه کرښه کي د 

 په سیټ کي هم شامل دی.  Γهغوی د 

د بیانو سره د  BMB ,... ,1 د بیانو په سیټ کی صدق کوي، یعني د  Δبیان د  Aج( دا چي د 

په سیټ  Γبیانو څخه د  B ,MB ,...1رشتیاوالي دجدول په  کومه کرښه کي یو لري او هر یو د 

په سیټ  Γبیان به هم د  Aکي د رشتیاوالی د جدول په کومه کرښه کي یو لري، نو ددي اسیته د 

یې لاندنئ جدول کي د رشتیاوالی د جدول په کومه کرښه کي یو ولری . د څرګندولو دپاره 

 وګورئ:

k... q1  q Γ 

1 m
B ... B



 

A 

    

kQ ... 1Q 1 . .  . 1 1! .  .  .  1! 1!! 

    

  5.2جدول      

   پاملرنه وکي، چی د ب( ادعا د الف( د ادعا پر بنسټ د ج( د ادعا څخه استنباط کېږي. 

         q.e.d 

 هم بیانونه وي، نو د  B nB , ... ,1بیان وي او  )n, ... , p1pA(که  

  )n/Bn, ... , p1/B1A(p  
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د  iB  ،i=1,2,...,nڅخه د  ipد بیان د ابتدائې بیانو  Aپه ذریعه هغه بیان په نښه کوو، چی د 

پدی معنی چي په نتیجه کي لاس ته راسي.  (Substitution, Replacement))ونج ( تعویض 

 د بیان سره تعویضوو)ونجوو(.   iBابتدائې بیان د  ipد بیان هر  Aد 

 1p∨4=(p2B(او  3p¬=1B، د  ¬p⟶2p)2p∧1 (بیان  p)p1A,2( که د  8.2.بېلګه  

 بیان عبارت دی له: B2, p1/B1A(p/2(بیانونه وي، نود 

))1p∨4p (∧3p¬ (⟶)1p∨4(p¬ 

د  B2, p1/B1A(p/2(او       p  ،1B  ،2B)p1A,2(په پورتنې بېلګه کی د  6.2.تمرین  

 بیانو د منشاء لاړونه ولیکي. 

 اکثرآ به د لاندنې قضیې څخه کار اخلو.

 (Substitution, Replacement) 2.2.قضیه  

 دبیانونه وي، نو  B nB , ... ,1او بیان تاوتولوجي  n, ... , p1A(p(که د 

  )n/Bn, ... , p1/B1A(p  به هم تاوتولوجي وي.بیان 

د بیانو   Aاو  B,... nB ,1لمړئ د  بیان تاوتولوجي ده. np , ... ,1A(p(فرضوو، چي د ثبوت. 

د منشاء لاړ لیکو او د هغه  n/Bn, ... , p1/B1A(p(لیکو. د هغوی په مرسته د  ونهد منشاء لاړ

وو، خو ثابته کرښه ټاکو. فرض یوه اختیاري،د رشتیاوالي جدول ترسیموو. په نوموړي جدول کي 

اوس د رشتیاوالي قیمتونه دي.د بیانو  B nB , ... ,1د  Q , ...nQ ,1ه نوموړي کرښه کي چي پ

د بیان د  Aد رشتیاوالي جدول ګورو او په هغه کي هغه کرښه چي د  n, ... , p1A(p(نو د 

د قیمتو سره تطابق وکي، ټاکو. د  QnQ , ... ,1 دپاره قیمتونه د pnp ,... ,1ابتدائې بیانو 

)n/Bn, ... , p1/B1A(p  1بیان د, B,... nB په ورته ډول لاسته راغلی دي،لکه د  بیانو څخه

)n, ... , p1A(p  1بیان چي د ابتدائې بیانو, ..., pnp  څخه لاسته راغلی وي. ددی اسیته

قیمتونه  n, ... , p1A(p( او د  p)n/Bn, ... , p1/B1A(درشتیاوالي دجدول په دواړو کرښو کي د 

 1بیان تاوتولوجي ، یعنی د رشتیاوالي قیمت ئې  n, p, ... 1A(p(څرنګه چي د به یوډول وي.
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   دي.  1د بیان د رشتیوالي قیمت هم  n/Bn, ... , p1/B1A(p(دي ، نو د 

         q.e.d    

پورتنې قضیه وایې ، که د تاوتولوجي ابتدائې بیانونه د هر ډول بیان سره تعویض کو ، نو بیاهم 

 تاوتولوجی ده.

وء تر هغه ځایه چي سو او د بیانو د استنباط دپاره دوه مهم تعریفونه راوړو.د بیانو د پرتله کول

 ابتدائې بیانو د ذکر او تکرار څخه ډډه کوو. pnp ,... ,1تفاهم رانسي ، نو د 

  logically equivalent معادلمنطقی دوه بیانونه یودبل سره  Bاو  Aد  8.2.تعریف  

 بیان تاوتولوجي وي.  A⟷Bسره ئې ښیو، که د  A⟺Bدي، 

. د (A⟺(¬(¬A)))بیانونه منطقی معادل دي، یعنی  ((A¬)¬)او  Aد  9.2.بېلګه  

A∧B  اوB∧A  بیانونه منطقی معادل(A∧B⟺ B∧A) .دي 

 د بیان Bد بیان څخه د  Aدوه بیانونه وي، نو وایو چی د  Bاو  Aکه  9.2.تعریف  

 A⟹Bد بیان نتیجه ده ، په  Aبیان د  Bکېږي او یا د  logically impliesاستنباط  منطقی

 تاوتولوجي وي.  A⟶Bسره ئې ښیو، که د 

منطقی استنباط  A∧B ⟹ Aدوه بیانونه وي، نو  Bاو  Aکه  10.2.بېلګه  

منطقی استنباطونه دي. د رشتیاوالی د جدولو په  B⟹ (A∧(A⟶B))او   A⟹A∨Bدي.

 رسمولو سره خپل قناعت لاسته راوړي. 

وګوري، چي د لاندنیو بیانو څخه کم دوه په خپل منځ کي منطقی الف(  7.2.تمرین  

 معادل دي؟

a) ((A⟶B) ⟶A)  او A 

b) (A⟷B)  او ((A⟶B) ∧(B⟶A)) 

c) ((¬A) ∨B)  او ((¬B) ∨A) 

d) (¬(A⟷B)) او (A⟷(¬B)) 
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e) (A∨(B⟷C))  او ((A∨B) ⟷(A∨C)) 

f) (A⟶( B⟷C))  او ((A⟶B) ⟷(A⟶C)) 

g) (A∧( B⟷C))  او ((A∧B) ⟷(A∧C)) 

 د بیان څخه منطقی استنباط کیدای سي؟ (A∧B)وری، چي دلاندنیو بیانو څخه کم یو د ( وګب

 a) A b) B  c)( A∨B)  d) ((¬A) ∨B)  

e)(( ¬B) ⟶A) f) (A⟷B) g) (A⟶B)  h)(A∧(¬B)) 

او  B,... nB ,1بیان دي. فرضوو، چي       n, ... , p1A(p( فرضوو، چي  3.2.قضیه  

1C, ,... nC  :داسي بیانونه دي، چي 

   nC⟺n, ...., B2C⟺2,  B 1C⟺1B 

 دي، بیا نو :

  )n/Cn, ... , p1/C1A(p ⟺) n/Bn, ... , p1/B1A(p 

 کېږي. 

او  B⟺Cداسي بیانونه وي ، چي  Fاو  E , C, Bلمړئ خو پاملرنه وکئ ، که ثبوت.  

E⟺F  وي ، پدی معنی چي د B  اوC  بیانونه او دE  اوF  بیانونه په خپل منځ کي منطقی

 معادل وي، نو لاندنې بیانونه هم په خپل منځ کي منطقی معادل دي:

¬B⟺¬C   او (B♣E)⟺(C♣F)  د  ♣، یعنی  ⟷ ,⟶ ,∨ , ∧=♣پداسي حال کي ، چي

 د عملیو څخه یوه عملیه ده.  ⟷، ⟶،  ∨،  ∧

اوس به نو راسو د قضیې و ثبوت ته.د ثبوت طریقه مو تراوسه دلته نده معرفی کړي، خو د 

 الجبر څخه د هغه سره هرومرو اشنا یاست. ثبوت د ریاضي د استقراء په طریقه سرته رسوو. 
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nq , کي غیر لهلاړ دي ، چي په هغه د بیان د منشاء داسي  Aد  AmA ,...  ,1فرضوو، چي 

1... , q  .قیم د ریاضی د استقراء پر اساس په مستابتدائې بیانوڅخه نور ابتدائې بیانونه شامل ندي

 دپاره :  i=1,...,mډول د 

 )n/Cn, ... , q1/C1(qiA ⟺)n/Bn, ... , q1/B1(qiA 

  q.e.d      د پاره زموږ ادعا ده. i=mدي. د 

 د بیانو د رشتیاوالي بل تعبیر §3.  

هغو وسایلو څخه، چي دمخه افو کي مي هڅه وکړه ، چي یوازی دپه تېرو دوو پارګر 

می تعریف کړیدي، کار واخلم. دغه ډول کړنلاره منطقی او د مسئلي د درک دپاره واضح 

تنګوي. ځکه نو په دي پاراګراف د بیان د برېښي ، خو په عین حال کي د لیدلو ساحه راته 

ل څېړو او دلته د هغو مفهومو او وسیلو څخه کار اخلو ، چي د هغو رشتیاوالي مسئله په بل ډو

حواله درکړم. هغه مفهومونه عبارت دي له سیټ  [3] ,[17] ,[18]د تعریف دپاره به پر 

 . ئېزه n–، مرتبه جوړه ، مرتبه مپینګ  متناهي سیټ ، د شمېر وړ سیټ ،،

، نو هغه به یا رشتیاو ی او یا  په تېرو پاراګرافو کی مو وویل که بیان راکړه سوی وي 

بیانو سیټ راکړه سوی دی،  تعریف سره مطابق  د 1.2 درواغ. په بله اصطلاح د یوی خوا د

 Mد دو عنصره سیټ راکړه سوی دي.  M={0,1}د بلی خوا د  .سره وښیو Πهغه به دلته په 

وه ئېزو، دری د سیټ د عنصرو څخه د ضرورت له مخی)نظر د ابتدائې بیانو و شمېر ته( د د

 ئېزو سیټ جوړو. د بېلګي په ډول: n-ئېزو، ...، 

M2={(1,1);(1,0);(0,1);(0,0)} 

M3={(1,1,1);(1,1,0);(1,0,0);(0,1,1);(0,0,1);(1,0,1);(0,1,0);(0,0,0)} 

 ⋮ 

سیټونه زموږ جدولو ته ورته او د هغوی د عنصرو شمېر نظر د  3Mاو  2Mپاملرنه وکئ، د 

 دي.  n2ته  nابتدائې بیانو وشمېر 
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په سیټ کي د مپینګ په صفت تعریفو، یعنی : Mد سیټ څخه د  Πد بیان رشتیاوالی د 

 : M   او یا: {0,1}   . 

 عملیې په ترتیب سره په لاندي ډول تعریفوو: ⟷او  ¬ ,∧ ,∨ ,⟶د سیټ پر عنصرو د  Πد 

df 0 ;if (A) 1;
(A)

1 ;if (A) 0


 
 

 
 

df

df

df

1 ;if ( (A), (B)) {(1,1)};
(A,B)

0 ;if ( (A), (B)) {(0,1),(1,0),(0,0)}.

1 ;if ( (A), (B)) {(1,1),(1,0),(0,1)};
(A,B)

0 ;if ( (A), (B)) {(0,0)}.

1 ;if ( (A), (B)) {(1,1),(0,1),(0,0)};
(A,B)

0 ;if ( (A







  
 

  

  
 

  

  
 



df

), (B)) {(1,0)}.

1 ;if ( (A), (B)) {(1,1),(0,0)};
(A,B)

0 ;if ( (A), (B)) {(1,0),(0,1)}.





 

  
 

  

 

 په سیټ کي ګورو. Δد بیان تصدیق د  Aپه دغه تعبیر کي د 

 n, ... ,q1A(q(            د متناهي بیانو سیټ دي، وایو چي د m, ... , B1Δ={B {فرضوو چي 

ئېزي  n–سره یې ښیو، که د صفر او یو یوی  Δ⊨Aپه سیټ کي صدق کوی ،په   Δبیان د 

بېلګو  6.2او  5.2د بېلګي په ډول په وي.  υ(A)=1وی،  1m(Bυ)=...=1(Bν=(دپاره چي د 

بېلګه کي  5.2کي هغه کرښه چي رنګه ده ، داسي لیکلای سو. په 

q))∧(p⟶(q⟶A(p,q)=p  ،q∧(p,q)=p1B  ،q)∧(p⟶(p,q)=q2B  ،}2,B1={BΔ 

 دي . 

 ν(B1(1,1))= ν(B2(1,1))= ν(A(1,1))=1 

 :په دریئېزه کي  (0,1,1)د   7A,6A,5A,4A={Δ{بېلګه کي  6.2په 

ν(A4(0,1,1))= ν(A5(0,1,1))= ν(A6(0,1,1))= ν(A7 (0,1,1))=1 
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 دي. Aν)8 1=((0,1,1)او په عین حال کي 

 ,Π={pاو  Π={p,q}پدي معنی چي په نوموړو بېلګو کي په ترتیب سره د ابتدائې بیانو سیټ 

q, r}  دي. د جدول هره کرښه د : {0,1}  .مپینګ ديAΔ⊨  یا⊨A}2,B1{B  پدي

 1A(ν=((1,1)ؤ، نو  ν)2B(ν (1,1))=1B((1,1)1=            چيپه هغه کرښه کي  معنی ؤ

تعریفوو، نو فرضوو چي زموږ  ⫤AΔد سیټ دپاره  m, ... , B1Δ={B{ؤ. په عمومي بڼه که د 

د عنصرو څخه منځ ته راغلی دي. که  n, ... ,q1q ={Π{د نظر بیانونه د ابتدائې بیانو د سیټ 

 Πp∋سي ، نو را ښکاره  په بیانو کي  ,BmBA , ... ,1د موجودیت  pکوم ابتدائې بیان د چېري 

:پدي صورت کي د دي.  {0,1}  مپینګ دi=1, ..., k   دپاره دi)=Qi(qυ  د اړېکي

تعریف داسي هم فورمولبندی  5.2په نتیجه کي په ذریعه د ټولو ابتدائې بیانو دپاره تعریف کېږي. 

 کولای سو:

بیان دي.  Aد بیانو متناهی سیټ او  }=m, ..., B1BΔ {فرضوو چي   1.3.تعریف 

وایو چي ابتدائې بیانو څخه تشکیل سوی دي. qkq ,... ,1فرضوو، چي نوموړې ټوله بیانونه د 

 کوي، په validکی صدق  Δبیان په  Aد 

    Δ⊨A 

:سره یې ښیو، که د  {0,1}  هر مپینګ دپاره په داسي ډول چی دهر∈∆B  دپاره

ν(B)=1 وي، نوν(A)  هم په یوه سره مساوی وی، یعنیν(A)=1 .وي 

ولیدل ، چی د ژبي په تعریف کي د متناهي شمېر حرفونه زموږ  په تېرو برخو کی ډیر ژرموږ 

في نه ؤ.ځکه ږ د پاره کاموړنو د پرمختګ مخنیوی کاوه، پدي معنی چي د هغوی شمېر زد څې

ي د طبیعی عددو سیټ مو د ژبي ته داسي پراختیا ورکړه چ زموږ په ذریعه تعریف سوينو 

اندکس د سیټ په صفت ورسره ضمیمه کي. پر هغه سربېره تراوسه زموږ څېړنی او بېلګي 

 Δسیټ بیانوپه داسي حال کي چي د Δ⊨Aمتناهي بڼه درلوده. راسی چي د صدق کولو مفهوم 

کي  په نظرسیټ په صفت د شمېر وړ  Δلایتناهي سیټ وي، وڅېړو. دلته به د ټولو بیانو سیټ 

 ونیسو.
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ټولو ابتدائې بیانو سیټ په نظر کي نیسو. څرنګه چي  n, ... ,p2,p1={pΠ{... ,د  

ابتدائې بیانونه مو د طبیعي عددو د اندکس په مرسته نښاني کړیدي، نو د ابتدائې بیانو سیټ 

یعنی  ،لایتناهي ، خو د شمېر وړ سیټ دي. د ټولو بیانو سیټ چي د نوموړو ابتدائې بیانو څخه 

تعریف  1.3.پدی ډول .4تشکیل سوی وي هم د شمېر وړ سیټ ديد سیټ د عنصرو څخه  Πد 

 کو:ته عمومي بڼه ور

 Aیا د  په بیانو Δد ټولو هغو ابتدائې بیانو سیټ دي چي د  Πفرضوو چي  2.3.تعریف 

په  Δ⊨Aد بیانو په سیټ کي صدق کوي ،  Δبیان د  Aوایو چي د را څرګندیږي،  په بیان کي

:ډول یې لیکو، که د   {0,1}  هر مپینګ دپاره، پداسی ډول چي د هر∈∆B  دپاره

ν(B)=1 وي، نوν(A)  هم په یوه سره مساوی وی، یعنیν(A)=1 .وي 

 Aپه بیانو یا د  Δد ټولو هغو ابتدائې بیانو سیټ دي چي د  Πفرضوو چي  3.3.تعریف 

دی،  (Feasible)د بیانو په سیټ کي عملی  Δبیان د  Aوایو چي د په بیان کي را څرګندیږي، 

:که د   {0,1}   مپینګ داسي وجود ولري، چي د هر∈∆B  دپاره(B)=1ν  ،وي

وي.دلته د رشتیاوالي د جدول یوه کرښه  ν(A)=1هم په یوه سره مساوی وی، یعنی  ν(A)نو

 هدف دي. 

سیټ کي د عملي بیان په په  ∆په سیټ کي صدق کوي د  ∆چي د  ه بله ژبه هغه بیانپ

بیانونه په تعریفونه ذهنی اغتشاش رامنځته نه کي.  3.3.او  2.3.. امید دي، چي نامه یادیږي

ه بخپل ذات کي پر درو ټولګیو وېشلای سو، هغه داچي یا به تاوتولوجی ، یابه عملي بیان او یا 

  5وي. د بیان ضد

یوازي او یوازي هغه وخت صدق  ν(A)=1د تعریف له مخي د رشتیاوالی د قیمت 

د  A¬دی یوازی او یوازی هغه وخت چي  Δ⊨Aوي. پدي معنی چي  ν(¬A)=0کوي،چي 

 په سیټ کي غیر عملی وي.  ∆

                                           
 رسالی ته مراجعه وکئ. 4.4او  3.4کي  ]3[ددغو مفکورو د تثبیت دپاره په  4
 ـمه صفحه وګوری. 23نیازمن. الجبر او دعددونو تیوری لمړي برخه  [17] 5
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ج( قضیه داسي 1.2.سیټ لایتناهي سیټ وي، نو  Δپه هغه صورت کي چي د 

 فورمولبندي کولای سو:

 دي. Γ⊨Aوي، نو  Δ⊨Aاو  Γ⊨Bدپاره  ∆∋Bکه د هر  1.3.قضیه 

دي. بیانو  n+1q⟶n, ... , q3q⟶2, q2q⟶1, q1={qΔ{..,فرضوو چي  1.3.بېلګه 

 دي.ویي آزمویه! nq⊨Δ دپاره صدق کوي، چي  ... ,n=1,2د هر 

 ,Δ={p,q,rد ابتدائې بیانو سیټ راکړه سوی دي. د  Π={p,q,r}موږ ته د  2.3.بېلګه  

q⟷r,p∧( q⟷r)}  دي. دA ترکیبي بیان عبارت دی له              :     (p∧q) ⟷(p∧r) 

 صدق کوی؟ Δ⊨Aدي. آیا  A=(p∧q) ⟷(p∧r)، یعنی 

 )∧p    ته څرګنده به سي چي هغه سیټ په اصل کي دسی، نودرسیټ ته ځېر  Δکه د  

q⟷r)  یوازي دري ابتدائې بیانونه د بیان د منشاء د لاړ سیټ دي. څرنګه چي په بیانو کي

پر سیټ تعریف کېږي، یعني  3Mسیټ ئې د لي اږي، نو د رشتیاوڅرګندې
3

:M {0,1}  

قیمت یو وي  p∧( q⟷r)    په یوه قیمت کي چي ν(p,q,r)اوس نو د تعریف له مخي که د . 

و تعریف  ⟷ دي. نظر د  Δ⊨Aقیمت هم یو وي، نو بی شکه چي  Aاو په هغه قیمت کي د 

پر سیټ باندي  3M⊆)}0,00,();0,0(1,);1,1);(0,1,1={(1,⟷3Mبیان یوازي د  r⟷qد ته 

د تعریف له  ∧ بیا هم دوګوري، چي د درئېزي لمړئ جز موږته بی اهمیته دي . حقیقت لري. 

 یوازي د p∧( q⟷r)، یعنی مخي زموږ بیان 

   3M ⊆⟷3M ⊆={(1,1,1)}∧⟷3M  

) خپل ځان پر  بیان هم رشتیا دي  Aحقیقت درلودلای سي. د نوموړي قیمت دپاره د پر سیټ 

 صدق کوی. Δ⊨Aباوری کئ!( .ځکه نو 

  1.3.تمرین 

د منطقي جمع ځانګړي بڼه زموږ د دي برخي د تعبیر پر بنسټ تعریف تمرین کي 1.1.الف( په

 کي. 
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 ولیکي :سیټونه    Δاو  Πب( په لاندنیو بیانو کي د 

a)  p⟶q , q⟶r, r∨s⟷¬q 

b)  ¬(¬q∨p) , p∨¬r , q⟶r 

c) s⟶q , p∨¬q , ¬(s∧p), r 

 صدق کوي؟ Δ⊨A، وګوری چي سیټونه ولیکي   Δاو  Πپه لاندنیو بیانو کي د ج(

a) ((¬p) ∨q) ; A=((¬q) ∨p) 

b) (¬(p⟷q)); A=(p⟷(¬q)) 

c) (p∨(q⟷r)); A=((p∨q) ⟷(p∨r)). 

 د بیان په الجبر کي ثبوت  §4.  

 وم تعریف او تشریح کو ، د تېر پارګرافچي د بیان په الجبر کي د ثبوت مفهدمخه تردي 

 له بېلګه په نظر کي نیسو.یوه بد څېړنو په امتداد  

 صدق کوي؟ Δ⊨sوي ، نو آیا   Δ={p∧q, p⟶r, r⟶s}که  1.4.بېلګه 

لیدل کېږي چي راکړه سوی بیانونه د څلورو ابتدائې بیانو څخه تشکیل سوي دي.د 

کرښه ئېز  1642=موضوع د روښانولو په موخه دبیانو د رشتیاولي په دواړه تعبیرونو کي به یا 

د کاغذ پر مخ راوړو. زه د کار د عنصره لری  16سیټ چي  4Mجدول ترتیبوو او یا به د 

 4M، ځکه نو راسی چی د ګټه دوهمي کړنلاره غوره بولمطالعاتو په آساني او د راتلونکو م

 ولیکو:سیټ 

M4={(1,1,1,1) , (1,1,1,0), (1,1,0,1), (1,0,1,1), (0,1,1,1), (1,1,0,0), 

(1,0,0,1), (0,0,1,1), (0,1,1,0), (1,0,1,0), (0,1,0,1), (1,0,0,0), (0,1,0,0), 

(0,0,1,0), (0,0,0,1), (0,0,0,0)}. 
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، یعنی: د سیټ د کومو عنصرو دپاره رشتیا دی 4Mبیان د  qp∧نو وګورئ چي د  اوس

,0,1)}1,1,1,0), (1,1,1,1) , (1,1={(∧4M  دي. دr⟶p  د رشتیاوالي عنصرونه په دپاره

 لاندني سیټ کي درج دي:

M4p⟶r={ (1,1,1,1) , (1,1,1,0),  (1,0,1,1), (0,1,1,1), (0,0,1,1), (0,1,1,0), 

(1,0,1,0), (0,1,0,1),  (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1), (0,0,0,0)}. 

بیان رشتیا دی  s⟶rد سیټ څخه هغه عنصرونه چي د هغوی دپاره د  4Mپه همدغه ډول د 

 جدا کوو:

M4r⟶s={(1,1,1,1) , (1,1,0,1), (1,0,1,1), (0,1,1,1), (1,1,0,0), (1,0,0,1), 

(0,0,1,1), (0,1,0,1), (1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,0,1), (0,0,0,0)} 

عنصر مشترک دی او په دغه عنصر کي علاوه  (1,1,1,1)لیدل کېږی چی په ټولو سیټو کی د 

 صدق کوي.  Δ⊨sدي، یعنی  ν(s)=1  د سیټ هر بیان رشتیا دي، Δ پر دي چي د

د استنباط د طریقي څخه کار یې په لرغوني یونان کي یې د دغه ډول مسئلو د ثبوت دپاره 

 p∧qپه سیټ کي شامل دي ، رشتیا دي. د  Δتعریف له مخي ټوله بیانونه چي د  2.3د یستي. اخ

لیکلای سو . پدی  1رشتیا دی ، نو ترهغه لاندی  p∧qڅخه به یې راشروع کړو. څرنګه چي 

دي  1لاندی  pوي.کله چي تر  1لاندی باید هرومرو  qاو  pحالت کي د تعریف له مخي تر 

 1لاندی rکله چي تر وي،  1تر بیان لاندی باید هرومرو  rدي نو د  1تر بیان لاندي  p⟶rاو د 

 1تر بیان لاندي باید هرومرو  sدي ، نو د  1بیان رشتیا دی  ، یعنی تر هغه لاندی  r⟶sاو د 

بیان به رشتیا وي.پدی ډول مو وښودل چي د رشتیاوالي په جدول کي داسي  sوي ، یعنی د 

 sن حال کي د ټولو عنصرو لاندي یو دي او په عی تر  Δ، چي په هغه کي د  کرښه وجود لري

 صدق کوي.  Δ⊨sتر بیان لاندي هم یو دي، پدي معنی چي 

پورتني بېلګه مو په دوو طریقو حل او ومو لیدل چي د شمېرني طریقه یې اوږده اوپیچلي ده. 

په همدي طریقه لاندني قضیه خو د استنباط طریقه یې لنډه او د استدلال خاصه ښکلا لري. 

 ثابتوو.
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 بیان تاوتولوجي دی. Bبیانونه تاوتولوجي وي ، نو د  A⟶Bاو  Aکه د  1.4.قضیه  

بیان  Bدي. که د کوم قیمت دپاره د  بیانونه تاوتولوجي A⟶Bاو  Aد فرضوو چي  ثبوت.

وي ، خو د بیان قیمت باید درواغ  Aتاوتولوجي دي ، نو د  A⟶Bڅرنګه چي درواغ وي، نو 

 پدي ډول قضیه ثبوت سوه.تاوتولوجي دي، خلاف دي. Aدغه حالت زموږ د فرضیې ، چي 

په خاص ډول فیثاغورث د ثبوت په هکله د استنباط په صفت پوه ؤ. د بیان په الجبر کي د ثبوت 

 دقیق تعریف به فورمولبندي او د هغه اړېکې به د ریاضي د ثبوت په اړوند وڅېړو. 

ڼه ولري د بیان د الجبر چي لاندنې ب بیانونه وي نوهر هغه بیان C,B,Aکه  1.4.تعریف  

 په نامه یادوو: د اکسیومي

(A1) A⟶A 

(A2)  (A⟶B) ⟶((B⟶C) ⟶(A⟶C)) 

(A3) (A⟶(B⟶C)) ⟶ ((A⟶B)⟶(A⟶C))  د استنباط توزیعی قانون 

(A4) (A⟶B⟶((A⟶(B⟶C)) ⟶(A⟶C)) 

(A5) A⟶(B⟶(A∧B)) 

(A6) (A∧B) ⟶(B∧A) 

(A7) (A⟶C) ⟶((B⟶C) ⟶((A∨B) ⟶C)) 

(A8) (A∨B) ⟶(B∨A) 

(A9) (A⟶B) ⟶((B⟶A) ⟶(A⟷B)) 

(A10) (A⟷B) ⟶(B⟷A) 

(A11) A∨¬A      د دریم د طرد قانون 

(A12) (A⟶B) ⟶((A⟶¬B) ⟶¬A)    
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(A13) A⟶(B⟶A) 

(A14) (A⟶B) ⟶(¬B⟶¬A)   د مخالف حالت قانون 

(A15) (A∧B) ⟶A 

(A16) A⟶(A∨B) 

(A17) (A⟷B) ⟶(A⟶B) 

(A18) ¬¬A⟷A.      د دوو نفی قانون  

پورتنې اکسیومي په خپل ذات کي اکسیومي نه ، بلکه د اکسیومو شیما ده. د هر  :نوټ 

ترکیبي بیان په بدل کي مشخص او یا ساده بیان راوړلای سو ، ځکه نو د اکسیومو شمېر پدي 

ډول لایتناهي دي. نوموړې اکسیومي د رایضي په هره تیوري کي عملي کولای سو، ځکه نو 

کړنلاره ده. پدي  Metamathematics ریاضيیا مافوق وراء وایو چي زموږ کړنلاره د ما

 ډول د ریاضي و بڼونو ته د غره د څوکي څخه نظر اچوو. 

 قضیې په مرسته په آساني سره لاندنې قضیه ثابته کي. 2.2لوستونکي کولای سی چي د 

 د بیان د الجبر هره اکسیومه تاوتولوجي ده. 2.4.قضیه  

ه یو ه نوي ژبپه لمړي پاراګراف کي موږ یو ځل به بېرته زموږ لمړنیو کتونو ته راوګرځو. 

L=< a,b,c,...,0,1,(,), ¬,∧,∨,⟶,⟷ > او جملو د  جوړه او په هغه ژبه کي مو د کلمو

اختیا ورکړه او په هغه جوړولو اصول طرح کړه. وروسته مو ژبي ته د ضرورت له مخي پر

ژبه کي مو د طبیعي عددو څخه د بیانو د اندکس په صفت کارواخیستي. په نوموړي ژبه کي د 

اصطلاح تاوتولوجي دي.  دغه  ، چي هغوي تل رشتیا، یا زموږ پهداسي بیانو سره مخامخ سوو

ه ټوله دغ ړ سو،نو یو ګام نور هم مخته ولاډول بیانونه مو د اکسیومو په نامه یادکړل. اوس به 

 .ورکړوبه سره یوځای او یو نوم خاصیتونه به 

ساده یا په  Mathematical Theoryد ریاضي د تیوري  Δدبیانو سیټ    2.4.تعریف 

 ډول د تیوري په نامه یادوو، که:
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هر متناهي لاړ د نوموړي نښې راکړه سوی وي. د نښو په سیټ کی دشمېر وړ  Δد  1.

 سیټ د افادي په نامه یادوو.

ریف تع 1.2په  سوی دي نوموړي اوډنه مواوډل ډول « معقول» ړپههر متناهي لا  2.

 6یادکړل. کي مشخص او د بیان په نامه

په سیټ کی د ټولوبیانو د سیټ څخه یو سب سیټ راکړه سوی دي، چي د  Δد  3.

 اکسیومو په نامه مو یادکړل. 

متناهي اړېکو سیټ . دغه سیټ داستنباط  RnR,... ,1په سیټ کی د بیانو ترمنځ د  Δد  4.

قانون دي   Modus Ponensد بېلګي په توګه یو د هغو څخه د د قوانینو د سیټ په نامه یادوو. 

 حقیقت لري.  Bپه استناد  A⟶Bاو  A، چي د 

او  Aبیان د  Bمودوس پوننس، چي د په څلورم شرط کي د استنباط اړېکه  نوټ:

A⟶B     د بیانو د حقیقت په استناد حقیقت لري، په اصل کي پر درو بیانو(A, A⟶B,B) 

 باندي دری ئېزه اړېکه ده. 

په نامه  Proof د ثبوت  A2, ..., AnA ,1په تیوري کي د بیانو لاړ  Δد  43.تعریف 

 یادیږي، که د لاندنیو شرطو څخه یو شرط صدق وکي:

1P  ـiA ،د بیان د الجبر اکسیومه ده 

2P  ـiA  دΔ ،د تیوري اکسیومه ده 

3P  ـ دk,j < i  اندکسونه داسي وجودلري، چي دkA  بیان دiA⟶jA  .بڼه لري 

په شرط کي د  3Pشرطونه واضح دي او خاصي تشریح ته ضرورت نلري، خو د  2Pاو  1Pد 

 لاندنیو دوو حالتو څخه یو حالت منځ ته راځي:

                                           
 وګورئ [16]په نامه هم یادېږي  well formed formulaپه نورو کتابو کي د ښه جوله ئېز فارمول  6
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k

j j i i

A

....A ,...,A A ,...,A ,...  

 یا

    

k

j i j i

A

....A A ,...,A ,...,A ,...  

 پورتنئ تعریف داسي هم تعبیرولای سو، چي د ثبوت دپاره پر له پسي خپل دلیلونه راوړو.

دلیلونه به دري ډوله وي: هغه داچي یا به منطقي حقیقت )یعنی د بیان د الجبر اکسیومه( وي، یا 

به د ریاضي حقیقت، یعنی د راکړه سوي تیوري اکسیومه )ښه به داوي چي د ریاضي فرضیه 

 ودوس پوننسماستنباط د اړېکو څخه یوه اړېکه د بېلګي پډول د ورته ووایو(  وي او یابه د 

،  Aاو   A⟶Bاو یا په معکوس ترتیب  A⟶Bاو  Aدي معنی که د طبیقولای سو، پقانون ت

منشاء د لاړ  تصدیقولای سو. د بیان د Bراکړه سوي وي، نو د هغوی په استناد د په بڼه دلایل 

 به د هغه شرح لیکو.  ثبوت د هر جزء و څنګ تهپه څېر د 

،  p∧qڅلور ابتدائې بیانونه او د  Δپدي بېلګه کي زموږ د ریاضي تیوري  2.4.بېلګه 

p⟶r  اوr⟶s :بیانونه په ځان کي لري،پدي معنی 

  Δ={ p∧q, p⟶r, r⟶s } 

 په تیوري کي ثبوت دي: Δلاندي لاړ د 

1) Δ⊢ (p∧q) ⟶p    P1; A15  

2) Δ⊢ p∧q      P2 

3) Δ⊢ p      P3;2,1  

4) Δ⊢ p⟶r       P2    

 5) Δ⊢ r      P3;3,4  

6) Δ⊢ r⟶s      6. P2,  
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7) Δ⊢s       P3;5,6 

 بیله تشریح څخه د ثبوت لاړ پدي ډول دي:

(p∧q) ⟶p, p∧q, p, p⟶r, r, r⟶s, s. 

 بېلګي سره پرتله کي. هلته مو ثابته کړه چي: 1.4د پورتنې بېلګي څېړنه د 

{ p∧q, p⟶r, r⟶s }⊨s  

په تیوري  Δبیان د  Aبیان راکړه سوی وي، نو وایو چی د  Aاو د  Δکه د  4.4.تعریف 

 که دلیکو، A⊢ Δ، د تیوري قضیه ده  Δد  Aدي، او یا کي د ثبوت وړ

 1, A2, ..., AnA  د ثبوت لاړ داسي وجود ولري، چي=AnA  .وي 

 بیانونه راکړه سوی دي. ثابتوو چي: Bاو  Aفرضوو چي د  3.4.بېلګه  

   {A∨B, ¬A}⊢B 

 ده. Δ={A∨B, ¬A}دلته   کي د ثبوت وړ دي.  {A∨B, ¬A}بیان په  Bپدي معنی چي د 

 بیان د هغه وروستی غړی وي.  Bاوس نو باید دثبوت داسی لاړ و موندو ، چي د 

1) Δ⊢ ¬A        P2   

2) Δ⊢ ¬A⟶(¬B⟶¬A)      P1  

3) Δ⊢¬B⟶¬A      P3; 1,2  

4) Δ⊢ (¬B⟶¬A ) ⟶ (¬¬A⟶ ¬¬B)  P1  

5) Δ⊢ (¬¬A⟶ ¬¬B)      P3;3,4  

6) Δ⊢¬¬B⟷B       P1  

7) Δ⊢ (¬¬B⟷B) ⟶(¬¬B⟶B)   P1 
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 8) Δ⊢ (¬¬B⟶B)      P3; 6,7 

9) Δ⊢ (¬¬A⟶ ¬¬B) ⟶((¬¬B⟶B) ⟶(¬¬A⟶ B)) P1  

10) Δ⊢ (¬¬B⟶B) ⟶(¬¬A⟶B)    P3; 5,9 

11) Δ⊢¬¬A⟶ B      P3; 8,10  

12) Δ⊢ ¬¬A⟷A      P1 

13) Δ⊢ (¬¬A⟷A) ⟶(A⟷¬¬A)    P1  

14) Δ⊢ A⟷¬¬A       P3; 12,13 

15) Δ⊢ (A⟷¬¬A) ⟶(A⟶¬¬A)   P1 

16) Δ⊢ (A⟶¬¬A) ⟶((¬¬A⟶B) ⟶(A⟶B))  P1 

17) Δ⊢A⟶¬¬A       P3; 14,15 

18)  Δ⊢ (¬¬A⟶B) ⟶(A⟶B)     P3; 17,16 

19) Δ⊢A⟶B       P3; 11,18  

20) Δ⊢B⟶B       P1 

21) Δ⊢ (A⟶B) ⟶((B⟶B) ⟶((A∨B) ⟶B)) P1 

22) Δ⊢ (B⟶B) ⟶((A∨B) ⟶B)    P3; 19,21 

23) Δ⊢ (A∨B) ⟶B      P3; 20,22 

24) Δ⊢A∨B         P2  

25) Δ⊢B        P3; 24,23 
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. د هنر خاص مغلق والي ښئې بیان په الجبر کي د ثبوت د لاړ د موندلوپاس ډیره ساده بېلګه د 

 .وازی د تمرین د لویو غرنو تر څوکو تېریږيددی هنر د زده کړي لار یوازي او ی

د تیوري په جوړښت کي اکسیومي مهم رول لوبوي، خو که اکسیومي تر حده ډیري وي، نو 

د تیوري د اهمیت کچه راټیټیږي. ځکه نو هڅه کېږي چي د امکان په صورت کي  دهغي 

ځني اکسیومي د قضیو په صفت د نورو اکسیومو څخه اکسیومو شمېر محدود وساتل سي او 

 توو. ابلمړي اکسیومه د نورو اکسیومو په مرسته ثثابت سي .  په لاندنې بېلګه کي 

ثابتولای  A⟶Aپه تیوري کي  Δپه تیوري کي بیان وي ، نو د  Δد  Aکه  4.4.بېلګه  

 لیکو. A⟶A ⊢Δسو.په صوري بڼه یې  

قضیه  2.2بېلګه کي په پټه د تعویض د قضیې،  دياکسیومي څخه یې را نښلوو . پ 3Aد  

د بیان  Cاو د  A⟶Aد بیان په عوض  Bبیان پر خپل حال پرېږدو د  A، څخه کار اخلو. د 

 اېږدو. یعنی :بیان  Aپه عوض هم د 

1) Δ⊢ (A⟶((A⟶A) ⟶A)) ⟶((A⟶(A⟶A)) ⟶(A⟶A))   A3 

2) Δ⊢A⟶((A⟶A) ⟶A)    A13 

3) Δ⊢ (A⟶(A⟶A)) ⟶(A⟶A)   P3,1,2 

4) Δ⊢A⟶(A⟶A)     A13 

5) Δ⊢A⟶A      P3, 3,4 

 کي:لاندنې افادي ثابتی  1.4.تمرین 

1) ⊢(¬B⟶B) ⟶B 

2) {B⟶C, C⟶D}⊢B⟶D 

3) {B⟶(C⟶D)}⊢C⟶(B⟶D) 

 د بیانو سیټونه دي. بیانو لاندي ادعاوی صدق کوي: Γاو  Δفرضوو چي  3.4.قضیه 
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 په سیټ کي د ثبوت وړ دی،یعنی  Δبیان د  Aد د بیان د الجبر اکسیومه وي ، نو Aالف( که 

Δ⊢A؛ 

 ؛ Δ⊢Aوي ، نو  A∈ Δکه ب( 

  Γ ⊢A نووي،  Δ⊢Aاو  Δ⊆Γج( که 

د بیان ثبوت  Aد    "A"د بیان د الجبر اکسیومه وي ، نو یو عنصره لاړ A. الف( که 7ثبوت

 دي.  ⊣AΔیې د شرح په صفت و څنګ ته لیکلای سو. پدي معنی چي  1Pدي او دلته 

ولری او په  "A"د بیان د ثبوت لاړ به یوازي یو عنصر  A، نو بیا هم د وي A∈ Δکه ب( 

 دي. ⊣AΔلیکلای سو، ځکه نو  2Pڅنګ کی د شرح په صفت 

nA ... ,د کي په سیټ   Δد بیان ثبوت وجود لري، پدي معنی چي د Aوي ، نو د  ⊣AΔج( که 

1,A  د بیانو لاړ داسی وجود لري، چي=AnA  .د ریاضي د استقراء په طریقه به ثابته کو، دي

 دپاره زموږ ادعا لاسته راوړو.  i=nاو د  iA⊢Γدپاره  i=1,..., nچي د هر 

د ثبوت د تعریف څخه استدلال کولای سو، چي دي.  jA⊢Γدپاره  j<iفرضوو،چي د  

د شرط پر ځای کي نو  2Pیا  1Pد شرطو څخه یو شرط پرځای کوی. که د  1P-3Pبیان د  iAد 

1P   2اوP   د شرطو پر بنسټiA⊢Γ  دي. فرضوو چي دiA  3دپاره دP  صدق کوي،  شرط

 iA⊢Γباید ثابته کو،چي دي.  iA⟶j=(AkA(داسی وجود لري، چي  j,k <iپدي معنی، چي د 

lB ,دپاره د  jAدي. پدي معنی چي د  jA⊢Γاو   kA⊢Γد استقراء د فرضیې پر بنسټ  دی. 

1... ,B  ثبوت داسي وجود لري، چي j=AlB  1کېږي او د, ..., CtC  ،ثبوت داسي وجود لري

په سیټ کي  Γد  iAپه استناد )مودوس پوننس(  iA⟶lBاو  lBدي. د  iA⟶j=Ak=AtCچي 

     پدی ډول قضیه ثابته سوه. دي. iA⊢Γحقیقت لري، یعنی 

       q.e.d.  

                                           
پاملرنه وکي چي دلته د ثبوت کلمه په دوو مختلفو مفهومو په کار اچول کېږي. یو داچي ثبوت د بیانو د لاړ په صفت او بل داچي د  7

 تیوری څخه بهر یو. قضیې ثبوت په ژبني اصطلاح، یعنی پدی حالت کي د صوری
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کله چي یو تیوري منځ ته راځي یا په بله اصطلاح تعریف کېږي، نو د هغي تیوري  

څخه ځنی غوښتني لرو. یو داچي تیوری باید درسته )صحیح ( وي ، بل داچي تیوري باید ضد 

او بل داچي د تیوري د بشپړ توب په هکله قضاوت وکولای سو، پدي معنی او نقیض نه وي ، 

 اره باید ثبوت وجود ولري. نوموړي خاصیتونه به نژدي وڅېړو.چي د تیوری د هری قضیې دپ

 (په هکله   (Correctness))د بیان دالجبر د درستوالي  4.4.قضیه  

 . Δ⊨Aنو  Δ⊢Aکه  

په تیوري کي صدق  Δپه تیوري کي د ثبوت وړ وي ، نو هغه د  Δبیان د  Aقضیه وایې ، که د 

 .کوي

د بیان  Aد  AnA, ... ,1په تیوري کي   Δدي، پدي معنی چي د  ⊣AΔفرضوو چي  ثبوت.

د ریاضي د استقراء په ذریعه به یې ثابته کو، سره دي.  nA=Aثبوت داسي وجود لري ، چي 

 صدق کوي. ⫤AnAΔ=دپاره   i=nدي. په خاص ډول د  ⫤iAΔدپاره  i=1,...,nچي د 

دي. څرنګه  ⫤iAΔ صدق کوي. غواړو، چي ثابته کو  ⫤jAΔدپاره  j<iفرضوو، چي د هر 

 یو شرط پر ځای کي.  1P-3Pباید د  iAکي د ثبوت دلاړ غړی دي، نو  Δپه  iAچي 

دي ، ځکه  ⫤∅iAتاوتولوجي ده ، پدي معنی  iAپر شرط برابر وي، نو  1Pد  iA که 

 دي. Δ⊇∅ځکه چي قضیې دب( جز پر بنسټ.  1.2هم صدق کوي. د  ⫤iAΔنو 

قضیې دالف( جز پر بنسټ  1.2دی، نو د  ΔiA∋پر شرط برابر وي، نو  2Pد  iA که 

iAΔ⊨ .صدق کوي 

عددونه داسي وجود لري ،چی  j,k<iپر شرط برابردی. بیانو د  3Pد  iA فرضوو، چي  

)iA⟶j=(AkA  دي. د رشتیاوالي دجدول هغه کرښه په نظر کي نیسو، چي په هغه کي دΔ  د

. پدي معنی، چي  ⫤kAΔاو  ⫤jAΔدی. د استقراء د فرضیې پر بنسټ  (1)ټولو بیانو قیمت یو

دی.د استنباط د عملیې دتعریف له مخي دغه  (1)قیمتونه هم یو kAاو  jAپه دغه کرښه کي د 

وي . پدی ډول قضیه ثابته سوه.  (1)قیمت یو  iAد حالت یوازي هغه وخت ممکن دي، چي 
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       لاندنی جدول د ثبوت شیما ترسیموي.

    

 q.e.d. 

 

دمخه تردی چي په عموموي ډول په ریاضي کي ثبوت وڅېړو، د بیان په الجبر کي به داسی 

 فارمول راوړو، چي هغه د بیان په الجبر کي د ثبوت وړ ندی.

 د ثبوت وړ ندي.  ((A¬∨(B∧C))⟶(A∨B))¬د بیان په الجبر کي د  5.4.بېلګه  

پدی معنی که د بیان په قضیه باندي تطبیقوو. 4.4اکسیومه پر  14Aزموږ د ادعا دثبوت دپاره د 

الجبر کي راکړه سوی بیان صدق ونه کي ، نو نوموړی بیان دبیان په  الجبر کی د ثبوت وړ هم 

 بېلګي ته د پاملرنی په نتیجه کي خپل یقین حاصل کي. 6.2و ندي. 

 ثبوت په ریاضي کي §5.  

     

دپاره په لمړي کمي تیوري سره مخامخ سي، نو دهغه  د ریاضي دریاضي پوه کله چي  

د ریاضي دپاره د ثبوت موجودیت حقیقت په زړه پوری دی.پدي معنی چي  Δ⊨Aګام کي د 

زموږ د تعریف په مفهوم په زړه پوري ندي ، بلکه هغه غواړی چي پوه سي ، آیا ثبوت وجود 

د صدق په هکله ځان   Aپه تیوری کی د مشخصی قضیې  Δهغه غواړی د لري او که نه؟
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د  Aپه هغه تیوري کي د چي ده کافیقضیه،  4.4متیقین کي. د درستوالی د قضیې پر بنسټ، 

په  Δبیان د  Aیعنی باید وښودل سي، چي آیا د وښودل سي. ،  Δ⊢Aقضیې دثبوت وړتوب،

ثبوت د بیان  Aپه تیوری کی د  Δتیوری کی د ثبوت وړ دي او که نه؟ یا په بله اصطلاح آیا د 

په عمل کي ریاضي پوه زموږ د تعریف په مفهوم ثبوت نه ترسیموي، خو  وجود لری او که نه؟

ښیې ) بېله دي چي صریحآ ورته متوجه سی( ، چي زموږ د تعریف په مفهوم ثبوت وجود لري، 

 دي. پدی موخه به بل مفهوم دلته تعریف کو. Δ⊢Aیعنی 

تنباط د قانون په نامه د بیانو لاړ د اس 1A, ... ,kA;Aپه تیوری کی د  Δد  1.5.تعریف  

 ، پهیادوو

  1 k
A ,...,A

A
 )په Δ کي(  

 :سره ښیو. که  

 1Δ⊢A  ، ... ،kΔ⊢A  وی ، نوAΔ⊢  .وي 

بیان هم  Aد ثبوتوالي په نتیجه کي د  1A  ،2A  ، ... ،kAپه تیوري که د  Δپدي معنی ،چي د 

 د ثبوت وړ وي، نو وایو چي نوموړی لاړ د استنباط قانون دی. 

په هره تیوري کي د استنباط قانون وي ، نو په ساده ډول  Δد بیانو لاړ د  AkA;A, ... ,1که د 

 داسی لیکو:

    1 k
A ,...,A

A
 

 او محض د استنباط د قانون په نامه یې یادوو. 

بیګانه برېښي، خو غیر شعوری او د احساس له مخي حتي اول نظر پورتني تعریف په  

د تیوری په صفت د حقیقي عددو د  Δد ښوونځی په ریاضي کی د هغه څخه کار اخلو . که د 

د مساوات د دواړو خواوو سره یو عدد جمع کولای »اکسیومو سیسټم په نظر کی ونیسو ، نو 

دلته که زموږ په نظر کي د «. ، ضربولای سو عدد کي یوهسو او یا د مساوات دواړی خواوی 
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سره وښیو ، نو د  aاو اختیاری عدد په  2mاو دمساوات کیڼه خوا په  1mپه مساوات ښئ خوا 

Δ :په تیوري کي د استنباط نوموړي قوانین په لاندي ډول سره ارائه کولای سو 

  1 2

1 2

m m

m a m a



  
  1 2

1 2

m m

m .a m .a




  )د Δ په تیوری کي(     

ډیر ساده او په عین حال کي ډیر مهم د استنباط قانون د مودوس پوننس  1.5.بېلګه  

(Modus Ponens)  قانون دي، چی موږ تراوسه د پراخه لاسه کار ځني اخلو.کهA  اوB 

 ( قانون داسي لیکلای سو: .m.pاختیاري بیانونه وي ، نو د مودوس پوننس )په لنډ ډول 

   
A, A B

B


  .... (m.p.) 

 په هره تیوري کي د استنباط قانون دي.  Δنوموړی لاړ د و به ښیو ، چي 

 A⟶B بیان اود A په تیوری کی د Δ، یعنی د  Δ⊢A⟶Bاو  Δ⊢Aفرضوو، چي  

لاړونه  BmB ,.... ,1او  AnA ,... ,1په تیوری کی د  Δدی معنی، چي د بیان د ثبوت وړ دي، پ

په تیوری کی  Δاوس نو باید د سره دي.  )mA⟶B)=B او   nA=Aداسي وجود لري ، چی 

تعریف  3.4د بیان ثبوت وي. هغه لاړ د راکړه سوو لاړو او د  Bداسي لاړ وموند، چي هغه د 

3P .په مرسته لاسته راځي 

 1C، چي په ترتیب سره لاړ دی Cn,Cn+1, ...., Cn+m, Cn+m+1C ,... ,1د بیان ثبوت د  Bد 

څخه  1Bپوري د  n+mCتر څځه  n+1Cپوري منطبق او  nAڅځه تر  1Aپوری د  nCتر څخه 

پوری د هغوی دپاره په ترتیب سره د  n+mCڅخه تر  1Cځکه نو د پوري منطبق دي. mBتر 

1A  څخه ترmB .اوس نو پاته سو  پوري د استنباط دلیلونه اقتباسوو=Bn+m+1C  .n+m+1C  د

nC  اوn+mC  3څخه دP  د پر بنسټΔ  څرنګه چي وروستی غړی د ثبوت وړدي.په تیوری کی

 لاندنې شیما وګوري: دي. Δ⊢Bبیان دي. نو  Bیې د 
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ت ته پاملرنه وکي. موږکولای سو نوموړی قانون په هره عمومی دپورتني پېژندني 

 قانوند قوانینو څخه یو یا مافوق ریاضي تیوري کي په کار واچوو، پدی معنی هغه د ماوراء 

  دي. 

 قضیې نتیجوته داسي پراختیا ورکولای سو. 3.4د پورتنې قضیې پر بنسټ د 

د سیټ د هر  Δبیان دی. که د  Aد بیانو سیټونه دي.  Γاو  Δفرضوو چي  1.5.قضیه 

 دي.  Γ⊢Aوی ، نو  A⊢Δاو  Γ⊢Bدپاره  B∈Δیعنی  Bبیان 

 nA=Aد بیان ثبوت دي، یعنی  Aپه سیټ کي د  Δد  AnA , ... ,1ثبوت. فرضوو، چي 

دي ، پدي  i=1, ...,n   ،iΓ⊢Aد ریاضي د استقراء په طریقه به یې ثابت کو، چي د هر دي. 

 دپاره زموږ د ادعا ثبوت لاسته راځي.  i=nډول د 

دي. څرنګه چي  iΓ⊢Aدي. غواړو، چي ثابت کو  ⊣jAΓدپاره  j<iفرضوو، چي د هر 

iA  دΔ 1 تعریف د 3.4په سیټ کي د ثبوت د لاړ غړی دي، نو دP-3P  د شرطو څخه یو شرط

قضیې د الف( جز پراساس  3.4د بیان دالجبر د اکسیومو څخه وي، نو د  iAپر ځای کوي. که 

iΓ⊢A  دي. که∈ΔiA  وي، نو زموږ د فرضیې له مخيiΓ⊢A  3دي. اوس نو پاته سو دP 

د استقراء دي.  iA⟶j=(AkA(ونه داسي وجود لري، چي عدد j,k<iشرط. پدي معنی ، چي د 

دي. د مودوس پوننس څخه په استفادي سره  ⊣iA⟶j=(AkA Γ(او  jΓ⊢Aد شرط له مخي 

iΓ⊢A .دي      q.e.d.  
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اختیاري بیانونه دي. دبیان د الجبر د اکسیومو  Cاو  B,Aفرضوو، چي  2.5.بیلګه 

په اختیاري  Δڅخه په استفادي سره په آساني سره ښودلای سو، چي د بیانو لاندنې لاړونه د 

 :تیوری کی د استنباط قوانین دي. د هر قانون و څنګ ته به د هغه نوم هم ولیکو

A B,B C

A C

 


  د استنباط انتقالی خاصیت  

A (B C)

B (A C)

 

 
  د استنباط د ترتیب خاصیت  

B A

A B

 


  غیر مستقیم ثبوت   

A B

B A



 
  د مخالف حالت قانون   

A A

A


  Idempotent د منطقی ضرب د ځان ځاني قانون  

A A

A


  Idempotent  د منطقی جمع د ځان ځانی قانون  

A B

B A




, 

A B

B A




   د منطقی ضرب او جمع تبدیلي قانون  

A,B

A B
 , 

A

A B
  د منطقی ضرب او جمع د شمولیت قانون  

A B

A


 , 

A C,B C

A B C

 

 
  د منطقی ضرب او جمع د حذف قانون   

A B

B A




  د منطقی معادلیت تبادلي قانون    



   

 51

   

 

A B,B A

A B

 


  د منطقی معادلیت د شمولیت قانون  

A B

A B




   د منطقی معادلیت د حذف قانون   

A B, A B

B

  
   د تحلیل قانون  

A

A
  د نفی نفی د شمولیت قانون   

A

A


  د نفی نفی د حذف قانون   

د بېلګي په ډول ثابتوو، چي د استنباط د عملیې انتقالي قانون د استنباط د قوانینو څخه 

فرضوو،  اختیاری بیانونه دي.  Cاو  B,Aد بیانو په سیت کي د  Δفرضوو، چي د یو قانون دي. 

د فرضیې له مخي دي.  ⊣C⟶AΔدي. غواړو ثابته کو، چي  ⊣C⟶BΔاو  ⊣B⟶AΔچي 

د ثبوت لاړونه  C⟶Bاو  B⟶Aد کي   Δپه په ترتیب سره  BmB , ... ,1او  AnA ,... ,1د 

 د ثبوت لاړ به داسي اېسي: C⟶Aزموږ د دي. B =(mB⟶(Cاو  nA)= B)⟶Aدي، چي 

A1,....,An,B1,..., Bm,An⟶Bm,B⟶B, A⟶(B⟶C),B⟶(A⟶C),A⟶C 

او د استنباط په لاړ کي د ځای د  B⟶Bپه پام کي یې ولري، چي دلته د ځینو اکسیومو لکه 

 دي.خره د مودوس پوننس څخه کاراخیستل سوی الیشولو او بلا

 په لاندنې قانون به لوستونکئ د تمرین په څېر ځان باوری کي.  د استنباط 3.5.بېلګه 

 1 n 1 n
),(A  ....  A A B,..., B

B

A  
 

 د استنباط پورتنی قانون د استنباط د تحلیل د قانون عمومي بڼه ده.  
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1، نو   ⊣AΔکه  .5.4بېلګه  k
A ,...,A

A
اختیاري    AkA ,... ,1په سیټ کي د  Δد  

 بیانو دپاره داستنباط قانون دي. 

 1.5بیان د ثبوت وړدي، نو د  Aکي د  Δپه یقین سره، څرنګه چي د بیانو په سیټ  

 تعریف شرط په بدیهي بڼه صدق کوي.

وروسته به وګورو، چي د استنباط قوانین د ثبوت د لاړ د لنډولو دپاره مؤثره څو شېبي  

تنباط قانون دغه دنده نه تر سره کوي. لمړی خو باید موږ ته د اس وسیله ده. خو د تېري بېلګی

مخ ته یوسی، نو دی « چټکتیا »ثبوت په ریاضي پوه ددی دپاره چي زموږ هدف څرګند وي. 

 استنباط د قوانینو زیرمه ولري.ته اړ دي چي د

په تیوري کي د ریاضي ثبوت  Δد بیانو لاړ د  AkA ,... ,1د  2.5.تعریف  

mathematical proof (mp) یادوو، که د نوموړي  )یا د ریاضي د ثبوت په مفهوم(په نامه

 دپاره د لاندنیو شرطو څخه یو شرط صدق وکي: i=1,...,nلاړ د هر غړي ، یعنی د 

1(mp iA اکسیومه ده. د بیان د الجبر 

(mp2 iA  دΔ .په تیوري کي قضیه ده 

(mp3  د<i1, ... , jkj  1عددونه داسي وجود لري، چي kj j
A ,...,A

A
په تیوري کي د  Δد  

 استنباط قانون دي.

دلیل  د ثبوتدبیان په الجبر کي و ثبوت ته ورته دریاضي دثبوت د هر غړي و څنګ ته  

 لیکو، څو څرګنده وي، چي د پورتنیو شرطو څخه کم شرط صدق کوي. 

بیانو سیټ راکړه سوي وي ،  ∆4p⟶3, p 3p⟶1, p 2p∧1={p {که د  5.5.بېلګه  

 په سیټ کي د ثبوت وړ( دي. Δد  4p) ⊣4pΔنو لاندنئ ثبوت ښیې، چي 

1) p1∧p2     (mp1) 
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2) p1    په(1) کی د منطق د ضرب د حذف قانون  

3) p1⟶p3    (mp2) 

4) p3⟶p4    (mp2) 

5) p1⟶p4    (3)   او (4)د استنباط دعملیې انتقالی خاصیت 

6) p4      (2)   او (5)مودوس پوننس 

کي په سیټ   Δ={A∨B, ¬A}د بیانونه وي ، نو لاندنئ لاړ  Bاو  Aکه  6.5. ېلګهب

 د ریاضي د ثبوت په مفهوم ، ثبوت دي.

1) ¬A     (mp1) 

2) ¬A⟶(¬B⟶¬A)   (mp1) 

3) ¬B⟶¬A   (mp3)  (1)  او(2) مودوس پوننس 

4) A⟶B    (mp3)  (3) دغیر مستقیم د استنباط قانون 

5) B⟶B     (mp1) 

6) (A∨B)⟶B  (mp3)  (4)  او(5) د ∨ حذف 

7) A∨B     (mp2) 

8) B    (mp3)  (7)  او(6) مودوس پوننس 

 بېلګي سره پرتله کي. 3.4نوموړی بېلګه د 

یاضی د ثبوت په مفهوم ، د ر AnA , ...  ,1په تیوری کي ډ  ∆که د  2.5.قضیه  

 دي.  A⊣∆وي، نو  AnA=ثبوت داسي وجود ولري چي 
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په تیوری کي د ریاضی د ثبوت په مفهوم  ∆د  n,  ... , A1Aفرضوو چي ثبوت.  

 i∆⊢Aدپاره  i=1, ... ,nد ریاضي د استقراء په طریقه یې ثابتوو، چي د هر ثبوت دي. 

 دي. 

ثابته یې کو، چي صدق کوي. غواړو  j∆⊢A دپاره   j<iفرضوو چي د هر  

n,  ... , A1A ,i∆⊢A  ځکهپه تیوری کي د ریاضی د ثبوت په مفهوم ثبوت دي ∆هم د . 

 باید د ریاضي د ثبوت د درو شرطو څخه یو شرط پرځای کي.  iAنو 

 دي. i∆⊢Aاساس قضیې د الف د شرط پر 3.4د شرط پر ځای کي، نو 1mpد  iAکه 

 دي. i∆⊢Aشرط پر ځای کي، نودتعریف له مخي  2mpد  iAکه 

 ik, ...,j1j>شرط پر ځای کوي. بیانو د تعریف له مخي د  3mpد  iAفرضوو، چي 

 داسی وجود لري، چي :

    1 kj j

i

A ,...,A

A
  

، نو استقراء د فرضیې  ik, ...,j1j>نګه چي  د استنباط قانون دي. څرپه تیوری کي  ∆د 

له مخي هر یو 
1 kj j
,..A ., A   دي، ددی ځایه د استنباط د قانون پر اساس

i∆⊢A  دي. کهi=n .سره کښېږدو، نود قضیې ادعا ثابتیږي 

د ریاضي دثبوت په مفهوم ثبوت  په تیوری کي ∆د  An,  ... , A1A=که  1.5.نتیجه 

 .  A⫤∆وي ، نو 

و اختیاری بیان  Bاو  Aبېلګي په هکله د  6.5د پورتني نتیجي پر بنسټ د  7.5.بېلګه 

 صدق کوي. B⫤{A∨B, ¬A} دپاره 
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 د ثبوت طریقي §6.  

 

یم مستقه مفهوم ثبوت معرفی کي، معمولآد په تېر پارګراف کي چي موږ د ریاضي پ

خپلو څېړونو کي د ثبوت د کلونو ریاضي پوهانو په  2500خو اضافه تر ثبوت په نامه یادیږي.

د هغي ساده تریني طریقي څخه به یې راشروع کړو، نورو طریقو څخه هم کار اخیستي دي. 

لمړئ خو به یوتړون وکو، هغه داچي د غیر آګاهانه کار ځنی اخلي.چي ریاضي پوه 

∆∪{A}⊢B   به  په بدل کي∆,A⊢B  .لیکو 

صدق  Aفرضوو چي »استنباط ثابتوی، نو وایې چي  A⟶Bکله چي ریاضي پوه د 

بیان د B د ي پر بیانو وراضافه کوي. په حقیقت کيد تیور ∆بیان د  Aدی معنی چی د پ«. کوي

تر فرضیې لاندي صورت نیسی. لاندنې قضیه ددغه کار درستوالی تائیدوي.  {A}∪∆ ثبوت د

ندنې قصیه ثابت کي. لا (A⟶B ⊣∆)استنباط  A⟶B په تیوري کي یې د ∆یعنی پدی ډول د 

 (Deduction Theorem)په منطق کي ډېره مهمه قضیه ده او د استنباط دقضیې  د ریاضي

 په نامه یادیږي.

د بیانو  ∆(. فرضوو چي  the deduction theorem)د استنباط قضیه  1.6.قضیه 

یوازي او یوازي هغه وخت صدق کوي، چي  A⟶B ⊣∆بیانونه دي.بیانو   Bاو  Aسیټ ،

∆,A⊢B .وي  

څخه  A⟶B ⊣∆لوری ته استنباط ساده دي، پدی معنی چي د کیڼ څخه ښئ د ثبوت. 

∆,A⊢B  .ځکه چي د ساده ثابتیږي∆⊢ A⟶B   تر فرضیې لاندي∆,A⊢ A⟶B   او∆,A⊢ 

A قانون تر عملی کېدو وروسته  مودوس پوننس د صدق کوي . اوس نو د استنباط د∆,A⊢B 

 لاسته راځي. 

صدق کوي یعنی  A⊢B,∆اوس به نو قضیه د کیڼ څخه و ښئ لوري ته ثابته کو.فرضوو ، چي 

ثبوت یعنی  Bکي د   ,∆Aبیان دثبوت وړدي. پدی معنی چي په  Bپه سیټ کي د  ∪∆{A} د 

1, ..., AnA  داسي وجود لري، چيnB=A .په سیټ کي  ∆باید ثابته کو، چي د دي B⟶A  

صدق کوي ، به   ⊣∆ iA⟶Aدپاره  i=1,...,nثبوت هم وجود لري. ددی دپاره ثابتو ، چي د 
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وی ، نو موږ به خپل هدف ته ورسېږو.  ثبوت د ریاضي داستقراء په   i=nخاص ډول که 

 طریقه سرته رسوو. 

څرنګه دي.  ⊣∆ iAصدق کوي. غواړو ثابته کو، چي  ⊣∆ jA⟶A دپاره   j<iفرضوو، چي د 

 په سیټ کي د ثبوت د لاړ غړی دي، نو لاندي دری حالته ممکن دي: ∪∆{A}د  iAچي 

هم د بیان دالجبر داکسیومو څخه یو  i⟶(A⟶AiA(د بیان دالجبر اکسیومه ده،  iAالف( 

. ددوی دواړو او د مودوس پوننس څخه په استفادی سره ( 13A،  1.4)تعریف اکسیومه ده

iA⟶A  .ځکه نو لاسته راځيiA⟶A ∆⊢ .دي 

 وي، نو دلته دوه امکانه وجودلري: iA∪∆∋{A}که ب( 

 دي.  ⊣∆ iA⟶Aبیاهم د الف و جزء ته د کټ مټ  استدلال په نتیجه کي  دي iA∆∋(  ۱ب

 کي ثبوت دي، ځکه نو: ∆ په  AA⟶سره دي او  iA=Aدي. بیانو  iA∋{A} (  ۲ب

iA⟶A⊢∆ . 

 عددونه داسي وجود لري، چي j,k< iج( فرضوو، چي دریم حالت ممکن دي ، یعنی د 

)iA⟶j=(AkA  دي. د استقراء د فرضیې له مخيjA⟶A⊢∆  او)iA⟶j(A⟶A⊢∆ 

د ثبوت لاړونه  FlF , ... ,1او د  EkE, ... ,1د په سیټ کي  ∆صدق کوي. پدي معنی چي د 

په  ∆دي، بیانو لاندنئ لاړد  iA⟶j(A⟶(A=lF((او  kE)= jA⟶A(داسي وجود لري چی 

 سیټ کي ثبوت دي:

 E1 

 د اصلی لاړ دلیلونه راوړو     ⋮ 

 Ek=A⟶Aj 

 (A⟶Aj) ⟶((A⟶(Aj⟶Ai)) ⟶(A⟶Ai)) 3.4.تعریف P1  

 (A⟶(Aj⟶Ai)) ⟶(A⟶Ai)  k,k+1,P3 
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 F1 

 د اصلی لاړ دلیلونه راوړو    ⋮ 

 Fl=A⟶(Aj⟶Ai)     جز ديk+2+lدلاړ  

 A⟶Ai    k+l+2,k+l+1, P3 

  q.e.d        دي. ⊣∆ iA⟶A ځکه نو 

ې تر میلاددمخه په شپږمه پېړې کي یونان کي فیثاغورث او دهغه ښوونځ په لرغوني 

د هغه په مرسته یې په هغه وخت کي ډیره ض په طریقه د ثبوت سره بلد وه. یقتضاد یا تند 

ستونځمنه دعوي ، د مربع د ضلعو په وسیله د مربع د قطر د نه اندازه کیدو )په بله اصطلاح  

. نوموړی طریقه وروسته په لاتینی ژبه کي د  8راوړيد غیر ناطق والی( ، ثبوت  2د 

reductio ad absurdum تر پولو پوری استدلال ته دوام ورکول، په نامه  ، د عقل د نه منلو

کلمه د مزخرف یا مبتذل په مفهوم ده، خو زموږد ریاضي   Absurdumیاده سوه. که څه هم د 

 ددی طریقي تیوریکي بنسټپه متن کي به یې د سالم عقل د نه منلو په مفهوم په کار واچوو. 

 لاندنې قضیه ده.

 Bاو  Aد بیانو سیټ ،  ∆.فرضوو چي  (Reductio ad absurdum) 2.6.قضیه  

 بیانونه دی.

 دي. A⊣∆وي، نو   A⊢¬B¬ ,∆او  A⊢B¬ ,∆الف( که 

 دي. A¬⊣∆وي، نو   A⊢¬B ,∆او  A⊢B ,∆که ب( 

دقضیې دثبوت صدق کوي. A⊢¬B¬ ,∆او  A⊢B¬ ,∆فرضوو، چي  الف(ثبوت. 

رضیې د لومړي فد نفی نفی د شمولیت د قانون له مخي  دپاره د استنباط د قوانینو څخه کار اخلو.

او په عین  A⟶¬¬B¬⊣∆لاسته راځي. د استنباط دقضیې پر بنسټ  A⊢¬¬B¬ ,∆څخه 

داستنباط د غیر مستقیم د صدق کوي.  A⟶¬B¬⊣∆حال کي ،نظر و دوهمي فرضیې ته، 

                                           
 مه صفحه وګوري.30نیازمن، الجبر او دعددونو تیوری لومړي برخه  [17] 8
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د استنباط د تحلیل د قانون لاسته راځي.  B⟶A⊣∆او   B⟶A¬⊣∆ثبوت د قانون له مخي 

 لاسته راځي.  A⊣∆پر بنسټ 

او  A⟶B⊣∆د فرضیو څخه د استنباط د قضیې پر بنسټ  A⊢¬B ,∆او   A⊢B ,∆د ب( 

∆⊢ A ⟶¬B  .د استنباط د مخالف حالت د قانون پر بنسټ لاسته راځي∆⊢¬B⟶¬A  او

∆⊢¬¬B⟶¬A  او داستنباط د تحلیل د قانون پر بنسټ∆⊢¬A .لاسته راځي   

          q.e.d.  

په تیوري کي د تنقیض یا تضاد په نامه یادوو،  ∆د  C¬او  Cدبیانو جوړه  1.6.تعریف  

 وي.  C ¬⊣∆او  C⊣∆که په عین حال کي 

د سیټ  ∆که وغواړو د ثبوت هنر پدي کي دي ، چي  حساب د تنقیض یا تضاد په طریقه د پدي

بیان وراضافه کوو او تر کم  A¬د ثبوت په لاړ کي د  بیان ثابت کو، نو Aتر فرضیو لاندی د 

تنقیض پوري ځان رسوو. د مستقیم ثبوت پر خلاف نوموړی طریقه یوه ګټه لري، هغه داچي 

، نو بیان په مستقیمه توګه ثابتوو Aمخکي له مخکي مشخص هدف ندی راکړه سوي. که د 

 A مجبوره یو چي د ریاضي په مفهوم د ثبوت لاړ داسي ترسیم کو ، چي وروستئ غړی یې د

پدی معنی چي مخکي له مخکي هدف معلوم دي ، خو کله کله دغه هدف ته په مشکله  بیان وي. 

رسېږو. د تنقیض په طریقه ثبوت کي څه نا څه آزادی لرو. زموږ هدف یوازی د کم تنقیض یا 

د استنباط د بیان د ثبوت دپاره اکثرآ د استنباط قضیه د استنباط د غیر مستقیم تضاد موندل دي. 

 سره ترکیب کېږي. ض په طریقه دثبوت او یا د تنقینون قا

 دي.  A⟶B⊣∆وی ، نو  B⊢¬A¬ ,∆که  3.6.قضیه  

لاسته  B⟶¬A¬⊣∆فرضیې او د استنباط د قضیې پر بنسټ  B⊢¬A¬ ,∆. دثبوت

لاسته  A⟶B⊣∆مستقیم قانون له مخي د قضیې ادعا ، یعنی  رراځي. ددی ځایه د استنباط د غی

 .q.e.d       راځي.

  دي.  A⟶B⊣∆وی ، نو  B,A⊢¬C¬ ,∆او  B,A⊢C¬ ,∆که  4.6.قضیه 
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قضیې د ب( د  2.6.د فرضیو څخه د   B,A⊢¬C¬ ,∆او  B,A⊢C¬ ,∆ د ثبوت. 

او د  B⟶¬A¬⊣∆لاسته راځي. اوس نو د استنباط د قضیې   B⊢¬A¬ ,∆جزء پر بنسټ 

 لاسته راځي . A⟶B⊣∆استنباط د غیر مستقیم قانون څخه په ګټه اخیستلو سره 

        q.e.d.  

 (Compactness) نهنغښتالجبر د د بیان  §7.  

   

 ∆موږ په خپلو مخکنیو څېړنو کي په دقیقه توګه و نه ویل ، چی ایا زموږ د بیانو سیټ 

. تراوسه پوري ټوله لاسته راوړنې په هغه صورت کي چي د وي به متناهی او که لایتناهي

کی ، چي د ثبوت  لاندنې نتیجي به څرګندهلایتناهي سیټ وی ، هم صدق کوي.  ∆بیانو سیټ 

  اړوند هم کار اخیستلای سو.  په« د لایتناهي بیانو»د مفهوم څخه  وړتوب

 Aیانو سیټ او د ب ∆فرضووچي (.  Compactnessپه هکله  )د نغښتني 1.7.قضیه 

 ∆⊣Aد ثبوت وړ دي، یعنی یوازی او یوازي هغه وخت په سیټ کي  ∆بیان د  Aد  بیان دي.

 وي. ∆A⊢0چي  متناهي سیټ داسي وجود ولري ∆0∆⊇، چي د 

دبیان ثبوت  Aد  AnA, ... ,1په سیټ کي د  ∆دي، بیانو د  ∆⊣A فرضوو،چي  ثبوت.

په سیټ  ∆دي. د ثبوت په لاړ کي هغه عنصرونه رااخلو، چي د  nA=Aداسي وجود لري، چي 

 اړه لري. پدي معنی:

∆0={ B∈∆;  داسي وجود لري i چي د هغه دپاره  i=1,2,...,n; B=Ai} 

 ∆A⊢0پدي لحاظ د بیان ثبوت دي.  Aپه سیټ کی هم د  ∆0∆⊇لاړ د  AnA, ... ,1 پدي ډول د 

. 

ج( قضیې له  3.4، نو د  ∆A⊢0 متناهي سیټ داسي وجود ولري،چي  ∆0∆⊇ برعکس، که د 

  .q.e.d        دي.  A⊣∆مخي 

الي د اړېکي ا وله مخي و څېړو ، نو ورته ادعا د بیان د رشتی Semanticsکه مسئله د محتوا 

 په هکله صدق کوي. 
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. بیان دي Aد بیانو سیټ او  ∆فرضووچي )د نغښتنې سیمانتیکی قضیه (. 2.7.قضیه   

 ∆0∆⊇چي د  ⫤∆Aصدق کوي،یعنی  په سیټ کي یوازی او یوازي هغه وخت ∆بیان د  Aد 

 وي. ∆A⊨0چي  متناهي سیټ داسي وجود ولري

 یوريد سیټ د تد قضیې د ثبوت دپاره د پورتني قضیې ثبوت ډیر پېچلئ دي.په عمومي ډول 

 ∆ځینو قوی نتیجو ته اړتیا لرو.موږ به  قضیه یوازي په هغه صورت کي ثبوت کو ، چي د  

هلته .  تعریف کي در وپېژندي 3.3.د عملی بیان مفهوم می پخوا په  سیټ د شمېر وړ سیټ وي.

یوازي او یوازي هغه وخت  ν(A)=1د رشتیاوالی د قیمت د تعریف له مخي مو وویل، چي 

 Δ⊨A په سیټ کي صدق کوي، ∆بیان د  Aوي. پدي معنی چي د  ν(¬A)=0صدق کوي،چي 

 په سیټ کي غیر عملی وي. ∆د  A¬،  یوازی او یوازی هغه وخت چي 

د نوموړي معادلیت څخه په اسانی لیدل کېږي، چي د بیان د الجبر د نغښتني قضیه د لاندني 

 قضیې څخه استنباط کېږي.نوموړي قضیه ورسره معادله هم ده.

بیان یوازی او یوازی هغه  Aپه سیټ کي د  ∆)د عملی بیان په هکله(. د  3.7.قضیه   

کي عملی  )∆0(∆⊇ ∆0په هر متناهي سب سیټ د سیټ  ∆بیان د  Aوخت عملی دي، کله چي د 

 وي.

د سیټ  ∆بیان د  Aبیان عملی وي، نو بدیهي ده ،چي د  Aپه سیټ کي د  ∆که د  ثبوت.  

کي عملی دی. پدي معنی چي د ښئ څخه و کیڼ لوری  )∆0(∆⊇ ∆0په هر متناهي سب سیټ 

 ∆په هغه صورت کي چي د ته استنباط بدیهی دي. د کیڼ لوري څخه و ښئ لورته استنباط به 

 وڅېړو.سیټ د شمېر وړ سیټ وي ، 

په سیټ کي  ∆د بیانو د شمېر وړ سیټ دي. یعنی د  ∆n, ... ,B1B, 0={B {... ,فرضوو، چي 

سیټ د ابتدائې بیانو پر بنسټ داسي  nΠلایتناهي ، خو د شمېر وړ بیانونه دي. فرضوو، چي د  

 تعریف سوي دي: 

nΠp}=   ابتدائې بیان دي : دp  0بیان د, ... ,BnA,B کي څرګندېږي کم بیان په{  
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 دی )ولی؟(. n+1Π ⊆nΠ دپاره  nڅرګنده ده ، چي د هر  
n

n 0





   سره اېږدو. د هرn 

 داسي په نښه کوو: nVدپاره 

Vn={ ν: Πn ⟶ {0,1} ; ν(B0)= ν(B1)= ...= ν(Bn)= ν(A)=1}  

دپاره د رشتیاوالي په جدول کي هغه کرښه را اخلو ، چي په هغه کی د  nپدي معنی چي د هر 

بیان  Aدغه کار کولای سو، ځکه چي د ټولو بیانو قیمت یو دي ، یعنی ټول بیانونه رشتیا دي. 

د سیټ په هر متناهي سب سیټ کي عملی دي. اوس به دغه ډول ټوله   Δد فرضیې له مخي د 

 جدولونه سره یوځای کو. پدی معنی چي 
n

n 0

V V




  سره اېږدو. د فرضیې له مخي د هرn 

سیټ به یا متناهي  Πسیټ غیر خالی دي. اوس نو دوه امکانه لرو ، هغه داچی د  nVدپاره د 

 وی او یا لایتناهي. 

داسي وجود لري ،  0nبیانو سیټ متناهي وي.  Πلمړئ به هغه حالت وڅېړو، چي د 

دپاره  0n>nچي د هر 
0n n

    0دي. بیانو دn≧n  9دپاره: 

     n

n
V {0,1} {0,1}   

دپاره  0n≧nڅرګنده ده ، چي د 
n 1 n

V V

  .{0,1}څرنګه چي د دي  د (Π  د سیټ څخه د

داسي وجود لري ، چي  0n≧lnسیټ متناهي دي، نو په سیټ کي د ټولو مپینګو سیټ ( {0,1}

دپاره ln>nد 
ln n

V V  دي. څرنګه چي 
ln

V  دي نو
ln

V  وجود لري ، بیانو

 صدق کوي . خو دغه مو غوښتل چي ثابته یې کو.  ν(A)=1او  ν(B)=1دپاره  ∆∋Bد هر 

سیټ  Πسیټ لایتناهي وي.فرضوو چي د  Πاوس به نو هغه حالت وڅېړو ، چي د    

,لایتناهي دي. که  {0,1}   وي، نوυ⊑ω  پدی مفهوم دي ، چي د هر)υ(D∈B دپاره 

                                           
 صفحه ، حواله درکړم. 30بوکوفسکي : سیټونه او هرڅه د هغوی په هکله ؛ د نیازمن ژباړه  [3]د لاندنیو نښو دپاره به پر  9
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او  υپه ترتیب سره د  D(ω)او  D(υ)دي.دلته  υ(B)=ω(B) نو،وی  D(υ)⊆D(ω) که

ω   .دمپینګ د تعریف ساحه ده 

 دي.  υ∈Vوي، نو  υ⊑ω وی، او  ω∈Vپه یاد یې ولری ، که 

 وي. n+1υ⊑nυ دپاره  nلاړ داسي ترسیموو، چي د هر  nV∈nυ  دپاره د ... ,n=0,1, ...,n د

د په آساني سره باور کولای سي، چي په نښه کوو.  υ⊑ω} V; ω∈={υWدپاره  ∋nVυد 

 اړېکه صدق کوي:نوموړې سیټ په هکله لاندني 

وي، بیانو  ∋nVυ که   
n 1

; V ,W {W }
 
  ........ دی(*) 

علاوه پر دي 
0V

V W
 

 دی. اوس به نو د∈ℕn  دپاره په ساده ډول دnυ  ترسیم کو. لاړ

داسي وجود  0V∈0υسیټ متناهي دي، بیانو  0Vسیټ لایتناهي سیټ دي ، د  Vڅرنګه چي د 

لري، چي د 
0

W


داسي ترسیم کي، چي  nV∈nυسیټ لایتناهی دي. کله چی په دغه ډول مو د  

 داسي وجود لري، چي  n+1V∈n+1υاړېکي پر بنسټ  (*)سیټ لایتناهي وي، بیانو د  nWد 

n+1υ ⊑nυ  وي او د
n 1

W


 په هغه صورت کي لاندني مپینګ :سیټ به لایتناهي وي.  

    μ: Π⟶ {0,1} ; μ(q)=υn(q) که q∈Πn⊆Π وي  

 بیان پکښي صدق کوي.  Aسیټ او د  Δده ، چي د « جدول هغه کرښه»د 

q.e.d. 

 (Completeness) د بیان د الجبر بشپړتوب §8.  

   

. لاندنې قضیه موږته مهمو خصوصیاتو څخه د هغي بشپړتوب دي د یوی تیوري د  

راښیې ، چي د ثبوت وسیله په کافي اندازه پراخه او قوي ده ، چي د بیان د حقیقت د تثبیت دپاره 

ا عملي  د مودل ی او دهغهsyntactical لاندنې قضیه د بیان د الجبر صوري  په کار واچول سي.



   

 63

   

 

semantical   په ذریعه جدول  د هغو د حقیقت په هکله دساحي، زموږ په څېړنو کي تر اوسه

  ، اړېکه ارائه کوي.هوقضاوت کا

د بیانو سیټ او  Δ(. فرضوو چي  Completenessپه هکله  )د بشپړتوب 1.8.قضیه   

A : بیان دی 

 دي. Δ⊢Aوي ، نو   Δ⊨Aکه    

په سیټ کي صدق کوي ، نو بیا په همدغه سیټ کی د ثبوت وړ  Δبیان د  Aپدي معنی ، که د 

 دي. 

زموږ د ادعا ثبوت به حقیقت کي په درو برخو ویشل کېږي: لمړئ په هغه حالت  ثبوت.  

سیټ  ∆حالت کي فرضوو، چی د دوهم په سیټ خالي وي( .  ∆)یعنی د  ∅=∆کي ، چي د 

قضیه( څخه په استفاده  2.7.متناهي دي.بلاخره د بیان دالجبر د نغښتني د سیمانتیکي  قضیې )

 سیټ لایتناهي )د شمېر وړ( دي، ثابتوو.  ∆سره دریم حالت ، چي په هغه کي د 

د درو سرو حالتو څخه نسبتآ پیچلي یې لمړئ حالت دي. د ثبوت دپاره یې مرستندویه   

د بیان د  Aد  Qتر مخه ځینو نښو ایښو دنو ته ستاسو پاملرنه راګرځوم.که دهغه قضیه ثابتوو. 

د بیاه هغه حالت  په  Aد سره  Q(A)( وي ، نو په  0یا  1ریشتیاوالي ممکن قیمت )پدي معنی 

حالت په نښه  Q=0سره د  A¬بیان حقیقت لري او په  Aوي ، یعني د  Q=1نښه کوو چي 

 به حقیقت ولري.  A¬اغ وي ، نو بیان درو Aکوو. پدي معنی که د 

 qnq , ... ,1 دبیان  Aفرضوو چي د (. 10Church's Lemma) د چرچ لیما  2.8.قضیه   

دبیان درشتیاوالي د جدول هغه کرښه  Aد  Qابتدائې بیانو څخه تشکیل سوی دي. فرضوو،چي 

د  QnQ , ...  ,1 د بیانو قیمتونه یعنی په ترتیب سره   qnq , ... ,1ده ، چي په هغه کي د 

 رشتیاوالي قیمتونه دي، بیانو :

      (Q)A⊢n)qn, ... ,(Q1)q1(Q  

                                           
ي پوه او د ریاضي د منطق متخصص ؤ چي په نامتو امریکایې ریاض Alonzo Church 1903)-(1995الونزو چرچ  10

  ریاضیاتو په خاص ډول د ریاضي په منطق کي مهمې علمې لاسته راوړنې لري. 
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 صدق کوي. 

Qn(qν =nQ ,... ,(1= او =νQ (A): زموږ د پخوانیو تړونو سره یو رنګ یادونه  

) 1(qν  دي، پدي معنی، چي دA  دقیقآ هغه کرښه زموږ هدف د بیان د رشتیاوالي په جدول کي

 مساوي په یو دی. د بیان دقیمت سره جوخت A، چي په هغه کي د ابتدائې بیانو قیمت د  ده

 بېلګه باندي تشریح کم. پر  2q∨¬1(q⟶2A=(q((د چرچ ادعا به د  1.8.بېلګه 

بیانو څخه تشکیل سوی دي. د نوموړي بیان د  2qاو  1qبیان د دوو ابتدائې بیانو یعنی  Aد 

رشتیاوالي د جدول ترسیم هم څه ستونزه نده. جدول یې رسم او زموږ د لاندنې استدلال سره یې 

 پرتله کي.

 ،  1q¬=1)q1(Qسره سم بیانو زموږ د نښي اېښودلو دي.  Q=1وي ،نو  Q1Q=2 0=که 

 2q¬=2)q2(Q  او(Q)A=A :دي. ځکه نو د چرچ د لیما ادعا په لاندي ډول ارائه کېږي 

     A⊢2, ¬q1¬q  

دي. پدي حالت کي د چرچ د لیما ادعا په لاندي ډول ارائه  Q=0وي، نو  12Q=او  1Q 0=که 

 کېږي:

      ¬A⊢2, q1¬q  

 قضیې و ثبوت ته راوګرځو: 2.8اوس به نو بېرته د 

بیانو  اختیاري،  qnq , ... ,1د  QnQ , ... ,1د ثبوت په ټول بهیر کي  ثبوت: د قضیې  

خو ثابت ټاکل سوي د رشتیاوالي قیمتونه دي. پدي معنی که درشتیاوالي د جدولو په ژبه سره 

 وږغېږو ، نو د اختیاري ، خو ثابت ټاکل سوي کرښي په هکله استدلال کوو. د اسانتیا په وجه 

      }n)qn,(Q, ... 1)q1={(Q0∆  

 غیر له د جدول د یو معینی کرښي څخه بل شی نه دي. ∆0پدي حساب . سره په نښه کوو
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کولای سو د بیان د منشاء لاړ دي.  Aد  AmA, ... ,1 د بیانو سیټ او  Γ فرضوو، چي  

ګډون ابتدائې بیانو څخه نور بیانونه  qnq, ... ,1فرض کړو ، چي د منشاء په لاړ کي غیر له 

بیانو د رشتیاوالي په جدول په  AmA, ... ,1په ترتیب سره د  RmR, ... ,1نلري. فرضوو، چي 

   QnQ , ... ,1ابتدائې بیانونه د        qnq, ... ,1کي درشتیاوالي قیمتونه دي، چي د هغه کرښه 

 ,i=1دي پداسي حال کي،چي د  j(Aν=jR (دپاره  j=1, ... ,mقیمتونه لري. پدي معنی، چي د 

... ,n  دپارهi)=Qi(qν .نظر و  ديm  ته د ریاضي د استقراء په طریقه ثابتوو، چي د هر

i=1,...,m : دپاره 

          i)Ai(R⊢Γ  

 دپاره زموږ ادعا ثابتیږي.  i=mدی ، او د 

ثابته کو.  Ai(R⊢Γ(iصدق کوي. غواړوو چي  R⊢Γ)j)Ajدپاره   j<iفرضوو، چي د هر  

 د بیان د منشاء د لاړ جزء دي، نو دري امکانه وجود لري، هغه داچي: Aد  iAڅرنګه چي 

 ابتدائې بیان دی. iAالف( 

 دي. jA¬=iAاندکس داسي وجود لري، چي   j<iب( د 

دي ، پداسي حال کي چي  kA∎j=(AiA(اندکسونه داسي وجود لري، چي   j,k<iج( د 

 19اوس نو باید د ذکرسوو منطقي عملیو څخه یوه عملیه ده(  دي.  ∎)  ⟷,⟶,∨,∧=∎

حالت څېړو. د ب( په حالت  1مختلف حالتونه وڅېړو.هغه عبارت دي له: د الف( په حالت کي 

دي، دوه امکانه لرو او  1یا  0، یعنی رشتیا دي او که درواغ  iRکي نظر و دي ته چي آیا 

دپاره څلور امکانه لرو)ځکه  ∎او یوي عملیې  j,AkAبلاخره د ج( په حالت کي ددوو بیانو 

چي د رشتیاوالي جدول یې څلور کرښې لری(. څرنګه چي څلور عملیې او دهری عملیې دپاره 

 امکاناتو سره بوخت یو.  16څلور امکانه لرو ، نو په مجموع کی د 

ابتدائې بیانو څخه  qnq, ... ,1د  iAنظر و فرضیې ته ه یې را شروع کو.د الف( څخه ب

او  l=QiRدي.ځکه نو  l=qiAذاسي وجود ولري ، چي  n≦lیو بیان دی، ځکه نو باید 

∈Γl)ql=(Qi)Ai(R  دي . ددی اسیتهi)Ai(RΓ⊢  .دي 
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وي، بیانو  jR 0=دي. که   jA¬=iA دپاره    j<iب( به وڅېړو، پدي معنی ، چي د 

=1iR  .د بلی خوا کېږيj)Aj=(RjA¬=i=Ai)Ai(R  دي. د استقراء د فرضیې له مخي

)i(Ai=Rj)Aj(RΓ⊢   دي، ځکه نوi)Ai(RΓ⊢  1=صدق کوي. کهjR  0=وي ،نو iR  او

jA ¬¬=i)Ai(R  دي. د استقراء د فرضیې له مخيjAΓ⊢  صدق کوي . داستنباط د دوو نفي

 صدق کوي.  ⊣i)Ai(RΓصدق کوي . ددی اسیته  ¬¬⊣jAΓد قانون له مخي 

حالتو څخه یوازي د څلوروحالتو ثبوت  16فرضوو، چي  ج( صدق کوي. دلته به د 

 .رشتیاوالي جدول یې وګوری ده پاته نسي، دددي دپاره چي موضوع بالکل مجرراوړو. 

Aj Ak ¬ Aj ¬ Ak Aj∧ Ak Aj∨ Ak Aj⟶ Ak Aj⟷ Ak 

1 1 0 0 1 1 1 1 

1 0 0 1 0 1 0 0 

0 1 1 0 0 1 1 0 

0 0 1 1 0 0 1 1 

 1.8جدول       

د دي.  0iR=او kA∧j=(AiA(دي. بیانو  0kR=او  1jR=،  ∎=∧فرضوو، چی 

دي ، نو باید ثابته کو،  0iA=دي. څرنګه چي  ⊣kAΓ⊢¬, j AΓاستقراء د فرضیې پر بنسټ 

 لاندنئ لاړ :دی. د ثبوت د غیر مستقیم طریقي څخه دلته کار اخلو. ¬⊣iAΓچي 

1) Aj∧Ak   mp2 

2) Ak∧Aj   mp3, د∧ تبدیلي قانون  

3) Ak    mp3, د ∧ د حذف قانون  

 ,kA¬⊢iAΓدي. د استقراء په فرضیه کي مو  ,kA⊢iAΓثبوت دي. یعني  kAکي د  ,iAΓپه 

 دي. ¬⊣ iAΓب( قضیې پر بنسټ  2.6.اوس نو د درلوده. 
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دي.د  0iR=او kA∨j=(AiA(دي. بیانو  0kR=او  0jR=،  ∎=∨فرضوو، چی    

ثابته کو. لاندنئ لاړ  ¬⊣iAΓدي. غواړو چي  ¬⊣kAΓ⊢¬, jAΓاستقراء د فرضیې له مخي 

 ثبوت لاړ دي :د  ¬iA کي د Γپه 

1) Aj⟶Aj     mp1       

2) ¬Ak⟶(¬Aj⟶¬Ak)  mp1       

3) ¬Ak    mp2  

4) ¬Aj⟶¬Ak  2,3 مودوس پوننس 

5) Ak⟶Aj   4, د استنباط د غیر مستقیم قانون له مخي 

6)  (Aj∨Ak) ⟶Aj   5, دتحلیل او تجزیې قانون 

7) ¬Aj⟶¬(Aj∨Ak)    6, د تضاد قانون 

8)  ¬Aj     mp2, فرضیه 

9) ¬(Aj∨Ak)    8,7 مودوس پوننس 

. د دي 1iR=او kA⟶j=(AiA(دي. بیانو  0kR=او  0jR=،  ∎=⟶فرضوو، چی  

=0jR  0=اوkR  له مخي د استقراء فرضیه وایې ، چي kA¬⊢Γ, jA¬⊢Γ  .دي

. بیاهم لاندنئ لاړ  )⊣kA⟶jA Γ(ثابته کو، یعنی  kA⟶jAکي  Γغواړو، چي په 

 ثبوت دي:

1) ¬Aj⟶(¬Ak⟶¬Aj)   mp1 

2) ¬Aj      فرضیه  

3) ¬Ak⟶¬Aj    2,1 مودوس پوننس 

4) Aj⟶Ak   3, د استنباط د غیر مستقیم قانون له مخي 

 دي. 0iR=او kA⟷j=(AiA(حالت څېړو.بیانو  0kR=او  1jR=،  ∎=⟷بلاخره د 
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دي.غوهړو، چي  kA¬⊢Γ, jA⊢Γ له مخي د استقراء فرضیه وایې ، چي  0kR=او  1jR=د 

ثبوت وموندو. دلته هم د ثبوت د تنقیض د طریقي څخه کار اخلو.  kA⟷jA (¬⊢Γ(کي د  Γپه 

 لاندنئ لاړ په نظر کي نیسو:

1) Aj⟷Ak    mp2 , فرضیه  

2) (Aj⟷Ak) ⟶( Aj⟶Ak) mp1 

3) Aj⟶Ak    2,1 مودوس پوننس 

4) Aj     mp2,  فرضیه  

5) Ak    4,3 مودوس پوننس 

خو  . kA⟷j, (AΓ( ⊣kA ثبوت دي. پدي معنی، چي  kAکي د  AΓ) ,kA⟷j(په پورتنئ لاړ

ب( قضیې  2.6.دي، ځکه نو د AΓ) ,kA¬⊢ )kA⟷jد استقراء ددوهمي فرضیې پر بنسټ 

 دي.  kA⟷jA (¬⊢Γ(  پر بنسټ

 حالتونه په ورته ډول ثابتېږي. 12پاته   

q.e.d. 

 د راتلونکي قضیې د ثبوت مفکوره به لمړي د هغه پر یوه خصوصي بڼه باندي تشریح کو.

څخه  q2q ,1او د دوو ابتدایې بیانو  بیان تاوتولوجي دی Aفرضوو چي د  2.8.بېلګه   

ابتدائې بیانو  رشتیا والي  q2q ,1 بیان تاوتولوجي دي، نو د  Aڅرنګه چي د تشکیل سوی دي. 

 دي. د چرچ د لیما پر بنسټ  Q=1د بیان قیمت  Aدپاره د  Q2Q ,1 د هر قیمت 

     q1 , q2 ⊢A, 

     q1 , ¬q2 ⊢A, 

¬q1 , q2 ⊢A, 

¬q1 , ¬q2 ⊢A. 

 صدق کوي، خو د استنباط د قضیې له مخي :
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    q1 ⊢ q2 ⟶A, 

    q1 ⊢ ¬q2 ⟶A, 

    ¬q1 ⊢ q2 ⟶A, 

    ¬q1 ⊢ ¬q2 ⟶A. 

 لاسته راځي. د استنباط د تحلیل او تجزیې د قانون پر بنسټ د پورتنیو لمړیو دوو کرښو څخه 

     A ⊢ 1q   

 لاسته راځي او د وروستیو دوو کرښو څخه

 A ⊢ 1q¬  

 په ترتیب سره :لاسته راځي. بیاهم د استنباط دقضیې پر بنسټ 

  ∅⊢ q1 ⟶A , ∅⊢¬q1 ⟶A 

 د استنباط دتحلیل او تجزیې د قانون د عملی کېدو په نتیجه کي  بلاخرهموندلای سو. 

    ∅⊢ A 

 لاسته راځي. 

تیدلای ثابلکه پورتنې بېلګه، لاندنې قضیه ، په خپل ذات کي ډېره مهمه، په عین ډول  

 سي. 

 

 قضیه( 11Post)د تاوتولوجي د ثبوت په هکله د پوست  3.8.قضیه  

 . A⊣∅بیان تاوتولوجي وي، نو  Aکه د  

                                           
11  Emil Leon Post 1897)-(1954امریکایې ریاضي پوه او د ریاضي د منطق پوه ؤ -پولنډي 
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بیان د بیانو د خالي سیټ څخه ثابتیدلای  Aبیان تاوتولوجي وي، نو د  Aپه بل عبارت که د 

 سي. 

ابتدایې بیانو څخه تشکیل سوي دي.  qnq ,... ,1بیان د  Aفرضوو، چي د ثبوت.  

nQ ,د اختیاري قیمتو        qnq ,... ,1دي، نود ابتدایې بیانو  بیان تاوتولوجي Aڅرنګه چي د 

1...,Q  دپاره دA  د بیان قیمت یعنیQ=1  1د    دي.ځکه نو د چرچ د لیما پر بنسټ, ...,QnQ 

 اختیاري قیمتو دپاره :

   (Q1)q1, ... , (Qn)qn ⊢A 

 دپاره : 0nQ=اختیاري قیمتو او  Q1-nQ,... ,1صدق کوي. په خاصه توګه د 

   (Q1)q1, ... , (Qn-1)qn-1, ¬ qn  ⊢A 

 دپاره به: 1nQ=اختیاري قیمتو او  Q, 1-nQ,...1ولرو او د 

   (Q1)q1, ... , (Qn-1)qn-1, qn  ⊢A 

 ( پر بنسټ: 1.6ولرو. بیانود استنباط د قضیې ) قضیه 

(Q1)q1, ... , (Qn-1)qn-1 ⊢¬ qn  ⟶A , (Q1)q1, ... , (Qn-1)qn-1 ⊢ qn ⟶A 

nQ-د اختیاري     راځي. اوس نو که د استنباط د تحلیل او تجزیې قانون عملی کو، نو  هلاست

1, ...,Q1 : قیمتو دپاره به 

   (Q1)q1, ... , (Qn-1)qn-1 ⊢ A 

 1Qځلې دوام ورکړو، نو په پای کي به د  n-1را پاته سي. که خپل استدلال ته په همدي ډول 

 :اختیاري قیمت دپاره

    (Q1)q1⊢ A 

 وي : 0او یا  1به یا  1Q ، پدی معنی چي د تشخیص په نتیجه کي  1Q بیاهم دلاسته راسي. 

  ¬ q1 ⊢A,   q1 ⊢A 
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 لاسته راځي. اوس نو بیاهم د استنباط د قضیې پر بنسټ:

     ∅⊢ ¬q1 ⟶A ,  ∅⊢ q1 ⟶A 

جه کي نتیحاصلېږي. ددی ځایه بیا هم داستنباط د تحلیل او تجزیې د قانون د عملی کېدو په 

 رسېږو.  A ⊣∅    خپل هدف ته ، یعنی :

 q.e.d. 

دمخه تردي چی د بشپړتوب د قضیې ثبوت مو تکمیل کړی وي،  لمړی به لاندنې  

 کومکي ادعا په ثبوت ورسوو.

 )د استنباط د قضیې سیمانتیکی تعبیر(. 4.8.قضیه  

 دي. Γ⊨ B⟶Aوي ، نو  Γ,B⊨Aبیانونه دي. که  Bاو  Aد بیانو سیټ ،  Γفرضوو، چي 

بیان صدق وکي ،  Aپه سیټ کي د  Γد بیان په شمول د  Bپه بله اصطلاح ویلای سو ، که د 

 بیان صدق کوي. B⟶Aکي د  Γنو د بیانو په سیټ 

د  Bاو  Aد سیټ د ټولو بیانو او د  Γصدق کوي. د  Γ,B⊨Aثبوت. فرضوو، چي  

بیانو د رشتیاوالي مشترک جدول په نظر کی نیسو. پدي جدول کی اوس نو هغه کرښه په نظر 

بیان څېړو. دوه  Bد سیټ تر بیانو لاندي قیمتونه یو وي. د   Γکي نیسو، چي په هغه کي د 

تر بیان  Aتر بیان لاندي به یو وی، نظر و فرضیې ته د  Bد امکانه وجود لری، هغه داچي 

 تر بیان لاندي هم یو دي.  B⟶A و دي . پدی حالت کی د لاندي هم ی

تر بیان لاندي به صفر وي، نو پدی حالت کي هم د  Bدوهم امکان دادی، چی د  

B⟶A   .نوموړئ حقیقت په جدول کي ترسیم کئ.تر بیان لاندي هم یو وي 

 q.e.d 

 وي، نو : A⊨}m, ... ,B1{Bکه  1.8.نتیجه  

  B1⟶ (B2⟶(...(Bm⟶A)...)) 
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 تاوتولوجي ده.

 اوس نو بیرته د بشپړتوب د قضیې و ثبوت ته راګرځو. 

د بیانو په سیټ کي د  Δوي ، یعنی د  Δ⊨Aفرضوو،چی د بشپړتوب د قضیې ثبوت: 

A  بیان صدق کوي. اوس نو باید دΔ  په سیټ کي دA  د بیان ثبوت وموندو او یا لږ تر لږه د

A  .د بیان د ثبوت موجودیت ثابت کو 

متناهي سیټ داسي وجود لري،  Δ 0Δ⊇، پر بنسټ د  2.7.د نغښتنې سیمانتیکی قضییې ، قضیه 

 :ي نتیجي ته تېردي. نظر و  m, ... , B1={B 0Δ {دي. فرضوو  A⊨0Δچي 

   B1⟶ (B2⟶(...(Bm⟶A)...)) 

 ( ته : 3.8.د پوست و قضیې )قضیه  . نظرتاوتولوجي ده

  ∅⊢ B1⟶ (B2⟶(...(Bm⟶A)...)) 

 د مودوس پوننس د قانون له مخي :صدق کوي. 

  
1, 1 2 3 m

2 3 m

B B (B (B (...(B A)...)))

B (B (...(B A)...))

   

  
 

 د استنباط د قضیې پر بنسټ :حقثقت لري او 

  { B1}⊢ B2⟶( B3⟶ (...(Bm⟶A)...)) 

 ځلې ادامه ورکوو. m. همدا ډول خپل استدلال ته صدق کوي

  { B1, B2}⊢ ( B3⟶ (...(Bm⟶A)...)) 

   ⋮  ⋮ 

  ∆0={ B1, B2, ..., Bm}⊢A 

  .q.e.d   هم صدق کوي.  A⊣∆حاصلیږي. ځکه نو  
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جي د تاوتولود پوست قضیه د تاوتولوجي د ثبوت دوړتوب په هکله موږ ته  3.8.بېلګه  

اسو ثبوتولای سي، چی لاندنې بیانونه تاوتولوجي دي. تد موندلو دپاره عملی وسیله راکوي. 

 ثابتیدلای سي.پدي معنی چي هغوی د فرضیو د خالي سیټ څخه 

  (A⟶C) ⟶((B⟶C) ⟶((A∧B) ⟶(C∧D))), 

  (A⟶C) ⟶((B⟶C) ⟶((A∨B) ⟶(C∨D))), 

  (A⟶(B⟶C)) ⟶((A∧B) ⟶C)), 

  ((A∧B) ⟶C) ⟶ (A⟶((B⟶C)). 

 د پورتنیو تاوتولوجیو څخه په استفاده سره ثابت کی، چي لاندنې افادي د استنباط قوانین دي:

  
A C,B D A C,B D

,
(A B) (C D) (A B) (C D)

   

     
 

  
A (B C) (A B) C

,
(A B) C A (B C)

   

   
 

 د پورتنیو تاوتولوجیو ثبوت لوستونکي ته د تمرین په ډول توصیه کوم.

  د بیانو نورماله بڼه §9.  

 

ددوو مسئلو د تشریح او څرګندولو دپاره یو ځل شا ته ګورو. په لومړي پاراګراف کي  

ه ژبي مفکوره نوی ن په دخول پېل کي. د مصنوعي« دمصنوعي ژبي» مو د بیان الجبر د ژبی 

څه ناڅه دري پېړې پخوا طرح  12ده . جرمني فیلوسوف او ریاضي پوه ګوتفرید ویلهلم لایبنیڅ

 lingua، فلسفي ژبه هغه پدي ارمان ؤ ، چی داسي یوه عمومي مصنوعي ژبه  کړي وه. 

philosiphica  یاcharacteristica universalis  ،   په هغه کي خپلي اختراع کړی، څو

په هغه کي د انسانی ژبي  ابهام او سوء تفاهم وجود ، چي  مفکورو ته داسی انعکاس ورکي

                                           
  Gottfried Wilhelm Leibniz(1646-(1716ګوتفرید ویلهلم لایبنیڅ  12
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هغه پدی متیقین ؤ که دغه ډول ژبه وجود ولری نود تفکر او  افهام او تفهیم  ترمنځ . 13ونلري

به ډېره لویه اساني راولي، حتي په دغه سویه چي یو ماشین به وجودولري ، چي هر بیان هغه 

ډیر ژر موږ ته په لاس راکي. پدی ته ورداخل کو، نو د رشتیاوالي او دوراغ والي نتیجه به یې 

. سو کولایوږ به د هر بیان د رشتیاوالي په هکله بیله شک او تردید څخه فیصله معنی چي مو

نن ورځ دکمپیوټر پروګرام لیکلای سو، چي هغه د هر بیان د رشتیا والي جدول رسم او نتیجه 

 یې موږته په لاس راکي. 

د بیانو په څرګند ډول اوس به نو راسم دوهمي مسئلي ته، هغه داچي موږ تر اوسه 

ابتدائې بیانو  n. موږ وویل ، که یو راکړه سوی بیان د اوالی د جدول په ذریعه ارائه کولرشتی

 n2 ، نو د هغه جدول به د بیان عملیې کارول سوي وي mاو په هغه کي  څخه تشکیل سوی وي

مختلفوابتدایې بیانوڅخه تشکیل   10ستونونه ولری. که یوه راکړه سوي بیان د  m+nکرښي او 

ممکن دتصور ظرفیت مو پدي اندازه وي کرښي ولری.  1024102=جدول به یې  سوی وي، نو

او دهغه د رشتیاوالی  کرښو سره تصور کړای سو.خو دهغه ارزیابی 1024، چي یو جدول د 

ه یو ګام به نور هم مخ ت  په هکله فیصله یوازي د قلم او کاغذ په وسیله به ستونزمن کار وي. 

ابتدایې بیانو څخه تشکیل  20ان راکړه سوی دي ، چي هغه د ولاړ سو، فرضوو چی داسي بی

نی اضافه تر یع 2202=1024.102410.210 =دلته به د نوموړي بیان د رشتیاوالی جدول سوی دي. 

یو میلیون کرښي ولري. لیدل کېږي چی د ابتدایې بیانو د ډیر والي په نتیجه کی د بیان د صدق 

ابتدایې بیانو  64په حقیقت کي که یو راکړه سوی بیان د کولو په هکله فیصله ستونزمنه کېږي. 

تقریبي  څخه تشکیل سوی وی ، نو د نوموړی بیان د رشتیاوالي د جدول د کرښو شمېر به په

64ډول  4 60 10 6 3 6 182 2 2 16 (2 ) 16 (10 ) 16 10         وي. که فرض کوچي کمپیوټر

 3.153.600.000پېړي ه کرښی ارزیابي کړای سي ، او یو 16.10=316000په یوثانیه کی 

په کرښي ارزیابې کړای سی.  850.457.6x10نو کمپیوټر به په یوه پېړي کي  ، ثانیې وي

کرښي ارزیابي کړای سي ،  1316.10پېړي کي  تقریبي ډول که ووایو ، چي کمپیوټر په یوه

                                           
 کتاب په پېل کی د ایپیمند یس پارادکس وګورئ.د  13
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نوکمپیوټر  
18

5

13

16 10
10

16 10





پېړیو ته ضرورت لري چي د راکړه سوی بیان د صدق کولو په  

 هکله فیصله وکي.

غه ددځکه نو د اغېزمنو او عینی طریقو د موندلو هڅې په طبیعی ډول را پارول کېږي. 

بیانونه په یوه نورم یا قالب کي راوړو. و به ښیو ، چي په حقیقت کي یوه یوه  بهموخي دپاره 

ئېزه او دوي دوه ئېزي عملیې زموږ د څېړنو دپاره بسنه کوي او نوري عملیې ددغو عملیو په 

 ذریعه ارائه کولای سو.  

 کي کي به یوازيبیان د منطقي ابتدائې جمع ) په راتلون nA∨...  ∨1Aد  .1.9تعریف  

دپاره  i=1, ..., nپه نامه یادوو، که دهر  ctionelementary disjun  (ابتدائې جمع ورته وایو

هیڅ ابتدائې ، بل څخه  ∨q ¬qبیان یا ابتدائې بیان او یا د ابتدائې بیان نفي وي. غیر له  iAد 

 څرګندېږي.بیان په دغه افاده کي دوه ځلي نه 

  د بیان ابتدائې جمع عبارت ده له: 2q∨)3q⟶2(q∨1qد  1.9.بېلګه  

  q1∨¬ q2∨q3∨q2 

بیان د منطقي ابتدائې ضرب ) په راتلونکي کي به یوازي  nA∧...  ∧1Aد  2.9.تعریف  

 i=1, ..., nپه نامه یادوو، که د هر  onelementary conjunctiابتدائې ضرب ورته وایو( 

څخه هیڅ ابتدائې  q ∧¬q. غیر له بیان یا ابتدائې بیان او یا د ابتدائې بیان نفي وي iA دپاره د

 په دغه افاده کي دوه ځلي نه څرګندېږي. 

 د بیان ابتدائې ضرب عبارت دي له: 3q∧)3q⟶2(q∧¬1qد   2.9.بېلګه  

  q1∧ q2∧¬ q3∧q3 

بیان او یا دهغه نفي په عین حال کي د ابتدائې جمع او ابتدائې ضرب په څېر منو. یکړ ابتدائې 

 په دی صورت کي ، په پورتنیو تعریفو کي دواړي افادي یوازي یو غړی لري.

 mB∧...  ∧1B  بیانونه ابتدائې جمع وي ، نو وایو چي د BmB ,... ,1که د  3.9.تعریف 

 لري. conjunctive normal form(cnf)  نورماله بڼه  بیان د ضرب
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  mB∨...  ∨1Bد ، نو اویو چي بیانونه ابتدائې ضرب وي   BmB ,... ,1که د  4.9.تعریف 

 لري.  disjunctive normal form(dnf)   نورماله بڼه جمعبیان د 

وي، نو یو عنصره بیان که دابتدائې جمع په  m=1لکه مخکي چي مو یادونه وکړ، دلته هم که 

څېر یې ومنو ، نو هغه د ضرب نورماله بڼه لری او که یې د ابتدائې ضرب په صفت ومنو ، 

 نو د جمع نورماله بڼه لري. 

 ټولهد هغه بیان په اړوند جمع )ضرب( په نورماله بڼه کي  که د بیان د 5.9.تعریف   

         هبڼ بشپړ نارمله دجمع )ضرب( ابتدائې بیانونه څرګند سي، نو وایو چی د نوموړي بیان

full normal form .راکړه سوی ده 

جمع د علامو ترمنځ بیانونه  چي د منطق دپدي معنی که بیان د جمع نورمال بڼه ولري،  

د رشتیاوالي جدول په ساده ډول رسمیږي. نو دهغه د ابتدائې بیانو د ضرب په حالت کي دي، 

ځکه چي د بیانو ضرب یوازي او یوازي هغه وخت رشتیا دي ، چی په هغه کي هر ابتدائې بیان 

 وهی ابتدائې ضرب یوازی دجدول پهرشتیا وي. که بیان د جمع بشپړه بڼه ولري ، نو دهغه هره 

 کرښه کي رشتیا دي. 

 فرضوو چي لاندنئ بیان د جمع په بشپړه نارمله بڼه راکړه سوی دي: 3.9.بېلګه   

  (q1∧ ¬ q2∧q3) ∨ (q1∧ q2∧q3) ∨ (¬ q1∧ q2∧q3)  ... (9.1) 

پورتنئ بیان هغه وخت رشتیا دي ، چي په هغه کي شامل یو د ابتدائې ضربو څخه رشتیا وي. 

څرنګه چي پورتنئ بیان ټول هغه ابتدائې بیانونه چي دهغه څخه دغه بیان تشکیل سوی دي، په 

 (9.1)ځکه نو د  هرابتدائې ضرب یوازی د جدول په یوه کرښه کي رشتیادي.ځان کي لري ، نو 

 :14ل په لاندنیو دروکرښو کي رشتیا ديبیان د جدو

 

                                           
پاملرنه وکي، چي دلته مو د بیانو د رشتیاوالي جدول په لنډ شکل راوړي دي. ځکه چي ددرو ابتدایې بیانو او لسو عملیو دپاره  14

 باید جدول اته کرښي او دیارلس ستونونه ولري ، خو موږ یوازي څلور ستونونه راوړي دي.
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q1 q2 q3 (q1∧ ¬ q2∧q3) ∨ (q1∧ q2∧q3) ∨ (¬ q1∧ q2∧q3) 

1 0 1 1 

1 1 1 1 

0 1 1 1 

     1.9 جدول    

 د جدول په نورو کرښو کي بیان درواغ دي، یعنی قیمت یې صفر دي. 

 راکړه سوی دي:فرضوو چي لاندنئ بیان د جمع په بشپړه نارمله بڼه  4.9.بېلګه   

  (q1∧¬q3) ∨ (¬ q1∧ q2)    ...(9.2) 

 که څه هم نوموړي بیان د لاندنی جدول له مخي په دوو کرښو کی رشتیا دي:

q1 q2 q3 (q1∧¬q3) ∨ (¬ q1∧ q2) 

1  0 1 

0 1  1 

  جدول 2.9   

جدول به ور پوره کړو، نو لاندي ممکن قیمتونه  3qاو  2qد جدول په خالي حجرو کي د خو که 

 لاسته راسي:

q1 q2 q3 (q1∧¬q3) ∨ (¬ q1∧ q2) 

1 1 0 1 

1 0 0 1 

0 1 1 1 

0 1 0 1 

  جدول 3.9   
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پدي معنی ، چي نوموړي بیان د دوو کرښو پر ځای په څلورو کرښو کی رشتیا دي. د جدول 

ر تکمیلولو تپه لاندنې بېلګه کي د قیمتو په پوره کولو کی باید داحتیاط څخه کار واخیستل سي. 

 مساوي دي.ه لیدل کېږي چي دوی کرښې سره وروست

 فرضوو چي لاندنئ بیان د جمع په بشپړه نارمله بڼه راکړه سوی دي: 5.9.بېلګه   

  (q1∧¬q3) ∨ (q1∧ ¬q2) 

q1 q2 q3 (q1∧¬q3) ∨ (q1∧ ¬q2) 

1 1 0 1 

1 0 0 1 

1 0 1 1 

1 0 0 1 

  جدول 4.9   

د جدول دوهمه او څلرمه کرښه عیني قیمتونه لري. پدي معنی چي راکړه سوي بیان یوازي د 

 جدول په درو کرښو کي رشتیا دي. 

پر بنسټ هر  (A∧¬B¬)⟺(A∨B)¬او   (A∨¬B¬) ⟺(A∧B)¬د ډمارګن د اصل  

د جمع په بشپړ نارمله بڼه راکړه سوی وي ، د نفي د عملي په مرسته یې د ضرب په بیان چي 

 بشپړه نارمله بڼه اړولای سو او برعکس. پدي هکله لاندنې قضیه ډیر مهم رول لوبوي.

د هغه معادل بیان د جمع په بشپړه نارمله بڼه او د هغه د هر بیان دپاره  1.9.قضیه   

 معادل بیان د ضرب په بشپړه نارمله بڼه وجود لري. 

بیان دي. د نوموړي بیان دپاره د جمع بشپړه نارمل بڼه  n, ... ,q1A(q(فرضوو ثبوت.   

د بیان د رشتیاوالي جدول  A. لمړي د دو نسخه به په لنډه توګه ترسیمووایز معادل بیان د جوړی

بیان  Aد وجود ونلري، نو  1. که د نوموړي جدول په هیڅ کرښه کي د رشتیاوالي قیمت رسموو

 بیان د جمع بشپړ نارمله بڼه لري. دغهد بیان سره معادل دي.  1q¬ ∧1q د 
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د بیان قیمت د رشتیاوالي په جدول کی لږ ترلږه په یوه کرښه کي یو  Aفرضوو،چي د   

د ابتدایې  qnq, ... ,1د بیان د رشتیا والي په جدول کي ، چي دهغه قیمت یو وي، د  Aد دي. 

n)qn(Q ,دي. دنوموړو قیمتو څخه ابتدایې ضرب      QnQ , ... ,1بیانو قیمتونه په ترتیب سره 

1)q1... , (Q  جوړوو. فرضوو، چي دB  بیان د ابتدایې ضربو هغه جمع ده، چي د رشتیاوالي

بیان د جمع په بشپړه  Bد بیان قیمت یودي. په اساني سره لیدل کېږي، چي د  Aپه جدول کي د 

رشتیاوالي جدولونه سره مساوي دي ، ځکه نو د بیانو د  Bاو  A. څرنګه چي د نارمله بڼه دي 

 هغوی یودبل سره معادل دي. 

د بیان نفي  Cد بیان معادل وي، نو د  A¬بیان د جمع په نارمله بڼه د  Cبلاخره که د   

 د بیان سره معادل وي. Aپه اساني سره د ضرب په نارمله بڼه داسي اړولای سو ، چي د 

د بیان سره چي د جمع په نارمله بڼه دي ، معادل وي، نو وایو چي د  Bبیان د  Aکه د   

B  بیان دA  .د بیان د جمع نارمله بڼه ده 

 لاندنې بیان ته د هغه معادل بیان د جمع په نارمله بڼه پیداکوو. 6.9.بېلګه   

  (q1∨¬q2)⟶(q2∧q3)  (9.3) 

 (↓ 5.9)جدول   لمړئ به د نوموړي بیان د رشتیاوالي جدول رسم کو:

q1 q2 q3 (q1∨¬q2)⟶(q2∧q3) 

1 1 1 1 

1 1 0 0 

1 0 1 0 

1 0 0 0 

0 1 1 1 

0 1 0 1 

0 0 1 0 

0 0 0 0 
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 : سره جمع کو وو او بیا هغویجوړد لمړي ، پنځمي او شپږمي کرښي دپاره ابتدایې ضربونه 

  (q1∧ q2∧q3) ∨(¬ q1∧ q2∧q3) ∨( ¬q1∧ q2∧¬q3) (9.4) 

د بیان سره معادل دي.په اساني سره  (9.3)پورتنئ بیان د جمع په بشپړه نارمله بڼه دي او د 

 موندلای سو، چی د :

    (¬ q1∧ q2) ∨(q2∧q3)    (9.5) 

 ه ده ، خو بشپړه نارمله بڼه نده )ولی ؟(.بیان د جمع نارمله بڼ (9.3)بیان هم د 

په تېرو څلورو بېلګو کي مو د بیانو د رشتیاوالي جدولونه په لنډ شکل راوړل. که  نوټ.  

د  3Mد  په پورتنې بېلګو کي موږلږ څه شا ته ، دریم پاراګراف وګوري، نظر واچوو، نو 

ه رشتیا ې بیانونپورتنرااخیستي دي، چي په هغوی کي په ترتیب سره  سب  سیټونههغه سیټ، 

 دي. 

چي هغه په اسانی سره  په نارمله بڼه راکړه سوي وي، نوموږ کولای سو که بیان د جمع  

په ابتدایې بیانو  AnA, ... ,1داسي سمبال کو، چي هغه د جمع بشپړه نارمله بڼه ولري. که د 

ناسوب وي، نو نوموړي ضرب دهغه سره په کم ابتدایې بیان ،  n∧...∧A1A ، یعنی ضرب کي

 ی :پد ی معن معادل جمع اړولای سو.

   (A1∧...∧An∧q) ∨(A1∧...∧An∧¬q) 

څو د نوموړي ضرب بشپړه نارمله بڼه لاسته راسي. که پدی ډول تر هغه وخته ادامه ورکوو، 

به دغه پروسه کي د تکراري ابتدایې ضرب سره مخامخ سو ، نو د هغه څخه صرفنظر کوو. 

 د ضرب د نارملي بڼي سره هم دغه ډول سلوک کوو. 

هغه اسي سامبال کو، چي ګام پر ګام دبه بیان  (9.5)په تېره بېلګه کي د  10.9.بېلګه   

 . د جمع بشپړه نارملي بڼي ته راواوړي

  (¬ q1∧ q2) ∨(q2∧q3) 

 ناسوب دي.  1qاو په دوهم قوس کي  3qوګوري، چي د کیڼ لوري څخه په لمړي قوس کي 
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((¬ q1∧ q2∧q3) ∨(¬ q1∧ q2∧¬q3)) ∨(( q1∧ q2∧q3) ∨(¬q1∧ q2∧q3)) 

په وروستې افاده کي د کیڼ لوري څخه لمړئ او څلرم ضرب تکرار دي، ځکه نو یو به یې 

 حذف کړو.

  (¬ q1∧ q2∧q3) ∨(¬ q1∧ q2∧¬q3) ∨(q1∧ q2∧q3) 

بیان د جمع په بشپړه نارمله بڼه لاسته  (9.4)بیان داسي سمبال کي څو  (9.5)پدي ډول مو 

 راسي. 

که ځرشتیاولي د جدول په اړوند ستونځو ته ګوته ونیوله .رخي په پېل کي مو د ددی ب  

نو د بیان د جمع یا ضرب بشپړه نارملي بڼې د لاسته راوړلو دپاره د نور طریقو د موندلو هڅه 

نطقي مد بیان د جمع یا ضرب بشپړه نارملي بڼې د لاسته راوړلو دپاره د لاندنیو پوره طبیعي ده. 

 :15معادلیتو څخه کار اخلو

  (e1) (A⟶B)⟺( ¬A∨B) 

  (e2) (A≡B) ⟺( (¬A∨B) ∧(A∨¬B)) 

  (e3) ¬( A∨B) ⟺(¬A∧¬B) 

  (e4) ¬( A∧B) ⟺(¬A∨¬B) 

  (e5) ¬¬A⟺A 

  (e6) (A∧(B∨C)) ⟺((A∧B) ∨( A∧C)) 

  (e7) (A∨ (B∧C)) ⟺((A∨B) ∧ ( A∨C)) 

  (e8) (A∨ B) ⟺(B∨A) 

  (e9) (A∧ B) ⟺(B∧A) 

                                           
 ورسره پرتله کئ. §IIIنیازمن، الجبر او دعددونو تیوری لمړي برخه  15
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  (e10) (A∨ A) ⟺A 

  (e11) (A∧ A) ⟺A 

  (e12) (A∨ B) ⟺¬ (¬A∧¬B) 

(e13) (A∧ B) ⟺¬ (¬A∨¬B) 

 لاندنې کړنلاره د بیان د جمع د بشپړ نارملي بڼي د لاسته راوړلو نسخه راکوي:  

په مرسته د استنباط او معادلیت عملیي د جمع ، ضرب او نفي په مرسته  e)2(او  e)1(د  1.

 تعویضوو. 

 په مرسته د نفي عملیه تر ابتدایې بیانو پوري راوړو. e)4(او  e)3(د  2.

 باندي تکراری نفي حذفوو. e)5(په  3.

.4 )6(e  او)7(e  په خپل ذات کي د ضرب دعملیې نظر د جمع عملیې ته او برعکس د جمع د

عملیې نظر د ضرب وعملیې ته توزیعي قوانین دي. د هغوی په مرسته ضرب )جمع( داسی 

 ضرب )جمع( او یا دهغوی نفي لاسته راسي. وسو کي یوازي د ابتدایې بیانو سمبالو ، څو په ق

 په مرسته تکراری ابتدایې بیانونه حذفوو.  e)11(او  e)10(د  5.

دسمبالولو په پروسه کي د ابتدایې بیانو ضرب او د هغوی نفي په مخه راسي ،نو که چیری  6.

سره معادل  q∧¬qد قوسو څخه صرفنظر کوو. که ټوله قوسونه په دغه بڼه وي ، نو ټوله بیان د 

 دي. 

 د لاندنې بیان د جمع نارمله بڼه پیدا کوو:  11.9.بېلګه   

   ¬ ((p⟶¬q) ∨(q≡r)). 

¬((¬p∨¬q) ∨((¬q∨r) ∧((¬r∨q))),   (e1); (e2) 

¬(¬p∨¬q) ∧¬((¬q∨r) ∧(¬r∨q)),   (e3) 
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(¬¬p∧¬¬q) ∧¬(¬q∨r) ∨¬ (¬r∨q),   (e3), (e4) 

(¬¬p∧¬¬q) ∧((¬¬q∧¬r) ∨(¬ ¬r∧¬q)),  (e3) 

(p∧q) ∧(( q∧¬r) ∨(r∧¬q)),    (e5) 

((p∧q) ∧( q∧¬r)) ∨((p∧q) ∧(r∧¬q)),   (e6),(e11) 

(p∧q ∧¬r) ∨(p∧q∧r∧¬q),   (6) 

(p∧q ∧¬r). 

تراوسه مو د راکړه سوی بیان دپاره د رشتیاوالي جدول رسموي. پدي  12.9.بېلګه   

بېلګه کي به معکوسه کړنلاره غوره کو. پدي معنی که د رشتیاوالي جدول راکړه سوي وي، نو 

 جدول په لاندي ډول سره راکړه سوی دي: 6.9.زموږ باید هغه بیان و موندو. 

q1 q2 A 

1 1 0 

0 1 1 

 1 0 1 

0 0 1 

  6.9جدول          

 د جدول هره کرښه د ابتدایې بیانو د ضرب په څېر او دجدول ټوله کرښې د بیان د جمع

 : بیان عبارت دي له Aد  په څېر افاده کوو. ځکه نو 

  ( q1∧q2)∨(¬q1∧q2)∨ ( q1∧¬q2) ∨(¬q1∧¬ q2)  

د رشتیاوالي قیمت صفر  2q∧1q هر ضرب د یوي کرښی جواب ورکونکی دي. څرنګه چي د 

دي )لمړي کرښه!( ، نو کولای سو چي صرفنظر ورڅخه وکو. پدی حساب زموږ لټول سوی 

 ∎   دي.  )¬2q ∧¬1q¬(∨) 2q∧¬1( q ∨)2q∧1q(بیان 
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په مرسته کیدای سی، چي د هر بیان دپاره د هغه  e)13(او  e)2(e  ،)12(،  e)1 (د 

 ,∧( او یا نفي او ضرب      ) ¬ ,∨معادل بیان داسي لاسته راوړو، چي یوازي د نفي او جمع )

عملیې په ځان کي ولري. پدي معنی چي د بیان په الجبر کي دوي عملیې پوره کفایت کوي.  (¬

باندي د بیان الجبر دریدلای سي. جواب یې  طبعآ پوښتنه کېږي ، چي آیا یوازی پر یوه عملیه

یا د شیفر د کرښي  (alternative denial)« د انکار بدیل»مثبت دي ، هغه عملیه عبارت ده له 

«|  »(Sheffer stroke)  .د انکار بدیل یا د شیفر کرښه د لاندنې معادلیت په مرسته  څخه

 تعریف کېږي:

   A|B⟺¬(A∧B), 

 سره معادل دي.  (B|B)|(A|A)د  A∨ Bاو  A|Aد  A¬دلته 

 

  1.9.تمرین   

د  هبشپړبیانو دپاره د هغوی معادل  q1)∨(¬q2⟶q1¬(q∧3 (او  q)1q∨¬)2q∧1الف(  د 

 بڼه ولیکي.د ضرب نارمله بشپړه جمع نارمله او 

 د جمع نارمله او د ضرب نارمله بڼه ولیکي. هدهغوی معادل بشپړب( د لاندنیو بیانو دپاره 

a) (q1∨q2)∧(¬q2∨q3)   b)(q1∧¬q2)∨( q1∧ q3) 

c) ¬q1∨( q2⟶¬ q3)   d) (q1∨q2) ⟷¬ q3 

 Dاو  C,B,Aپه لاندنې جدول کي ابتدایې بیانونه او د هغوی قیمتونه راکړه سوی دي. د ج( 

 بیانونه ولیکي.
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q1 q2 q3 A B C D 

1 1 1 0 1 0 0 

1 1 0 0 0 0 1 

1 0 1 0 0 0 1 

1 0 0 0 0 0 1 

0 1 1 1 1 0 1 

0 1 0 0 0 0 0 

0 0 1 0 1 0 1 

0 0 0 0 0 0 1 

  جدول 7.9   

 Boolean Algebras لجبرېا16د بول  §10.  

 

ي هغه د اشاره وکړه او ومو ویل چفکوروته لایبنیڅ و مدکي په تېر پاراګراف موږ 

، څو ریاضي د فارمولو په صوري قالب یا عمومي ژبي په لټه کي ؤ Universalیونی ورسال 

نورو ریاضی پوهانو د لایبنیڅ مفکوري تعقیب کړي. د هغوی . تر هغه وروسته کي واچوي

 څخه یو هم انګلیسی ریاضي پوه جورج بول ؤ. 

د بول ژبه د یوه سیټ ، یوه یوه ئېزه عملیې ، دوی دوه ئېزي عملیې او دوو ثابتو 

 عنصروڅخه تشکیله سوی ده. 

 دوی دوه ئېزي عملیې ، ¬یوه ئېزه عملیه  پر سیټ باندي یوه  Bکه د  1.10.تعریف 

,Bراکړه سوی وي ، نو د  B∈1,0او دوه مخصوص عنصرونه   ∧,∨ , , ,0,1   

 ساختمان د بول د الجبر په نامه یادیږي، که لاندي خاصیتونه صدق وکي:

او ځان ځاني   associative، اتحادي commutativeعملیې تبدیلي   ∧,∨الف( د 

idempotence په ترتیب سره خاصیتونه لري. یعني: 

x∧y=y∧x   x∨y=y∨x 

x∧(y∧z)= (x∧y)∧z x∨(y∨z)= (x∨y)∨z 

x∧x=x   x∨x=x 

 توزیعي قانون صدق کوي، یعنی:ب( 

x∧(y∨z)=(x∧y)∨(x∧z)  x∨(y∧z)=(x∨y)∧(x∨z) 

                                           
 د انګلستان ریاضي پوه او فیلوسوف. OOLEB OERGEG 1815)-(1864جورج بول   16
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 قوانین صدق کوي، یعنی:مارګن -ج( د ډي

 

¬( x∧y)=( ¬x)∨( ¬y)  ¬( x∨y) )=( ¬x)∧( ¬y) 

 قانون صدق کوي: Identityد( د عینیت 

x∨0=x x∧1=x  

 قانون صدق کوي:  Annihilator انهدامه( د 

 

x∨1=1  x∧0=0 

 ی( د نفي نفي قانون صدق کوي :  

¬¬x=x  ¬0=1 

ورته عملیې او ته نوموړو عملیو او د هغو خصوصیاتو د پدي ډول ټوله هغه ساختمانونه چي 

اره عملیو د نومولو دپ لمړیو دوودنی په څېر څېړلای سو. د نموخاصیتونه ولري، د بول د الجبر 

 ∨ انفصال،  ∧اتصال  به دلته فعلآ د عربی اصطلاحاتو څخه کار واخلم او په ترتیب سره به د

. په راتلونکي بېلګو کي به یې وګورو عملیه ده  بشپړتوبعملیه د  ¬ په نامه به یې ونوموم . د

خو دلته اتصال ، انفصال او چي نوموړي عملیې نظر د هغه و مودل ته په نورو نومو یادیږي. 

تر مشخصی تیوری ماوراء مفهومونه دي ، چي په مشخص حالت کي د عمومي او بشپړتوب 

 هغوی سره مطابق نومونه ځانته غوره کوی. 

 Partiallyنیمګړي و اوډو اړېکي په ذریعه،  ≥د چي د بول الجبره کولای سو،   

Ordered :نیمګړي ترتیب کو(. او هغه هم داسي( 

   x≤y ≡ x∨y=y. 

x<y  پدي معنی دي ، چيx≤y∧x≠y  د  عنصر 1دي. پدي اړېکه کي دB    لویترین د سیټ

پاملرنه وکي ، چي زه دلته د صفر او یوه کوچنئ ترین عنصر دي.   د سیټ   Bد عنصر 0او د 

 او د طبیعي عددو په سیټ کي ځانته مشخصیپه هکله نه ږغېږم ، ځکه چي هغوی عددونه دي 

وظیفي اجراء کوي. زموږ هڅه داده چي د تفکر سیر باید عمومي بڼه ولري او په لمړي ګام کي 

 په کم مشخص مودل تړلئ نه وي. 
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پداسي . 17په صفت تعریف کو ≥ ,Bد بول الجبر کیدای سي ، چي د ترتیب سوی سیټ   

دي. د هغه هر دوه عنصره سیټ  1او  0ډول چي د هغه کوچنیترین او لویترین عنصرونه 

{x,y}⊆B سپریمم (Supremum) x∨y او انفیمم (Infimum) x∧y  لري، توزیعي قانون

داسي وجود لري ، چي  y∈Bهر عنصر دپاره د هغه بشپړونکي، یعنی  x∈Bصدق کوي او د 

x∨y=1  اوx∧y=0  .دي 

سیټ دي. پر نوموړي سیټ باندي د انفصال  {0,1}دوه عنصره د بول ساده ترین الجبر   

تعریف   1=0¬په ذریعه او  x∧y={0,1}، د اتصال عملیه د   x∨y=max={0,1}عملیه د 

 کیدای سي. 

 B=P(X)غیر خالي خو ثابت سیټ راکړه سوی دي. که  Xفرضوو، چي  1.10.بېلګه   

 د بول الجبردي. X, ∩,∪, ∖, ∅, (X)Pد سیټ د ټولو سب سیټو سیټ وي، نو  Xد 

ډیاګرام په ذریعه راکړه سوی  18لاندنې هسسهاته عنصره د بول الجبر د  2.10.بېلګه   

 دی.

    

                                           
 د نیازمن ژباړه . سیټونه او هر څه د هغوی په هکله ، مراجعه وکي. 17
18 1979)-Helmut Hasse(1898  مه صفحه وګوری. 60 [3]المانی ریاضی پوه . همدا ډول 
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په ذریعه د ټولو هغه بیانو سیټ په نظر کي نیسو، چي  n, ... , q1q(L(د  3.10.بېلګه   

 دوه معادل بیانونه به دراکړه سوو ابتدایې بیانو په مرسته تشکیل سوی وي.  q2, ... , qnq,1د 

دلته د دوو بیانو ضرب د اتصال د عملیې ، عین بیان یا یوه بیان په صفت په نظر کي نیسو. 

ددوو بیانو جمع د انفصال د عملیې او د بیان نفي د بشپړتوب د عملیې جواب ورکونکی ده. پدي 

 ه هغه بیانونه چي دیوه)دقیقآ د بیانو د معادلیت ټولګي ، یعنی ټول n, ... , q1q(L(صورت کي 

ټولګي کي سره یوځای کوو( د بول الجبر دي . د هغه لوی ترین  یوه بیان سره معادل وي، په

عنصر تاوتولوجي او کوچنی ترین عنصر یې د تاوتولوجي نفی ده. دغه ډول د بول الجبر به 

چي په قضیې له مخي هر بیان د هغه د جمع د بشپړ نارمل سره ،  1.9د څو عنصره ولري؟ 

د نوموړو ابتدائې  معادل دي. پدي ډول ابتدائې بیانونه څرګندېږي،  q2, ... , qnq,1هغه کی د 

ابتدائې ضربونه وجود لري. که بیان د تاوتولوجي نفي وي، نو د هغه د نارمل بڼي پر  n2 بیانو 

  جمع معین شمېر ابتدائې ضربود وټاکي. هر بل بیان د صفر څخه خلاف  1q∧¬1qځاي مو 

 ده. ځکه نو د هغوی د بشپړ نارمل جمع )د لمړئ جمع په شمول( 
n22  .راسي دغه موضوع دي

ابتدایې بیانو د رشتیاوالي جدول رسم کړو ، نو  q2, ... , qnq,1 بل ډول تعبیر کړو. که  موږ د 

. که هره کرښه د معین شمېر ابتدائې ضربو دپاره په نظر کي ونیسو، کرښې ولري n2هغه به 

نو په مجموع کی د ټولو ضربو بشپړه نارمله جمع به  
n22.وي∎ 

وي او بل داسي  x≠0په نامه یادوو ، که   Atomد اټم   x∈Bد بول دالجبر عنصر   

د سیټ کوچنئ  B\{0}پدي معنی، چی اټم د وي.   y<x>0وجود ونلري ، چي  y∈Bعنصر 

دبول   Bعنصرونه اټمونه دي. د بول الجبر  cاو  b,aبېلګه کي د  2.10.ترین عنصر دي. په 

اټم  y≦xدپاره  x∈ B\{0}په نامه یادوو ، که د هر   Boolean atomic algebraاټمي الجبر

د کوچني ترین عنصر د پرنسب له مخي په اساني سره لیدل کېږي، چي د بول هر وجود ولري. 

,Bمتناهي الجبر اټمي الجبر دي. که  , , ,0,1   د بول متناهي الجبراوX  د هغه د اټمو

)هم  Isomorphسره آیزومورف  X(X), ∩,∪, ∖, ∅, Pالجبر د  Bسیټ وي ، نو د 

 دي. جوله( 



   

 89

   

 

بیانونه او یا د هغوی نفي په  q2, ... , qnq,1 ،چي د  هغه ابتدائې ضرب 4.10.بېلګه   

د بول دالجبر اټم دي او بر عکس د  n, ... , q1q(L(د  وړي ضربځان کي ولري، نو نوم

د اټمو جمع د نوموړي بول الجبر . ابتدائې ضرب دینوموړي بول الجبر هر اټم د بیانو 

عنصرونه دي او هر عنصر یې )که د تاوتولوجي د نفي په عوض کي د خالي جمع څخه کار 

 سو.  اوړلایواخلو( د اټمو د جمع په څېر ر

آ . اکثرید الجبر په نامه مو یادکي، پای ته راورسیدپدي ډول ددی فصل ، چي دبیان   

دلته راوړل سوی تشریح د بیان د کلاسیک الجبر په نامه هم یادیږي. دلته غواړم چي پر هغه 

واقعیت بیا هم ټینګار وکم ، چي بیانونه ،پر بیانو باندي عملیې او د هغوی د رشتیاوالي جدول 

ول د ثبوت مفهوم ، د بیان د الجبر اکسیومي او په هغه ډول چی دلته تشریح سوه په خاص ډ

ددی برخي د ملا تیر تشکیلوي. نور په اصطلاح غیر کلاسیک مودوس پوننس د استنباط طریقه 

رشتیاوالي د د بیان الجبري هم وجود لري ، چي د بیان د کلاسیک الجبر څخه یې تفاوت د 

ملیو کي دی. ښه بېلګه یې د بیان څو جدولو په قیمتو کي ، نورو ثبوتو او کله کله هم نورو ع

  n>2قیمته  الجبر دي . پدي معنی ، چي بیان نه یوازي د رشتیا او درواغ قیمت لري ، بلکه 

د اوس څخه پوره  ŁUKASIEWICZ(1920)قیمتونه ولري. پولینډي ریاضي پوه لو کاښیې ویچ 

قیمتو سره څېړلي او بل پولنډي ریاضي پوه ایمیل پوست  n=3د بیان الجبر د یوه پېړي مخ کي 

Emil POST(1921)  د اختیاريn   .د بیان کلاسیک الجبر د بول د نورو د پاره څېړلی دي

 الجبرو خصوصي حالت دي. 
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 دوهم فصل

 د پریدیکات الجبر

 

څ مفکوري ته راګرځم. هغه  د بشري ژبي ماوراء داسي یبنیزه دلته بیاهم د ګوتفرید لا  

ژبه غوښتل چي په هغه کي د ریاضي ټولی افادي بی له سوء تفاهم څخه فورمولبندي کړای 

فصل د وروستي پاراګراف د اټم د الجبر تعریف ته په دقت سره بیا هم ځیر  تېراوس نو د سي. 

ر اچول سوی دي . اټومیک الجبر مو په کا« او بل داسی عنصر وجود ونلري» سئ. هلته د 

هغه « موجود»او « هر»د « . هر عنصر دپاره اټم و جودولری» داسی تعریف کي ، چي د

 می دی ، چي د بیان د الجبر په ژبه کی نسی افاده کیدلای. کل

، که څه هم دغه جمله په لمړي نظر داسي « محصل کتاب لولي»د بلی خوا که ووایو چي 

ن وي ، خو د هغه د رشتیاوالي په هکله قضاوت نسو کولای. کم محصل ؟ بریښی لکه چي بیا

جمله مشخصه برېښي. ویلای سو ، چي آیا « ریدی د رحمن بابا دیوان لولی»د او یا کم کتاب؟ 

بیاهم  ، نو« فلانکی د جهانی د شعرو یو کتاب لولی»دابه رشتیا وي او که درواغ. که ووایو چي 

یو مشخص شخص نکی پر ځای وخت قضاوت کولای سو ، چي د فلا د رشتیاوالي په هکله هغه

او « ... رازونیاز»یا « کوه تور» ونوموواو د جهانی د شعرو د یو کتاب پر ځاي مشخص د 

متحولونه دي . تر څو چي دنوموړو متحولو په بدل « یو کتاب»او « فلانکی»دلته نور و یادوو. 

یلوالی یا درواغ والي په هکله قضاوت نسو کي مشخص نومونه رانه وړو ، د جملي د رشت

کولای. دا هغه جملې دي، چي دلته یو شخص اویا یو کتاب د هغه وړونکي ) په عربي کي 

 .  ( ديورته وایې  Predicateمحمول یا مسند او په انګریزي کي 

 

 د بیان تابع  §11.  

په مقدمه کي مو پاس څو بېلګي راوړي.دلته به یې بیا هم په یوه بېلګه راشروع کو. پدي   

لیکلای  "x∙y >0"جمله و څېړو. نوموړي جمله په لنډ ډول « عدد مثبت دي x.yد »موخه به د 

په  yاو  xسو. ددی دپاره چي د راکړه سوی جملی څخه بیان جوړسي، نو مجبوره یو چي د 
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 Propositional  بیان تابعدغه ډول جملو ته د ي عددونه وضع کو. بدل کي مشخص حقیق

Function  وایو. پدي ډول د بیان تابع هغه جمله ده ، چي متحول پکښي وجود ولري. په هغه

وضع کو، نو بیان لاسته راځي.  مشخص مجاز شئصورت کي چی د متحول په عوض کي 

چي  ،تشریح کو. په یقین سره ویلای سو ، چي په لمړي بېلګه کي  صفت "مجاز "لمړئ به د 

ي مو ذکر کي ، د محصل په عوض کي یو عدد نسو ایښودلای. یعني په ذکرسوی په مقدمه ک

مهاتما  "جمله کی د محصل کلمه د عدد سره تعویضول مجاز ندی.همداډول د کتاب په بدل کي 

دی،  )شئ(ابجکټ Objectلای. که څه هم دواړه شیان ، هدف مي دلته هم نسو راوړ "ګاندی

د محصل کلمه موږته څرګندوی ، چی باید د هغه په بدل کی دهغه مشخص دي ، خو مجاز ندې. 

چا نوم راوړو ، چي کوم چیرته تحصیل کوي. همداډول د کتاب په عوض کي هم باید په کافی 

په عوض کی د y او  xروستئ بېلګه کي هم د اندازه مشخص معلومات راوړو. زموږ په و

 شخص او یا کتاب نوم نسو راوړلای. بلکه یوازي مشخص حقیقي عددونه اېښودلای سو. 

xυ)1 ,     ه ځان کي ولري، د بېلګي په توګه په متحولونه پ xnx, ... ,1د بیان تابع چي د   

)n... ,x  سره ښیو. وایو چي د بیان تابع)n, ... ,x1(xυ   1د, ... ,xnx  په متحولونو پوري تړلی

که په عین وخت کي د بیان څو تابع ګانې په نظر کي ولرو ، نود هغوی د څېړني د آسانتیا . ده

دپاره به ښه وي ، چي هغوی عین متحولونه ولري. په دغه ډول حالت کي د بیانو تابع ته د هغو 

اختیا ورکوو. نوموړي متحولونه د متحولو په شمېر چي دټولو تابع ګانو دپاره مشترک ندي پر

د بیان بله  υ(y)د بیان یوه تابع وي او  υ(x)خیالي متحولو په نامه یادوو. د بېلګي په ډول که  

تابع وڅېړو.موږ کولای  υ(x,y)تابع وي ، نو موږ کولای سو ، چي د هغوی په عوض کي د 

ه عمومي ډول که د بیان تابع و څېړو.پ υ(x,y,z)متحول هم ور اضافه کو ، یعنی   zد سو حتی 

υ  1 د, ... ,xnx  په متحولو پوري تړلي وي یعنی)n, ... ,x1(xυ  1وی، او, ... ,ymy  نور

 ولیکو.  m, ... ,y1,yn, ... ,x1(xυ(متحولونه وي ، نو کولای سو چي 

د بیان د تابع بېلګه راوړه، د  "x ∙ y>0"د پاراګراف په شروع کي مو د  1.11.بېلګه  

 سره وښیو. یعنی: υ(x,y)بیان نوموړي تابع کولای سوچي په 

  υ(x,y): x ∙ y >0 
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ولیکو  υ(x,y,z)خیالي متحول وراضافه کو ، یعنی  zاوس نو که د بیان په نوموړي تابع کی د 

 ، د بیان په تابع کي کوم تغیر نه راځي. پدي معنی موږ کولای سو، چي :

  υ(x,y,z): x ∙ y >0 

 ولیکو. 

  همدا ډولپر بیانو باندی د عملیو په مرسته  موږ کولای سوای چی نوی بیان جوړ کو.  

معنی  پديد بیان د تابع ګانو څخه هم د بیان د عملیو په مرسته د بیان نوی تابع جوړولای سو.  

د بیان تابع ګانې راکړه سوی وي، نو بیا کولای سو  n, ... ,x1(x2υ(او  x1υ)n, ... ,x1(که د 

 چي د هغوی څخه په لاندي ډول نوی د بیان تابع ګانې جوړي کو:

υ1(x1, ... ,xn)∨ υ2(x1, ... ,xn), υ1(x1, ... ,xn)∧ υ2(x1, ... ,xn), 

υ1(x1, ... ,xn)⟶ υ2(x1, ... ,xn), υ1(x1, ... ,xn)≡ υ2(x1, ... ,xn), 

نوې تشکیل سوې بیانونه و بیانو ته ورته په ترتیب سره د بیان د تابع د جمع، ضرب ، استنباط 

هم جوړولای  ¬ n, ... ,x1(xυ(او معادلیت په نامه یادوو. څرګنده ده ، چي د بیان د تابع نفي  

 د قوسو په په کاراچولو کي ورته تړونونه لکه د بیانو په هکله صدق کوي. سو.

ددی فصل په مقدمه کي مودتېر فصل د وروستئ بېلګي یادونه وکړه، ومو ویل چي ذکر   

جفت  2سوي افادی د بیان په الجبر کي نسو ارائه کولای. په الجبر کي د واقعیت سره ، چي 

جفت عدد دی، ... او داسي نور ، هرومرو مخامخ سوی یاست.  6جفت عدد دی،  4عدد دی، 

 نوري بېلګي :

 .عددونه مثبت دي ول طبیعیټ−

 ټول طبیعی عددونه منفي دي.−

 .هر انسان مري −

او  xدي. په پورتنیو ټولو بیلګو کي زموږ شئ )ابجکت( یو خصوصیت لري. که زموږ شئ 

 υ(x)خصوصیت لري په  υشئ د  xسره وښیو ، نو دغه واقعیت چي د  υدهغه خصوصیت په 

نښه د  "∀"افاده کوو. د  "لری خصوصیت υد  xهر  "په ذریعه  x υ(x)∀سره ښیو او د 

دپاره، ویل  xد هر  "x∀"په نامه یادیږي او  universal quantifierعمومي کوانتیفیکاتور 
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په معنی ده،   "څو یا څونه "چي د  quantum کلمی  د کوانتیفیکاتور کلمه د لاتیني کېږي.

 اخیستل سوی ده. 

ه ر پد عمومي کوانتیفیکاتود بیان تابع نو  n, ... , y1(x, yυ(زموږ په پورتني څېړنو کي ، که 

 مرسته د :

   (∀x) υ(x, y1, ... , yn)  ...(1) 

پاملرنه . "صدق کوي n, ... , y1(x, yυ(دپاره  xد هر  "او وایو چي د بیان تابع جوړولای سو. 

u, υ)دپاره  uد هر  "پوري نده تړلي.د بیان همدغه تابع  xوکي چي نوموړي د بیان تابع بیا په 

)n, ... , y1y 1اړېکه کي د  (1)هم ارائه کولای سو. په  "صدق کوي, ... ,yny  پر ځای قیمتونه

 په عوض قیمت نسو وضع کولای.  xوضع کولای سو، خو د 

 ځیر سو:اوس به لاندي بېلګو ته   

څخه یو عدد یې یوازي پر خپل ځان او پر یوه د وېش  11,9,6,4د طبیعی عددو  −

 وړ دي.

 دي. x > 0داسي دي چي  xیو طبیعی عدد  −

 مېړنې تل ژوندي وي. −

د ذکر سوو بېلګو خصوصیت دادي ، چی یو شئ)ابجکت( د مشخص خصوصیت سره وجود 

سره  υ(x)(x∃)جود لری په د خصوصیت سره و υشئ د  xنو دغه حقیقت ، چي د لري. 

په . په نامه یادیږي existential quantifierنښه د موجودیت د کوانتیفیکاتور "∃"ښیو. د 

 ورته ډول د :

  (∃x) υ(x, y1, ... , yn)   ...(2) 

 "صدق کوي n, ... , y1(x, yυ(وجود لري، چی  xداسي  "د بیان تابع جوړولای سو. وایو چي 

په بدل کي کوم قیمت نسو وضع  xپوري نده تړلي. دلته هم د  x. نوموړی د بیان تابع هم نور په 

کولای. ریاضي پوهان اکثرآ قوسونه سپموي او کوانتیفیکاتور په قوس کي نه نیسي. تر هغه 

 ندي ډول لیکو:به په لا (2)او  (1)ځایه چي سوء تفاهم رانسي، نو 

  ∀x : υ(x, y1, ... , yn),   ∃x : υ(x, y1, ... , yn) 
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متحول د تړلي متحول  xد بیان په تابع کي د  n, ... , y1(x, yυ(د  1.11.تعریف   

dependent variable  په نامه یادیږي، که نوموړی متحول په عمومي∀x   یا موجودي∃x 

په  Indepedent variableکوانتیفیکاتور پوري تړلی وي. غیر له هغه متحول د آزاد متحول 

 نامه یادوو. 

 دپاره لاندنېو بېلګو ته ځیر سي.  د موضوع د ښه څرګندوني  

 لاندنې عددی سلسله په نظر کي نیسو: 2.11.بېلګه   

  
m

2

i n

i


    ... (3) 

 "هر شئ "د توری په بدل کی کولای سو  iپه عددو پوري تړلی ده. د  mاو  nپورتني افاده د 

 وټاکو، پدی معنی چي لاندنې افادې هم عین واقعیت افاده کوي:

  
m m m m

2 2

i n j

2 2

nn n

i j
   

       

د متحولو په بدل کي کولای سو ، چی طبیعی عدد) یا تام عدد( وضع  nاو  mعلاوه پردي د 

کولای  (3)او یا ..  په عوض کم عدد نسو وضع کولای. نوموړي افاده ، یعني  jیا  iکو، خو د 

  mڅخه تر  nافاده د  (3)د » د توری دذکر څخه ارائه کو او هغه هم  iسو ، چی حتی بېله 

 . «پوري د عددونو د مربع جمع ده

 په ډول دي: iي بېلګي ته ورته د تېرتوری و  xپه لاندنې افاده کي د  3.11.بېلګه   

  
b

2

a

x dx  

 توري تړلي متحولونه دي.  xاو  iبېلګو کي د  3.11او  2.11په 

په ورته ډول هغه متحول چی د بیان په تابع کي بلافاصله تر کوانتیفیکاتور وروسته   

څرګندیږي،دراکړه سوی بیان په تابع کي تړلی متحول دي. هغه متحولونه چي د بیان په تابع 

څرګند سي او د کوانتیفیکاتور په قید کي نه وي ، آزاد متحولونه دي. کوانتیفیګاتورونه دي، چی 

به یاد یې ولري ، چي د بیان تابع د ازادو متحولو تابع ده ونه په تړلی متحولو اړوی. آزاد متحول

نه د تړلو متحولو!ځکه نو که تړلی متحول د بیان په تابع کي د هغي په ټولو څرګندونو کی د 
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یوه بل متحول سره ، چی هغه د بیان په تابع کي حضور ونلري، عوض کو ، نو د بیان په تابع 

 بېلګي ته ورته (.  2.11ه راځي ) د کم تغیر ن

وضع کو، په افادو کم  zد متحول په بدل کي  xپه لاندنیو افادو کي که د  4.11.بېلګه   

 متحول تړلئ دي او هغه ته موږ هر نوم ورکولای سو. xځکه چي د تغیر نه راځي. 

  
1 n

2 2

2
x 00

1
x dx, , ( x)x 0, ( x)( y)x y a

x

       

  
1 n

2 2

2
z 00

1
z dz, , ( z)z 0, ( z)( y)z y a

z

       

  
x 0
limf (x,y)


,  
z 0
limf (z,y)


.   

برعکس، که موږ په تړلو متحولو کي مشخص شئ ) ابجکټ( وضع کو ، نو بی معنی افاده به 

 لاسته راسي.

  
1 n

2 2

2
3 00

1
7 d7, , ( l)l 0, ( 0)( y)0 y a

3

       

  
5 0
limf (5,y)


, 

متحول آزاد متحول دي، ځکه نو د هغه په بدل کي مشخص شئ  yپه وروستي افاده کي د 

)ابجکت( وضع کولای سو.یعنی 
x 0
limf (x,3)


 درسته ده.  

 :د بیان لاندنې تابع ګانې راکړه سوی دي 5.11.بېلګه   

  
2x 3, ( x)( y)(x y z)         

 عبارت دی له:د هغوی منطقي ضرب، چي بیا هم د بیان یوه نوی تابع ده، 

  2x 3 ( x)( y)(x y z)         ...(4) 

متحول آزاد  xدمخه د  ∧ انفصال تر نښي څرګندېږي. د متحول په دوه ډوله xافاده کي د  (4)په 

متحول، تړلئ متحول دي. دلته د سوء تفاهم د رامنځ ته کېدو  xمتحول دي اوتر هغه وروسته د 

له دي چي د متحولو تر منځ ټکر راسي، داسي ارائه امکان ډیردي، ځکه نو پورتنئ افاده بې

 کولای سو:

  2x 3 ( u)( y)(u y z)       



   

 96

   

 

 بیا هم یادونه کوم، چي د تړلی متحول نوم ته تغیر ورکولای سو!

 xدپاره " ، " د اختیاري  xد پښتو په ژبه کي ، د " د هر  (x∀)عمومي کوانتیفیکاتور   

دپاره" په ذریعه افاده کوو. که جمله د نفی په مفهوم وی، نو په پښتو کي " د  xدپاره"، " دټولو 

عمومي کوانتیفیکاتور ته لوی کوانتیفیکاتور هم ویل دپاره" د افاده کولو امکان لرو.  xهیڅ 

 کېږي.

 xوجود لري" ، " د کم  xد پښتو په ژبه کي د " داسي  (x∃)موجودي کوانتیفیکاتور   

 موندلای سو،چي" په ذریعه افاده کولای سو. x"داسي دپاره"،  xه د یوه دپاره"، "لږترلږ

 موجودي کوانتیفیکاتورته کوچنئ کوانتیفیکاتور هم ویل کېږي. 

که د بیان تابع په پر له پسي ډول په یوه یا څو لویو کوانتیفیکاتورو باند پیل سي ،   

او  y,xډول په ریاضي کي "د هر رفنظر کېږي، د بېلګي په یادولو څخه صد هغوی دنومعمولآ 

z  دپاره، کهx<y  اوy<z  وي، نوx<z  " که  دي." دx<y  اوy<z  وي، نوx<z  دي" په

دغه ډول افاده کېدو ته عمومي تعبیر وایو. ورته ډول د بیان د تابع ګانو د ذریعه افاده کوو. 

د بیان تابع  υ(x)⟶ω(x))(x∀) پدي معنی د"استنباط او معادلیت په صورت کي عمل کوو. 

صدق کوي" . د معادلیت په صورت کي هم  υ(x)⟶ω(x)حقیقت لری" په عوض کي وایو " 

ي وجود ولری، نو کیدای سهمدا ډول مخ ته ځو. که د بیان په تابع کي کوچنی کوانتیفیکاتور 

چی سوء تفاهم رامنځته سي. ځکه نو د کوچنی کوانتیفیکاتور د موجودیت په صورت کي باید 

 تیاطه څخه کار واخیستل سي. د اح

 ان تابع:. دبیپه ریاضي کي اکثرآ لوی کوانتیفیکاتور د شرط سره په کار اچول کېږي  

  (∀x, υ(x)) ω(x,y1, ... ,yk) 

 دبیان د لاندنې تابع لنډه بڼه ده:

  (∀x) (υ(x)⟶ ω(x,y1, ... ,yk)) 

 کوانتیفیکاتور :او کوچنئ 

  (∃x, υ(x)) ω(x,y1, ... ,yk) 

 دبیان د لاندنې تابع لنډه بڼه ده:

  (∃x) (υ(x)∧ ω(x,y1, ... ,yk)) 
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 د ریاضي په انالایز کي د لاړ )ترادف( د لمیټ د تعریف سره آشنا یاست: 6.11.بېلګه   

n
n
lima a


   که 
0 0 n

( )( 0 ( n )( n)(n n a a ))           . 

 ډول سره فارمولبندی کولای سو:د پورتنیو لنډونو په نتیجه کي د لمیټ تعریف په لاندي 

n
n
lima a


  که 
0 0 n

( , 0)( n )( n,n n )( a a ))         . 

 بلاخره لاندنې افاده عین حقیقت په لنډ دول بیانوی:

n
n
lima a


  که 
0 0 n

( 0)( n )( n n )( a a )        . 

رشتیا وه او هغوی د بیان په برخه کي دداسي بیانو سره مخامخ سوو، چي هغوی تل   

 ي د خپلي بڼي له مخيمو د تاوتولوجي په نامه یادکړل. همداډول د بیان تابع ګانې وجود لري، چ

تل رشتیا وي. د دغه ډول دبیان د تابع ګانو ساده بېلګي هغه د هغوی د متحولو د هر قیمت دپاره 

 ګي په ډول:د بېلد بیان تابع دي، چي د تاوتولوجي بیانو څخه په وجود راغلی وي. 

1 3 2 3 1 2 3
( (x) (x)) ( (x) (x)) (( (x) (x)) (x)))          . 

 د بیان نوري تابع ګانې هم وجود لري، چي تل حقیقت لري. د بېلګي په ډول:

(∀x)υ(x)→ υ(y), ¬(∀x)υ(x)≡(∃x)¬ υ(x), ¬(∃x)υ(x)≡(∀x)¬ υ(x). 

 logically truthد بیان هغه تابع ګانې چي تل حقیقت لري،  د منطق له مخي په حقیقي بیانو

د بیان دوي تابع ګانې په خپل منځ کي  ω(x)او  υ(x)ورته ډول وایو چي د باندی نوموو. 

 د منطق له مخي حقیقت ولري.  υ(x)≡ω(x)معادل دي، که د بیان تابع 

د   
1 k

( x) (x, y ,..., y )  د بیان د تابع نفي، یعنی
1 k

( x) (x, y ,..., y )     د

1 k
( x) (x, y ,..., y )  ي. بیان د تابع سره معادل د 

همدا ډول د 
1 k

( x) (x,y ,..., y )    د بیان دتابع نفي ، یعنی 
1 k

( x) (x,y ,..., y )   د

1 k
( x) (x,y ,..., y )   سره معادل دي.بیان د تابع 

د )دبېلګې په ډول  x)( y)( u)( v) (x,y,u,v)       د بیان د تابع نفي ، یعنی

( x)( y)( u)( v) (x,y,u,v)      د ( x)( y)( u)( v) (x,y,u,v)        سره

 معادل دي. 

 :  کوانتیفیکاتورونه په اساني سره ثابتیدلای سي، چی د شرط سره  
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 (∀x, υ(x)) ω(x,y1, ... ,yk) او (∃x, υ(x)) ω(x,y1, ... ,yk) 

 په ترتیب سره په لاندی ډول نفي کېږي:

(∃x, υ(x)) ¬ω(x,y1, ... ,yk) او (∀x, υ(x)) ¬ω(x,y1, ... ,yk) 

 د  )∀ ,k, ... ,y1(x,yω(x)) υx(د بېلګي په ډول د بیان تابع  

  (∀x) (υ(x)⟶ ω(x,y1, ... ,yk)) 

عبارت دي  )∃k, ... ,y1(x,yω ⟶(x)υ (¬x)((سره معادل دي. دنوموړي دبیان دتابع نفي 

 څخه. د وروستي افادی لنډه بڼه : )∃)k,y, ... 1(x,y¬ω ∧(x)υ x)((له 

(∃x, υ(x)) ¬ω(x,y1, ... ,yk) 

 ده. په ورته ډول زموږ د ادعا دوهمه برخه ثابتیدلای سي. 

د  7.11.بېلګه   
n

n
lima a


  د بیان دتابع نفي ، یعنی
n

n
lima a


  :عبارت دي له 

  
0 0 n

( 0)( n )( n n )( a a )        . 

ددی دپاره چي د کوانتیفیکاتورو سره بلد سی، دلته بیا هم یوه ساده د ریاضي او ورځني   

 ژوند، زموږ په حالت کي د پښتوژبي، ترمنځ یو څو جملې ژباړو.

سره  Mسره وښیو. منډی وهل به په  Zاو زده کونکی به په  bی به په بر 8.11.بېلګه   

 ه افاده کولای سو.  لاندنیو جملو ته ځېر سي:سر M(b)وښیو. اوس نو "بری منډي وهي" په 

   M(b)   بری منډي وهي .1

  x(Z(x) ⟶M(x))∀  وهيهر زده کونکی منډي  .2

  x(Z(x)∧M(x))∃  کم زده کونکی منډی وهي .3

  x(Z(x)∧M(x))∃¬  وهينه  ينډهیڅ زده کونکی م .4

  x(M(x))∃   کم څوک منډي وهي .5

  x(¬M(x))∀او یا  ¬x(M(x))∃  هیڅ څوک منډی نه وهي .6

 رونه ده. ویلای سو چي د بیان الجبد پریدیکات الجبر د بیان د الجبر پراخ نوټ.

پریدیکات د الجبر سب سیټ دي. دواړه الجبری تر ډیره حده سره ورته دي . ځکه نو د ځینو د

مفهومو په اړوند باید د احتیاط څخه کار واخیستل سي او یو دبل سره عوض نسي. په خاص 

اکثرآ د سوء تفاهم لومه ده.د متحول مفهوم په دواړو الجبرو کي په مختلفو ډول د متحول مفهوم 
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متحول یو ځایساتي   xه پریدیکات کي د پ P(x)ه په کار اچول کیږي. د معناوو سر

Placeholder یاري دي، چي د هغه په بدل کي د یوه بنسټیز سیټ او یا مشخص سیټ اخت

په بیان تبدیل سي. روسته له هغه څخه  P(a)د هغه په نتیجه کي  ی سو،څووضع کولا aعنصر 

 رشتیاوالي یا درواغ والي په هکله قضاوت کولای سو.  د P(a)د 

 د بیان په الجبر کي ابتدایې بیانونه د متحولو په مفهوم کارول کیږي. ابتدایې بیانو ته د 

 پریدیکات په سترګه کتلای سو، نه د پریدیکات د متحول په سترګه. ئېزه  0−

  1.11.تمرین 

 لاندني جملي د بیان د تابع په ژبه وژباړي: 1.

 الف( هر څوک چي هوډ وکي د ریاضي منطق زده کولای سي. 

 ي.ب(  هیڅ سیاستمدار صادق نه د

 هر مرغه نسي الوتلای.ج( 

 هرڅوک چي ګلبشره ووینی پر میین سي.د( 

 د وېش وړ دي. 2ه( هر جفت عدد پر 

ر خریې ، چي هغه پخپله خپله ږیره نه سته ، چي دهر هغه شخص ږیره و ی(داسی سلمان

 خریې. 

 

 لاندنې جملي په پښتو ولیکی: 2.

نارینه دي"،   N(x) " xپداسي حال کي، چي   (N(x) ∧(∀y)¬W(x,y)→B(x))(x∀)الف( 

W(x,y)  "x  دy   سره واده کړی دي" اوB(x) "x  ."بدمرغه دی 

 P(x)تام عدد دي"،  V(x) "xپداسي حال کي، چي   V(x) ∧P(x) ⟶A(x,b))(x∀)ب( 

"x   ،"تام اولیه عدد ديA(x,y)  دx=y  په معنی دي اوb  نماینده ګي کوي.  2 د 

تام عدد  I(y) "yپداسي حال کي، چي   (I(y) ∧(∀x)(I(x) ⟶L(x,y)))(y∃)¬ج( 

 په معنی دي. x≤yد  L(x,y)دی"،او 
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  Formula فارمول §12.  

فصل کي ددی دپاره چي د بیان دالجبر په هکله بنسټیزې نتیجي لاسته راوړو،  تېرپه  

ابتدایې بیان مو وګورئ.  1.2باید د بیان مفهوم مو په صوري ډول معرفي کړی وای،تعریف 

معرفي کي او یوازي د ابتدایې بیانو څخه موپر بیان باندي دعملیو په نتیجه کي ترکیبې بیانونه 

ول د بیان د تابع په هکله ګامونه پورته کوو. خو د بیانو د تابع ګانو په حالت په ورته ډ جوړکړه. 

 کي ساختمانونه تر پخوا ډیر پیچلې دي. 

مجاز شیان "ابجکت"  دبیان په تابع  کي متحولونه وجود لري، چي دهغوی په بدل کي 

ینی حولونه د عاېښودلای سو. په اساني سره کولای سو، چی د راکړه سوی بیان د تابع  ټول مت

معمولآ شي سره تعویض کو، پدی معنی ،چي مجاز شیان د ټولو متحولو دپاره مشترک دي. 

سیټ راکړه سوی دي او د سیټ عنصرونه زموږ د ضرورت وړ یا مجازشیان دي. دبېلګي په 

ډول که د بیان تابع د طبیعي عددو تابع  وي، نو زموږ مجاز شیان "ابجکتز" طبیعی عددونه  یا 

یقي قد سیټ عنصرونه دي. او که دبیان تابع دحقیقي عددو په هکله وي ، نو زموږ شیان ح ℕد 

ږو. که دبیان تابع "زده کونکی دي. وروسته به بیا د تعریف د ساحي په هکله ږغې ℝعددونه 

دېږي . "زده کونکی" او "کتاب" . کتاب لولي"  په نظر کي ونیسو، نو دلته دوه متحوله  څرګن

 ي د ټولو کتابو سیټ او د ټولو زده کونکو سیټ را اخلو.ددي دپاره چي سوءتفاهمدي حالت کپ

 ده د زده کونکی نوم او بیا به د کتاب نوم وضع کوو.رانسي او جمله معنی ولري، لمړی ب

س برعک بېلګي په ډول " زده کونکی ریدی د رحمن بابا دیوان لولي" یودرست بیان دي.خو 

دي معنی پغیر حقیقي بیان دي. ریدی لولي" دیوان زده کونکی بابا  رحمند ، د بېلګي په ډول "

 چي د معنی او معقولیت اصل د پښتو ژبي پر ګرامر ولاړ دي.

 نهترکیبي بیانو ،همداډول لکه چي د بیان د عملیو په مرسته مو د ابتدایې بیانو څخه 

یان بیان د ابتدایې تابعګانو څخه د بجوړ کړل، د بیان د عملیو او کوانتیفیکاتورو په مرسته د 

تابع جوړوو. که د بیان د تابع ګانو ځینو ساده ساختمانوته د طبیعي یا حقیقي عددو پر سیټو 

باندي  نظر واچوو، نو لیدل کېږي، چي د بیان د ابتدایې  تابع ګانو رول ، دبیان تابع لکه 

 2=t1t  2او<t1t   1، پداسي حال کي چيt  2اوt   ،د بېلګي په ډول د لوبوی. عددی افادې وي

 اولیه عدد دي" داسي لیکو: nبیان تابع "
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 (∀m)(((∃k) k∙m=n)→(m=1 ∨ m=n)). 

xوی، نو   x>y>0"که د بیان تابع  y :دي" په لاندي ډول لیکلای سو 

((x>y ∧y>0)⟶(∀u)(∀v)((u>0 ∧ v>0 ∧u2=x  ∧ v2=y)⟶(u>v). 

شاملي دي. څه   m, l, n,m ∙, v, u, 0,y,x,k2, u2vعددي افادي دبیان په تابع ګانو کي دلته 

ډول مو عددي افادي جوړي کړي؟ د متحولو او یا مشخصو حقیقي)طبیعی( عددو څخه مو راپیل 

کړه او په ترتیب سره مو د جمع، ضرب او نوري عملیې سرته ورسولي. د جذر عملیه ستونځمنه 

ي جذر یوازي د غیر منفي حقیقي عددو دپاره تعریف کیدای سي. همدا دلیل ؤ چي ده، ځکه چ

 دوهمه بېلګه مو بیله جذر څخه ارائه کړه. 

ابتدایې بیانو د ساختمانو ځانګړتیا ښیې . پدي معنی لیدل کېږي چي نوموړې افادي د 

مقدماتی څېړنه چي دبیان د تابع د متحول په بدل کي مشخصه "عددی افاده"  وضع کوو . دغه 

بیان د تابع ګانو صوری یا د فورمالیزیشن بنسټ تشکیلوي. نوموړي تیوري د پریدیکات د د 

یادوو. په نورو کتابو کي د یا دقیقآ لمړي درجه د پریدیکات د الجبرپه نامه  الجبر په نامه 

په نامه هم یادیږي، خو زه به دلته خپلي  Predicate Calculusپریدیکات د کالکولس 

لمړی درجه ، ځکه چي د پریدیکات لوړه درجه الجبرې هم ترمینولوژی ته وفادار پاته سم. 

 وجود لري.

 خو به د پریدیکات د الجبر ژبه دروپېژنم: لمړئ

L=
1 2 3

P,Q,R,...,a,b,c,...f ,g,h,...,x ,x ,x ,..., , , , , , , ,(,)        

P,Q,R,....  پردیکاتونه دي  

a,b,c,...  خصوصي ثابتونه دي  

f,g,h,...  د عملیو نومونه دي  

x1,x2,x3, ... , xn, ... متحولونه دي  

, , , ,      منطقې اتصال دي  

  کوانتیفیکاتورونه دي    ∃ ,∀

  قوسونه دي   (,)
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ځایو ي د هغو د کلمه ضمیمه وي .پدی معنی چ د "ئېزه"به دهرپریدیکات او عملیې دنامه سره  

ئېزي عملیو د  nشمېربه راته ښی،چي موږ یې تعویضولای سو. د یوه ئېزي، دوه ئېزي ، ...،

وو.د ژبي په مشخص حالت کي به ژبه زموږ د څېړنو پر شرایطو عیار نومونو سره بلد یاست. 

ي. پدي معنی، چي متحولونه،منطقي څلور کرښې حتمی دد نښو په راجستر کي وروستي 

 د هغوی، یعنی وجود لری کوانتیفیکاتورونه اوقوسونه به په هره ژبه کي هرومرو، اتصال

او د صریح یادوني څخه یې صرفنظر کوو. ځکه نو راکړه سوی ژبه دي  موجودیت ضروري

 به په لاندي ډول ښیو:

  L= P ,Q,R,..., a,b,c,..., f,g,h,...  

نو په لړ د څېړپریدیکات وجود لري. ه تابع یایود بیان فرضوو به چي په هره ژبه کي لږتر لږه  

کی به ژبې ولرو چی هغوی هیڅ خصوصي ثابتونه اویا د عملیونومونه  اویا دواړه نلري. پدي 

وکي  پاملرنهیوازي د بیان تابع ګانې ولري.  راکړه سوی ژبهمعنی چي په ځینو حالتو کي به 

ژبي نور عنصرونه حتمی نده چی لایتناهي ډیر خود متحولو شمېر تل لایتناهي ډیر دي.چي د 

حتی په ډیرو حالتو کي به د هغوی شمېر ډیر لږوي او پر ګوتو به یې وشمېرلای سو. کله وي. 

 سره ښیو.  v,u,z,y,x,...کله به د ساده والي له اسیته متحولونه بېله اندکس څخه په ساده ډول په 

د بیان د تابع د الجبر نښې ، چي پاس مو ذکر کړي، یو شئ په نښه کوي، هغه به تاسوته   

مجاز عنصرونه په نښه کوي، خو نژدي نه پوهېږم د سیټ  Mدلته در په ګوته کم. متحولونه د 

پر سیټ باندي د مجازو عنصرو ترمنځ د اړېکي  Mچي کم عنصر. د بیان تابع یا پریدیکات د 

ولو( وسیله ده. "ئېزه" د بیان د تابع د متحولو شمېر ټاکي. خصوصي ثابتونه د د تعریفولو)جوړ

ئېزي عملیې نوم د  kپه نښه کوي. بلاخره د مجازو عنصرو څخه مشخص نومولي عنصرونه 

M  پر سیټk  ئېزه عملیه په نښه کوي ، پدي معنی چي دM  پر سیټk  ئېزه عملیه دkM  څخه

 په سیټ کي مپینګ دی.  Mد 

عمومي تیوري  Metamathematicsپخوا چي مو وویل ، موږ دلته د ریاضي ماوراء  لکه

الجبر  لاندنې بېلګه دڅېړو، عملی او مشخصي بېلګې به یې د ریاضي په نورو څانګو کي لټوو.

 څخه رااخلو.
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علاوه پر ضروری نښو دوه ئېز پریدیکات  ringLژبه 19د رینګ د تیوري  1.12.بېلګه   

  او دری دوه ئېزي عملیې  1 , 0، دوه خصوصي ثابتونه, ,   :احتوا کوي. یعني 

  Lring= ,0,1, , ,     

او یو د دوه  e، یو خصوصي عنصر  د ګروپ د تیوري ژبه یوازي یو پریدیکات   

 یعنی:احتوا کوي.  ئېزي عملیې نوم 

  Lgroup= , ,e  

، خو هیڅ خصوصي ثابت او هیڅ  H ,د ګراف د تیوری ژبه دوه دوه ئېزه پریدیکاته   

 د عملیې نوم نه احتوا کوي.

پاملرنه وکي چي د دواړو ژبو په ښودلو کي د مساوات د نښي څخه کار اخیستل کېږي، لمړی 

په جوړښت ریاضی  د د ماوراء یا مافوق ریاضي په ژبه کي دي او دوهم مساوات  =مساوات 

 جبري مفهوم دي. کي ، مشخص په ال)ساختمان(

نئ مفهوم زموږ لاندپریدیکات د الجبر ابتدایې مفهومونه به تعریف کو.د بیان و الجبر ته ورته د 

خوزه به دلته بیا کلمه ورته ووایم .  همدا کو. کولای سوپه اصطلاح لکه "عددی افاده" تصور

فصل په شروع کي مي وویل د الفباء دحروفو څخه "په معقول ډول" کلمې  تېرډول لکه د 

 جوړوو. 

 د مفهوم تعریف به د استقراء په بڼه وکو: Termد کلمي  1.12.تعریف  

  1(t  هر متحول کلمهTerm ده، 

  2(t ،هر خصوصي ثابت کلمه ده 

  3(t  1که,t2,..., tkt  کلمې اوf  دk–  ئېزې عملیې نوم وي ، نو)k, ... ,t2,t1f(t .کلمه ده 

، یعنی د ضروري څرنګه چي د تیوری په ژبه کي تورې راکړه سوی دي .  نوټ

او مشخص د تورو "جنګول" کلمه او هغه هم ممکن لایتناهي ډیر وي عنصرو د ډلي څخه دي، 

ئېزي عملیې په مرسته صورت نیسي. کله چي  k–منځ ته راوړي، دغه د تورو "جنګول" د 

ی" .د پښتو ژبي ته ځیر سي ، ددی پر ځای وایو "هر متحول کلمه ده" هدف مو "هر توری د

                                           
 نیازمن: الجبر او د عددونو تیوري لمړي او دوهمه برخه وګورئ. [17,18] 19
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چي ووایم "ا" کلمه ده ، "ب" کلمه ده ، ... اوداسي نور، نو ټوله د متحول په صفت منم او وایم 

 چي هرمتحول کلمه ده.

تعریف کي مو د بیان د منشاء لاړ تعریف کي. په عین ډول د کلمي د منشاء لاړ  2.2په 

 تعریفولای سو.

د کلمو لاړ د کلمي د منشاء د  t2, ... ,tnt,1 د پریدیکات په الجبر کي د  2.12.تعریف 

په نامه یادوو، که د هغه د هر غړیا هر  Predicate Creating Sequence (PCS)لاړ 

 وکي: دپاره د لاندنیو شرطو څخه یو شرط صدق i=1,2, ... ,nاندکس

 د تعریف سره مطابق کلمه ده. 2.12د  itالف( 

 jtکلمه د مخکني  itدي، پدي معنی د  jt¬=itاندکسداسي وجود لري ، چي   j<iد ب( 

 د کلمي د نفي په نتیجه کي لاسته راغلي ده.

د  ♣ده. پداسي حال کي چي  kt♣j=titاندکسونه داسي وجود لري ، چي د   j,k<i( د پ

, , ,    د منطقي اتصالوڅخه د یوه اتصال نماینده ګي کوي.پدي معنی چي د it  کلمه د

jt  او kt  .د کلمو د اتصال په نتیجه کي لاسته راغلي ده 

 متحول دي. xدي.  j(∀x)t=itاندکسداسي وجود لري ، چي   j<iد ( ج

 متحول دي.  xدي. j(∃x)t=itاندکس داسي وجود لري ، چي   j<iد  د(

د هغی کلمي څخه  Wordلغات  tد پریدیکات د الجبر په ژبه کي د  3.12.تعریف 

د کلمي د منشاء لاړ داسي وجود ولري ، چي وروستی غړی   t2, ... ,tnt,1 عبارت دي، چي د 

 وي.  tnt=یې همدغه کلمه وي، یعني 

کلمه د هغو متحولو تابع ده چي موږ د هغی کلمي دجوړښت دپاره کار ورځني اخیستی 

 دغه مفکوره څرګنده کړي.دي. لاندي بېلګه به 

کلمې راکړه سوی وي، نو  t2t,1کي د  ringLکه د رینګ د تیوری په ژبه  2.12.بېلګه 

د 
1 2

(t , t ),
1 2

(t , t )   او
1 2

(t , t )   کلمې به په ترتیب سره
1 2

(t t ), 
1 2

(t t )   او

1 2
(t t )  لیکو.معمولآ د دباندنیو قوسود لیکلو څخه صرفنظر کوو . همدا ډول په نورو ورته

 ژبو کي هم مخ ته ځو. په نوموړي ژبه کي لاندنې لغاتونه د هغي ژبي کلمي دي:

(x x) (y y)   , ((1 1) x) z   , ((x x) ((1 1) (x y))) (y y)        
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 ترتیب سره په لاندی ډول دي:د هغوی د منشاء لاړونه په 

x, x x , y, y y , (x x) (y y)   ; 

x, z, 1,1 1 , (1 1) x  , ((1 1) x) z   ; 

x, x x , y, 1, 1 1 , x y , (1 1) (x y)   , (x x) ((1 1) (x y))     , 

y y , ((x x) ((1 1) (x y))) (y y)       . 

 د متحولو تابع ده. zاو  xد متحولو تابع او دوهمه کلمه د  yاو  xلمړي او دریمه کلمه د 

اوس نو کولای سو چي د پریدیکات د الجبر یو د ډیرو مهمو مفهومو څخه ، چي هغه   

 عبارت د فارمول د مفهوم څخه دي ، تعریف کو. 

 )k, ... ,t1tP(ئېزه تابع وي، بیا نو –kد بیان  Pکلمې او   t2, ... ,tkt,1 که  4.12.تعریف   

 په نامه یادوو.  Atomic Formulaد اټمي فارمول 

 د فارمول مفهوم د استقراء په طریقه په لاندي ډول سره تعریفوو: 5.12.تعریف   

1(f .هر اټمي فارمول ، فارمول دي 

2(f  کهφ  فارمول وي، نو¬φ .هم فارمول دي 

3(f  1کهφ  2اوφ  فارمولونه وي، نو)2φ ♣1φ(  د  ♣هم فارمول دي ، پداسي حال کي چي

, , ,    .د منطقي اتصالوڅخه د یوه اتصال نماینده ګي کوي 

4(f  کهφ نو  فارمول وي ،φ(Qx)  هم فارمول دي ، پداسي حالت کي چيQ  یو د عمومي∀ 

 متحول دي. xکوانتیفیکاتورو څخه او  ∃یا موجودي 

 ده.  formalizationفارمول په خپل ذات کي د "بیان د تابع" صوري بڼه 

په راکړه سوي فارمول کي د تړلي اوازاد متحول د کړکیچن تعریف څخه دلته صرفنظر کوو. 

په لنډ ډول ویلای سو چي اټمي فارمولونه آزاد متحولونه لري، نوموړې متحولونه دهغو کلمو 

 ېرترا څرګندیږي. کوانتیفیکاتورونه ، لکه په جز دي چی په راکړه سوی  اټمي فارمول  کي 

پاراګراف کي چي مو اشاره ورته وکړه، آزاد متحول په تړلي متحول بدلوی. پدي معنی چي 

متحول د کوانتیفیکاتور په قید کي راځي. په تابع ګانو هم فارمولو ته په ورته ډول د ازادو او 

 د مفهومو حدس وهلای سي. تړلو متحولو 



   

 106

   

 

 کلمې راکړه سوی وي، نو t2t,1کي د  ringLکه د رینګ د تیوری په ژبه  12.3.بېلګه   

سره ښیو. بهرنې قوسونه معمولآ نه لیکو. د رینګ د  t1(t=2(اټمي فارمول به په  t)=t1,2(د 

 تیوري و ژبي ته ورته په نورو ژبو کي هم همدا ډول کړنلاره غوره کوو. 

 لاندنې لغاتونه د رینګ په ژبه کي فارمولونه دي:   

((x x) (y y)) (1 1)      , (((x x) ((1 1) (x y))) (y y) 0        . 

آزادو متحولو درلودونکي دي. لاندنی لغات هم د نوموړي  yاو  xپورتنئ اټمي فارمولونه د 

 ژبي فارمول دي:

  ( x)(((x x) (y y)) (1 1)).       

 ■متحول آزاد متحول دي.     yمتحول تړلی متحول دي او د  xپه پورتني فارمول کي د 

فارمول بیله  φلیکنه پدي مفهوم ده ، چي د  n, ... ,x1(xφ(، نو د فارمول وي φکه   

1, ...,xnx  .د خیالي متحولو په هکله قرارداد د بیان و تابع نور آزاد متحولونه په ځان کی نلري

 وګوری. §11ته ورته دي ، 

  هر فارمول چي هیڅ آزاد متحول په ځان کي ونلري د تړلي فارمول  6.12.تعریف   

Closed Formula  .په نامه یادیږي 

او بل هیڅ آزاد متحولونه په ځان کي ولري  xnx,... ,1فارمول یوازي او یوازي د  φکه د 

 متحول ونلري، نو د :

   (∀x1) ... (∀xn) φ(x1, ... ,xn) 

 φسره لیکو. او د  )∀n, ... ,x1x(φیا  )∀n, ... ,x1(xφ )n, ... ,x1x(فارمول به په ساده ډول 

د   φد په نامه به یې یادوو.   Formula of losureCUniversal  پایليفارمول د عمومي د 

 فارمول عمومي پایله تړلي فارمول دي. 

-  Pکي لږ تر لږه یو پریدیکات وجود لري. فرضوو چي  L فرضوو، چي په هره ژبه  

k : ئېز پریدیکات دي، بیا نو 

   (∀x1) ... (∀xk) P(x1, ... ,xk) 

. پدی معنی چي په هره ژبه کي لږ تر لږه یو تړلی فارمول تړلی فارمول ديپه ژبه کي،  Lد 

 وجود لري. 
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همدا ډول لکه د بیان د تابع دپاره د فارمول دپاره هم شرطي کوانتیفیکاتور داسي   

 تعریفوو.

فارمول  φچي د ،داسي فارمولونه ويپه ژبه کي  Lد  φاو   ψ(x)که  7.12.تعریف   

 نو د متحول په ځان و نلري،   xد 

   (∀x) (ψ(x)→ φ )  , (∃x) (ψ(x)∧ φ )   

 او یا په لنډ ډول :

   (∀x, ψ(x)) φ  ,   (∃x, ψ(x)) φ 

 د شرطي کوانتیفیکاتورو سره د فارمولو په نامه یادوو. 

 په الجبر کي د لاندنیو فارمولو سره مخامخ سوی یاست: 4.12.بېلګه   

2 )الف 2 2(x y) x 2xy y     

 سره ونوموو، پدي معنی چي : ψ(x,y)نوموړی فارمول به په 

  2 2 2(x,y) : (x y) x 2xy y      

صدق کوي. اوس  x∀y ψ(x,y)∀، ځکه نو ویلای سو فارمول تړلی فارمول دي   ψ(x,y)د 

ځایساتو په بدل کي هر حقیقی عدد وضع کو ، نو د )الف مساوات په ابتدایې بیان  y,xنو که د 

 اوړي او د رشتیا والي په هکله یې قضاوت کولای سو، یعنی یو رشتیا بیان دي.

2x )ب   6 5x    

(x)2یعنی نوم ورکړو.  φ(x)نوموړی فارمول ته به د  : x 6 5x     د .φ(x)  فارمول

 ■    وي.  x=−3یا  x=−2شرطي فارمول دي او هغه وخت په رشتیا بیان اوړي ، چي 

د شرطی کوانتیفیکاتورو د په کار اچولو په وخت کي هم باید د احتیاط څخه کار واخیستل سي. 

 x∀افادې په عمومي ډول مطابقت نه کوي ، یعنی      x(ψ⟶φ)∀او د  x ψ⟶φ∀د 

ψ⟶φ≠∀x(ψ⟶φ) ه تعریف کي د . ځکه نو پφ  فارمول باید دx .متحول ونلري 

 

  5.12.بېلګې   

 متحولونه آزاد متحولونه دي: 2aاو  1a په لاندنیو جملو کي د  1.

 مور ده.  1aد  2aالف( 
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 . a 1a <2ب( 

 مور ده.  1a د  x∃  ،xمور لری" جمله داسي لیکلای سو:    1a"د  .2

 مور ده. 1a د  x∀  ،xمور ده " جمله داسي لیکلای سو:   1aد "هر څوک د  .3

پداسي حال کي  x ∃m R(m,x)∀د " هر څوک یوه مور لري" جمله داسي لیکلای سو:  4. 

مور ده" په معنی ده.  xد  m" انسانانو پر سیټ د موروالي اړېکه ده، یعنی  د R(m,x)چي 

پاملرنه وکي ، دلته د مور کلمه پریدیکات دواړه متحولونه تړلی دي. xاو  mپدي بېلګه کي د 

ځني د  تعریف او، چي د ټولو انسانانو پر سیټ یا د بیان تابع  ، او هغه هم دوه ئېزپریدیکاتدی

 هغوی څخه د نوموړي نوم وړونکي دي.

ځغلي )منډي وهي( ، په نښه  W(x)  ،xزده کونکی دي، په نښه کو او په  S(x)  ،xکه په  5.

زده کونکی  aدي. یا د بیان تابعګانې کو ، نو زده کونکی او ځغاسته دوه یو ئېز بریدیکاتونه 

 اټمي فارمول دي.  W(b)ځغلی ، یعنی  bاټمي فارمول دي.همدا ډول  S(a)دی ، یعنی 

اټمي فارمولونه دی  W(a)او  S(a)ي بېلګی نښې بیاهم په نظر کي نیسو. څرنګه چي تېرد  6.

هم پریدیکات دی ، کولای سو چي داسي تعبیر  S(a)→W(a)نو د فارمول د تعریف له مخی 

افاده هم فارمول دی او کولای  x (S(x)→W(x))∀ځغلي. د  aزده کونکی وي نو  aکو: که 

 ځغلي. xزده کونکی وی ، نو  xدپاره که  xسو چی داسی تعبیر کو: د هر 

و څلرم جز سره ګډ کړواو نوی فارمول لاسته راوړو. هر زده کونکی راسی چي شپږم ا 7.

 . x (S(x)→W(x))∧∀x∃y(R(y,x))∀ځغلي او هر زده کونکی مور لري:  

 

  1.12.تمرین   

، په نښه کي ، نو لاندنې جملی د فارمول په ژبه کي "سره مینه لري yد  M(x,y) ،" xکه   1.

 ارائه کي:

 مینه لري.الف( ټوله خلک یو دبل سره 

 ب( ځني خلک یودبل سره مینه لری

 ج( هر څوک د یو چا سره مینه لري.

 د( د یو چا سره هر څوک مینه لري.
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 ه( د هر چا سره یو څوک مینه لري.

 ی( داسي یو څوک سته چی د هر چا سره مینه لري.

.2 N(a)  ،a"  نجلي ده " په نښه کوي اوP(a)  "a  ښکلی ده" په نښه کوي. لاندنې جملي د

 فارمول په ژبه کي ارائه کي:

 الف( هره نجلي ښکلي ده.

 .ې دېښکلب( ځني نجونې 

. همدا ډول  د )الف( د تعبیردپاره  غلط دي )ولی؟( x(N(x) ∧P(x))∀کي  2په  3.

∃x(N(x)→P(x)) .)د )ب( د تعبیردپاره غلط دي )ولی؟ 

 

 Interpretation of Languageد ژبي تعبیر §13.  

 

و دوو پاراګرافو کي د پریدیکات د الجبر د صوري اړخ یا فارمولیزیشن سره بوخت ؤ. تېرپه 

 ریدیکات د الجبر ژبه مود پبه مخ ته یوسو. اوس به نو راسو د فارمولیزیشن برعکس څېړنه 

 په لاندي ډول وښودله:

   L= P ,..., a,..., f,...  

   

 

 د  1.13.تعریف 

   M= M , P, ...., a, ...,f, ...  

 د ژبي د تعبیر په نامه یادیږي، که لاندنې شرطونه صدق وکي: Lد  20ساختمان

 (1 M ،غیر خالي سیټ دي 

ئېزه اړېکه ده، پدي معنی چي  –kپر سیټ باندي  Mد  Pئېزه پریدیکات وي، نو  –P kکه  2)

kM⊆P .دي 

(3 a∈M ،دي 

                                           
 لاړ دي. Objectsکلمه مو نده تعریف کړي، په لنډ ډول د راکړه سوو شیانو  Structureد ساختمان  20
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ئېزه عملیه ده. یعنی  –kپر سیټ باندي  Mد  fئېزي عملیې نوم وي، نو –kد  fکه  4)

M⟶kf:M  .ده       ■ 

پریدیکات د بیان په ابتدایې  Pد سیټ څخه قیمتونه اخلي، د  Mپه بل عبارت متحولونه د   

د   fد سیټ ثابت عنصرونه دي، بلاخره  M، خصوصي ثابتونه د  P∈]n, ... ,x1[xتابع اوړی 

k–  ئېزي عملیېM⟶kf:M . نوم دي 

, د  1.13.بېلګه    ,0,1, , ,      ساختمان د رینګ دژبيringL  تعبیر دي. د

 همدي ژبي نور تعبیرونه عبارت دي له :

 , ,0,1, , ,    𝔔  او, ,0,1, , ,   =N 

پورتنې تعبیرونه د رینګ د ژبي طبیعي تعبیرونه دي . موږ کولای سو چی د نوموړي ژبي غیر 

 طبیعی تعبیر هم وکړو، د بېلګي په ډول :

      * , ,0,1, , ,       

 :21پېژندل سوی ديبر کي در د رینګ د ژبي  بل تعبیر په الج

 د :ثابت طبیعی عدد وي، نو   p>1که  

     
p

, modp,0,1, , ,       

 تعبیر دي. ساختمان د رینګ د ژبي

 د بېلګي په ډول لاندنې تعبیرونه لري: groupLد ګروپ ژبه   

  
1

, , ,0  G   
2

\{0}, , ,1  G  

  
3

, modp, ,0  G   
4

{1,...,p}, mod p, ,1  G  

لکه چي مخکي مو وویل په تعبیر کي فارمول د پریدیکات په تابع بدلیږي. اوس نو باید   

 په تعبیر کي د کلمي ځای ولټوو. 

د پریدیکات د الجبر د ژبي د متحولو سیټ  n, ... ,x2, x1Var={x{... ,فرضوو، چي   

 :دي. فرضوو، چي 

                                           
 فصلنیازمن: الجبر او دعددونو تیوري دوهمه برخه، څلرم [18] 21
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   M= M , P, ...., a, ...,f, ...  

 د پریدیکات د الجبر :

   L= P ,..., a,..., f,...  

 valuationقیمت ورکول  په سیټ کي، Mمتحولو ته د  v:Var ⟶ Mد ژبي تعبیر دي او 

 د استقراء په طریقه داسي تعریفوو: v(t)∈Mدپاره  tد ژبي د هر ي کلمي  Lدي. د 

 د قیمت ورکولو په ذریعه تعریف سوی دي. v(x)متحول وي ، نو  xکه  −

 سره اېږدو. v(a)=aنو خصوصي ثابت وي،  aکه  −

ټاکل  1t(v.. , ) , .kt(v(قیمت ایښودنه ، چي د هغوی کلمو دپاره 1t, ... ,ktکه د  −

ئېزي عملیې نوم وي، نو     –kد  fوي او  kt, ... ,1t(f=t( سوي وي ،

))kt(v ), ... ,1t(v)=f()kt, ... ,1t(f(v)=t(v .سره ایږدو 

په مجموع د سیټ ( تابع نده ، بلکه  M)یعنی د یوازي د قیمت د ټاکلو  v(t)پاملرنه وکي چي 

 د تعریف څخه نه څرګندیږي. v(t)تابع ده. دغه حقیقت د  Mد ټول تعبیر کي 

,که  .3.12 بېلګه   ,0,1, , ,    𝔔  دringL دتعبیر وي او ⟶ℚ:Varv  داسي

 نو د لاندنې کلمي :وي .  v(z)=2او  v(y)=−3 ,v(x)=4قیمت ایښودنه وي ، چي 

    ( ( 1))   t x y z  

))+4=(−3∙=((1+2)−5 قیمت  ( ))  x y z 1(v)=t(v   ،دلته په  ژبه کي د کېږي

 عملیو نومونه په لاندي ډول تعبیر سوي دي: 

     
  

  
 

 خو که د :

   * , ,0,1, , ,       

او  y,x، د   v:Var⟶ℝ، چي په تعبیر کي د نوموړي کلمي قیمتونه په داسي حال کي کښېږدو

z : متحولونه عین قیمتونه غوره کي ، نو د عیني کلمي قیمت به 

   v(t)=v( ( ( ))  x y z 1 )=4∙(−3−(2∙1))=−20 
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 دا ځکه چي دلته په  ژبه کي د عملیو نومونه په لاندي ډول تعبیر سوي دي: وي. 

     
  

  
 

ولیکو ، د ژپي څخه به مو مقصد د پریدیکات د  یې په راتلونکي ، بېله دي چي په صریح ډول

په راکړه سوی تعبیر  n, ... , x1(xφ(په ژبه کي راکړه سوی فارمول  Lالجبر ژبه وي. دلته د 

M  ځکه چي  ،لیکوو کي قوسو ناخنک د یو څو شېبو د پاره به یې په په تابع اوړي .  بیانکي د

 اخیستل کېږي.د نوموړی افادي څخه وروسته په بل مفهوم کار 

   "M⊨ φ(x1, ... , xn)"  ...(13.1) 

د ټاکلي قیمت ایښودنو په نتیجه کي د بیان نوموړي تابع په بیان تبدیلیږي، چي د رشتیاوالي یا 

 درواغ والي په هکله یې قضاوت کولای سو. 

د طبیعی عددو سیټ  ℕپه تعبیر کي  P,R,2,3=M,  د ژبي د Lد   .133.بېلګه   

 : پریدیکات وایې یوئېز  P، د 

   P(a)  a جفت عدد دي :

 دوه ئېز پریدیکات وایې : Rد 

   R(a,b) :a > b 

د بیان یوه متحوله تابع ده او  P(a)زموږ په تعبیر کي خصوصي ثابتونه دي.و ګورئ  3او  2

P(2)  ځکه نو لیکلای سو  . دی1رشتیا بیان دي، یعنی د بیان قیمت"P(2)⊨M"  یعنی د ،

M  په تعبیر کيP(2)  د (صدق کويP(3) !په هکله خپل دلیلونه راوړي.)  

R(a,b)  د بیان دوه متحوله تابع ده اوR(2,3)  دي. خو دغه بیان رشتیا ندی 3<2وایې چي ،

په تعبیر  Mپدي معنی چي د   "R(2,3)⊭M"دي. ځکه نو لیکلای سو  0یعنی د بیان قیمت 

 ■      صدق نه کوي. R(2,3)کي 

څېړو. د  valuationقیمت ایښودنه  v:VAR ⟶ Mاو د  Mژبه، د هغه تعبیر  Lد   

 :په تعبیر کي د صدق کولو اړېکه Mریاضي د استقراء په طریقه د 
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    M⊨vφ(x1, ... ,xn) 

 تعریفوو.

 کلمې دي.بیانو : 1t, ... ,ntئېز پریدیکات او  –P nفرضوو، چی  2.13.تعریف   

)nt, ... ,1t(Pv⊨M  یوازي او یوازي هغه وخت صدق کوي، چيP∈)]nt(v), ... ,1t(v[ .وي 

په  Mد فارمولونه وي ، نو د پریدیکات د الجبر عملیې  φ, 1φ,2φکه  3.13.تعریف   

 په قیمت ایښودنو کي داسي تعریفوو: vتعبیر او د 

صدق و نه  φv⊨Mیوازي او یوازي هغه وخت صدق کوي، چي  φv⊨M¬الف( 

 . φv⊭M، یعنی کي

او  1φv⊨M  یوازي او یوازي هغه وخت صدق کوي، چي φ1(φv⊨M∧2(ب( 

2φv⊨M  .وي 

یا  1φv⊨M  یوازي او یوازي هغه وخت صدق کوي، چي φ1(φv⊨M∨2(ج( 

2φv⊨M .وي 

څخه   1φv⊨Mد    یوازي او یوازي هغه وخت صدق کوي، چي φ1(φv⊨M→2(د( 

2φv⊨M  .استنباط کېږي 

 په ورته ډول د معادل والي عملیه تعریفولای سو. د کوانتیفیکاتوروتعریف لږ څه کړکیچن دي.

څخه خلاف د هر   xیوازي او یوازي هغه وخت صدق کوي، چي د  φx(∀v⊨M(ه(  

صدق  φw⊨M وي  y(v)=y(w(دپاره ، پداسي ډول چي  wقیمت ایښودني  هرد   yمتحول 

 وکي.

څخه خلاف د  xیوازي او یوازي هغه وخت صدق کوي، چي د  φx(∃v⊨M(  ی( 

 φw⊨M وي ، او   y(v)=y(w(، چي وجود ولری wداسي قیمت ایښودنه   yهر  متحول 

 صدق وکي.

 ( داسی هم ارائه کولای سو:ید تعریف وروستی شرط )



   

 114

   

 

)φx(∃v⊨M داسي  یوازي او یوازي هغه وخت صدق کوي، چيM∈x  ،کي وجود ولري

 vڅخه د  xx(w=(قیمت ایښودنه غیر له  wصدق وکي ، پداسي حال کي، چي د  φw⊨Mچي 

 د قیمت ایښودني سره مطابقت لري. 

په نظر کي قیمت ایښودنه داسي   vاو د  ℜد هغه تعبیر  ، ژبه ringLد  4.13.بېلګه  

، چي نیسو x x y)x∃(v⊨ℜ  یوازي او یوازي هغه وخت صدق کوي، چي)y(v=2)x(v 

 وي، نو :  v(y) ≥0وي. که 

  ℜ⊨v(∃x)  x x y  

او سره کښېږدو  w(z)=v(z) دپاره  xخلاف د  zصدق کوي. دلته کافي ده چي د 

w(x)=√𝑣(𝐲) .دي 

باید ، نو  2y(v=(قیمت ایښودنه داسي په نظر کی ونیسو، چي  vتعبیر او د  𝔔که د 

 x x y)x∃(v⊨𝔔  وی. د تعریف له مخي باید د متحولو داسي قیمت ایښودنهw  وجود

قیمتونه باید ناطق عددونه وي،  wوي. د  )2y(v=2))x(w=(او  w)y(v)=y 2=(ولري، چي 

، ځکه نو  خو دغه ډول قیمت ایښودنه وجود نلري x x y)x∃(¬v⊨𝔔  یا په بل عبارت

 x x y)x∃(v⊭𝔔 .لاسته راځي      ■ 

داسي فارمول دي، چي یوازي په نښه سوی ازاد  n, ... ,x1(xφ (فرضوو، چي 

 متحولونه په ځان کي ولري. که په احتیاط سره عمیق ورته ځیر سو نو د 

   M⊨vφ(x1, ... ,xn) 

د متحولو تابع  xnx, ... ,1یوازي د نوموړی فارمول اړېکي د صدق په هکله ویلای سو چي 

وي  1x(v)=1x(w), ... , nx(v)=nx(w(داسي قیمت ایښودنه وي، چي  wدی. په بل عبارت که 

xφw⊨M)1 ,یوازي او یوازي هغه وخت صدق کوي، چي        n, ... ,x1(xφv⊨M(، نو 

)n... ,x  صدق وکي. په خاص ډول کهφ  نو د تړلی فارمول وي ،φv⊨M  اړېکه دv  د قیمت

دپاره صدق   vړی اړېکه به یا د هرډول قیمت ایښودونووایښودني تابع نده. پدي معنی چي نوم

 کوی او یابه صدق نه کوي. په لمړي حالت کي به په ساده ډول 

     M⊨φ   
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د کوانتیفیکاتورو د حذف د په تعبیر کي صدق کوي. Mفارمول د  φلیکو.او وایو به چي د 

 فارمول تړلی نه وي : φمخکنیو قراردادو سره مطابق ، په هغه صورت کي چي د 

      M⊨φ 

 لیکو، که :

     M⊨(∀ ...)φ 

 اړیکه مو په ناخنک قوسو کي لیکله . (13.1)وي. ځکه نو د 

څخه تشکیل سوی دي  qnq, ... ,1بیان د ابتدائې بیانو  n, ... ,q1A(q (فرضوو چي د   

د متحولو  vد ژبي تعبیر او  Lد  Mفرضوو چي  فارمولونه دي. په  ژبه کي Lد  1φ, ... ,nφاو 

دبیان د  Aد اړېکي د تعریف څخه د ریاضي د استقراء په طریقه د  ⫤vقیمت ایښودنه ده.د 

 منشاء د لاړ دپاره په مستقیم ډول لاندنی اړېکه استنباط کېږي:

    M ⊨vA(q1/φ1, ... , qn/φn) 

 یوازي او یوازي هغه وخت صدق کوي ، چي د :

   A(q1/M⊨vφ1, ... , qn/M⊨vφn) 

د هر قیمت ایښودنو  vبیان تاوتولوجي وي، بیانو د  Aبیان صدق وکي. په خاص حالت کي که د 

 دپاره .

   A(q1/M⊨vφ1, ... , qn/M⊨vφn) 

 کي: Mپه هر تعبیر د ژبي  Lصدق کوي. پدي معنی چي د 

    M ⊨A(q1/φ1, ... , qn/φn) 

 صدق کوي.

د  ψاو  φبیان تاوتولوجي دي. که  A(p,q) = (p⟶ (q⟶(p∧q)))د  5.13.بېلګه   

L  د ژبي اختیاري فارمولونه وي ، نو دA(p/φ,q/ψ)= (φ ⟶ (ψ ⟶( φ ∧ ψ)))     د

L  فرضوو چي د ژبي فارمول دي .M  دL  د ژبي تعبیر اوv  ،د متحولو قیمت ایښودنه ده

 بیان لاندنی بیان ارائه کوي: /ψv⊨M, q/φv⊨MA(p(بیانود   

  M⊨vφ ⟹( M⊨vψ⟹( M⊨vφ& M⊨vψ) 



   

 116

   

 

نطقي ضرب د عملیو دپاره نوري نښي و ټاکلي ، ځکه چي مپاملرنه وکي چی د استنباط او د 

. نوموړی د متحولو قیمت ایښودني په چوکاټ کي ده vد ژبي د تعبیر او  Lد وروستي افاده د 

 بیان تاوتولوجي ده، ځکه نو :

    M⊨(φ ⟶ (ψ ⟶( φ ∧ ψ)) 

 ■      په تعبیر کي نوموړی فارمول صدق کوي. Mد 

 

  1.13.تمرین   

یوئېز  Pد طبیعی عددو سیټ ، د  ℕپه تعبیر کي  P,R,Q=M,د ژبي د   Lد   1.

 پریدیکات وایې : 

   P(a)  a جفت عدد دي :

 یوئېز پریدیکات وایې : Qد 

   Q(a)  a طاق عدد دي:

 دوه ئېز پریدیکات وایې : Rد 

   R(a,b) :a > b 

 دنیو جملو څخه کمه یوه درسته او کمه یوه درسته نده؟د لان

M⊨ P (2); M⊨ P (5); M⊨Q (5); M⊨Q (2); 

M⊨∃x[P (x)]; M⊨∀x[P (x)]; M⊨∃x[Q (x)]; M⊨∀x[Q (x)]; 

M⊨∃x[P (x)]→∃x[Q (x)]; M⊨∃x[P (x)]→ ∀x[Q (x)]; 

M⊨∀x[P (x)]→∃x[Q (x)];  M⊨∀x[P (x)]→ ∀x[Q (x)]; M⊨∀x∃y R (x,y); 

 M⊨∃x∀y R (x,y); M⊨∃x[P (x) → Q (x)];  M⊨∀x[P (x) → Q (x)]. 
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   Theory and Modelاو مودل يتیور §14.  

   

تر اوسه مو د پریدیکات د الجبر ژبه د عمومي ژبي په صفت و څېړله ، ددي ژبي  

په ریاضي کي مو د عمومي استنباط طریقي او کړنلاري و دځینو تعبیرو بېلګي مو راوړي. 

د پردیکاتو او عملیو دپاره ځني خاص خصوصیات  و ګام بل مخته ولاړ سو اوښودلي. دلته به ی

نوموړې خصوصیات به د اکسیومو په نامه یاد چي په "عام ډول صدق کوي" ور اضافه کو. 

 پاملرنه وکي ، چي په شډل ډول د تیوري په نامه ونومو. د ژبي تعبیر او اکسیومي به الانکو.

 دی له:ه ډوله اکسیومو سره په تماس کي یو هغه عبارت د دو موږ

چي د شي د خصوصیاتو په اړوند موږ ته  (proper axioms) د تیوري اکسیومي −

دغه  وه خاصه جوله ورکوي.وي او نوموړي شي ته په تیوري کي یمعلومات راک

د ډول اکسیومي یوازي په هغه تیوري چي زموږ تر بحث لاندي وي ، اړه لري. 

د طبیعي عددو ځانګړي بېلګي په ډول د پئانو د اریتمتیک د تیوري اکسیومي 

" عملیوته هغه مفهوم وربخښي ، چي موږ ∙خاصیتونه ارائه کوي او د "+" او " 

فرنکل د سیټ -همدا ډول د څرملواو تاسي د وړکتوب څخه ورسره بلد یو. 

 وي. اصیتونه ارائه کاکسیوماتیکي سیسټم د سیټونو او پر سیټو باندي دعملیو خ

د ریاضي د منطق هغه وسیلي چي د استنباط  (logical axioms)منطقي اکسیومي  −

املرنه اکثرآ پ کيد تیوریو په څېړنوپه بر کي نیسي.  ،او استدلال دپاره ضرور دي

کي معرفي  §4د بیان دالجبر د اکسیومو سره په . ه یې ګڼونه ورته کوو او جوت

 سواست. د پریدیکات د الجبر اکسیومې به په راتلونکي پارګراف کي در وپیژنم. 

 تړلو فارمولود ژبي د  Lد پریدیکات د الجبر ژبه ده. د  Lفرضوو،چي  1.14.تعریف 

او یا صوري تیوري یا دریاضي د تیوري  په ژبه کي د L د T ) متناهي یا غیر متناهي(سیټ 

 تیوري په نامه یادوو. 

فارمول ، پداسي حال کي چي  φداسي قرارداد هم کېږي،چي د په ریاضي کي معمولآ   

 د تیوري  Tد  φ(... ∀)د تیوري  اکسیومه ده، که  Tکوانتیفیکاتور په ځان کی ونلري، د 
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 د حذف د قرارداد سره مطابقت لري.  اکسیومه وي. نوموړي ارائه د لوی کواتیفیکاتور

تیوري   22د رینګ ringTپه ژبه کي د لاندنیو فارمولو سیټ  ringLد  1.14.بېلګه   

 جوړوي:

  x x x y y x x y (y z x z)          

 پورتنې اکسیومي د رینګ په تیوري کي د مساوات د اړېکي خاصیتونه تشریح کوي.

(x u y v) (x y u v);(x u y v) (x y u v);

(x u y v) (x y u v)

             

      
 

پورتنې اکسیومي د رینګ په تیوري کي د مساوات د اړېکي خاصیتونه د جمع ، تفریق او ضرب 

 د عملیو په اړوند تشریح کوي. 

x y y x x y y x

x (y z) (x y) z x (y z) (x y) z

x (y z) (x y) (x z) x (y x) y

     

         

        

 

پورتنې اکسیومي د رینګ په تیوري کي د جمع او ضرب تبدیلي او اتحادي خاصیتونه همدا ډول 

نظر د جمع و عملیي ته د ضرب د عملیې توزیعي خاصیت او د جمع او تقریق د عملیوترمنځ 

خاصیتونه، چي په لاندي ډول ارائه  1او  0سوه د مخصوصو ثابتو یعنی  پاتهاړېکه څرګندوي. 

 کېږي:

0 1; x 0 x; x 0 0; x 1 x        . 

 اضافه پر پورتنیو اکسیومو، لاندي اکسیومه په ځان کي لري: FieldTد فیلډ تیوري 

   ( x 0)( y)x y 1      

تعریفولای سو. په نوموړي  IntDTتیوري  Integral Domainورته ډول د انتګرال دومین 

 لاندني اکسیومه اضافه کېږي:یوازي تیوري کي د رینګ د تیوري پر اکسیومو باندي 

  ( x,y)(x y 0 (x 0) (y 0))          ...(1.14) 

 ringLپاملرنه وکي، چي پاس مو دري مختلفي تیوري معرفي کړي ، خو ټوله د رینګ په ژبه 

 داکسیوموپه مرسته  تیوري جوړېږي.پدی معنی چي کي تعریف سوي دي. 

                                           
 وګورئ. §IIIنیازمن : الجبر او د عددنو تیوري لمړي برخه دوهم فصل  [17] 22
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 اکسیومې احتوا کوي: لاندنې  groupTپه ژبه کي د ګروپ تیورې  groupLد  2.14.بېلګه   

x x x y y x x y (y z x z)          

(x u y v) (x y u v)     ; x (y z) (x y) z  

x e x ; e x x ; ( x)( y)x y e    

د تیوري  Tد  Mد ژبې تعبیر  Lد ژبې تیوري ده. د  Lد  Tفرضوو چي  2.14.تعریف   

په تعبیر کي صدق وکي.په  Mد تیوري هره اکسیومه د  Tپه نامه یادوو که د  Modelد مودل 

 د تیوري مودل دي،  که :  Tپه ژبه کي د  Lد   Mد ژبي تعبیر  Lبله اصطلاح د 

  (∀φ∈T)(M⊨φ) 

 حقیقت ولري. 

 Mفرضوو چي د  :کي د رینګ تعریف نژدي پدي ډول دي در پیاد یې کي چي په الجبر  

" او دوه ثابت عنصرونه  ∙،  −،  +" ، دري دوه ئېزي عملیې " =پر سیټ  د مساوات اړېکه "

 راکړه سوی دي. که لاندني شرطونه صدق وکي :  1,0

 x=x ;  x=y → y=x ;  x=y →(y=z →x=z); 

(x=u ∧ y=v) → (x+y=u+v); (x=u ∧ y=v) → (x−y=u−v); 

(x=u ∧ y=v) → (x∙y=u∙v);  x+(y+z)=(x+y)+z; x∙(y∙z)=(x∙y)∙z; 

x+y=y+x; x∙y=y∙x; x∙(y+z)=(x∙y)+(x∙z); x+(y−x)=y; 

¬0=1;  x+0=x; x∙0=0; x∙1=x. 

,M نو د  , , , ,0,1    د " فرضوو چي د . 23الجبري ساختمان د رینګ په نامه یادیږي

M " او دوه ثابت عنصرونه  ∙،  −،  +" ، دري دوه ئېزي عملیې " =پر سیټ  د مساوات اړېکه "

 راکړه سوی دي" جمله د لاندنې ادعا سره معادله ده:   1,0

                                           
 کي لمړی د ګروپ مفهوم او بیا د رینګ مفهوم تعریف سوی دي، که ددواړو تعریفونه سره یو ځای کي، عین  [17]په  23

 خاصیتونه لاسته راځي.
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,Mد  , , , ,0,1     ساختمان دringL  دي او د ذکر سوو شرطو تصدیق وایې د ژبي تعبیر

مودل دي. پدي معنی چي مشخص رینګ د رینګ د  ringTچي نوموړی تعبیر د رینګ دتیوري 

 مودل دي.  ringTتیوري 

که په الجبر کي د فیلډ، انتګرال دومین او ګروپ تعریفونه در پیاد کي، نو په اساني سره   

،  fieldTد په ترتیب سره دومین او ګروپ به دی حقیقت ته ځیر سي ، چی فیلډ ، انتګرال 

IntDomT  اوgroupT  .زموږ مفکورې د ژبي څخه تر مودل پوري لاندنی شکل مودلونه دي

 ترسیموي:

    

 2.13او  1.13پاراګراف په  تېرد الجبر د زده کړو څخه پوهېږو ، چي د  3.14.بېلګه   

د  هر طبیعي عدد مودلونه دي .  groupTاو  fieldT  ،IntDomTساختمانونه د   𝔔او  ℜبېلګو کي د 

p>1  د دپارهpℑ  تعبیر د رینګ د تیوريringT   مودل دي . علاوه پردي کهp  ،اولیه عدد وي

 𝔑مودل دي. د   IntDomTاو انتګرال دومین د تیوري   fieldTنو  نوموړی تعبیر د فیلډ د تیوري 

 مودل هم ندي )ولی؟( .د ذکر سوی تیوریو د هیڅ یوي تعبیرونه   ℜ*او 

 4Gمودلونه دي.د  groupTد ګروپ د تیوري  3Gاو  1G, 2Gد ژبي تعبیرونه   groupLد   

 اولیه عددوي.  pمودل دي ، چي  groupTتعبیر یوازي او یوازي هغه وخت د ګروپ د تیوري 
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په نوموړي ژبه  φپه ژبه کي د ریاضي تیوري او  Lد  Tفرضوو چي  3.14.تعریف   

 φلیکو ، که د  T⊨φفارمول صدق کوي ،  φپه تیوري کي د  T. وایو چي د کي فارمول دي

 .  M⊨φکي صدق وکي، یعنی  Mد تیوري په هر مودل  Tفارمول د 

د  2.14.. په رشتیا هم د  T⊨φد تیوري اکسیومه وي، نو  Tد   φکه  4.14.بېلګه   

 صدق کوي. M⊨φد تیوري اکسیومه وي، نو  Tد  Mتعریف له مخي که 

بیان د  n, ... ,q1A(q(رسمي بڼه د په اوسنی حالت به د بیان د الجبر سره پرتله کو.  

1, ... , qnq  ابتدائې بیانو څخه تشکیل سوی ؤ. که مو غوښټي وای چي د نوموړي بیان د

          ، چي دوکړو، نو په اول ګام کي مجبوره یو رشتیاوالي یا درواغ والي په هکله قضاوت 

1, ... , qnq  ابتدائې بیانو، چي دA .د بیان د الجبر د بیان ورڅخه تشکیل سوی دي،  وڅېړو

ابتدائې بیانو د رشتیاوالي  qnq , ... ,1بنسټیزو اکسیومو په نظر کي نیولوسره ، کافي وه چي د 

 qnq , ... ,1شتیاوالي دجدول هغه کرښه وه چي په کي د قیمتونه راته معلوم وای. هغه هم د ر

قیمتونه پراته دي ، پدی معنی چي د جدول نوموړی کرښه د  QnQ ,... ,1تر بیانو لاندي د 

دیکات د پریپردیکات په الجبر کي د ژبي د تعبیر جواب ورکونکی ده. کولای سو چي همدا ډول 

د بیانو سیټ دي. د  Δسره پرتله کو. فرضوو، چي د الجبر مفهومونه د بیان د الجبر د مفهومو 

د تیوري د  Δوي، د   1د سیټ تر هر بیان لاندي درشتیاوالي قیمت  Δجدول هغه کرښه چي د 

بیان  Aپه هر مودل کي د  Δاړېکه زموږپه ژبه کي " د  Δ⊨Aبیانو د مودل په نامه یادوو. 

 صدق کوی" بڼه اخلي. 

بیان مو د تاوتولوجي په نامه  n, ... ,q1A(q(اړېکه حقیقت ولري ، نو  د  ⫤∅Aکه   

ابتدائې بیانو د قیمتو څخه ازاد وو،  qnq , ... ,1یادکي . تاوتولوجي هغه ډول بیان دي چي د 

بیان تل  A، د  نه څه ډول قیمتونه اخليابتدائې بیانو qnq , ... ,1پدي معنی بی تفاوته ده چي د 

که نوموړي مفکوره اوس د پریدیکات په الجبر کي و فارمول ته ور نقل کو، نو که رشتیا دي. 

فارمول په هر تعبیر  φاړېکه صدق وکي ، پدي معنی ده ، چي د  φ⫤∅د فارمول دپاره د  φد 

 کي صدق کوي. دغه واقعیت مو د منطقي حقیقت په نامه یادکي. 

 لاسته راځي.لاندني قضیه په پای کي د څېړنو پر بنسټ  §13د   

 فارمولونه وي، نود 1φ, ... ,nφبیان تاوتولوجي او  n, ... ,q1A(q(که د  1.14.قضیه   
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   ∅⊨ A(q1/ φ1, ... ,qn/ φn) 

 اړېکه صدق کوي.

وي، نو هره اکسیومه د  2T⊆1Tتیورې داسي راکړه سوي وي، چي  2Tاو  1Tکه د   

1T  2په تیوري کي په عین حال کي دT  2په تیوري کي اکسیومه ده. پدي ډول دT  د تیوري هر

د تیوري مودل هم دي. البته دلته باید دواړه تیورې پر یوه ژبه باندي استوار وي.  1Tمودل د 

سب سیټ وي ، نو د هغو مفهومو د تیوري دژبي  2Tد تیوري ژبه د  1Tکه داسي نه وي او د 

 ړي ، صرفنظر کوو. په ژبه کي نه څرګندې 1Tد "تعبیر" څخه چي د 

 د  groupTکه د ګروپ پر تیوري   5.14.بېلګه   

   ( x)( y)(x y y x)    

وراضافه کو، نود تبدیلي ګروپ تیوري لاسته راځي. د تبدیلي ګروپ په تیوري کي  اکسیومه 

په  eسره او اختصاصي ثابت عنصر د  په عوض کي په  معمولآ په ګروپ کي عملیه د 

 Commutativeد تبدیلي ګروپ  comgroupTسره ښودل کېږي. فرضوو ، چي  0عوض کي په 

Group  تیوري د ګروپ د تیوريgroupT  څخه د نوموړي اکسیومي د اضافه کیدو په نتیجه کي

او اختصاصي ثابت د  څخه په  په نوموړي تیوري کي د عملیې نوم د  لاسته راغلي وي.

e  اړوو. اوس نو ویلای سو، چي  0څخه پهring ⊆TcomgroupT  دي . پدی معنی چي د تبدیلي

زموږ د اړوونو په نتیجه کي!، سب سیټ دي. راسي د نوموړو ګروپو تیوري د رینګ د تیوري ، 

,0,تیوریو ژبو ته یو نظر واچوو. د تبدیلي ګروپ ژبه  =comgroupL  او د رینګ د تیوري

,0,1,ژبه  , ,   =ringL .لیدل کېږي چي د تبدیلي ګروپ د تیوري  ژبه د رینګ د تیوري  ده

 :د ژبي سب سیټ دي. که 

   M= M, ,0,1, , ,     

,د تیوري مودل دي. نو د  ringTپدي معنی چي د رینګ وي ،    دعملیو د نومونو او د

 د د تعبیر څخه د صرفنظر کولو په نتیجه کي  1اختصاصي ثابت 

   M, ,0,   

 ■ مودل دي.  comgroupTمودل لاسته راځي . نوموړی مودل د تبدیلي ګروپ د تیوري 
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په الجبر کي د " فیلډ انتګرال دومین دي" ادعا معروفه ده. د نوموړی  6.14.بېلګه   

کوانتیفیکاتور باندي خوله پټه سوی ده. اصلآ باید ووایو چي " هر پرعمومي ادعا په ارائه کی 

 پر څهتحلیل کو او ویې څېړو چي څه وایې او  فیلډ د انتیګرال دومین دي" . راسي دغه ادعا

 باوري کو؟ځان باید شي باندی 

د فیلډ د تیوري مودل دي. انتګرال دومین د انتګرال دومین د تیوري مودل دي. فیلډ   

 IntDomT په هر مودل کي د انتګرال دومین د تیوري  fieldTدعا وایې، چي د فیلډ د تیوري زموږ ا

د بېلګي ته مراجعه وکی،   1.14.اړېکي څخه ،  (1.14)غیر له ټوله اکسیومې صدق کوي. 

ځکه نو . اکسیومه ده fieldTهره اکسیومه د فیلډ د تیوري  IntDomTانتګرال دومین د تیوري  

 اړېکي  تصدیق ثبوت کو. پدي معنی ، باید ثابته کو، چي: (1.14)کفایت کوي چي په فیلډ کي د 

 اکسیومه صدق کوي (1.14)په هر فیلډ کي د     

لفظآ، باید هر فیلډ راواخلو او ویې ګورو چي نوموړي اکسیومه صدق کوي او که نه. خو د ټولو 

ډونه را معلوم دی؟ یو د منفي پیژندګلویو څخه دغه واقعیت په هکله معلومات نلرو. ټوله فیل فیلډو

فیلډ دي. پدي  pℑدپاره   p>1دي چي لایتناهي فیلډونه وجود لري، ځکه چي د هر اولیه عدد 

اړېکي د تصدیق په هکله ځان باوري کول "لایتناهي"  (1.14)معنی دلته په هر فیلډ کي د 

م هر فیلډ جلا جلا ندی آزمویلئ .هلته مو کړنلاره مو هڅرګنده ده چي په الجبر کي  پروسه ده. 

فارمول ثابت کي، او بیا د ثبوت او   (1.14)کي مو د  fieldTداسي وه، چي د فیلډ په تیوري 

 4.4صدق کولو ترمنځ د اړیکي څخه استفاده وکړه. دبیان د الجبر د درستوالي په هکله قضیه ، 

د  Δپه سیټ کي د ثبوت وړ وي ، نو د  Δهغه قضیه وایې که کم بیان د قضیه، درپیاد کي.  

 په سیټ کي صدق کوي، یعنی رشتیا دي.  Δسیټ د بیانو تر فرضیو لاندي نوموړی بیان د 

 په ورته ډول د پریدیکات په الجبر کي هم مخته ځو. 

  1.14.تمرین   

 Mد  Rد تامو عددو سیټ ،  Mتعبیر راکړه سوی دي. پدي تعبیر کي  M,R,f=Mد  1.

دوه ئېزې عملیې  پر سیټ باندي د M د f" نوم دي،  =پریدیکات " پر سیټ باندي د دوه ئېزه 

 " نوم دي. لاندنی فارمول کم واقعیت ارائه کوي؟ ∙" 

   [(∃u)(R(f(x,u),y)]∧[(∃v)(R(f(x,v),z)] 
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د  2.
1 2

M,R,f ,f ,a=M  په تعبیر کي دM ، سیټ د غیر منفي تامو عددو سیټ ديR   د

M  " 1" نوم دي، =پر سیټ باندي د دوه ئېزه پریدیکاتf  دM  پر سیټ باندي د دوه ئېزې

پر سیټ  Mد  a" نوم او  ∙پر سیټ باندي د دوه ئېزې عملیې "  Mد  2f،  " نوم +عملیې " 

 کم واقعیت ارائه کوي؟ ونه" نوم دي. لاندنی فارمول 0"  باندي د خصوصي ثابت

(i) [(∃z)(¬R(z,a)∧R(f1(x,z),y))] 

(ii) (∃y)(R(x, f2(y,y)) 

 

سوال په شرطو کي یوازي  تېرلاندنی فارمول کم واقعیت ارائه کوي، پداسي حال کي چي د  3.

 سیټ د مثبتو تامو عددو سیټ دي.پدي معنی چي صفر حذفوو.  Mد 

(iii)   (∃z)(R(f2(x,z),y)) 

د  4.
1

M, R, f , a=M  په تعبیر کي دM ، سیټ د مثبتو تامو عددو سیټ ديR   دM  پر

پر سیټ باندي د دوه ئېزې عملیې         Mد  1f" نوم دي، =سیټ باندي د دوه ئېزه پریدیکات " 

" نوم دي. لاندنی فارمول کم واقعیت  1"  ثابتي د خصوصي په سیټ ک Mد  a" نوم او  ∙" 

 ارائه کوي؟

  (∀x3)(∃x4)(R(f1(x4,x3),x1) ∧ (∃x4)(R(f1(x4,x3),x2)→ R(x3,a) 

د  5.
1 2 1 2

M,R,f , f ,a ,a=M  په تعبیر کي دM ، سیټ د غیر منفي تامو عددو سیټ دي 

R  دM  " 1" نوم دي، =پر سیټ باندي د دوه ئېزه پریدیکاتf  دM  پر سیټ باندي د دوه ئېزې

پر سیټ  Mد  1a " نوم ، ∙پر سیټ باندي د دوه ئېزې عملیې "  Mد  2f،  " نوم +عملیې " 

دي. لاندنی  نوم"  1په سیټ کي د خصوصي ثابت " Mد  2aاو  "  0"  ثابتباندي د خصوصي 

 فارمولونه کم واقعیت ارائه کوي؟

(i) (∀x)(∃y)(R(x,f1(y,y)) ∨ R(x,f1(f1(y,y),a2)); 

(ii) (∀x) (∀y)(R(f2(x,y),a1)⟶R(x,a1) ∨ R(y,a1); 

(iii) (∃y)R(f1(y,y),a2). 

د تامو عددو سیټ دي، لاندنی فارمولونه کم واقعیت سیټ  Mتمرین په تعبیر کي د  5.د  6.

 ارائه کوي؟
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(i) (∀x) (∀y)R(f1(x,y),f1(y,x)); 

(ii) (∀x) (∀y)( ∀z)R(f1(x, f1(y,z)),, f1(f1(x,y),z)); 

(iii) (∀x) (∀y) (∃z)R(f1(x,z),y). 

باندي پراختیا ورکوو،  yxدوه ئېزي عملیې  3fپر سیټ باندي د  Mتعبیر ته د  تمرین م– 5د  7.

سیټ د تامو مثبتو عددو سیټ دي.  Mپدي معنی چی نوموړي عملیه وراضافه کوو. دلته د 

 د فارمولو د رشتیاوالی قیمت وټاکئ. لاندنی فارمولونه کم واقعیت ارائه کوي؟

   

(i) (∀x) (∀y)R(f3(x,y),f3(y,x)); 

(ii) (∀x) (∀y)( ∀z)R(f3(x, f3(y,z)),, f3(f3(x,y),z)); 

(iii) (∀x) (∀y) (∃z)R(f3(x,z),y). 

M,P,R,fد  8. ,g,a=M  په تعبیر کي دM  ،سیټ د ناطقو عددو د سیټ نماینده ګي کوي

P  اوR  په ترتیب سره دM  نومونه دي.  "=" , ">"پر سیټ باندي د دوه ئېز پریدیکاتوf  دM 

نوم  "x+1"پر سیټ باندي د یوه ئېزي عملیې  Mد  g ، "⋅"پر سیټ باندي د دوه ئېزي عملیې 

د فارمولو د  کم واقعیت ارائه کوي؟لاندنی فارمولونه  نوم دي . "0" د خصوصي ثابت  aاو 

 رشتیاوالی قیمت وټاکئ

(i) (∃x)P(f(x,x),g(g(a))); 

(ii) (∀x) (∀y)R(x,y)⟶ (∃z)(R(x,z)∧R(z,y))); 

(iii) (∀x)(¬P(x,a) ⟶(∃y)P(f(x,y),g(a))). 

,Mد  9. P, R, f=M  په تعبیر کي دM ي عددو د سیټ نماینده ګي سیټ د تامو غیر منف

دوه ئېزي عملیي تابع دي ، یعنی   fپریدیکات دریئېز داسي پریدیکات دي چي د  Pکوي، د 

P(x,y,z)  ،f(x,y)=z  ارائه کويf  د نوم دي "+"د دوه ئېزي عملیې ،R  دوه ئېز پریدیکات

 لاندنی فارمولونه کم واقعیت ارائه کوي؟ د فارمولو د رشتیاوالی قیمت وټاکئ. .ارائه کوي  "≥"

(i) (∀x) (∀y) (∀z)(P(x,y,z) ⟶ P(y,x,z)); 

(ii) (∀x) (∀y)(P(x,x,y) ⟶ R(x,y)); 

(iii) (∀x) (∀y)R(x,y) ⟶P(x,x,y); 
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(iv) (∃x) (∀y)P(x,y,y); 

(v) (∃y) (∀x)R(x,y); 

(vi) (∀x) (∀y)(R(x,y)↔ (∃z)P(x,z,y). 

لاندنې افاده سیټ د طبیعي عددو د سیټ نماینده ګي کوي،  Mهم تمرین په تعبیر کي د -2د  10.

 وڅېړي.و تمرینو په څېر تېرد 

(∀x) (∃y) (∃z)R(x,f1(f2(y,y), f2(z,z))) 

 

 

  ثبوت د پریدیکات په الجبر کي §15.  

 

 د بیان و الجبر ته ورته د ثبوت مفهوم تعریفوو.   

په تیوري کي د ثبوت په نامه یادوو،  Tد  1φ, ... , nφد فارمولو لاړ  1.15.تعریف   

 دپاره د لاندنیو شرطو څخه یو شرط صدق وکي: i=1,...,nکه د لاړ هر غړی ، یعنی د هر 

1(P iφ ؛ه دهد پریدیکات د الجبراکسیوم  

2(P iφ  دT د تیوري اکسیومه ده؛ 

3(P  دk,j<i   اندکسونه داسي وجود لري ، چيkφ  دiφ →jφ  بڼه لري. پدي معنی چي دiφ 

 لو څخه استنباط سوی دي؛فارمول د مخکنیو فارمو

4(P  دj<i   اندکس او دψ, φ داسي وجود لري، چي د  فارمولونهψ فارمول دx   متحول په

د  iφاو د فارمول بڼه ولري  ψ→φ(x,....) د jφ، پداسي ډول چي  ځان کي نلري

ψ→(∀x)φ(x,....) ؛د فارمول بڼه ولري 

5(P  دj<i   اندکس او دψ, φ داسي وجود لري، چي د  فارمولونهψ فارمول دx   متحول په

→          د iφد فارمول بڼه ولري او   ψ → φ(x,....)د  jφځان کي نلري ، پداسي ډول چي 

ψ  (∃x)φ(x,....) د فارمول بڼه ولري. 
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د لوستونکی اعتراض به پر حق وي که ووایې چي د پریدیکات اکسیومی کمي دي.   

اوس به یې دلته راوړم ، خو لمړی باید ووایم چي د پریدیکات په الجبر کي به د اکسیومو دري 

 دلیل یې څرګند دي.ګروپه ولرو، لمړي ګروپ یې د بیان د الجبر اکسیومې دي. 

 اکسیومې دي : یدیکات دالجبرد پرنې اکسیومې لاندمولونه وي ، نو رفا  σ,ψ,φکه 

  φ⟶ φ;  φ⟶(ψ⟶ φ); 

  (φ⟶ ψ)⟶(( ψ⟶ σ) ⟶( φ ⟶ σ)); (φ⟶ ψ)⟶(¬ ψ⟶ ¬φ); 

  (φ⟶ ψ)⟶( (φ⟶ (ψ⟶ σ)) ⟶( φ ⟶ σ)); 

  φ⟶( ψ⟶ (φ∧ ψ)); (φ∧ ψ) ⟶ φ; (φ∧ ψ) ⟶( ψ ∧ φ); 

  (φ ⟶ σ) ⟶ ((ψ⟶ σ) ⟶(( φ∨ ψ) ⟶ σ)); φ⟶( φ∨ ψ); 

  (φ∨ ψ) ⟶( ψ ∨ φ); 

  (φ⟶ ψ)⟶(( ψ⟶ φ) ⟶( φ≡ ψ));  (φ≡ ψ) ⟶( φ ⟶ ψ) 

  (φ≡ ψ) ⟶( ψ ≡ φ);  

  φ∨¬ φ ;   ¬¬φ≡φ ; 

  (φ⟶ ψ)⟶((φ⟶ ¬ψ)⟶¬φ) . 

د بیان دالجبر  D(p,q,r)د اکسیومو پورتنئ ګروپ کیدای سي ، چي داسي هم ارائه کوو: که 

د  D(p/φ,q/ψ,r/σ)فارمولونه وي، نو  σ,ψ,φوي او  (A=p, B=q, C=r)اکسیومه 

پریدیکات د الجبر اکسیومه ده. پدي معنی که د بیان د الجبر په اکسیومه کي د بیانو پر ځای د 

 پریدیکات په ژبه کي فارمولونه راوړو ، نو د پریدیکات د الجبر اکسیومه ځني جوړېږي. 

 د اکسیومو دوهم ګروپ د عمومي کوانتیفیکاتور د حذف او د موجودي کوانتیفیکاتور د  

متحول  xداسي کلمه وي، چي د  tفارمول وي،  φ(x,....)دخول په نتیجه کي لاسته راځی. که 

 په ځان کي ونلري، بیانو لاندنې فارمولونه د پریدیکات د الجبر اکسیومې دي:

    (∀x) φ(x,....) ⟶ φ(t,....), 

   φ(t,....) ⟶(∃x) φ(x,....). 

او دوهمه اکسیومه د موجودي کوانتیفیکاتور  لمړي اکسیومه د عمومي کوانتیفیکاتور د حذف

 ددخول په نامه یادېږي.
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مارګن -د پریدیکات دالجبر داکسیومو دریم ګروپ د کوانتیفیکاتورود نفي دپاره د ډي  

 فارمول وی، نو لاندنې فارمولونه د پریدیکات د الجبر اکسیومې دي: φکه قوانین ارائه کوي. 

  ¬(∀x)φ≡(∃x)¬φ,   ¬(∃x)φ≡(∀x)¬φ. 

شرط موږ ته د پخوا  3Pبیاهم د پریدیکات په الجبر کي د ثبوت و تعریف ته راګرځم، د   

شرطونه  5P او  4Pد څخه رامعرفي سوي د مودوس پوننس د استنباط قانون را په ګوته کوي . 

 متحول په ځان کي ونلري: xفارمول د  پدي شرط ارائه کوی، چي د د استنباط لاندنې قوانین 

  
(x,....)

( x) (x,....)



  
   د∀ دخول   

  
(x,....)

( x) (x,....)

 

  
  د ∃ حذف   

په  Tثبوت وړدي، که د  فارمول د  φپه تیوري کي د  Tوایو چي د 2.15.تعریف   

 وي.  φ=nφثبوت داسي وجود ولري، چي  1φ, ... , nφتیوري کي د 

 

فارمول وي ، نو  φدي. اوس نو که د هغه وروستی غړی د فارمولو لاړموویل چي ثبوت د و

 په ذریعه یې څرګندوو.  T⊢φپه تیوري کي د ثبوت وړدي او  Tفارمول د  φوایو چي د 

 . φ⫤∅فارمول د پریدیکات د الجبر اکسیومه وي ، نو   φکه د  1.15.قضیه   

فارمول د پریدیکات د الجبر اکسیومه وي. څرنګه چي د  φثبوت. فرضوو چي د   

پریدیکات د الجبر اکسیومې مو پر درو ګروپو وویشلي ، نو د هر ګروپ دپاره باید استدلال 

قضیې څخه استنباط کېږي. ځکه چي د بیان د الجبر  1.14وکو. د لمړي ګروپ دپاره استدلال د 

 هره اکسیومه تاوتولوجي ده . 

په ژبه  Lفارمول د  φتیفیکاتور د دخول دپاره به یې ثبوت کو. فرضوو چي د د موجودي کوان

د نوموړي ژبي اختیاري تعبیر  Mوړي ژبه کي کلمه او په نوم t کي راکړه سوی دي ،

فارمول  φ، یعنی د  φ v⊨M(... ,t)د متحولو قیمت اېښودنه ده. فرضوو چي  vدي.فرضوو چي 

د کلمي د تعویض په نتیجه کي صدق  tپه تعبیر او د  Mپه قیمت اېښودنه کي د  vد 

 w(y)=v(y)دپاره  y≠xد متحولو داسي قیمت ایښودنه ده ، چي د هر  wکوي.فرضوو، چي 
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څخه په ټولو نورو متحولو کي د هغوي قیمت اېښودنه  x، پدي معنی چي غیر له  w(x)=v(t)او 

د کلمي د تعویض په نتیجه کي ارائه  tد متحول قیمت اېښودنه د  xسره مساوی ده او یوازي د 

 صدق کوي.ځکه نو: φ)∃(w⊨M(... ,x)سوی ده. بیانو 

    ∅⊨ φ(t, ...)⟶(∃x) φ(x, ...). 

  .q.e.d    پاتي حالتونه و لوستونکو ته د تمرین په څېرپرېږدم.

د بیان و الجبر ته ورته بیاهم د پریدیکات د الجبر د درستوالي او بشپړتوب مسئله   

 رامنځته کېږي. لاندنې دوي قضیې و نوموړي مسئلي ته مثبت جواب ورکوي.

  ) هکله په (Correctness) درستوالي د دالجبر پریدیکات د( 2.15.قضیه   

فارمول  φ)یعني د  T⊢φد نوموړي تیوري په ژبه کي داسي فارمول وي، چي  φتیوري،  Tکه 

په تیوري کي صدق  Tفارمول د  φد )یعنی  T⊨ φپه تیوري کي د ثبوت وړدي(، بیانو  Tد 

 کوي(.

په تیوري کي د ثبوت  Tفارمول د  φد تیوري په ژبه کی د  Tثبوت. فرضوو چی د   

 φ=nφثبوت داسي وجود لري چی  1φ, ..., nφد فارمول  φد په تیوري کي  Tوړدي، یعنی د 

په تیوري کي صدق کوي، نو  Tد فارمولو څخه د  1φ, ..., nφ یو د دي. که ثابته کو چي هر 

  i=1,...,n هردثابته کو، چي  یې قضیه به ثابته کړی وي. د ریاضي داستقراء په طریقه به

 iφڅرنګه چي صدق کوي.  jφ ⊨T دپاره  j<iصدق کوي.فرضوو، چي د هر  iφ ⊨Tدپاره 

 5Pڅخه تر  1P، نو د ثبوت دتعریف پر بنسټ د په تیوري کي د ثبوت د لاړ غړی دي  Tد 

پر شرطو برابر وي ، نو د هغوی دصدق  2Pاو  1Pد  iφپوری یو د شرطوڅخه صدق کوي. که 

څخه به د  5Pاو  3P  ،4Pد قضیې څخه استنباط کېږي.  1.15بېلګي او د  4.14کولو مسئله د 

 ثبوت راوړو.  5Pبېلګي په ډول به د 

متحول په صفت د  xفارمول  ψفارمولونه داسي وجود لري،چي د  ψاو  φاو د   j<iفرضوو 

فارمول  )∃(ψ (x, ...)φx⟶د  iφپه بڼه وي او  φ(x, ...)⟶ψ،د  jφپه ځان کي ونلري ، 

 وڅېړو. ځکه نو فرضوو یې کله چي د صدق کولو په هکله ږغېږو، نو باید د مودل په اوړنددي. 

 فرضوو،چي: د متحولو قیمت ایښودنه ده.  vد تیوري تعبیر او  Tد  Mچي 

   M⊨v (∃x) φ(x, ...). 
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څخه د هر بل  xد متحولو قیمت ایښودنه داسي وجود لري چي غیر له  wپدي معنی چي د 

صدق کوي. د استقراء د فرضیې پر  φ w⊨M(... ,x)دي او  v(y)=w(y)دپاره  yمتحول 

. ψ (x, ...)φ w⊨M⟶پدي معنی چي  دي، jφ w⊨Mحقیقت لري. ددی اسیته  j⊨φTبنسټ 

فارمول  ψصدق کوي. څرنګه چي د  ψw⊨Mد اړېکي د تعریف له مخي  ⫤wداستنباط دپاره د 

د اړېکي د  ⫤vداستنباط دپاره د . صدق کوي ψv⊨Mمتحول په ځان کي نلري، ځکه نو  xد 

 لاسته راځي. ψ (x, ...)φ (∃x)v⊨M⟶تعریف له مخي  

یې ډیر پیچلی دی، ځکه نو صرفنظر ځني معکوسه ادعا هم صدق کوي، خو ثبوت    

کوو. پاملرنه وکي، چي د بیان د الجبر د بشپړتوب د قضیې ثبوت څونه پیچلی ؤ. دپریدیکات په 

 الجبر کی کوانتیفیکاتورونه اضافه سوی دي. 

 قضیه( Gödel) د پریدیکات د الجبر د بشپړتوب په هکله د ګدل  3.15.قضیه   

 دي.  T⊢φوي ، نو  T⊨φد نوموړي تیوري په ژبه کي فارمول او  φتیوري،  Tکه 

په تیوري  Tکي صدق وکي ، نو بیا هغه د  Tد تیوري په ژبه کي فارمول په  Tقضیه وایې که د 

 کي د ثبوت وړدي، یعنی د هغه دپاره ثبوت وجود لري. 

ان په الجبر کي مو د استنباط قوانین را ـام پاراګراف کي چي دبی5همدا ډول لکه په   

 په تیوري کي د استنباط د قوانینو یادونه کوو.  Tشامل کړل، دلته د 

شرطونه اصلآ په خپل ذات کي د مودوس پوننس قانون، د  3P-5Pد ثبوت د تعریف   

بیان د  که دعمومي کوانتیفیکاتور د شمولیت اود موجودي کوانتیفیکاتور د حذف قوانین دي. 

په اختیاري سیټ کي صدق کوي( د بیان پر ځای د  Δالجبر د استنباط په قوانینوکي ) هغوی د 

بیان تابع راوړو، نو هغوی په تیوري کي د استنباط په قوانینو اوړي) چي بیا هم په اختیاري 

په عوض کي د  C,B,Aبېلګه کي د  2.5.تیوري کي صدق کوي( . د بېلګي په ډول که په 

σ,ψ,φ :فارمولونه راوړو ، نو لاندنې د استنباط قوانین به لاسته راسي 

 
, 


  د استنباط انتقالي قانون 

( )

( )

 

 
  د استنباط د ترتیب قانون 




   غیر مستقیم ثبوت  




  ثبوت د نقض په طریقه 
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


  د منطقي ضرب د ځان ځاني قانون 




   د منطقي ضرب تبدیلي قانون

, 


   د منطقي ضرب د دخول قانون




  د منطقي ضرب د حذف قانون

 


  د منطقي جمع د ځان ځاني قانون 




   د منطقي جمع تبدیلي قانون




   د منطقي جمع د دخول قانون

, 


  د منطقي جمع حذف 

 

  
    د معادلیت تبدیلي قانون

, 


  د معادلیت دخول 

 


   د معادلیت حذف

, 


  د تحلیل او تجزیې قانون




    د نفي د دخول قانون




  د نفي دحذف قانون

وړلای استنباط لاندنې قوانین لاسته راد باندي د عملي کېدو په نتیجه کي بېلګي  3.8. همدا ډول پر

 سو:

  
,

( ) ( )

 

  
  

,

( ) ( )

 

  
 

  
( )

( )

 

 
  

( )

( )

 

 
 

د تیوري د قضیې په نامه یادوو ،  Tفارمول د   φپه تیوري کي د  Tد  3.15.تعریف  

 وي.  T⊢φکه 

د تیوري د  T په تیوري کی دثبوت وړوي ، د  Tد تیوري هر فارمول چي د  Tپدي معنی د 

 په تیوري کي د ریاضي ثبوت تعریفوو. Tقضیې په نامه یادیږي. همدا ډول د 
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په تیوري کي  Tد د فارمولو لاړ  1φ, ... ,nφپه تیوري کي د  Tد  4.15.تعریف   

دپاره د لاندنیو  i=1, ... ,nپه نامه یادیږي که دهر  mathematical proofدریاضي ثبوت 

 شرطو څخه یو شرط صدق وکي:

  1MP  )iφ ریدیکات د الجبر اکسیومه ده،د پ 

  2MP  )iφ  دT ،په تیوري کي قضیه ده 

  3MP  د )<ik, ... ,j1j : عددونه داسي وجود لري ، چي 

   1 kj j

i

,..., 


 

 په تیوري کی د استنباط قانون وي.  Tد 

 قضیې ورته قضیه صدق کوي. 2.5د پریدیکات په الجبر کي هم و 

د فارمولو لاړ د ریاضي ثبوت وي،  1φ, ... ,nφپه تیوري کي د  Tکه د  4.15.قضیه   

 دي.  n⊢φTنو 

حتمي  استنباط قانوند لوستونکي پاملرنه و دي حقیقت ته رااړوم، چي د پریدیکات د الجبر هر د 

نده چي د بیان د الجبر څخه لاسته راسي، دا ځکه چي د بیان په الجبر کي کوانتیفیکاتورونه 

وجود نلري. پدي معنی هغه د استنباط قوانین چي د کوانتیفیکاتورو په اړوند ارائه کېږي، یوازي 

 د پردیکات په الجبر پوري اړه لري.

متحول په ځان  xداسي کلمه ده چي د  tفارمول او  φ(x,....)فرضوو چي  1.15.بېلګه   

 کي ونلري. بیانو لاندنې افادي د استنباط قوانین دي:

( x) (x,....)

(t,....)

 


   د ∀ حذف 

(t,....)

( x) (x,....)



 
   د ∃  دخول 

( x) (x,....)

( y) (y,....)

 

 
  د متحولو تعویض  

(x,....)

( x) (x,....)



 
  د عمومیت قانون

داستنباط لمړي دوه قوانین د پریدیکات دالجبر ددوهم ګروپ اکسیومو څخه استنباط کیدای سي. 

تیوري او  Tددوهمي کرښي پر لمړی قانون به خپل ځان باوري کو. فرضوو چی 

T⊢(∀x)φ(x,....)  صدق کوي. فرضوو چيσ  دT  اختیاري تړلي فارمول دی کي په تیوري
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فارمول د پریدیکات دالجبر  σ=(ψ⟶ ψ)بیانو د په ځان کي نلري.  ونهمتحول  yاو  x ، چي د 

 په تیوري کي د ریاضي ثبوت دي: Tاکسیومه ده. لاندنئ لاړ د 

(∀x)φ(x, ...) فرضیه ; (∀x)φ(x, ...)⟶φ(y, ...) د پریدیکات د الجبر اکسیومه ; 

φ(y, ...) ⟶( ψ⟶ φ(y, ...)); φ(y, ...); ψ⟶ φ(y, ...); 

 ψ⟶ (∀y)φ(y, ...);  ψ; (∀y)φ(y, ...). 

څرګنده ده چي د لاړ تر دوهم غړی وروسته د استدلال ځایونه لوستونکی ته خالي پري ایښې 

 دي.

پاس ترسیم سوی فارمول دي. بیانو بیاهم  ψاو   T⊢φ(x,....)همدا ډول فرضوو،چي 

 ت دي:یاضي ثبور په تیوري کي د T لاندنئ لاړ د

φ(x,....), φ(x, ...) ⟶( ψ⟶ φ(x, ...)),  ψ⟶ φ(x, ...), 

 ψ⟶ (∀x)φ(x, ...),  ψ,  (∀x)φ(x, ...). 

د استنباط د قانون د وروستي فارمول ثبوت د معادل والي لاندنې ډیره مهمه نتیجه را په ګوته 

 کوي:

فارمول یوازي او یوازي هغه وخت د ثبوت وړدی  φپه تیوري کي د  Tد  1.15.نتیجه   

 وي.  T⊢(∀...)φ، چي  T⊢φ، یعنی 

 

 د ثبوت طریقې §16.  

   

 داستنباط قضیه د بیان د الجبر په ډول دلته هم صدق کوي. 

د نوموړي تیوري  ψاو  φتیوري،  T)د استنباط په هکله(. فرضوو چی  1.16.قضیه 

 دي.  T⊢ ψ⟶ φوي ، نو  T,ψ⊢φپه ژبه کي تړلې فارمولونه دي. که 

د فارمول ثبوت دي پداسي حال  φد  ψ} {∪Tپه  1φ, ..., nφفرضوو، چي ثبوت. 

 ⊣iφ ψ⟶ Tدپاره به  i=1,...,nدي. د ریاضي د استقراء په طریقه د هر  φ=nφکي چي 

⊣T صدق کوي ، باید ثابت کو،چي         ⊣jφ ψ⟶ Tدپاره   j<iفرضوو، چي د ثابت کو. 

iφ ψ⟶  دي. څرنګه چيiφ  پهψ} {∪T  1کي د ثبوت د لاړ غړی دي، نو دP-5P  یو شرط

پاته کېږي یوازي قضیه کي استدلال کوو.  1.6پوري په عین ډول لکه په  1P-3Pصدق کوي. د 

 د عمومي او موجودی کوانتیفیکاتورو شرطونه . 
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فارمولونه داسي  ρ,σاو د   j<iپدي معنی چي شرط صدق کوي،  4Pفرضوو چي د 

 iφدي او د  σ⟶ρفارمول  jφمتحول په ځان کي نلري ، د  xفارمول د   σوجود لري، چي د 

 دي. د استقراء د فرضیې پر بنسټ : σ⟶(∀x)ρفارمول 

   T⊢ ψ⟶( σ⟶ρ) 

 په تیوري کي د ریاضي ثبوت دي: Tبیانو لاندنئ لاړ د صدق کوي. 

 

 ψ⟶( σ⟶ρ), ρ ⟶( ψ ⟶ σ), (∀x) ρ ⟶( ψ ⟶ σ), ψ⟶((∀x) ρ⟶ σ)) 

 دي.  iφ ψ⟶ ⊢Tپدي معنی چي 

  σفارمولونه داسي وجود لري، چي د  ρ,σاو د  >ijشرط صدق وکي، نو  5Pکه د   

 ρ⟶σ(x∃)فارمول  iφدي او د  ⟶ σ ρفارمول  jφمتحول په ځان کي نلري ، د  xفارمول د 

 دي. د استقراء د فرضیې پر بنسټ :

    T⊢ ψ⟶ φj  

 په تیوري کي د ریاضي ثبوت دي: Tبیانو بیا هم لاندنئ لاړ د 

 ψ⟶(ρ⟶σ), ρ⟶( ψ⟶σ), (∃x)ρ ⟶( ψ⟶σ), ψ⟶((∃x)ρ⟶σ). 

q.e.d 

 قضیې ورته قضیه د پریدیکات په الجبر کی هم صدق کوي. 2.6.د   

د  ψاو  φ، تیوري Tفرضوو چي  (Reductio ad absurdum) 2.16.قضیه   

 نوموړي تیوري په ژبه کي تړلې فارمولونه دي.

 دي.  T⊢φوي ، نو  T, ¬φ⊢¬ ψاو  T, ¬φ⊢ ψکه الف(  

 دي. T⊢¬φوي ، نو  T, φ⊢¬ ψاو  T, φ⊢ ψب( که 

په عین ډول د استنباط ډوله فارمولو دپاره په مختلفو ترکیبو کي ادعاوې فورمولبندی کولای 

 سو. 

ري ضرود هغو ادعاؤ د ثبوت دپاره چي کولنتیفیکاتورونه په ځان کي ولري ، نوري طریقي 

 ي مهمې طریقي راوړو. دي.موږ به دلته د هغو څخه دو

د ریاضي تیوري ده،  T)د مرستندوی ثابت طریقه(. فرضوو، چي  3.16.قضیه   

φ(x,...)  ،ψ(x,...)  د نوموړي تیوري په ژبه کي فارمولونه دي، فرضوو، چیc  داسي

 د تیوري په هیڅ اکسیومه کي نه څرګندیږي. که : Tخصوصي ثابت دي چي د 
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   T,φ(c,....) ⊢ ψ(c,...), 

 دي.  T⊢(∀x)(φ(x,...) ⟶ψ(x,...))وي، نو 

پدي معنی لکه د ددي پاراګراف په صدق کوي.  T,φ(c,....) ⊢ ψ(c,...)فرضوو، چي ثبوت. 

 T∪{ φ(c,....)}د فارمول په شمول، یا په   φ(c,....)په تیوري کي د  Tنورو څېړنو کي د 

د فارمول ثبوت وجود لري. بیانو    ψ(c,...)د تیوري د اکسیومو په شمول د  Tپه سیټ کي د 

صدق کوي. پدي   T⊢(φ(c,...) ⟶ψ(c,...))قضیه( پر بنسټ  1.16د استنباط د قضیې ) 

 په تیوري کي د Tمعنی چي د 

 φ1(c,....), ..., φn(c,...)  (1.16) 

 :ثبوت داسي وجود لري، چي   

   φn(c,....)= (φ(c,...) ⟶ψ(c,...))24 

متحول دي، چي د ثبوت د لاړ د غړو په هیڅ فارمول کي نه داسي  zفرضوو، چی 

د متحول څخه خلاص دي.ادعا  zڅرګندېږي.پدي معنی چی د ثبوت د لاړ ټول فارمولونه د 

 کوم، چي د:

   φ1(z,...), ..., φn(z, ...)  (2.16) 

په  Tدلاړ هر فارمول د  (1.16)په تیوري کي ثبوت دي.د ادعا د ثبوت دپاره باید د  Tلاړ د 

 د شرطو څخه یو شرط پر ځای کي.  1P-5P تیوري کي د ثبوت د تعریف د 

هم د پریدیکات د الجبر  iφ(...,z)د پریدیکات د الجبر اکسیومه وي ، بیانو  iφ(...,c)که 

خصوصي ثابت د  cد تیوري اکسیوموه وي ، نو څرنګه چی د  Tد  iφ(...,c)اکسیومه ده. که 

T  د تیوري په اکسیومو کي ګډون نلري)د فرضیې له مخي(  ، نو(z,...)iφ (c,...)=iφ .که دي

 شرطونه پرځای کوي.  3Pلاړ هم د  (2.16)شرط صدق وکي ، نو د  3Pکي د  (1.16)په 

 4Pد  iφ (...,c)ثبوت راوړو، پدي معنی که  4P. دلته به د  5Pاو  4Pاوس نو پاته سوه   

فارمولونه داسي وجود لري  ψاو  φاو د  j<i و شرط ته د 4Pنظر د  پر شرط برابر وي، بیانو

دي  φ→ψ(...,x)د فارمول  jφ(...,x)متحول په ځان کي نلري او د  xفارمول د  ψ، چي د 

                                           
خصوصي ثابت امکان لري  cګورئ، کار اخلو ، پدي معنی چي د و §11پاملرنه وکي چي دلته د خیالي متحول د قرارداد څخه ،  24

 چي په نوموړو فارمولو کي عملآ هیڅ ګډون ونلري.
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په ثبوت کي  (1.16)متحول د  zدي.څرنګه چی د  ψ→(∀x)φ(...,x)فارمول  iφ(...,x)او د 

شرط صدق کوي. پدي معنی چي زموږ ادعا د  4Pد متحول په هکله د  zد ګډون نلري، نو 

(z,...)iφ  صدق کوي. کي  (2.16)په  په هکله 

  q.e.d     په هکله استدلال کولای سو. 5Pهمدا ډول د 

ریاضي پوهان  د قضیو په ثبوت کي اکثرآ د مرستندوی ثابت د طریقي څخه کار اخلي.   

استنباط ثابت کو ، نو خپل ثبوت د " فرضوو  (v(x,...)→w(x,...)) (x∀)که غواړو چي د 

صدق کوي" په جمله پېل کوو. پدي  v(x,...)داسي اختیاري خو ثابت متحول دي ، چي  xچي 

فرضیه ور اضافه کړه. په بل عبارت د  v(x,...) معنی چي د ریاضي پر فرضیو مو یوه بله د

راکړه سوي ریاضي د تیوري پر اکسیومو باندي یوه بله اکسیومه وراضافه کړه. هغه هم پداسي 

د  xهغه حقیقت ارائه کوي ، چي د متحول مو را منحصر کي. د "اختیاري" کلمه  xډول چي د 

ه نه لرو. "خو ثابت" کلمه شرط څخه د بل شرط د تحقق غوښتن v(x,...) متحول څخه غیر له د

متحول ته  xنوموړي  وي ، چي د ثبوت په جریان کي زموږ پاملرنه دي واقعیت ته را څرمه ک

چي موږ "اختیاري" وټاکي ، باید زموږ سره د ثبوت تر  xتغیر نسو ورکولای. پدي معنی هغه 

لاي.پدي ایښودوسنوانتیفیکاتورک عمومي پایه ملګرتیا وکي، او د ثبوت په جریان کي هغه ته

خو دغه خصوصي ثابت باید وموړي متحول د خصوصي ثابت په څېرعمل کوي. حالت کی ن

 راڅرګند نسي!! کيپه اکسیوموتیوري  د Tد په هیڅ صورت 

 : غواړي چيلیدلای سو. هلته ضي په انالایز کي ریاقضیې مشخصه بېلګه د  3.16د   

    (∀ε)(ε>0 → ....)  

او د استدلا په اختیاري مثبت عدد دي" پېل کوي.  εثبوت کئ. خپل ثبوت تل د " فرضوو چي 

 ...لټوی δیا  0nپه اړوند  εجریان کي د 

د مرستندوی ثابت د قضیې څخه په مستقیم ډول بله نتیجه استنباط کېږي چي هغه هم په   

اکثرآ کار ورڅخه اخیستل کېږي. ددي طریقي څخه هغه و خت کار اخلو ، چي کي ریاضي 

داسي  xصدق کوي. پدي حالت کي وایو " فرضوو  v(x,...)وجود لري چي  xپوهېږو داسي 

د لاندنې قضیې پر بنسټ صدق کوي". پدي معنی چي دغه ډول استدلال هم  v(x,...)دي، چي 

 خپل حقانیت تائیدولای سي. 
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 )پداسي ډول وجود لری( 4.16.قضیه   

د نوموړي تیوري په ژبه کي  φ(x,...)  ،ψد ریاضي تیوري ده،  Tفرضوو، چي   

داسي خصوصي  cمتحول په ځان کي نلري.  فرضوو، چی  xفارمول د  ψفارمولونه دي،د 

 د تیوري په هیڅ اکسیومه کي نه څرګندیږي. که : Tثابت دي چي د 

   T,φ(c,....) ⊢ ψ, 

 نو:

   T⊢(∃x)φ(x, ...) ⟶ ψ. 

صدق کوي، ځکه  T⊢(∀x)(φ(x) ⟶ψ)پر بنسټ  3.16ي قضیې یعنی تېرد ثبوت.   

متحول په ځان کي  xفارمول د  ψصدق کوي.څرنګه چي د  T⊢(∀x)(¬φ(x) ∨ψ) نو:

 T⊢(∃x)(φ(x) ⟶ψ)د لیکلای سو. وروستې افاده  T⊢((∀x)(¬φ(x)) ∨ψنلري، نو   

 سره معادله ده. 

  q.e.d. 

استنباط ډیر قوانین په مشخصه تیوري پوري تړلې دي. د بېلګي په ډول لاندنې بېلګي د   

 ته پاملرنه وکي.

کلمې راکړه سوي دي.بیا  t2,t3,t4t,1د  ringLفرضوو چي د رینګ په ژبه  1.16.بېلګه   

 :نو لاندنې افادي د رینګ په تیوري کي داستنباط قوانین دي

1 2 3 4

1 3 3 4

t t t t

t t t t

 

  
  1 2 3 4

1 3 3 4

t t t t

t t t t

 

  
 

باور لرم چي لوستونکئ د پورتنیو استنباط د قوانینو سره آشنا دي . په لنډ ډول یې داسي 

تونه طرف په طرف یو دبل سره جمع یا ضربولای سو. پورتنې د اافاده کوو چی دوه مساو

کي صدق کوي. پر نوموړو د استنباط پر قوانینو  IntDomTاو  ringT  ،fieldTاستنباط قوانین د 

 خپل ځان داسي باوري کولای سو.

فرضوو، چی 
1 2

t t⊢ringT  او
3 4

t t⊢ringT  د حذف د  ∀دي. بیانو څلور ځلې د

 د څلرمي اکسیومي د په کار اچولو په نتیجه کي : ringTاکسیومي او د رینګ د تیوري 

 Tring⊢
1 3 3 4

t t t t    
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 لاسته راځي. په ورته ډول د ضرب دپاره د استنباط قانون هم ثابتولایسو.

 

 مساوات ، تعریف، عدم تناقض او مودل §17.  

 

بېلګه ددی پاراګراف د څېړنې سر ایږدي. هڅه به وکو چی په ریاضي  1.16 پاراګراف تېرد 

پدي معنی چي کی ډیرو معمولی کړنلارو او مفهومو ته د هغه علمي چپنه ور پر اوږو کو. 

 وڅېړو.  لنډ دلته به یې ؟مساوات اویا تعریف څه شي دي

لمړې دري  ringTاو  groupTمتوجه سوي وي ، چی د  کئ به هرومروځیرک لوستون

 ringTاو  groupTاکسیومي یو دبل سره تطابق لري. د څلرمي څخه تر شپږمي اکسیومو پوري د 

. دبلي خوا که د سیټ د تیوري او د حقیقي عددو د یوریو کي یودبل سره ورته والی ستهپه ت

هغوی هم سره ورته دي. آیا تصادف دي او که کمه قانونمندی تیوري اکسیومو ته پاملرنه وکي 

وجود لري؟ تصادف ندي، په ریاضي کي یو د اساسي پریدیکاتو څخه د مساوات پردیکات دي 

چي باید یو لړشرطونه پر ځای کي. هغه شرطونه عبارت د انعکاسي ، تناظری او انتقالي 

علاوه پر هغه د دي، چي دنوموړو تیوریو لمړي دري اکسیومې ارائه کوي.  خاصیتو څخه

ه عملیو او پریدیکاتو کي د مساوي کلمود تعویض   دي معنی چي پ.پمعاوضي اجازه باید ولرو

په نتیجه کي باید عیني نتیجې لاسته راسي. ځکه نو ریاضی پوهان د پریدیکات الجبر د مساوات 

 . حتي د نوموړي تیوري اکسیومي په بدیهي بڼه منيسره څېړي. 

 :دفرضوو، چي 

 L=  ,P,...,a,...,f,...   

 Equalityپه ژبه کي د پردیکات الجبر د مساوات  Lپریدیکات احتوا کوي. د  ژبه د مساوات 

 سره د پریدیکات د الجبر پر اکسیومو بر سیره لاندنې اکسیومي احتوا کوي:

1(Eq x x  ،x y y x    ،x y (y z x z)     . 

2(Eq  کهP  دL  یعنی( په ژبه کيL∈P  )k– : ئېز پریدیکات وي، نو لاندني فارمول 

  (x1=y1 ∧ ... ∧xk=yk)⟶(P(x1, ... , xk)⟶P(y1, ... ,yk)), 

 اکسیومه ده. 
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3(Eq  کهf  دL  په ژبه کي)L∈(f  دk– :ئېزي عملیې نوم وي، نو لاندنی فارمول 

  (x1=y1 ∧ ... ∧xk=yk) ⟶ f(x1, ... , xk) f(y1, ... ,yk) 

 اکسیومه ده. 

اوس به نو راسو د تعریف و مسئلي ته. تعریف څه شی دي؟ په ریاضي کي ډیر شیان   

دی چي تعریفیږي ، دلته قصدآ د "شې" یا "شیان" کلمه راوړم . تعریف په لمړي قدم کي لنډیز 

 داو د عملیې تعریف یو له بل څخه بېل کو. یا مشخص شي یا لنډونه ده. اوس نو باید د مفهوم 

 ز کي ددی پر ځای :ریاضي په انالای

  (∀ε>0)(∃δ)(∀x)( x a f (x) f (a)      ) 

په نقطه کي متمادي ده.دغه د متمادیت تعریف دي. د منطق له نقطهٔ نظره  aتابع د  fوایو، چي د 

د حقیقي عددو او تابع ګانو و ژبي ته نوی وړونکی یا پریدیکات " تابع په نقطه څه پیښه سوه؟ 

 وراضافه کي. په تیوري کي مو لاندنې نوي اکسیومه وراضافه کړه:کي متمادي ده" 

)f ≡(∀ε>0)(∃δ)(∀x)  دa په نقطه کي متمادي ده x a f (x) f (a)      ). 

کړنلاري ته به عمومیت ورکړو او په ریاضي کي د مفهوم د تعریف، تعریف  وړينوم  

 به فارمولبندي کو:

ئېز  k–داسي  Rپه ژبه کي راکړه سوي وي او   Lتیوري د  Tکه د  1.17.تعریف   

 L∉R  ،)k, ... , x1(xφ، یعني  پوري اړه ونلري Lد تیوري په ژبه  Tپریدیکات وي، چي د 

په تیوري  Tدنوی مفهوم تعریف  دي که د  k, ... , x1R(x(په ژبه کي فارمول وي، بیانو  Lد 

 کي د 

   R(x1, ... , xk)≡ φ(x1, ... , xk) 

 اکسیومه وراضافه کو. 

پریدیکات الجبر د اوس به نو راسو د عملیې تعریف ته. د عملیي د تعریف دپاره د   

 مساوات سره ضرورت لرو. 

د مساوات سره د پریدیکات په الجبر کي تیوري ده.  Tفرضوو، چی  2.17.تعریف  

)k, ... ,x1(y,xφ  دT   داسي فارمول دي، چي د کي په تیوريT : په تیوري کي 

 (∀x1)...(∀xk)(∃y) φ(x1, ... , xk,y),  (1.17) 
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 (∀x1)...(∀xk)(∀y)(∀z)(( φ(x1, ... , xk,y)∧ φ(x1, ... , xk,z))⟶yz      (2.17) 

 په تیوري کي د : Tد ثبوت وړدي، بیانو که د 

   g(x1, ... , xk) y≡ φ(x1, ... , xk,y) 

 ئېزه عملیه مو تعریف کړیده. g  ،–k اکسیومه وراضافه کو، نو د 

فارمولونه په لاندی ډول په یوه فارمول کي  (2.17) او  (1.17)تعریف کي د  2.17په   

 خلاصه کیدای سي:

   (∀x1)...(∀xk)(∃!y) φ(x1, ... , xk,y) 

د یو عنصر وجوفقط سمبول د یکړ عنصر د موجودیت مفهوم ارائه کوي. یعنی " (!∃)د   

 لري" ویل کېږي. 

 contradictoryکه په تیوري کي تناقض ثابت کړای سو، نو هغه تیوري د متناقضي   

 تیوري په نامه یادیږي. 

په تیوري کي  Tد  φپه ژبه کي راکړه سوي وي او  Lتیوري د  Tکه د  3.17.تعریف   

صدق وکي ، نو نوموړي  T⊢¬ φاو په عین حال کي  T⊢ φداسي تړلی فارمول وي ، چي 

 تیوري د متناقضي تیوري په نامه یادوو.

په لنډ ډول ویلای سو که په تیوري کي داسی تړلي فارمول وجود ولري چي په هغه کي هغه 

نوموړی تیوري متناقضه ده. نو وایو چي  د هغه فارمول نفي ثابت کړای سو، فارمول پخپله او

هغه تیوري چي متناقضه نه وي، نو هغه د غیر متناقضي تیوري په نامه یادوو. د تناقض په 

تیوري  T∪{¬φ}طریقه ثبوت در پیاد کي . هغه ثبوت داسي هم فارمولبندي کولای سو. که د 

 .  T⊢ φمتناقضه وي ، نو 

ر پر سب سیټ باندی هم تآثیه اساني سره لیدلای سو چي د عدم تناقض اړېکه د تیوري پ  

تیوري هم غیر  1Tمتناقضه وي ، نو د تیوري غیر 2Tوي او د  2T⊆1T.پدي معنی که ښندي 

 متناقضه ده. 

 φمتناقضه ده ، چي د وازي او یوازي هغه وخت غیرتیوري ی Tد  1.17.قضیه   

 .  T⊬φفارمول داسي وجود ولري ، چي 
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د تیوري په ژبه کي اختیاري تړلی فارمول دي.څرنګه چي  Tد  φفرضوو چي . ثبوت  

یا  φپه نوموړي تیوري کي تړلي فارمول دي، نو لږترلږه  φمتناقضه ده او تیوري غیر Tد 

¬φ  دT  .په تیوري کي د ثبوت وړ ندي 

  ψپه تیوري کي داسي تړلي فارمول د  Tمتناقضه وي، نو د  تیوري Tبرعکس که د    

او  T⊢ψد ثبوت وړدي یعنی  ψ¬او د هغه نفي  ψپه تیوري کي  Tوجود لري، چي د 

T⊢¬ψ  صدق کوي. فرضوو چیφ  دT  د تیوري اختیاري فارمول دي، بیانوT⊢¬φ→ψ 

د  څخهصدق کوي. د پریدیکاتد الجبر د لمړي ګروپ د وروستی اکسیومي  T⊢¬φ→¬ψاو 

 په کاراچولو په نتیجه کي :

  (¬φ→ ψ)→(( ¬φ→¬ ψ)→¬¬φ) 

T⊢φ  .پدي معنی چی د لاسته راځيT  په تیوري کي هر فارمول د ثبوت وړ دي. دغه حالت

 زموږ د فرضیې پر خلاف دي. 

 لاندنې نتیجه لاسته راځي.د بشپړتوب د قضیې څخه په اساني سره   

متناقضه ده ، چي د نوموړي وازي او یوازي هغه وخت غیرتیوري ی Tد  2.17.قضیه   

 تیوري مودل وجود ولري. 

په ړي تیوري ونومد  φ ده، فرضوو چي متناقضهغیرتیوري  Tفرضوو چي د ثبوت.   

صدق کوي. بیانو د بشپړتوب   T⊬φاختیاري تړلی فارمول دي. بیانو د بېلګي په ډول کي ژبه 

پدي معنی  M ⊭φداسي وجودلري، چي   Mد تیوري مودل  Tپر بنسټ د  3.15.د قضیې 

 چي د نوموړي تیوری مودل وجود لري. 

په تیوري کي  Tوجودلري. که فرضآ د  Mد تیوري مودل  Tفرضوو چي د برعکس   

صدق کوي.بیانو د درستوالي د قضیې پر  T⊢¬φاو  T⊢φ داسی فارمول وجود ولري،چي 

د تعریف  ⫤لاسته راځي. خو دغه حالت د صدق کولو اړېکي  M⊨¬φاو  M⊨φاساس  

  .q.e.d        سره مغایرت لري. 

 φتیوري او  T. فرضوو، چی (localization) د ځای ټاکنې په هکله  3.17.قضیه   

په تیوري کي د ثبوت وړ یعني   Tفارمول د  φد نوموړي تیوري په ژبه کي فارمول دي. که د 

φ⊢T  وي، نو دT⊆0T  متناهي سب سیټ داسي وجود لري ، چيφ⊢0T  . 
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د قضیې ثبوت د بیان په الجبر کي د قضیې و ثبوت ته ورته دي. پدي معنی که  ثبوت.  

φ⊢T  وي، نو دT  په تیوري کي دφ  1د فارمول ثبوتφ, ... ,nφ  داسي وجود لري ، چي

φ=nφ : سره دي. فرضوو چي 

   T0={ψ∈T;  دثبوت غړی دي φn, ... ,φ1د ψ} 

 φ⊢0Tپه تیوري کي ثبوت دي. ددی اسیته  0Tد   1φ, ... ,nφهي سیټ اومتنا T⊆0Tدي. بیانو 

  .q.e.d         صدق کوي. 

زي او یوازي هغه تیوري یوا T.د (Compactness) دنغښتني په هکله  4.17.قضیه   

 متناقضه وي.غیر T ⊆0Tد تیوري هره متناهي سب تیوري  Tمتناقضه ده، که د وخت غیر

ي ډول د هغه هره سب تیوري هم متناقضه وي ، نو په بدیهکه یوه تیوري غیر .ثبوت  

 متناقضه ده. غیر

تړلی فارمول داسي  φتیوري متناقضه ده. پدي معنی چي د  Tبرعکس فرضوو، چي د   

 T⊆1Tبیانو د ځای ټاکني قضیې پر بنسټ د صدق کوي. φ⊢T¬او  φ⊢Tوجود لري، چي 

. بیانو د  φ⊢2T¬او  φ⊢1Tمتناهي سب تیوري داسي وجود لري، چي  T⊆2Tاو 

2T∪1=T0T  .متناهي تیوري متناقضه ده     q.e.d.  

د تناقض او عدم تناقض د مفهومودپاره د ریاضي د منطق په ځینو کلاسیکو لیکونو کي   

 یا غیر سازګار د کلمو څخه هم کار اخیستل کیږي. Consistentد سازګار د هغوی معادل 

تړلي  φتیوري او د  Tي قضیې د معکوس حالت په اړوند پوښتنه کیږي.که چیري د تېرد  

فارمول   φصدق وکي او موږ نوموړي تیوري ته د  T⊬¬φفارمول داسي راکړه سوي ، چي 

د تیوري د پراختیا په نتیجه کي لاسته  Tتیوري د  φ{∪=T1T  ،1T{وراضافه کو ، یعنی 

پدي هکله لاندني د تیوري د تناقض یا عدم تناقض په هکله څه ویلای سو؟  1Tراسي ، نو آیا د 

 لیماصدق کوي.

تړلی فارمول داسي راکړه سوي وي، چي  φدتیوري په ژبه کي د  Tکه د  1.17.لیما   

 Tتیوري د  1T صدق وکي، او د  φ T¬⊬د ثبوت وړ نه وي، یعنی  φ¬په تیوري کي  Tد 

په اضافه کیدو سره لاسته راسي،  ، د نوی اکسیومي په صفت، د فارمول φد تیوري څخه ده 

 تیوري غیر متناقضه ده.  1Tبیا نو د 



   

 143

   

 

د لیما ثبوت په غیر مستقیم ډول سره سرته رسوو. فرضوو چي د لیما فرضیې  ثبوت.  

دپاره ψتیوري متناقضه ده. بیانو د تناقض د تعریف له مخي د کم فارمول  1Tصدق کوي او د 

 صدق کوي

  T1⊢ψ   (1) 

 او

  T1⊢¬ψ  (2) 

فارمول تاوتولوجي  →ψ→¬φ) ¬(ψد تیوري فارمول او د      1Tفارمول د  φڅرنګه چي د  

 ده ، یعنی

 T1⊢ψ→(¬ ψ→¬φ)  (3) 

 صدق کوي.  

 باندي د مودوس پوننس د قانون د تطبیق په نتیجه کي . (3)او  (1)پر 

T1⊢ ¬ ψ→¬φ   (4) 

استنباط کېږي.  φ1T¬⊣باندی بیاهم د مودوس پوننس د قانون په نتیجه کي  (4)او پر  (2)پر 

په تیوري کي د اکسیومي په صفت ور اضافه کړیده ، نو د  1T فارمول مو د  φڅرنګه چي د 

 T∪{φ}⊢¬φفرضیې په صفت کار اخیستلای سو، پدي معنی په تیوري کي  Tهغي څخه د 

 T⊢(φ→¬φ)→¬φ .دي T⊢φ→¬φصدق کوي، ددي ځایه د استنباط دقضیې له مخي  

یجه ن د عملي کیدو په نتد قانوتاوتولوجي ده. پر وروستنیو دوو فارمولو باندي دمودوس پوننس 

  .q.e.d    لاسته راځي. T⊢¬φکي زموږد فرضیې ضد حالت   

دمخه تردي چي د پریدیکات د الجبر د ژبي د بوج په هکله څه ووایو، ستاسو پاملرنه   

سیټ د  Lځوم. په لنډ ډول ویلای سو چي د ه راګرکي د شمېر وړسیټ و تعریف ت [3]بیاهم په 

د سیټ څخه د طبیعي عددو په سیټ کي مپینګ  Lشمېر وړدي ، که په لاړ و پییل سي ، یعنی د 

وجود ولري.لاندنې لیما د پریدیکات د الجبر د بوج په هکله موږ ته معلومات راکوي. په لیما 

کي ثبوت ډیر په زړه پوري دي او په راتلونکي فصل کي به د عددي تابع ګانو په اړوند د 

ریدیکات د الجبر ژبه په لاندي ډول کي مو د پ §12په نوموړي ثبوت وکړنلاري ته اشاره وکو. 

 وښودله:
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L=
1 2 3

P,Q,R,...,a,b,c,...,f ,g,h,...,x ,x ,x ,..., , , , , , , ,(,)        

کي د افادو سیټ د شمېر وړ دي. همدا ډول  Lژبه په د پریدیکات د الجبر  2.17.لیما   

 په نوموړي ژبه کي د کلمو سیټ ، د فارمولو سیټ او د تړلي فارمولو سیټ د شمېر وړ دی. 

یې را پېل کو او هری نښي ته به یو قیمت کښېږدو. دغه د کیڼ لاس څخه به ثبوت.   

(  Metalanguageقیمت ایښودنه یا تابع د پریدیکات د ژبي څخه دباندي په )ماوراء یا مافوق

 کي داسي تعریفوو: ℕد سیټ څخه د طبیعي عددو په سیټ  Lتابع د  gپوري اړه لري. د 

     g:L ℕ 

( ( )=3g  ،( ) )=5g  ،( , )=7g  ،)=9¬(g  ،)=11∧(g  ،)=13∀(g  ،)=7+8kk(ag  ،

)=13+8kk(xg  پدي ډول ابتدایې نښو ، د منطق عملیو ، د منطق ثابتو او د منطق متحولو ته .

کي مو وښودل چي د نفي او دمنطقي ضرب په ذریعه کولای سو چي د  §9قیمتونه ورکړه. په 

منطق نوري عملیې ارائه کو. عمومي کوانتیفیکاتور ته مو هم قیمت ورکړي ، موجودي 

کوانتیفیکاتور د نفي د عملیې په مرسته د عمومي کوانتیفیکاتور څخه لاسته راوړلای سو. اوس 

یمي تابع نوم وي، نو دهغه قیمت − kله ، متحو nد پردیکات په ژبه کي د  kfنو که 

)k3n)=1+8(2k(fg  سره اېږدو. کهkP  د پریدیکات په ژبه کيn – ، ئېزk –پریدیکات    ام

د پریدیکات په ژبه کي وافادو ته د نوموړي پریدیکات قیمت دي.  k3n)=3+8(2k(Pg(وي، نو 

ده وي ، نو اد پریدیکات په ژبه اف r... u 1u0uد اولیه عددو په مرسته قیمت داسي ایږدو: که 

0دهغه قیمت  1 rg(u ) g(u ) g(u )

r
2 3 ...p  دي ، پداسي حال کي چيrp  ،r – ام اولیه عدد دي. د بېلګي

، نو  x1P)2(، یعنی د متحول په صفت په ځان کي ولري 2xیوئېز پریدیکات ،  1Pپه ډول که د 

51د هغه قیمت به زموږ په تعریف کي  3 29 52 3 5 ځکه چی نوموړي افاده څلور غړي ، وي.  7

"  ، لري. پدي ډول لمړیو څلورو اولیه عددو 1P ، ""("  ،"2"x  "،)"یعني په ترتیب سره  

       ،  511g(P  ،g( ( )=3=(دهغوي طاقتونه د هر غړي ، یعنی  ته ضرورت لرو.  7او  5,3,2

)=29, 2g( ) )=5, g(x  قیمت دي.پدي ډول د پریدیکات په الجبر کي و هري افادي ته یو طبیعي

د طبیعی عددو سیټ د شمېر وړ سیټ دي. ځکه نو د پریدیکات عدد تخصیص ورکولای سو. 

که دوي مختلفي افادي راکړه سوي وي ، نو د په الجبر کي د افادو سیټ هم د شمېروړدي. 

 .q.e.d     وي.هغوی قیمتونه به هم مختلف طبیعی عددونه 
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 سي په ژبه اړه لري، نو همدا Lډول سره وویلای سو، چی کمه نښه د که موږ په اغېزمن   

د عدد په هکله په اغیزمنه کي په عین حال ایښودلای سو. هم په اغیزمن ډول سره وهغه ته قیمت 

او که  کمي افادي عدد ديد په ژبه کي   Lتوګه فیصله کولای سو، چي آیا راکړه سوی عدد د 

خو په عین حال کي کلمو ، فارمولو او تړلو فارمولو په هکله هم دغه ادعا صدق کوي.  نه. د

داسي تیورې هم وجود لري، چی په هغه کی تیوري د تړلي فارمول په هکله مخکي له مخکي 

موږ قضاوت نه سو کولای چي آیا نوموړي فارمول د تیوري د قضیو په لست کي راځي او که 

ده ، که په نوموړي تیوري کي د هر تړلي فارمول  completeتیوري بشپړه  Tچي د نه. وایو 

φ  په هکلهT⊢φ  یاT⊢¬φ  صدق وکي . پدي معنی چي دT د تیوري هر تړلي فارمول φ 

 وت کړای سو. ثب φ¬نفي یا پخپله په دغه تیوري کي او یا د فارمول 
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  دریم فصل

   ـ د تیورینګ ماشینونهRecursive Functionsتابع ګانېونکې دراستنې

 

څپرکي  لهتابع ګانو په هک د بیاراستنیدونکيد ریاضي د منطق په کلاسیکو معتبرو لیکونو کي 

دف هتیوري په معرفي کېدوسره شروع او د پئانو پېژندل سوي اکسیومي اوډل کېږي. د عددنو د

و مقدمي ته ستاسو پاملرنه راګرځوم. د ریاضي په تاریخ کي لمړني  §9څه دي؟ بیاهم د 

م روسته د عددنو د تیوري د پئانو اکسیوماتیکي سیسټواکسیوماتیکي تیوري د اقلیدس هندسه او 

ې په صوري چوکاټ کي راولي، څو د ریاضي د هري ادعا د صدق دي چي د ریاضي بنسټیز

بیله شکه)اړنګ څخه(  د ریاضي د یا غیر صدق په هکله په څرګند ډول فیصله وکولای سو. 

منطق په چوکاټ کي د پئانو د اکسیومو اوډل او د هغه د خاصیتو ثبوتونه ځانته خاصه ښکلا 

عملي اړخ او د زده کړي د چوکاټ محدودیت  ، چي د موضوعلري ، خو زه دلته د نهایی هدف 

که څوک یې و جزئیاتو ته ډیر تږي وي حواله درکوم. 25 1]7[ېږم او پر تېر، په دلیل ځني دی

 دي وګوري. 26 1]6[، نو 

موږ تراوسه مختلف مفهومونه ، دبېلګي په ډول د فارمول تعریف، د استقراء په طریقه   

وم تابع تعریف کو د عددونو د تیوري د تابع مفه بیاستنیدونکيدمخه تردي چي فارمولبندي کړه. 

ته به وګورو . د عددنو د تیوري تابع ګانې هغه تابع ګانې دي چي متحولونه او قیمتونه یې د 

 :طبیعی عددو پر سیټ باندي تعریف سوی وی، یعنی 

  f:ℕℕ , g:ℕ×ℕℕ, ... 

په تکرار سره بېلګې راوړم. د تالي عملیه د طبیعي عددو پر سیټ باندي د یوه یې بیاهم دلته 

ې بېلګه او د جمع او ضرب عملیې د طبیعی عددو پر سیټ دوه ئېزي عملیې دي چي ئېزي عملی

عددي تابع ګانې معرفی کوي. د عددونو د تیوري د اړېکو څخه مو هدف هغه اړېکې دي، چي 

اړېکي د طبیعی  <او  =یې طبیعی عددونه دي. د طبیعي عددو پر سیټ د مساوات  متحولونه

د طبیعي  zاو  y,xپداسي حال کي چی  x+y<zعددو پر سیټ د دوه ئېزو اړېکو بېلګې دي. 

 د دریئېزي عددي اړېکي بېلګه ده. عددو پر سیټ متحولونه وي،

                                           
 وګوری. §IIنیازمن: الجبر او دعددنو تیوري لمړي برخه ،دوهم فصل،  25
 منډلسن: د ریاضي و منطق ته مقدمه ، دریم فصل وګوری. 26
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 ګانيدونکې تابع راستنېاو دونکي راستنېابتدایې  §18.  

  

 ر په برخه کي ډیر مهم رولي د ریاضي په منطق او کمپیوټد عددنو دتیوري تابع ګان  

ستنیدونکي تابع څخه مي هدف اروء تفاهم رانسي، نو د ابتدایې ددی دپاره چي سلوبوي. 

primitive recursive function  راستنیدونکي تابع څخه مي او دrecursive function   

 . دی

 تابع ګاني وایو: initialلاندنې تابع ګانو ته  پېلوځي  1.18.تعریف 

(I)  صفرې تابعZero Function  ،z(x)=0  د هرx  .دپاره 

(II)  د تالي تابعSuccessor Function  ،s(x)=x+1  د هرx  .دپاره 

(III)  که)n, ... ,x1(xp  ،n  ارتسام تابع  دمتحوله عددي تابع وي، نوProjection 

Function :عبارت ده له i)=xnx, ... ,1(xip  1 د ټولو,x2, ....,xnx .دپاره 

په مرسته نوي تابع  قاعدو یا اصولوتابع ګانو څخه د لاندنیو  د راکړه سوي 2.18.تعریف 

 ګاني لاسته راوړلای سو:

(I)  تعویضSubstitution  : 

1 n 1 1 n m 1 n
f (x ,...,x ) g(h (x ,...,x ),...,h (x ,...,x ))  

د وایو، چي 
1 n

f (x ,..., x د  ( تابع 
1 m

g(y ,..., y په تابع کي د (
1 1 n

h (x ,...,x )   ،... ،

m 1 n
h (x ,...,x  د تابع ګانو د تعویض په نتیجه کي لاسته راغلي ده.  (

(II)  راستنیدلRecursion : 

1 n 1 n
f (x ,...,x ,0) g(x ,...,x );  

1 n 1 n 1 n
f (x ,...,x , y 1) h(x ,...,x , y,f (x ,...,x , y)).   

 yمتحول هیڅ وجود نلری او یوازي نظر د  xوي، نو د  n=0سره هم قبلوو.کله چی  n=0دلته 

 و متحول ته د راستنیدلو قاعده به داسي وي:

  f(0)=k   ثابت طبیعي عدد دي k پداسي حال کي چي  

  f(y+1)=h(y,f(y)) 
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وي،  n=0په هغه حالت کي چي  یا)د تابع ګانو څخه  hاو  gتابع د  fپدي حالت کي وایو، چی د 

د تابع څخه( د راستنیدو په نتیجه کي لاسته راغلي ده.  hیوازي د 
n 1

x ,..., x  د راستنېدو د

 په نامه یادوو.  Parametersارزښتو 

پاملرنه وکي چي زموږ تعریف درست دي.ځکه چي 
1 n

f (x ,...,x د لمړي مساوات په  (0,

ذریعه راکړه سوي او هرکله چي موږته د 
1 n

f (x ,..., x , y)  معلومه وي، نو کولای سو د دوهم

 مساوات څخه 
1 n

f (x ,...,x , y 1)  .یعني د تابعګانو جوړښت تدریجي دي. د لاسته راوړوg 

د راستنېدو اصل ته که متحوله ده.   n+2تابع  hمتحوله او د  n+1تابع  fمتحوله ، د  nتابع 

 ابعګانې به لاسته راسي:پراختیا ورکړو، نو لاندنې ت

1 n 1 n

1 n 1 n 1 n 1 n 1 n

1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n

1 n

f (x ,...,x ,0) g(x ,...,x )

f (x ,...,x ,1) h(x ,...,x ,0,f (x ,...,x ,0)) h(x ,...,x ,0,g(x ,...,x ))

f (x ,...,x ,2) h(x ,...,x ,1,f (x ,...,x ,1)) h(x ,...,x ,1,h(x ,...,x ,0,g(x ,...,x ))

f (x ,...,x , y



 

 

1 n 1 n
1) h(x ,...,x , y,f (x ,...,x , y)) 

 

عرفي سوی مي ساده بېلګي سره دریاضي په انالایزاوالجبرکي هرومروډیرونکي تابع دد راستنېد

 . f(n+1)=(n+1)!= (n+1)n!=h(n+1,f(n)). دلته  !f(n)=nیاست، هغه عبارت ده له: 

 

(III) –μ ( ایسارونکیRestricted μ-Operator : ) 

فرضوو، چي د 
1 n

g(x ,..., x , y)  داسي تابع ده ، چي د هر
n 1

x ,..., x  دپاره لږ تر لږه یوy 

داسي وجود ولري، چي 
1 n

g(x ,..., x , y) 0  وي. د
1 n

y(g(x ,...,x ,y) 0)   پذریعه هغه

 دهغه دپاره  يپه نښه کوو ، چ yکوچنیترین 
1 n

g(x ,..., x , y) 0  .په عمومي ډول د هری وي

اړېکي 
1 n

R(x ,...,x , y)  دپاره
1 n

y(R(x ,...,x , y))  هغه کوچنئ ترینy  دي، چی دهغه

 دپاره د 
1 n

R(x ,...,x , y)  .په هغه صورت کي چي دغه ډول اړېکه صدق وکيy  وجود

فرضوو چي ولري. 
1 n 1 n

f (x ,...,x ) y(g(x ,...,x , y) 0)    دي. پدي حالت کي وایو چي

د 
1 n

f (x ,..., x تابع د  (
1 n

g(x ,..., x , y)  د تابع څخه دμ  د ایسار ولو په نتیجه کي په لاس
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انګېرنه )فرضیه( پر ځای کړي.پدي معنی  ایسارونکی –μتابع د  gراغلی ده. پدي شرط چي د 

 چي د هر 
n 1

x ,..., x  دپاره لږترلږه یو داسيy  وجود لري، چي
1 n

g(x ,..., x , y) 0  .وي 

تابع په نامه  primitive recursiveستنیدونکي راتابع د ابتدایې  fد  3.18.تعریف   

 n≤i≤0د تابع ګانو لاړ داسي وجود ولري چي د لاړ هر غړی ، د هر  fnf, ... ,0یادووکه د 

 دپاره یو د لاندنیو شرطو څخه صدق وکي :

 1(R if د پېلوځو تابع ګانو څخه ده یا 

2(R 
1 2 r

k ,k ,...,k i  داسي وجود لري چيif  د
r 2 1k k k

f ,...,f ,f څخه د(I)  تعویض یا د(II) 

 د عملي کیدو په نتیجه کي لاسته راغلي وي ، اصلراستنېدو د 

 وي.  fnf=او 

تابع د لاړ د مخکنیو غړو  ifچي د شرط په ساده ډول داسي هم فارمولبندی کولای سو 2Rد 

 څخه د تعویض یا راستنېدود اصل د عملي کېدو په نتجه کي لاسته راغلی وي.

د  fnf, ... ,0تابع په نامه یادووکه د  recursivستنیدونکي را تابع د  fد  4.18.تعریف   

دپاره یو د لاندنیو شرطو  i≤n≥0تابع ګانو لاړ داسي وجود ولري چي د لاړ هر غړی ، د هر 

 څخه صدق وکي :

 1(R if د پېلوځو تابع ګانو څخه ده یا 

2(R 
1 2 r

k ,k ,...,k i  داسي وجود لري چيif  د
r 2 1k k k

f ,...,f ,f څخه د(I)  تعویض یا د(II) 

 د عملي کیدو په نتیجه کي لاسته راغلي وي ، اصل ایسارونکي  μ− (III)او یا د راستنېدو 

 وي.  fnf=او 

ستنېدونکی تابع په تعریف کي د را  دول دي ، خوتعریفونه نور کټ مټ یو ډ 4.18او  3.18

−μ عملی کېدو شرط اضافه سوی دي، ځکه نو ویلای سو چي هره ممکن ایسارونکي اصل د

ستنېدونکي تابع هم ده ، خو برعکس صدق نه را ستنېدونکي تابع په خپل ذات کي را ابتدایې 

 generalستنېدونکو را ستنېدونکي تابع ګاني د عمومي را کوي. په ځینو لیکونو کي 

recursive  .تابع ګانو په نامه هم یادوي 

دي چي د خیالي متحولو په هکله مخ په وړاندي ولاړ سو، یو قراداد به وکو. ردمخه ت  

هغه داچي تر هغه ځایه چي سوء تفاهم رامنځ ته نسي او زموږ د څېړني وړ موضوع د ابتدایې 
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یعنی د دواړو دپاره صدق کوي، نو یوازي د راستنیدونکي او راستنیدونکي تابع ګانو ، 

و او هدف به مو دواړه تابع ګانې وي. هغه خاصیتونه چي یوازي راستنېدونکي تابع نوم به راوړ

د یو ډول راستنېدونکي تابع دپاره صدق کوي ، نو په څرګنده به ورته اشاره کوم.که څه هم 

بع هر خاصیت د راستنېدونکي تابع مخکي مو یادونه وکړه چي هر د ابتدایې راستنېدونکی تا

دپاره هم صدق کوي. ځکه نو په هغه وخت کی چي کم خاصیت د ابتدایې راستنېدونکي تابع 

 دپاره صدق نه کوي ، زه به په څرګنده سره ورته اشاره وکم. 

کي وږغیدو. همدا ډول په راستنېدونکو تابعګانو کي  §11د خیالي متحولو په هکله په  

تحولونه خیالي م. پدي معنی که په راستنېدونکي تابع کی لونه اضافه کولای سوهم خیالي متحو

اضافه کو ، نو په ،  Identifyingاو یا د متحولو انطباق  Permutation ، یا د هغوی اوښتون

 وروسته به یې بېلګي ووینو. نتیجه کي لاسته راغلی تابع به هم راستنېدونکي تابع وي. 

فرضوو چي  1.18.قضیه 
1 k

g(y ,..., y فرضوو چي راستنېدونکي تابع ده.   (

n 1
x ,..., x  په خپل منځ کي مختلف متحولونه اودهر≤ki≤1  دپارهiz  یو د

n 1
x ,..., x څخه

وي. بیانو د 
1 n 1 k

f (x ,...,x ) g(z ,...,z )  .تابع ، راستنېدونکي تابع ده 

ثبوت یې ساده دي ، د  ثبوت.
1 k

g(y ,..., y تابع نظر و فرضیې ته راستنېدونکي تابع  (

ده، د 
1 n

f (x ,..., x تابع د  (
1 k

g(y ,..., y د اصل د د تابع څخه د ارتسام د تابع او د تعویض (

 تطبیق په نتیجه کي داسي لاسته راوړو: 

فرضوو چي 
ii j

z x   دي، پداسي حال کي چيn≤ij≤1 .بیانو دي
ii j 1 n

z p (x ,...,x ) 

اېږدو.په نتیجه کي د  
1 k

g(y ,..., y  د تابع هر متحول د ارتسام د تابع سره تعویضوو، یعنی: (

1 k1 n 1 k j 1 n j 1 n
f (x ,...,x ) g(z ,...,z ) g(p (x ,...,x ),....,p (x ,...,x ))   

څرنګه چي د 
1 n

f (x ,..., x تابع د راستنېدونکي تابع  (
1 k

g(y ,..., y متحوله  nڅخه د ارتسام د (

تابع 
1j 1 n

p (x ,...,x د تعویض په نتیجه کي لاسته راځي ، ځکه نو د  (
1 n

f (x ,..., x تابع هم (

  راستنېدونکي تابع ده. 

           q.e.d.  
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  1.18.بېلګه  

 )x2,x1xf,3(وي، نو د  )x1x)=g(3,x2,x1xf,3 (راستنېدونکي تابع او ابتدایې  x)3x,1g(که  1)

سره  x2z=3او  x1z=1. دلته د تېري قضیې سره مطابق دونکی دهراستنېابتدایې تابع هم 

ع پر قیمتو کم تآثیر نه تاب x1g(x,3(نوی متحول "خیالي متحول " دی او د  2xایښودلای سو. د 

 ښندي. 

اوښتون. که د متحولو  2) 
1 2 3

g(x ,x ,x راستنېدونکی تابع وي او ابتدایې   (

1 2 3 3 1 2
f (x ,x ,x ) g(x ,x ,x )  نو د ،

1 2 3
f (x ,x ,x راستنېدونکي ده. په ابتدایې تابع هم  (

تېره قضیه کی 
2 1 1 3

z x ,z x   او
3 2

z x  .ایږدو 

که د متحولو انطباق.  3)
1 2 3

g(x ,x ,x راستنېدونکی تابع وي، او ابتدایې   (

1 2 3 1 2
f (x ,x ) g(x ,x ,x )  د وي، نو

1 2
f (x ,x تابع هم ابتدایې راستنېدونکي ده. په تېره  (

 ، n=2قضیه کي 
1 3 1

z z x   او
2 2

z x.سره ایږدو 

 

  1.18نتیجه   

متحوله صفري تابع ، یعنی  n الف( 
1 n

z(x ,...,x ) 0 .ابتدایې راستنېدونکی تابع ده 

متحوله ثابته تابع ، یعنی  n ب( 
1 n

c(x ,...,x ) k  پداسي حال کي چي ،k  ثابت طبیعي عدد

 دي، ابتدایې راستنېدونکی تابع ده.

تابع ته په ځینو ، بلکه نه په ټولو  ihد تعویض په قاعده ) اصل( کي کیدای سي چي د  ج(  

تابع حتمی نده چي د ټوله د  gراستنېدو په قاعده کي د متحولو پراختیا ورکړو. همدا ډول د 

n 1
y,x ,..., x  یا ټوله متحولونه

1 n
f (x ,..., x , y)  په ځان کی ولري او هم د تابعh  تابع حتمی

نده چي د ټوله د 
n 1

y,x ,..., x  او یا ټولي متحولونه
1 n

f (x ,..., x , y)   په ځان کی تابعګاني

 ولري. 
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 .ثبوت

څخه به یې راشروع کو. نوموړي تابع د تعریف له  01z(x=(الف( د یو متحوله صفري تابع 

لو د خیالي متحو پر بنسټد تېري قضیې  مخي پېلوځي تابع ، یعني ابتدایې راستنېدونکي تابع ده. 

 هم ابتدایې راستنېدونکي تابع ده.  0n,...,x2,x1z(x=( د دخول اجازه لرو، پدي معنی چي

وي ، نو k=0ته د ریاضي د استقراء په طریقه ثابتوو. که  kنظر و  kn,...,x1c(x=(ب( 

 
0 1 n

c (x ,...,x ) 0  د الف( د ثبوت له مخي ابتدایې راستنېدونکي ده. فرضووچي د

)=kn,...,x1(xkc  تابع ابتدایې راستنېدونکي ده. باید ثابته کو چي)=k+1n,...,x1(xk+1c  ابتدایې

ده او  n,...,x1(xk)+1=s(cn,...,x1(xkc )=k+1=n,...,x1(xk+1c((خو راستنېدونکی تابع ده. 

)) n,...,x1(xks(c کی انو څخه ، یعني ابتدایې راستنېدونتابع په صفت د پېلوځو تابع ګ لي دد تا

 تابع ده. 

قضیې پر بنسټ هغه متحولونه چي په تابع کی وجود ونلري ، د خیالي متحولو په د تېري  ج(

څېر وراضافه کو ، ځکه نو حتمي نده چي ټوله متحولونه په تابع کي څرګند وي. د بېلګي په 

 :ابتدایې راستنېدونکي تابع وي نو د  x1g(x,3 (ډول که د 

   ))3,x2,x1(x3), p3,x2,x1(x1)=g(p3,x1)= g(x3,x2,x1(x1g 

  .q.e.d      تابع هم ابتدایې راستنېدونکي تابع ده.

 لاندني تابع ګانې ابتدایې راستنېدونکي تابع ګاني دي: 2.18.قضیه  

a) f(x,y)=x+y; 

b) f(x,y)=x∙y; 

c) f(x,y)=xy; 

d) 
x 1 if x 0

pd(x)
0 if x 0

 
 


   دpd(x)  تابع دسلفpredecessor تابع ده 

e) 
x y if x y

x y
0 if x y

 
  


 

f) 
x y if x y

x y
y x if x y

 
  

 
 



   

 153

   

 

g) 
0 if x 0

sg(x)
1 if x 0


 


 

h) 
1 if x 0

sg(x)
0 if x 0


 


 

i) f(x)=x!; 

j) f(x,y)=min(x,y) 

k) f(x1,...,xn)=min(x1,...,xn) 

l) f(x,y)=max(x,y) 

m) f(x1,...,xn)=max(x1,...,xn) 

n) rm(x,y)[reminder]  د باقي تابع وېشد  y باندی د   x پر     

o) qt(x,y)[quotient] د وېش د ضریب تابع y باندی د    x پر    

د تابع ګانو ه تد ابتدایې راستنېدونکي تابع د تعریف له مخي باید ټولو ذکر سووتابع ګانو  ثبوت.

یا په بل عبارت هڅه لاړ داسي وموندو ، چي دلاړ هر غړی د تعریف شرطونه پر ځای کي . 

کوو چی راکړه سوي تابع ګاني د پېلوځو تابع ګانو او د هغوي د ترکیب په بڼه ارائه کو.زه به 

 ییاو هر ګام ته به دلیل ولیکم. پاته به ثبوت په جزئیاتو سره راوړم  (a)دلته یوازي د 

 . پرېږدم لوستونکوته

a) 

بیا یی هم درپیادوم چي ټوله تابع ګانی عددي تابع ګانې دي ، پدي معنی چي د هغوی د تعریف 

 ساحه د طبیعی عددو سیټ دي.

  f(x,0)=x=p(x)   د راستنېدو د قاعدي له مخي:

تابع ده چی د پېلوځو  p(x)تابع د ارتسام  g(x)دلته د راستنېدو د قاعدي سره موافق زموږ د 

 د راستنېدو د قاعدي دوهم جزء : تابع ګانو څخه ده.

  f(x,y+1)=s(f(x,y)) 

تالي د تابع، چي هغه هم د پېلوځو تابع ګانو څخه ده،  په مرسته لاسته راځي.پدي ډول مو د د 

 ړه.ک دوو عددو د جمع تابع د پېلوځو تابع ګانو یعنی ارتسام او د تالي تابع په مرسته ارائه
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b) f(x,y)=x∙y 

  f(x,0)=0=z(x) 

f(x,y+1)=x∙(y+1)=x∙y+x=h(f(x,y),x) 

کي مو ثابته کړه چي د جمع تابع  a)د جمع تابع ده.په  h(f(x,y),x)پداسي حال کي چي 

 راستنېدونکی تابع ده، ددي اسیته د ضرب تابع هم راستنېدونکي تابع ده.

c) f(x,y)= yx  

  f(x,0)=1   1.18 د ب( جزء ، نتیجه  

  f(x,y+1)= y 1 yx x x   =h(f(x,y),x) 

 تابع دلته د ضرب تابع ده!! h(f(x,y),x)پاملرنه وکي چي د 

d) 
x 1 if x 0

pd(x)
0 if x 0

 
 


 

pd(0)=0=z(x) 

pd(x+1)=x=p(x) 

e) f(x,y)=
x y if x y

x y
0 if x y

 
  


 

  f(x,0)=0=z(x) 

  f(x,y+1)=pd(x y)  

f) 
x y if x y

x y
y x if x y

 
  

 
 

 وحالت ته راجع کېږي. e)څخه تر استفادي وروسته ثبوت د  دلته د تعویض د قاعدي

x y (x y) (y x)      

g) sg(x) x pd(x)   

وحالت ته راجع کېږي.د تمرین  e)دلته هم د تعویض د قاعدی څخه تر استفادي وروسته ثبوت د 

 په شکل یې جزئیات ولیکي.

h) sg(x) 1 sg(x)   
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i) f(n)=n! 

f(0)=1   1.18 د ب( جزء ، نتیجه  

f(y+1)=(y+1)!=(y+1)∙y!=(y+1)∙f(y)=s(y)∙f(y) 

f(y+1)=h(s(y),f(y)) 

 تابع څه ډول تابع ده؟ hد 

j) min(x,y) x (x y)    

k) min(x1,x2,...,xn) 

ته راجع کوي. فرضوو چی په تریب سره مو د  j)ددوو عنصرو کوچنئ ترین عنصر مسئله و 

n : عنصرو د کوچنې ترین عنصر د راستنېدو مسئله ثابته کړه، بیانو 

min(x1,x2,...,xn,xn+1)=min(min(x1,x2,...,xn), xn+1). 

l) max(x,y)= y (x y)   

m) max(x1,x2,...,xn,xn+1)=max(max(x1,x2,...,xn), xn+1). 

n) rm(x,0)=0 

  rm(x,y+1)=s(rm(x,y)) sg( x s(rm(x,y)) )    

o) qt(x,0)=0 

  qt(x,y+1)=qt(x,y) sg( x s(rm(x, y)) )   

د  yباندي د  xپه ترتیب سره پر  rاو  qد ثبوت په پروسه کي پاملرنه وکي، چي که  o)او  n)د 

دي. ځکه  r<x≥0او   y=qx+rوېش په نتیجه کي لاسته راغلی ضریب او باقیمانده وي ، نو 

وي ( بیا  x-s(r(x,y))|>0|وي) پدي معنی که   r+1<xدی. اوس نو که  y+1=qx+(r+1)نو 

 rm(x,y+1)او باقیمانده ضریب   qt(x,y+1) د وېش په نتیجه کي لاسته راغلي  y+1نو د

0x=وي )پدي معنی که  r+1=xڅخه. که  r+1او  qعبارت دي له  s(rm(x,y))  )وي

 دي.  rm(x,y+1)=0او  qt(x,y+1)=q+1دي پدي معنی چي  y+1=(q+1)∙x نو 

  q.e.d. 

ه د کمپیوټري علومو پپه خاص ډول د راستنېدونکي تابع ګانو ټولګې د ریاضي په منطق او 

په سر کي د اطریشي منطق پوه  ېړنه د تېري پېړيڅد هغوي برخه کي ډیر مهم رولو لوبوي. 
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د  له خوا د پئانو د عددونو د تیوري د نه بشپړتوب Kurt Gödel (1906-1978)کورت ګدل 

قضیو په نامه یادېږي، را پېل  نه بشپړتوب د قضیې د ثبوت په موخه ، چي نن ورځ د ګدل د

ړه فورمالیزیشن یا صوري بڼه ورک هت د پریدیکات د الجبر پر بنسټ د عددونو تیوريسوي دي. 

ه کم پد ژبي هر فارمول چي  Lد ګدل د تیوري د نه بشپړتوب قضیه وایي، چي د  سوی ده. 

مودل کي صدق وکي یعنی رشتیاوی ، نو حتمی نده چي هغه دي د پئانو په اریتمتیک کي د 

ل وموړي فارموثبوت وړ هم وي، حتی که د پئانو اریتمتیک ته داسي پراختیا ورکړو ، چي ن

او دهغه د نفي پراخه سوی تیوري به تناقض ونلري ، خو د فارمول هم وراضافه کو ، که څه 

د تیوري د نه فیصله کیدلو  ، پدي حالت کي د ثبوت موجودیت څوک نسي تضمینولای

Undecidability ګدل د پریدیکات الجبر او دهغه پر بنسټ د پئانو د عددنو .  په هکله ږغېږو

لیما ثبوت وګوري، د  2.17.، د بېلګي په ډول د تیوري د عددنو د شفر په ذریعه ارائه کړه 

فر د شهري نښي څخه نیولې تر اکسیومو او فارمولو پوري ټولو ته عددي شفر کښېښودي. 

معنی کله چي موږ د تیوري سنتکس یا  ایښودل د فارمول د شمیرني سره مطابقت کوي پدي

جوله د شمیرني په چوکاټ کي راوړو، نود هر فارمول په مقابل کي باید یوازي او یوازي یو 

ددي دپاره  وایو.   Numberingیا ته عدد ایښودل فارمول  دغه عملیي ته وعدد کښېښودل سي.

د مایکروسافټ په وینډوز کي د نښو و چي د موضوع تصور وکولای سي نو په کمپیوټر کي 

 کي پروت دي، پاملرنه وکي.  ) دوسیه؟(په جعبه accessoriesجدول ته چی د لوازمو 
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قیمت  ∀عدد ایښودل سوی دي. د بېلګي په ډول د پر بنسټ  16دلته هري نښي ته د هغه د  

0x22  0قیمت  ∃او دx24  .دي 

 دپاره کله چي لاندني امر )قومانده( ورکړی: xx=x∃په سیسټم کي د بېلګي په ډول د  OS Xد 

echo –n "∃xx=x" | iconv –t UTF-16 | hexdump 

 لاندی قیمت به درته درکړي:

x x xHeader

FE FF 24 00 00 78 00 78 00 3D 00 78
 

  

را   [8],[10] ,[11] ,[16]د پورتنیو موضوعاتو د جزئیاتو په هکله ستاسو پاملرنه و   

 ګرځوم. 

 

 

 . Turing Machines د تیورینګ ماشینونه §19.  

   

کله هو وظیفو په ادمخه تر دي چي د تیورینګ د ماشینو د زېږیدني او د هغه د خاصیتو   

وږغېږو، لمړی به هڅه وکم چي په پښتو کي د یوه مفهوم په هکله د سوء تفاهم مخه ونیسم. هغه 

"  مفهومونه دي. د "شمېر وړ" د Computable" او د" شمېرنې وړCountableوړد "شمېر

اود هر سیټ دپاره چي د طبیعي عددو  دی، اخیستيمفهوم څخه مي د سیټ په تیوري کي کار 

، نو هغه سیټ به مو د شمېر وړ  درلودید سیټ څخه پر نوموړي سیټ باندي مپینګ وجود و

ول فارم م ،وایباله. د "شمېرنې وړ" د مفهوم څخه د ماشین په اړوند کاراخلم.پدي معنی کله چي 

ې وړ دي نو ي وایم فارمول د شمېرنکله چنو موخه مي الګوریتمي ده.  ، د شمېرنې وړ دي

موجودیت دی، چي د هغه د  او یا کړنلاري نسخي، کمپیوټري پروګرام  ،موخه مي د الګوریتم

د بېلګي په ډول کله چي وایم راکړه سوی فارمول "حل" لاسته راځي. د تعقیب په نتیجه کي 

ښه کوم چي دهغوی ې په نکېږي ، نو یوه لار یې دغه ده چی دوی ګوتې او دري ګوت 5=2+3

 ځکه نو وایم چی نوموړي افاده د شمېرنې وړده. لاسته راځي.  5 په نتیجه کيد یو ځای کېدو 

 وټر تر اختراع او تکاملیپاته دي نه وي چي د شمېرنې وړ مفهوم د ریاضي په منطق کي د کمپ

نظر ډ لنفکر کوم بي ځایه به نه وي چي د الګوریتم کلمي ته یو څخه ډیر مخکي وجود درلودی .
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په نهمه الخوارزمي څخه اخیستل سویده . موسی  لګوریتم کلمه اصلآ د محمد ابن واچوو. د ا

ه پد هند د ریاضیاتو پر بنسټ یې الخوارزمي لمړنی ریاضي پوه ؤ چي کي عیسوی پېړي 

،  په خپل کتاب الجبر المقابله کي ، طریقي کي د معادلو د حل دپاره  Arithmeticsحساب 

اروپا ته راغي نو هغه طریقي د د امویانو په وخت کي  لیکلی وي. کله چي د هغه کتاب

الخوارزمي د طریقو په نامه ویادیدي. د وخت په تېریدو سره د الخوارزمي د کلمي څخه الګوریتم 

Algorithm .جوړ سو 

ریفوو. تعحل د کړنلاري په صفت  م د هر پرابلم د شمېرني یادلته د الګوریتم مفهوموږ   

منتهی باید ددی حقیقت یادونه هم وکم چي د کړنلاری د طرحي په نتیجه کي حتمی نده چي هر 

پرابلم دی حل او یا د هغه د شمېرني یا نه شمېرنی پوښتني ته دي جواب ورکړه سي. د بله پلوه 

په لمړي ګام کي موږ  Complexityمه کړنلاره طرح سي نو دهغه مغلق والی که د شمېرني ک

 د الګوریتمو د مغلق والي پالنه د نورو تیوری ګانو دنده ده. ته په زړه پوري ندي. 

لکه مخکي چي مو اشاره ورته وکړه د تامو عددو د شمېرني د عملیو، یعنی جمع ،   

ب او وېش د ساده الګوریتمو ښي بېلګې دي.د ریاضي په منطق کي د جدول په تفریق، ضر

ه د ریاضي د مسئلو پذریعه د بیان د تاوتولوجي د موندلو پروسه هم د الګوریتم یوه بېلګه ده.

حل کي اکثرآ په اساني سره لیدل کېږي ، چي آیا مشخصه پروسه یا کړنلاره په رشتیا هم د 

اوکه نه ؟ ځکه چي د د ریاضي د مسئلو په ټولګې کی داسي مسئلي غوښتني وړ الګوریتم دی 

 :هم سته چي هغوی الګورتمي بڼه نلري، د بېلګي په ډول 

الف( هغه قضیې چي په غېر مستقیم ډول ثابتېږي: آیا د پریدیکات د الجبر راکړه سوي فارمول 

 صدق کوي ؟ یا د عددنو په تیوري کي راکړه سوی فارمول حقیقت لري؟

 بوت وړ دی اوکه نه؟کي د ثراکړه سوي فارمول د عددنو په تیوري  د تیوري  آیا د عددنو ب(

چي ضریبونه یې تام عددونه  n,...,x1f(x(ج( آیا د تامو عددو پر سیټ باندي راکړه سوی پولینوم 

 David Hilbert(1862-1943)وي، د تام عدد جذر لري او که نه ؟ نوموړي مسئله د هلبرت 

 د لسم پرابلم په نامه هم یادیږي. 

ددي دپاره چي د کومي مسئلي په هکله د الګوریتم عدم موجودیت ثابت کو، نولمړی   

پدي اړوند یو دبل څخه بېل د هغه دي چي د الګوریتم مفهوم په دقیقه توګه تعریف کو.  لازمه

 Alonzo وخت دریاضي د منطق د تکړه څېړونکو ، امریکایې ریاضي پوه الونزو چرچ
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1995)-1903Church (                            پولینډي/ امریکایي ریاضي پوه ایمیل پوست ،

1954)-Emil Post (1897 او انګلیسي ریاضي پوه الان تیورینګ                                    

Alan Turing(1912-1954)  د خپلو څېړنو نتیجې و نشر ته وسپارلي. د درو سرو تعریف د

 . و نتیجو معادلیت وروسته ثابت سوی دیالګوریتم په هکله او دهغه په اړوند د نور

و. ک د تیورینګ کړنلاره وټا لکه چي د موضوع د عنوان څخه څرګنده ده ، موږ به دلته  

دقیق تعریف دپاره هغه شیان او وسایل چي لمړی به د ریاضي د منطق په مفهوم د الګوریتم د 

 }=nS, ..., 1S, 0SA{د الګوریتم د پاره د متناهي الفباء نښې په لاس کي لرو معرفی کو. 

د نښوڅخه د ماشین د داخلي حالت  m, ... ,q1,q0qد .ولای سيچاپ، چي ماشین یې رااخلو

Internal State  .پیته( ښی او کیڼ لورته لایتناهي پټه د ارائې دپاره کاراخلو (Tape  لرو چي

 په مربع شکله حجرو باندي وېشل سوي ده: 

    

   

  شکل 2.19 د تیورینګ د ماشین مودل27   

چي، که کي پاملرنه وسي. نښه احتوا کولای  یوهپه یوه وخت کي هره حجره یوازی او یوازی 

  ۍپټې د پاره د ه معین وخت کي د شمېرنپه اختیار کي لرو ، خوپ څه هم موږ لایتناهي پټه

                                           
  https://en.wikipedia.org/wiki/Turing_machineمآخذ.  27

https://en.wikipedia.org/wiki/Turing_machine
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، چي موږ هروخت کولای سو د ضرورت  متناهی ټوټه په لاس کي لرو. لایتناهي پدي معنی دی

)  یلهیوه وسماشین لاوه پر الفباء او پټۍ په ښي او کیڼ لور کي اضافه کړو. ع له مخي حجرې

د  په یوه شېبه کياستعداد لري او  چي په حجره کي  دنښو د لوستلو، لیکلو ، سر( لري کنو

 لای سي . خوځید L(Left)لور یا د حجری کیڼ  R(Right)حجري ښئ لور 

کي د لغات په نامه یادوو. خالی لغات هغه لغات دی، چي  Aء لاړ په د نښو یا الفبا Aد   

د لغات و ښي لورته  Pلغات د  Q، نو د زموږ په ژبه کي لغات وی PQهیڅ نښه ونلری . که 

ځلې څنګ پر څنګ  –kلغات  Pپدي معنی دی چی د  kPدپاره  kموقعیت لری. د هر تام عدد 

پر او وخت  د موقعیت یا حالتلیکل سوی دی. د پټۍ حجره امکان لری چي خالی هم وي. 

د خالي باندي بیاهم ټینګار کوم او زموږ د کار په پروسه کي ډیر مهم رول لوبوي.  ومفهوم

 B(Blank(وروسته به یې په نده مشخصه ده. د 0Sسره ښیو. پدی ډول د  0Sحجري محتوی په 

 څخه په عین مفهوم کاراخلو.  Bاو  0Sپه توری هم ارائه کو، پدي معنی چي د 

د نښو لاړ  R,L2S,1S,0S,....;2,q1,q0q;... ,د تیورینګ د ماشین افاده د  1.19.تعریف   

 دی. د تیورینګ د ماشین افاده ممکن خالی لاړ هم وي، یعنی هیڅ نښه په ځان کي ونلری.

 ډول په ذریعه تعینېږي. د بېلګي پهوخت کي دتیورینګ د ماشین د افادی  په ټاکليد پټۍ حالت 

الت کي ده. زموږ په څېړنو کي د یو بعدی پټۍ په ح 1S0S5S0S2S0qکي پټه د شکل  91.1 په

 دوه بعدي پټۍ څخه کار نسو اخیستلای.  د څخه کار اخیستل پدي مفهوم ندي چي موږ

. د دوو مسئلو و څرګندولو ته دلته اشاره کوم. لمړی داچي زموږ الفباء کیدای سي نوټ  

و الفباء ته خو د شمېر وړ وي. په هغه حالت کي  }1S,0S{...,متناهي نه وي ، یعنی لایتناهي 

کوي  *...*bنماینده ګی به  nSالفباء ته داسي رجعت ورکوو ، چی د زړي الفباء د  {*,b}د 

 وي.  nوروسته پوره  bپداسي حال کي د ستوروشمېر به تر 

د یو بعدي او دوه بعدی پټۍ مسئله ده . موږ کولای سو عملآ د طبیعی عددو او د طبیعی دوهم 

عددو د جوړو ترمنځ یو په یو اړېکه ټینګه کو، ځکه نو بېله کومي ستونځي څخه خپلي څېړنی 

 سو.  و دوه بعدی پټۍ ته پراختیا ورکولای

زموږ د شمېرنې وسیله ) آله( چي په راتلونکي کي به یې د تیورینګ د ماشین په نامه   

یادکو، داسي کار کوي. ماشین په ځانګړی شیبه کي کارکوی. پدي معنی چي ماشین متوصل 

. لکه مخکی چي مو اشاره ورته وکړه ، ماشین ) متواتر کارکوي خو متوصل نه( کار نه کوي
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ځېر( )ۍ د یوی حجري محتوی لمس د پټد لوستلو نوک یا سر لري چي په راکړه سوی شېبه کي 

 یوه عملیه سرته رسولای سي:لورو عملیو څخه سي او وروسته له هغه د لاندنیو څ کولای

 د حجري مخکنی محتوی پاکوی او نوي نښه پکښي لیکي.  1.

 ي لاس و ګاونډی حجری ته خوځېږي.ښ د 2.

 د کیڼ لاس و ګاونډي حجري ته خو ځېږي. 3.

 . (stop)درېږي  4.

 روسهو ټوپ نه وهي. د ماشین د شمېرني پپاملرنه وکي چي ماشین ګام پر ګام کار کوي، خ

په راکړه سوي شېبه کي د هغه په داخلي اړه نلري، بلکه )ځېر ولو( یوازي د حجري په لمس 

او د ماشین په ساختمان هم اړه لري،چي هغه د شمېرنې د مخکني  ګام  (internal state)حالت 

یوازي متناهی داخلی حالتونه لري، چي په او قوماندی یا امر تابع دي. فرضوو چي ماشین 

}m,...,q1,q0{q  سره یې ښیو . د ماشین پېلوځي حالتinitial state  0پهq  .سره ښیو 

درو بڼو څخه به په بڼه افاده کېږي، چی د لاندنیو 28یزېپه شمېرنه کي هر ګام د څلور  

 یوه بڼه لري:

  

j i k r

j i r

j i r

1    q q

2    q Rq

3    q Lq

) S S

) S

) S







   (1.19) 

په حاضر حالت کي لمس سوي نښه او  iSحاضر داخلی حالت ښیې،  jqپه درو سره حالتو کي 

rq  تر عملیې وروسته دننئ حالت دی. د څلوریزي په لمړي بڼه کي ماشین د iS  نښه پاکوي او

نښه لمسوي او و ښئ  حجري  iS نښه لیکي. په دوهمه بڼه کی د ماشین نوک د  kSپر ځای یې د 

نښه لمسوي او وکیڼي حجري ته خوځېږي.  iS ته خوځېږي او په دریمه بڼه کي د ماشین نوک د 

 ي ماشین څه وخت دریږي ، وروسته به وږغېږو. پدي هکله چ

 رینګ ماشین په دقیق ډول تعریف کو.اوس نو کولای سو، چی د تیو  

نښې او د  }nS, ... , 1S,0S{د الفباء په سیټ کي پر پیته باندي د  Aد  .192.تعریف   

}m, ... ,q1,q0{q  حالتونه راکړه سوی دي. دنني 

                                           
 د څلوریزي څخه مي هدف د نښو څلوررقمه افاده ده ، نه شعري څلوریزه یا رباعی! 28
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څ هیدپه څېر د څلوریزو داسي متناهي سیټ دي چي په هغه کي  (1.19)د  Tد تیورینګ ماشین 

 لمړي دوی نښي تطابق نه کوي.  دوو څلوریزو

د دوو لمړیو نښوعدم تطابق موږ ته د ماشین د ضد او نقیضو عملیو د نه عملی کولو 

 یا په بله اصطلاح موږ ته د شمېرني عدم تناقض تضمینوي.  ژمنه راکوي.

 ي څلوریزې د تیورینګ د ماشین یوه بېلګه ده:لاندنې دو 1.19.بېلګه 

   q0 S1 L q1 

   q1 S0 S1 q2 

ې حجري د لوستلو نوک و کیڼ ، )ځېري(نښه لمس کوي  1Sکي د  0qماشین په پېلوځي حالت 

په حالت کي حجره خالی ده، نو  1qته اړوي. څرنګه چي د  1qته خوځوي او داخلي حالت و 

نښه لیکي او د ماشین داخلي  1Sددوهمي څلوریزي د قوماندی پر بنسټ په خالی حجره کي د 

په حالت کي بله قومانده یا امر وجود نلري، نو ماشین  2qاوړي.څرنګه چي د  2qحالت و 

 ولرو؟  1Sدرېږي. څه فکر کوي ، په نتیجه کي به د ماشین پر پټۍ څو داني 

 ه کوی؟څکه په تېره بېلګه پوهیدلي یاست ، نو د تیورینګ لاندنی ماشین  2.19.بېلګه   

    q0 S1 L q1 

   q1 S0 S1 q0 

 د تیورینګ پورتنی ماشین څه وخت درېږي؟ 

په پرله پسي ډول په سیټ کي راکړه سوي څلوریزي عملی کوي.  Tد تیورینګ ماشین 

ویر تصدپاره چي د تیورینګ د ماشین په هکله زموږ په تصور کي د ولاړ یا غیر متحرک دي د

 په متحرک تصویر واړوو ، نو باید د تیورینګ د ماشین افاده موږته لاندنې معلومات راکړي:

 الف( پر پټۍ باندی افاده.

 ب( داخلی حالت.

 هغه حجره چي ځېروی یې.  ج( 

 instantaneousیورینګ د ماشین شېبوي ارائه په شېبه کي د ت  iد 3.19.تعریف 

description  هیڅ  د تیورینګ د ماشین داسي افاده ده ، چيR  اوL  په ځان کي نلري) یعنی
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ه پداسي ډول په ځان کي لری چي هغه د ب iqیوازي او یوازي یو  د خوځېدو قومانده نلری( او

 کیڼي خوا څخه د افادي وروستي نښه نه وي. 

 سره ښیو.  γ,β,α,...یورینګ د ماشین شېبوي ارائه به په یوناني الفباء ، یعني د ت

د نښي څخه تشکیله سوی وي، د پټۍ د افادي  iSهره افاده چي یوازي د  .4.19تعریف   

 په نامه یادیږي. 

د تیورینګ د ماشین شېبوي ارائه  αد تیورینګ ماشین او  Tفرضوو چي  5.19.تعریف   

 iqپر مخ هغه نښه ده چي بلافاصله د  د پټي jSیې داخلي حالت او  iqده ، پداسي حال کي چي 

په شېبوي ارائه کي د تیورینګ د  αد  iqو ښي لاس ته ځای پر ځای وي. په دغه حالت کي 

نښه  jSکي د  αپه  Tد شېبوي حالت په نامه یادوو.او وایو چي د تیورینګ ماشین  Tماشین 

 پر پټۍ باندی د لیری کېدو په نتیجه کي لاسته راځي ، iqڅخه د  αۍ افاده چي د د پټځېروی. 

 د افادي په نامه یادوو.  Tد تیورینګ د ماشین  کي αپه 

پدي  ،لاندنئ تعریف دتیورینګ د ماشین شېبوي ارائه چي دهغي په تعقیب شېبوي ارائي   

تعریف  پهپه شېبه کي، باندی تعویض کېږي، په دقیق ډول فورمولبندي کوي. i+1معنی چي د 

 وي. هم افادي امکان لري، چي خالي افادي  Qاو  Pکي د 

د نوموړي  βاو  αراکړه سوی دي،  Tفرضوو چي د تیورینګ ماشین  6.19.تعریف   

( لیکو، بداسي α→β)که سوء تفاهم رانسي ،نو نیغ  α→β( T)بیانو ماشین شېبوي ارائې دي. 

 حالت کي چي د لاندنیو حالتو څخه یو حالت رامنځ ته سي:

 افادي داسي وجود لري، چي : Qاو  Pد  (1)

α : PqiSjQ 

β:  PqlSkQ 

 افاده په ځان کي لري.  lqkSjSiqد   Tتیورینګ ماشین او د 

 افادي داسي وجود لري، چي : Qاو  Pد  (2)

α : PqiSjSkQ 

β:  PSjqlSkQ 

 افاده په ځان کي لري. lqRjSiqد   Tاو د تیورینګ ماشین 
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 داسي وجود لري، چي : افاده Pد  (3)

α:  PqiSj 

β:  PSjqlS0 

 افاده په ځان کي لري. lqRjSiqد   Tاو د تیورینګ ماشین 

 افادي داسي وجود لري، چي : Qاو  Pد  (4)

α:  PSkqiSjQ 

β:  PqlSkSjQ 

 افاده په ځان کي لري. lqLjSiqد   Tاو د تیورینګ ماشین 

 افاده داسي وجود لري، چي : Qد  (5)

 α:  qiSjQ 

 β:  qlS0SjQ 

 افاده په ځان کي لري. lqLjSiqد   Tاو د تیورینګ ماشین 

افادي امکان لری چي دواړه خالي او یا یوه دهغو  Qاو  Pبیاهم یادونه کوم چي په تعریف کي د 

 د تعریف څخه مستقیم لاندنی قضیې استنباط کېږي. 6.19د څخه خالی افاده وي. 

 ده. β=γوي ، نو  α→γ( T)او   α→β( T)که  1.19.قضیه   

وي ، بیانو  'T  ⊆Tدوه داسي د تیورینګ ماشینونه وي، چی  'Tاو  Tکه  2.19.قضیه   

 استنباط کېږي. α→β(T')څخه   α→β( T)د 

  Terminalته د وروستني  Tارائه نظر د تیورینګ و ماشین  شېبوي αد  7.19.تعریف   

 وي.  α→β( T   (داسي ارائه وجود ونلري، چي βارائي په نامه یادیږي، که د 

د تیورینګ د ماشین د  Computationشمېرنه   Tد تیورینګ د ماشین  8.19.تعریف   

p, ...,α2, α1α  شېبوي ارائو د لاړ څخه عبارت دي، پداسي ډول چي د هرi  ،i<p≦1  دپاره

)T(i+1→αiα  او pα  د تیورینګ د ماشین وروستنې ارائه ده. پدي حالت کي)1α(  T=Respα 

 ده.  tResultanد شمېرنې نتیجه  Tد تیورینګ د ماشین  pαلیکو او وایو چي 

 په لاندی ډول سره راکړه سوی دي: Tد تیورینګ ماشین  3.19.بېلګه   

 T   :  q1S0 Rq1 
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   q1S2 Rq1 

q1S5 Rq1 

q1S3 S5q2 

q2S5 Lq3 

q2S0 S5q3 

q3S2 S5q3 

q3S3 S5q3 

پر الفباء باندي  S 2,S 3,S 5S,0داخلي حالتونه او د  q2 ,q3 q,1د تیورینګ راکړه سوي ماشین د 

افاده راکړه سوی ده ، چي باید وشمېرل سي.  3S5S0S1q2Sپر پټه باندي د تعریف سوی دي. 

د  T. څرنګه چي په موضوع کي سوء تفاهم نه راځي، نو د  3S5S0S1q2Res(S ?=(یعنی 

 دی.  3S5S0S1q2Sزموږ د مسئلي پېلوځي حالت ېږو.تېرلیکلو څخه 

د لمړی قوماندي پر بنسټ د ماشین نوک باید یو حجره و ښي لاس ته و خوځېږي او خپل داخلي 

 3S5S1q0S2S →3S5S0S1q2S: حالت ته تغیر ورنه کړي، پدي معنی 

نښه ځېروي او ددریمي قوماندي له مخي باید  5Sد لمړي عملیې په نتیجه کي د ماشین نوک د 

لاسته راځي. د  3S1q5S0S2Sبیاهم یو حجره و ښي لورته و خو ځېږي، چي په نتیجه کي یې د 

 3Sبرابر سي ، نو  3Sپه داخلي حالت کي د ماشین نوک پر  1qڅلرمي قوماندي له مخي که د 

واړوي. په  2qو  1qولیکي او خپل داخلی حالت د  5Sباید پاک، پر ځای یې په هغه حجره کي 

افاده لاسته راځي. نور استدلال یې د تمرین په څېر تعقیب کي. زه به  5S2q5S0S2Sنتیجه کي د 

 د شروع څخه لاړ په بڼه راوړم:یې دلته 

    S2q1S0S5S3→ S2S0q1S5S3 

                → S2S0S5q1S3 

               → S2S0S5q2S5 

           → S2S0q3S5S5 

دپاره کمه قومانده وجود نلري، نو ماشین  5S3qموږ د قوماندو په سیټ کي د څرنګه چي ز

 ∎   )5S5S3q0S2S)= 3S5S0S1q2SRes     درېږي. پدي ډول :
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وي ، نو د تیورینګ د ماشین شمېرنه به په لاندي  3S1qپه همدي بېلګه کی که پېلوځي حالت 

 ډول وي:

    q1S3 → q2S5 

            →q3S0S5 

            → q3S5S5 

 ∎     دی.  5S5S3)= q3S1Res(qپدی معنی ، چي 

 

 2S5S0S1q2=S1αبېلګي د تیورینګ په ماشین کي پېلوځي حالت  3.19څه فکر کوي ، که د 

بېلګي  2.19نتیجه د  د خپلو څېړنو؟  وي ، نود تیورینګ د ماشین شمېرنه به څه ډول بڼه ولري

 سره پرتله کئ. 

د خالی حجري  B،هغه عبارت دي له راسي یوه بله لوبه وکو. زموږ الفباء یوازي دوي نښې لري

. پدي ډول د تیورینګ ماشین په {B,|}د عدد د ارائې دپاره ، یعنی  | عمودی کرښه دپاره او

 |ځلې د  k+1د  kهر طبیعي عدد کي هره حجره کي یو عمودي کرښه رسموي . په دغه الفباء 

د تیورینګ د ماشین ځلې ځکه چي صفر هم په نظر کي نیسو.  k+1د لیکلو په ذریعه ارائه کوو. 

،    | =0باندي ښیو. نظر زموږ و قرارداد ته  q1,q2,q3...q,0داخلي حالت د پخوا په شان په 

ي ژبه کي بېلګي د تیورینګ ماشین زموږ په نو 1.19او داسي نور . اوس نو د  ||| =2،  || =1

 ژباړو.

 لاندنئ د تیورینګ ماشین په نظر کي نیسو: 4.19.بېلګه   

   q0 | L q1 

   q1 B | q2 

 

دراکړه سوی د تیورینګ ماشین پېلوځي حالت پر لمړنې عمودي کرښه ولاړ دي. د لمړی 

څخه و  0qقوماندي پر بنسټ باید ماشین و کیڼې حجري ته و خوځېږي او خپل داخلی حالت د 
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1q  1ته واړوي. دq  په حالت کي باید په خالی حجره کي عمودي کرښه رسم او داخلي حالت و

2q  2ته واړوي. څرنګه چي دq ت دپاره قومانده نلرو ، نو ماشین درېږي. پدي ډول مو د د حال

 تعریف وګوری( وشمېرله.  1.18پېلوځي تابع )  s(x)=x+1 تالینوموړي ماشین په ذریعه د

صفري تابع چی د پېلوځو تابع ګانو څخه ده د لاندنې ماشین په ذریعه  5.19.بېلګه   

 شمېرل کېدای سي:

    q0|Bq1 

    q1BRq0 

    q0B|q2 

ددی  .نه در وپېژندل سولاو مفهومو ې وسیلېکی تاسوته ځینې بنسټیز §§18-19په   

اته نسی، غواړم په لنډ ډ ول ستاسو پاملرنه کر سوي مفهومونه او وسیلې مجردي پدپاره چي ذ

 د هغوی و عملی اړخ ته راګرځوم. د موضوع ژوره څېړنه ددی کتاب د چوکاټ څخه وزي. 

د الونزو چرچ او الان تیورینګ فرضیه د پردیکات د الجبر په هکله نه فیصله کېدونکي   

 د پردیکات په الجبر کي ده. پدي معنی چی داسي پروسه)الګوریتم، پروګرام(  وجود نلري چي

د ادعا د صدق کولو دهري ادعا د صدق کولو ) د ثبوت د وړتوب( په هکله دي فیصله وکي. 

تابعګانو د شمېر وړتوب او دشمېرني دپاره یې  اود ادعا د ثبوت د وړتوب مسئله د ستنیدونکو 

 د کلینی دد تیورینګ د ماشین موجودیت او دهغه په ذریعه د هغوی شمېرني ته راجع کېږي. 

په دیرشمه قضیه کي وایې چي د ابتدائې ستنېدونکې تابع ګانو او د شمېر وړ تابع   [9]کتاب 

دي پعیني تابع ګانی احتوا کوي. ګانو ټولګي سره مساوی دي، پدي معنی چي دواړه ټولګي 

سته راوړلای سو ، دهغوی دپاره هم  معنی هغه نتیجې چي د ستنېدونکي تابع ګانو په ذریعه لا

 د تیورینګ ماشین وجود لري ، چی هغوی شمېرلای سي.

د عمومی ماشین بل ګام هم مخ ته ولاړي او  1936)تیورینګ په خپلو څېړنو کي )   

Universal Turing Machine  طرح یې وړاندي کړه. پدي طرحه کي ماشینونه یوازي

د تیورینګ د ماشینو  Mسي.که لای وشمېرنې نه کوي ، بلکه د تیورینګ نور ماشینونه تحلیل

په ماشین   Uد Mد تیورینګ عمومي یا یونیورسال ماشین وي بیانو که  Uڅخه یو ماشین وي ، 

د ماشین په  Mماشین کټ مټ د  Uقیمت په صفت ورڅرمه کو، نو د  (دخولي) کي د ایښودلو
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د ماشین  Mڅېر عمل کوي او په پای کي ، که ماشین ودرېږي، هغه نتیجه چي لاسته راځي د 

 ماشین یې شمېري.  Mپه بله اصطلاح د هغي تابع قیمت به وي چي د عملیو نتیجه به وي. د

  1.19.تمرین   

 څه ډول تابع شمېري؟ x2,x1f(x,3(اشین د الف( د تیورینګ لاندنی م

   q0||q1 , q1|Bq0 , q0BRq1 , q1BRq2 ,  

   q2|Rq2 , q2BRq3 , q3|Bq4 , q4BRq3 

 څه ډول تابع شمېري؟ f(x)د تیورینګ لاندنی ماشین د ب( 

   q0|Bq1 , q1BRq2 , q2B|q2 

 د تیورینګ ماشین ولیکی.)د ارتسام دوه متحوله تابع( دپاره  x2p)x2,x1=(2ج( د پېلوځي تابع 

 د( دتیورینګ لاندنی ماشین تحلیل کي.

   q0||q1 , q1|Bq0 , q0BRq1 , q1BRq2 ,  

   q2|Rq2 , q2BRq3 , q3|Bq4 , q1BRq3 
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 څلرم فصل

 Modal Logicشرطي یا وجهي منطق 

 

عملیې او د هغه خاصیتونه مو لمړي فصل مو د بیان په مفهوم راشروع پر بیانو باندي  

ي په نتیجه ک و څېړل. ژر څرګنده سوه چي د عمومي او موجودي کوانتیفیکاتور د نشته والي 

نسو فورمولبندي کولای. دعلومو پرمخ او د ورځني ژوند ډېري جملي د ریاضي ډیري قضیې 

ا کته فلسفي مقولو ی عین حال کي د فلسفي او ریاضي موازي څېړنو په ریاضي کي دتګ او په 

ګوریو، لکه ضرورت او امکان، علت او معلول، کمیت او کیفیت، ... اوداسي نورو د ارائې د 

 ضرورت جبر تائید کی. 

د بېلګي په ډول "ناممکنه ده، چی ژوندی مخلوقات دي اور تحمل کړای سي"، " امکان 

چي ننګرهار به د افغانستان پلازمینه وي"، " کابل هرومرو د افغانستان پلازمینه ده"، لری، 

"ضرور دی ، چي هر شئ د خپل ځان سره برابر دي"، " ریدی پوهېږي، چي ماسکو د روسیې 

" اتل باور لري، چی د ډیري ښی مېرمني د ژوند ملګری دی"، " ضرور دی، پلازمینه ده" ، 

ی ته ودرېږیږی"، "ریدی غواړي تل د تورپیکې سره مینه ولري.". چي دترافیک سري اشار

په نوموړو بیانو کي حالت یا وضعیت د هغه بیان وڅنګ ته چي موږ په لمړي فصل کي ورسره 

 بوخت وو، افاده سوی دي. 

ه هغه کي د ضرورت او هغه افاده ده ، چي پ ي یا وجهي بیان، شرط Modal مودال 

څرګندېږي.پدي معنی د هغو بیانو د او یا د هغوی معادل را  Categoriesکټه ګورې امکان 

 همفهومون رشتیاوالي یا درواغوالي په هکله قضاوت کوو ، چي په هغه کی د ضرورت او امکان

کي د "دا ضرور  Modal Logicسي.په دقیق ډول ویلای سو، چي په شرطي منطق  را څرګند

 طریقې څېړو.  دی، چي..." ، " دا امکان لري، چي ..." ډوله افادو د استنباط

،  Artificial Inteleganceیرکتوب په مصنوعي ځ شرطي منطق، د بېلګي په ډول، 

سیسټمو په  واو د خپاره سوو یا تیت سو  Logics of Programmsد پروګرامو په  منطق 

 په کار اچول کېږي.  Analysis of Distributed Systemsتحلیل او تجزیه  کي 
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 بیان الجبرد شرطي    §20.

د بیانو د په  < ⟷,⟶,∨,∧,¬ ,(,),L=< a,b,c,...,0,1 کي مو ژبهپه د بیان د الجبر   

د ثابت په څېر د رشتیا او درواغ دپاره  "1"او  "0"نښه کولو دپاره حروف یا توري درلوده، 

ټاکلي وه، قوسونه د بیانود ترکیب په موخه وه او بلاخره پر بیانو باندي د عملیو نښي راکړه 

 :ا په نتیجه کيپراختی ژبي دد بیان د الجبر  سوی وي. د

L=
1 2 3

P,Q,R,...,a,b,c,...f ,g,h,...,x ,x ,x ,..., , , , , , , ,(,)        

کي. دوهم فصل ته مراجعه ود پریدیکات د الجبر ژبه در وپېژندله. د نښو د تعبیر دپاره بیرته  

 ، یعنی: ◊او  □ ي ور اضافه کوو، هغه عبارت دي لهنوموړي ژبي ته دوي نښ

L=
1 2 3

P,Q,R,...,a,b,c,...f ,g,h,...,x ,x ,x ,..., , , , , , , ,(,),         

ه کاټکل یې وکړای سي، چي نوي نښې د ضرورت او امکان د مفهومونماینده ګي کوي. ممکن 

A وي، نو  بیانA □ :په لاندي ډول لوستل کېږي 

 ضروردی چي رشتیا به وي. بیان Aد    

 ارومرو رشتیا دی. بیان Aد 

 .تل رشتیا دي بیان Aد    

 معلومه ده چي رشتیا دي.بیان  Aد    

 رشتیا دي. بیان Aباور لرو چي د    

 افاده داسي لوستلای سو: ◊Aوي ، نود  بیان Aکه 

 به رشتیا وي. بیان Aامکان لري چی د    

 کله کله به رشتیا وي. بیان Aد    

 به رشتیا وي. بیان Aنامعلومه ده چي د    

 به رشتیا وي. بیان Aباور نلرم چي د    

 بیان په معین وضعیت اویا معین حالت کي ارائه کوي.  ،دلته وضعي یا شرطي عملیې 

بسنه وکو.ددی دپاره د موږ به دلته یوازي د شرطي منطق د بیان د الجبر په بنسټېزو   

سره ارائه  او  trueاو  falseثابتونه په  1او  0د الجبر ژبه به راواخلو او په هغه کي به د  بیان

 دي معنی چي:به پراختیا ورکړو، پد ضرورت او امکان په یوه ئېزو عملیو 

 L= a,b,c,...,false,true,(,), ¬,∧,∨,⟶,⟷,□,◊ 

 زموږ څېړنه د پراخه لاسه ده. په اکثرو کتابو کي په :

   L= a,b,c,...,false,(,), ¬,∧,,◊ 

ابت په مرسته بسنه کوي، ځکه چي حذف سوی عملیې او ثابت د راکړه سوو عملیو او ث

 دي. یعنی د درواغو نفي رشتیا ده.   false  ،true¬ي په ډول بېلګتعریفولای سو. د 

 د الجبر هغه تعریفو ته چي ضروردي، پراختیا ورکړو.  اوس به نو د بیان  
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د منشاء د  بیانو لاړ د بیاند  t2, ... ,tnt,1 په الجبر کي د  بیان د شرطي .20.1تعریف   

یا ی په نامه یادوو، که د هغه د هر غړ Propositional Creating Sequence (PCS)لاړ 

 دپاره د لاندنیو شرطو څخه یو شرط صدق وکي: i=1,2, ... ,nهر اندکس 

 .د تعریف سره مطابق ابتدائې بیان دی .22د  itالف( 

 jtد مخکني  بیان itدي، پدي معنی د  jt¬=itچي اندکس داسي وجود لري ،   j<iب( د 

 د نفي په نتیجه کي لاسته راغلي ده. بیاند 

د  ♣ده. پداسي حال کي چي  k♣tj=titاندکسونه داسي وجود لري ، چي د   j,k<iپ( د 

, , ,    د منطقي اتصالوڅخه د یوه اتصال نماینده ګي کوي.پدي معنی چي د it د  بیان

jt  او kt  د اتصال په نتیجه کي لاسته راغلي ده.  بیانود 

 دي.  jt□=itاندکس داسي وجود لري ، چي   j<i( د ج

   

څخه عبارت دي،  بیان د هغه بیان tالجبر په ژبه کي د د د شرطي بیان 2.20.تعریف  

یې همدغه  ري ، چي وروستی غړید منشاء لاړ داسي وجود ول بیانود   t2, ... ,tnt,1 چي د 

 وي.  tnt=وي، یعني  بیان

کي تشریح کي ، دلته بېله دي چی هغه مفهومونه تکرار  §12د فارمول مفهوم مو په  

دهغو تعریفو سره په مطابقت کي تعریفو باندي حواله درکوم.  5.12او  4.12کړم تاسوته پر 

. ئېزه تابع ده( 0-ئېزه تابع ،  k–یعنی   k=0اټمي فارمول دی)پدی حالت کي  Termهره کلمه 

ځکه نو تر دی وروسته به د ساده او ترکیبی بیانو په عوض یوازي د فارمول عمومی مفهوم په 

 کاراچوو. 

پراختیا په نتیجه کي لاسته راځی، نو  د بیان د الجبر د بیان الجبرشرطي څرنګه چی د  

وه پر دی د ضرورت او صدق کوی. علاهم لته د بیان د الجبر اکسیومي او د استنباط قوانین د

 ه بهیرد څېړنو پئېزو عملیو په اړوند اکسیومي اود استنباط قوانین باید طرحه کو. امکان د یوه

د  29Kضعیف سیسټم د لمړنئ او ته راغلی دي.مختلف سیسټمونه منځ کي د شرطي منطق  

 منطق سیسټم دي ، چي د :بیان د شرطي 

                                           
29 Saul Aaron Kripke(13.11.1940)  امریکایې فیلوسوف او منطق پوه دي . چي دشرطي منطق دغه سیسټم دده په ویاړ

 نومول سوی دي.لمړی ځل د هغه له خوا څېړل سوی دی. 
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 □(A⟶B) ⟶ (□A⟶□B)   توضیعی اکسیومه  

 
A

A
 داستنباط قانون      

موږته د استنباط په عملیه کي د ضرورت د عملیې د داخلیدو خاصیت  توضیعی اکسیومه 

د ثبوت وړ وي، نو کی بیان د بیان په شرطي منطق  Aبیانوي او د استنباط قانون وایې که د 

□A وت وړ دی، یا په بله اصطلاح که دهم د بیان په شرطي منطق کي د ثبA  بیان دK  د سیسټم

د نوموړي سیسټم ضعف پدي کي دی، چي په د سیسټم قضیه ده.   Kهم د  A□قضیه وي ، نو 

سره  Tاړېکه په نسو ثابتولای.اوس نو که نوموړی   A⟶A□هغه سیسټم کي د بېلګي په ډول 

سیسټم لاسته  KTو سیسټم ته وراضافه کو، نو په اصطلاح د  Kوښیو اود اکسیومي په ډول د 

 راځي. یعنی :

   T: □A⟶A 

 خو د نوموړو اکسیومو څخه :

  □A⟶□□A    (4) 

پر سیسټم ور اضافه کوو او لاسته راغلی  KTنسو ثابتولای ، ځکه نو که پورتنې اکسیومه د 

 سیسټم ته دلاندنې اکسیومي په ذریعه پراختیا ورکوو: S4د سره ښیو.   S4سیسټم په 

  E: ◊A⟶□◊A 

 سره ښیو.  KT4Eپه نتیجه کي لاسته راغلی سیسټم په  

اکسیومه د منفی ځان لید  (E)او د  positive introspectionاکسیومه د مثبت ځان لید  (4)

negative introspection  .اکسیومه وایې : که زه پوهېږم چي د  (4)په نامه یادېږيA  بیان

 بیان رشتیا دي. Aرشتیا دی ، نو زه پوهېږم چي زه پوهېږم چي د 

ا یبیان رشت A¬د نفي به مرسته ارائه کوو. یعنی که زه نه پوهېږم چي د  Aاکسیومه د  (E)د 

 بیان رشتیا دی.  A¬دی ، بیانو زه پوهېږم چي نه پوهېږم چي د 

شرطی بیان د منطق د سیسټمو  KT4E=S5, KT4=S4, KT, Kد  3.20.تعریف  

 سره ښیو.  Kڅخه هر یو په 

 Kد هغوی څخه ځانګړی سیسټم وی ، نو نوم یې په صراحت ذکر کوو. یعنی د که مو مقصد 

 ، .. وایو.  KT  ،KT4پر ځای 
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¬□¬A   4.20.تعریف  
def

◊A . 

 پاملرنه وکی ، چي پورتنئ تعریف د امکان عملیه د ضرورت د عملیې په مرسته تعریفوي. 

بیان رشتیا  Aچي وایې ضروردی چي د  A◊¬او یا د هغه معادل  A¬□. 1.20تبصره 

رشتیاوالی ناممکن دی. دلته باید د  Aرشتیادی او یا دهغه معادل د ضرور  A¬ندي ، یعنی 

دهغه یا  A□¬بیان نفی سوی دی، خو په  Aکي د  A¬□نفی عملیې ته جدی پاملرنه وسي. په 

ممکن دی". دلته د نفی عملیه د ضرورت  A¬ضرور ندی" او د هغه معادل " A "A¬◊معادل 

 .سوی ده باندی عملی □عملیی پر یوه ئېزي 

د دباندنیو قوسو څخه صرفنظر کوو. د عملیو ترتیب د دلته هم د تېرو فصلو په څېر  

 ښئ څخه و کیڼ لور ته د لمړی توب حق لری:

   ↔, →, ∧,∨,¬,□ 

 په معنی دی.  C→(B∧(A□))، د  A∧B→C□پدي معنی چي د بېلګي په ډول 

 په تیوري کي  Kد  فرضوو چيکي ثبوت(.  ) د شرطی بیان په الحبر 5.20.تعریف  

1,A2, ..., AnA  اوB  .د د شرطی بیان د منطق فارمولونه دیK  په تیوري کي دB  د فارمول

فارمولو د متناهي لاړ څخه دی،  C2, ... ,ClC,1 څخه عبارت د A2, ..., AnA,1 استنباط د 

 iC د لاړ د هر غړی  وا  =lCB، یعنی فارمول  Bپداسي ډول چي د لاړ وروستی غړی د 

 دپاره د لاندنیو شرطو څخه یو شرط صدق وکي:

 1P-  iC .د شرطی بیان د منطق اکسیومه ده 

 2P-  iC  دK .د تیوری اکسیومه ده 

 3P-  دiC  1 د,A2, ..., AnA .د فارمولو څخه یو فارمول دی 

 4P-  دk,j<i  اندکسونه داسی وجود لري، چي دkC  بیان دiC→jC .بڼه لري 

د استنباط وړ دی ،  A2, ..., AnA,1 په تیوري کي د  Kفارمول د  Bد  6.20.تعریف  

د فارمول استنباط وجود ولری.دغه واقعیت په  Bد  A2, ..., AnA,1په تیوري کي د  Kد که 

 لاندی ډول ارائه کوو:

   An, ..., A2,A1⊢K B 
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فارمول  Bفرضیې وجود ونلري، نو په لنډ ډول وایو چي د  A2, ..., AnA,1، یعنی د  n=0که 

تیوري مشخصه وي ،  Kلیکو. څرګنده ده که د  ⊣B Kپه تیوري کي د ثبوت وړدی او   Kد 

 لیکو. B⊣صرفنظر او  هد لیکلو څخ Kنو د 

 تعریفو سره پرتله کي. 4.4او  3.4پورتني دوه تعریفونه د  

 د ثبوت وړ دي ، یعنی : A→◊A□او  A→◊Aپه تیوري کي  KTد  1.20.بېلګه  

a) ⊢ A→◊A 

b) ⊢□A→◊A 

  a)ثبوت:

1) □¬A→¬A    اکسیومه ده KT د      

2)(□¬A→¬A)→(¬¬A→¬□¬A)  30د مخالف حالت قانون 

 د مودوسپوننس د استنباط قانون عملی کوو: (2او  (1پر 

3) ¬¬A→¬□¬A  

4) A→◊A      د 4.20 تعریف له مخي  

q.e.d. 

(b 

1) □A→A     اکسیومه T د 

2) (□A→A)→((A→◊A)→ (□A→◊A))      (A2) .1.4تعریف  

3) (A→◊A)→ (□A→◊A)  1) او 2) مودوسپوننس 

4) □A→◊A   او  3) مودوس پوننس (a (4 

q.e.d 

  1.20.تمرین 

 په پورتنې بیلګو کي د استنباط لاړ ولیکئ. 1)

 د ثبوت وړ دي. یعنی: A→□¬□A□¬او   A→□◊Aکي  S5په وښیاست چي  2)

a) ⊢A→□◊A 

                                           
 تطبیق سوی دي. A)14(تعریف  1.4. 30
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b) ⊢ ¬□A→□¬□A 
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 پنځم فصل

 Temporal Logics   ت منطقد وخ

دمخه تر دي چي اصلی موضوع در سره شریکه کم. د امستردام د پوهنتون د منطق، 

ځنی مفکوری د وخت په هکله  Yde Venemaژبی او شمېرنې د انستیتوت د پروفیسر وینیما 

 .  [22]به ستاسو سره شریکی کم 

وخت یو له ضد او نقیض ترینو مفهومو څخه دي چي په خپل فکر کي ورسره مصروف 

"اقرار" کي د وخت  م، په خپل کتاب (430-354)راهب سانکت اوګوستینوس، د عیسویانویو . 

 په هکله داسی لیکي.

چي وخت څه  پوښتنه ونه کي، نو زه پوهېږم که هیڅوک زما څخهوخت څه شي دي؟ "

پوښتنه کړیده ، یې ؛خو که زه و هغه شخص ته ، چي زما څخه یې د وخت په هکله  شي دی 

 تشریح کم، نو ورته وبه وایم ، چي نه پوهېږم."

 الت دی.ح Ontologicalحیرانونکي اړخو څخه د هغه موجودی یرو ډ دد وخت یو

شعوری ، چي زموږ پرهني او نسبی مفهوم ديی خوا وخت ذپدی معنی چي هغه وجود لری!دبل

؛دبلې خوا  زموږ د تمدن او تکنالوجي بنسټ د مطلق تجربو او د پېښوپر تسلسل باندي ولاړ دی 

ولاړ دی. د وخت د موجودیت تضاد ځینی فیلوسوفان  وخت د موجودیت د عینیت پر مفهوم 

ی ، چي ووایې ، چي وخت غیر واقعی دی او نور بیا د مطلق وخت تردی حده رسولی د

موجودیت مني او په سر کي یې د دهغه د جوړښت فکرونه ګرځي ، چي آیا وخت خطي دی او 

منفرد دی او که  denseاو که غیر محدود ایا وخت ګڼ  دی دکه دایروی، ایا وخت محدو

discrete  . 

بحث تېر سو، نو  ء فزیکی( خو په هر صورت که موږ یې تر میتافزیکی ) ماورا

په ذهن کي دونه بنسټیز رول لوبوی، چي ددغي پدیدی په هکله   څرګنده ده چي وخت زموږ

لکه څنګه چي موږ یې په فزیک ، ژبپوهني، کمپیوټری  پیدا کېږي.دقیق استدلال ته ضرورت 

کي شاهدان  Artificial Intelligenceاو مصنوعی ځېرکتوب  Computer Scienceعلومو 

ډول په کارنه اچول کېږي، خو  هیو. که څه هم په ټولو نوموړو برخو کي د وخت مفهوم په یو

 طق تر عنوان لاندي منسجم کو. ټوله کولای سو چي د وخت د من

 

په تېرفصل کي مو د بیان الجبر ته د دوو فلسفي مقولو ضرورت او امکان په ذریعه 

پراختیا ورکړه او د شرطي بیان الجبرمو لنډ در وپېژندی. زموږ هدف فلسفي نه بلکه عملی اړخ 

منطق څخه ، لری. لکه څنګه چی د تېر فصل په شروع کی مو یادونه وکړه د شرطي بیان د 

 غیر له نورو ساحو په مصنوعي ځیرکتوب کي کار اخیستل کېږي.
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د تکنالوجي او دمعاصر ژوند د پرمختګ په نتیجه کی د کار او ژوند پروسې اصلاح   

او د عملی کېدو وختونه یې د امکان په صورت کي رالنډ او اوتوماتیکي بڼه غوره کوي. دلته د 

رول لوبوي. د شمېرني تحلیل او تجزیه ، څه په صوري  شمېرني په پروسه کي وخت ډیر مهم

او یا څه په عملی بڼه ، د وخت په چوکاټ کي صورت نیسي . که څه هم د ځینو سیسټمو په 

،  د وخت مفهوم په صراحت سره نه ذکر کېږي  functional programmsټولګیو کي ، لکه 

، خو د پروسو او د هغوی متقابل عمل د چاپېریال سره په طبیعی بڼه د وخت په چوکاټ کي 

صورت نیسي. ځکه نو دلته د وخت د مفهوم څخه صرفنظر نسو کولای او د هغو بیانو تحلیل 

س کېږي. که څه هم او تجزیې ته چي د وخت مفهوم پکښي څرګندېږي، خاص ضرورت احسا

د وخت په هکله فلسفي بحثونه په لرغوني یونان کي ، د ارسطو په استدلال کي چي " آیا سبا به 

 سمندری جګړه وی؟" لیدل کېږي ، خود تېري پېړي په لمړی نیمایې  کي جرمنی فیلوسوف

 .J فاینډلی ، د جنوبی افریقا فیلوسوف H.Reichenbach(1891-1953) غایخنباخ 

Findlay(1903-1987) اوکاښییویچ ، پولنډی فیلوسوف او ریاضي پوه J. Łukasiewicz 

د وخت د   J. Łoś (1955-1998) وښ او پولنډی فیلوسوف او ریاضي پوه  (1878-1956)

 منطق معاصر بنسټونه کښېښودل.

  A.Pnueli (1941-2009) پینیولي      د کمپیوټر ساینس اسرائیلي متخصص او ریاضی پوه 

ت د منطق څخه د وسیلی په څېر د کمپیوټر د موازی پروګرامو د صحیح والي د آزموینې د وخ

concurent programs verification  لي په طریقه د موازی په اړوند کار واخیست. د پینیو

د وخت د منطق په ژبه ارائه  پروګرام د درستوالي د آزمویني دپاره ، لمړی باید هغه پروګرام

 او بیا ثابته سی چی د پروګرام ځني خصوصیتونه د وخت د منطق په چوکاټ کي صدق کوي. 
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     Flows of Time د وخت بهیر §21.  

  

په تېر فصل کی د مختلفو اکسیومو د تطبیق پر بنسټ د مختلفو شرطي بیانو د منطق   

سره معرفی سوو. دمخه تردی چي د وخت د منطق مختلف ډولونه، او یا د وخت د منطق د 

ډولو څخه یو ډول معرفی کو، ضروردی چي لمړی د وخت د مفهوم په اړوند د ریاضي له 

رد ډول د وخت په اړوند فکر کوو، نو اکثرآ یو خط تصور نظره یو نظر واچوو. کله چي په مج

کوو. دغه تصور تر ډېره حده د خلکو په ذهن کي د وخت د مفهوم په صفت ځای نیولی دی. 

د وخت د مفهوم د ریاضي تصویر د نقطو د سیټ  او پر نوموړی سیټ د ترتیب د اړېکي سره 

ړلی دی. وروسته به د وخت پر نقطهٔ او یاهم شاید د دوو نقطو ترمنځ د فاصلي په بڼه،  ت

تصور اعتراضونه او بدیلونه وڅېړو. فعلآ به وخت د یوه چوکاټ په بڼه ، یعنی ساختمان 

T=(T,<)  دوه ئېزه اړېکه  د وخت پر سیټ ، د وړاندی والي)تقدم  >، پداسي ډول چي د

precednce  اړېکه ده، معرفی کو. د )T  به ورته د سیټ عنصرونه د وخت نقطې )شېبې

د شېبي  tشېبه د  sپه اړېکې اړه ولري، نو وایو چي د   >مرتبه جوړه د  (s,t)ووایو( دي. که د 

پر اړېکه ځني شرطونه  >څخه مخکي ده.د وخت په هکله د احساس په درلودلو سره  به د 

کښېږدوڅو د وخت دغه ډول مودل خپل معقولیت تثبیت کړای سی. زموږ ژبه د پریدیکات د 

 " په ذریعه تمثیلیږي.  >د " Rژبه ده، هغه هم پداسي ډول چي یوازنئ پریدیکات الجبر 

څرګنده ده، چي  د وخت هر چوکاټ چي پر احساس باندی ولاړ وي د وخت د پېژندني دپاره 

اړېکي څخه د غیر انعکاسي او انتقالي خاصیتو  >منلی چوکاټ نسی کیدلای. لږ ترلږه باید د  

د درلودلو انتطار ولرو.هر چوکاټ چي دغه خاصیتونه ولری د وخت د بهیر په نامه به یې 

ترتیب  partialنسبی )نیمګړئ(  strictویادوو. د ریاضي له نقطهٔ نظره د وخت بهیر دقیق 

 ي داسی وژباړو: )اوډل( سوی سیټ دی. دغه ترتیب به د بشری ژبي په چوکاټ ک

s>t  په دی معنی دي چی دs  شېبه دt  . تر شېبي وروسته دهs≤t  به پدي معنی وي، چي، یا

s=t  دی او یاs<t  یعنی دt  شېبه دs  تر شېبي ورسته ده. اوس نو که د{s∈T; t<s}  سیټ

تر شېبي وروسته  tراکړه سوی وی ، نوموړئ سیټ به د ټولو هغه شېبو سیټ وي ، چي د 

 راتلونکې ده. tلی وي، یعنی د راغ
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 ماضی ده، هم به درسته وي. sد  tهمدا ډول که ووایو ، چي 

د تامو  𝒵=(ℤ,<) د طبیعی عددو سیټ،   𝒩=(ℕ,<)ددغه ډول سیټو مشهوری بېلګې   

د حقیقی عددو سیټ دی. هغه  ℛ=(ℝ,<)د ناطقو عددو سیټ او  𝒬=(ℚ,<)عددو سیټ ، 

 𝔹دي.دلته د  𝔹=(ℬ,≻(سیټ  binary tree 31بېلګه چي لږ شهرت لری د دوه ئېزو ونی

، هغه وخت صدق کوي  s≺tلاړ دي ، په داسي حال کي چي   1sاو یو 0sسیټ د صفرونو 

څلور  32منکوسکيبله په زړه پوری بېلګه د وي.  initial segmentپیلوځي ټوټه  tد  sچي 

د منکوسکی فضاء ء ، چی د منکوسکي د وخت د فضاء په نامه هم یادیږي، ده. بعدی فضا

)⊲, 4ℝ=(𝒮  ،Minkowski spacetime  اړېکه داسي تعریف کېږي: ⊳، ده. دلته د 

 
0 1 2 0 1 2

(x ,x ,x , t) (x ,x ,x , t )     په څلورئېزو کي نه یوازی د وخت محور یو تر بل کوچنئ

ر تدی، بلکه پر متعلقومحورو ددوو نقطو تر منځ فضائې فاصله د وړانګی  (´t<t)، یعنی 

او  0xسرعت په کمه ووهل سی . پدی معنی چي د بېلګي په ډول د 
0

x ترمنځ فاصله باید د

 وړانګې تر سرعت په کمه ووهل سی. 

nt ,وکی ،چي زموږ تعریف دایروی وخت منع کوی. پدی معنی که چیري پاملرنه   

1,t2...,t  1د وختو داسي لاړ وجود ولری ، چي<tn< ... <t2<t1t  وی، بیانو د انتقالی قانون پر

 دی او دغه حالت د غیر انعکاسی والی سره مغایرت ښئې .  t1t>1بنسټ 

په  Rد وایو چي ،د بلی خوا د وخت د بهیر د کرښه ئېز د خاصیت کمښت احساسیږي.  

دقیق نیمګړی ترتیب )اوډل( سوی سیټ خطي )کرښه ئېز( اوډل سوی دی، که د نوموړی  اړېکه 

 Ryxاو یا  x=yیا  Rxyقضاوت وکړای سو، چي یا په هکله   yاو xسیټ د هر دوو عنصرو

 صدق کوي.  xy(Rxy ∨ x=y ∨ Ryx)∀دی. پدي معنی چي د پریدیکات په الجبر کي 

اوډل سوی دي ؟ پاس ذکر سوو نورو  اړېکې ته کرښه ئېز >آیا د طبیعی عددو سیټ نظر و  

 بېلګو په هکله څه فکر کوی؟

ی.دا ځکه چي ،د اکثره خلکو په ره حده تبارز کود وخت دغه ډول دورنما په ساینس کی تر ډې

په څېر ساختمانونه په اصطلاح د  𝒮او  ℬکي د وخت معیاری تصور دی. په هر حال د  فکر

انو پاملرنه د وخت د منطق د عالمتر ډیره حده ساختمانونه  branching-timeڅانګور وخت 

دي، که په سیسټم کي  branchingځانته را اړولی ده. یو سیسټم نظر و راتلونکی ته څانګور 

دوی یو دبل څخه مستقلي راتلونکي نقطي ولری.که دغه ډول داسي نقطې وجود ولري، چي 

پدی حالت کي د هری نقطې وجود ونلری، نو سیسټم د غیر څانګور سیسټم په نامه یادېږي. 

                                           
 صفحه وګوری  160کی  [3]په  31
32 1909) -Hermann Minkowski(1864 استاد ؤ .  جرمنی ریاضی پوه او فزیک پوه د البرت اینشتاین 
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همدا ډول یو سیسټم نظر و ماضی ته څانګوردی ، که نقطي راتلونکی خطي ترتیب سوی دي.

 په سیسټم کی داسي نقطه وجود ولری، چي په ماضي کي یودبل څخه مستقلي دوی نقطی ولری.

    
 ي شکل کي هغه نقطې چي دوی راتلونکي یا دوه ماضی ولری تعین کي.په پورتن

ه املرنپغیر څانګور دی که نه وراتلونکی او نه وماضی ته څانګور وی. د وخت بهیر 

وکی، چي د وخت د بهیر په خطی ترتیب کي مو "موازی" وخت نه درلودی ، خو په څانګور 

په څېړنو کي د وخت بهیر په راتلونکی کي څانګور بهیر کي د "موازی" وخت ممانعت نسته. 

څېړل کېږي. دا ځکه چي ماضی تعین سوی ده ، خو راتلونکي  او په ماضی کي غیر څانګور

د وخت څانګور بهیر د شرطی منطق د ضرورت او امکان د مقولو تمثیلونکی نا معلومه ده. 

 دی. 

فیلوسوفان، مذهب پوهان د پېړیو راهیسی د وخت د محدودیت یا نه محدودیت مسئلی 

پاره دغه مسئله دونه په زړه پوری او فزیک پوهان مصروف کړی دي، خو د منطق پوهانو د

 نه ده. راسی چی د راتلونکی په اړوند تعریف وګورو: 

صدق وکي.  x∀y(Rxy ∨ x=y)∃سیسټم لمړې )د پیدایښت یا ایجاد( نقطه لری، که  𝒯د 

 دی ، که هره نقطه غیر خالی راتلونکی ولري.  right-serialنوموړی سیسټم ښئ لاړیز 

ته ښه ځېر سئ او تر هغه وروسته بېلګو په اړوند یې و څېړي ، نو  .1.21.که د شکل   

سیسټمو دپاره صدق کوي، پدي معنی چي د وخت  𝒵او  𝒩وبه وایاست چي نوموړئ شکل د 

بهیر مو د طبیعی او تامو عددو په سیسټمو کي په نظر کي نیولی دي. دلته وخت یا شیبه منفرده 

کي وخت ګڼ دی، یعنی د هرو دوو شېبو په منځ کي بله   𝒬ده ، خو د ناطقو عددو په سیسټم 

صدق   xy(Rxy→∃z(Rxz∧Rzy))∀په سیسټم کي 𝒬شېبه موندلای سو. پدي معنی چي د 

کوي. د وخت د بهیر دغه ډول تصور د حرکت مودل تمثیلولای سي، خو د کمپیوټر د پوهانو 

او اقتصاد پوهانو دپاره وخت منفرد دی. پدی معنی چي د هغوی تصور د وخت د بهیر په هکله 

 زموږ د شکل سره توافق کوي. 

نې په نتیجه کي د وخت د منطق دوخت بهیر او د هغه د مختلفو خصوصیاتو د څیړ  

مختلف سیسټمونه منځ راغلی دی. ځکه نو د وخت د منطق د سیسټم د پېژندنی دپاره د یوه سیسټم 

-Arthur Norman Prior (1914زه به دلته د نیوزیلانډ د منطق پوه ټاکنه ساده مسئله نه ده. 

 خت د منطق سیسټم په ډیر لنډ ډول راوړم.د و (1969
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 وخت د بیان الجبرد  §22.  

     

دمخه تردی، چی د وخت د منطق د الجبر د جملو د جوړښت او د هغو د محتوی په   

هکله وږغېږو،یو ځل بیرته د لمړی فصل و لمړیو کرښو ته راګرځو. هلته مو پر بیان او دهغه 

پر رشتیاوالي باندی بحث وکئ. ددی دپاره چي بحث بی ځایه اوږد نسی، نو د ابتدائې 

بیان څخه نه بلکه مستقیمآ د ترکیبې بیان او یا په عمومي بڼه د بیان پر فارمول به  

 0قیمت کښېښودی او برعکس یې قیمت  1وږغېږو. د بیان فارمول که رشتیا ؤ نو هغه ته مو د 

 د بیان د قیمت ایښودلو دپاره مو د جدول څخه کار اخیستي. ؤ. 

والی رشتیاړئ بیان د ونومدری" راوړه. اوس نو هلته مو د ابتدایې بیان بېلګه "باران او

قیمت نظر ووخت ته تغیر کوی . امکان لری په دغه شېبه کي رشتیا هم باران واوری ، خو څو 

 شېبې وروسته ممکن باران ونه اوری. 

 §3 پهد وخت د منطق بنسټېزه مفکوره و بیان ته د وخت په اړوند قیمت ورکول دي.

د ټولو  Πتابع وه، په داسي حال کي چي  ν: Π⟶{0,1}تعبیر د  کي د بیان د رشتیاوالی بل

باید په څېړنو  𝒯=(T,<)بیانو سیټ ؤ. اوس نو که بیان د وخت په اړوند څېړو ، نو د وخت بهیر 

په مشخصه شېبه کي ارزیابي  tراسره شریک کو. پدي معنی چي د بیان رشتیاوالی د کی 

 π:(T⟶( Π⟶{0,1}))   سي بڼه ولری:به دا  πکوو.زموږ د قیمت ایښودلو مپینګ

د وخت د بهیر او د قیمت ایښودلو د تابع مرتبه دوه ئېزه ده.  ℳ=( 𝒯,π)دلته مودل 

یوازي هغه وخت رشتیا دی کی په شېبه  tفارمول د  p∧¬qپدي حالت کي د بېلګي په ډول د 

 وي. π(t)(q)=0او  π(t)(p)=1چي 

د وخت د منطق په سیسټم کي د بیان د الجبر د ژبي او عملیو پرته څلور  Priorد پرایر 

عاملونه تعریف کېږي. د هغو څلورو څخه دوه یې د ضعیفو عاملو او دوه یې د ثقیلو عاملو په 

 نامه یادېږي. د پرایر عاملونه په لاندی ډول دي:

F ..... یو وخت په راتلونکي کي 

P ... یو وخت په پخوا )ماضی( کي. 

G ..... تل په راتلونکی کي 

H ..... تل په پخوا )ماضی( کي 

ملو په نامه یادېږي او د شرطی بیان د الجبر و عاملو ته ورته دي. اد ثقیلو ععاملونه  Hاو  Gد 

 عاملونه د ضعیفو عاملو په نامه یادېږي.  Pاو  Fد 

فارمول به په راتلونکي یو وخت  φوایې ، چی د  Fφد بیان د الجبر فارمول وي، نو  φ∈Πکه 

ا )ماضی( کي یووخت صدق کاوه.د فارمول په پخو φوایې، چي د  Pφصدق کوي. همداډول 

 لو او ضعیفو عاملو ترمنځ اړېکه په لاندی ډول ده:ثقی

 Pφ≡¬H¬φ, Hφ≡¬P¬φ, Fφ≡¬G¬φ او Gφ=¬F¬φ ...(22.1) 

Hφ  تر دی وروستهhenceforth φ  او 

Gφ  تر اوسهhitherto φ.لوستل کېږي ، 
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دلته د یوه حقیقت یادونه ضرورګڼم، هغه داچي د راتلونکي د مطلق والي په هکله . نوټ

سو چي زموږ د څېړني وړ کولای  په پوره ډاډګېرنه سره استدلال یوازی په هغه صورت کي

دثبوت په  بیاهم بیانونه تاوتولوجي وي، خو دغه ډول کړنلاره دومره په زړه پوري نه ده. 

پروسه کي هڅه کیږي ، چي مسئله یا د تاوتولوجیو په مرسته او یاهغه څه چي په ماضي کی 

 اړېکه ډیره مهمه ده.  (22.1).ځکه نو د ، راجع سيثابت سوی وي 

ې مو د بیان د الجبر د نښو او د هغوی د مفهوم سره مطابقت کوي، خو د رشتیا د ژبي نوري نښ

څخه کاراخلو. پدي  ⊥او  ⊺په بدل کي د  F(False)او  T(True)یا  0او  1او درواغ دپاره د 

 ډول د وخت د بیان د الجبر ژبه :

L= a,b,c,...,⊥,⊺ ,(,), ¬,∧,∨,⟶,⟷,H,G,F, P 

 ده. 

د فارمول رشتیاوالی  φپه مودل کي د  ℳ=(T,<,π)د وخت د منطق د  1.22.تعریف   

 په شېبه کي د استقراء به ذریعه په لاندی ډول تعریفوو: tد 

هغه وخت صدق بیان  qپه شېبه کی د  tپه مودل کي د  ℳابتدایې بیان وی ، نو د  qکه الف( 

 وی. π(t)(q)=1چي  ℳ,t⊨qکوی ، یا رشتیا دي 

په  ℳهغه وخت رشتیا دی ، چي د   ℳ,t⊨¬φد بیان د الجبر فارمول وي، نو  φکه  ب(

 . ℳ,t⊭φفارمول رشتیا نه وي ، یعنی  φپه شېبه کی د  tمودل کي د 

هغه وخت رشتیا دی ، چي د  ℳ,t⊨φ∧ψد بیان د الجبر فارمولونه وي، نو  ψاو φکه  (پ

ℳ  په مودل کي دt  په شېبه کی دφ  اوψ  فارمولونه په عین حال کي رشتیا وي، یعنی

ℳ,t⊨φ  اوℳ,t⊨ψ . 

بیان هغه  Gφپه شېبه کی د  tپه مودل کي د  ℳد  د بیان د الجبر فارمول وي، نو φکه ج( 

دپاره د  sشېبو د شېبي د ټولو راتلونکو  tچي د   ℳ,t⊨Gφوخت صدق کوی ، یا رشتیا دي 

φ  فارمول صدق وکي، یعنیℳ,s⊨φ  د ټولوt<s  .دپاره 

بیان هغه  Hφپه شېبه کی د  tپه مودل کي د  ℳد  د بیان د الجبر فارمول وي، نو φکه ح( 

 φدپاره د  sد شېبي د ټولو مخکي شېبو  tچي د   ℳ,t⊨Hφوخت صدق کوی ، یا رشتیا دي 

 دپاره. t>sد ټولو  ℳ,s⊨φفارمول صدق وکي، یعنی 

 q. د استوار دی   𝒩فرضوو چي زموږ مودل د طبیعی عددو پر سیټ  1.22.بېلګه   

 پریدیکات په لاندی ډول سره راکړه سوی دي:

  q: n>1000 

 1000تر  nعددو دپاره په رشتیا بیان اوړي ، چي پریدیکات په طبیعي عددو کي د هغو qد 

راکړه سوی  qد  د قیمت ایښودلو په مپینګ کيد رشتیاوالی  τد اضافه وي.پدي معنی ، چي 

 :دبېلګي په ډوللوی وی ، رشتیا دي.  1000بیان د ټولو طبیعي عددودپاره چي تر 

  𝒩,1001 ⊨q 

 څه وخت صدق کوی ؟ FGqاوس نو پوښتنه کېږي چي  



   

 183

   

 

سره کښېږدو.په  ψبه په  Gq، نو لمړی به پر پریدیکات باندي دوه عامله اثر ښندي  qد   

داسی طبیعي عدد ، چی تر د بلی خوا که زموږ په پریدیکات کي لاسته راځي.  Fψنتیجه کي 

د  qپریدیکات په غیر حقیقي بیان اوړي. یعنی د  qنو د کښېږدو، کوچنی یا مساوي وي  1000

 صدق کوي، یعني: q¬پریدیکات نفي 

¬q:n≦1000 

 . 𝒩,0⊨¬qد بېلګي په ډول 

 دي. ددي ځایه: Fψ=¬G¬ψاړېکي پر بنسټ  (22.1)د 

 FGq=¬G¬(Gq)= ¬G¬G¬q 

G  ،وایې تل په راتلونکي کي ¬G په ماضي کي  یو وخت¬q  صدق کوي ، یعنیFGq  د

 . 𝒩,0⊨FGq  بېلګي په ډول په صفر کي صدق کوي، 

 

 rاستوار دی . د   𝒩فرضوو چي زموږ مودل د طبیعی عددو پر سیټ  2.22.بېلګه 

 پریدیکات په لاندی ډول سره راکړه سوی دي:

:r  دn  د وېش وړ دی.  2عدد پر طبیعي 

 جفتو طبیعي عددو دپاره رشتیا دي.صفر په شمول د پریدیکات د  rد 

FGr  اوGFr .و څېړی 

 صدق کوي. 𝒩پر ټوله  GFr، خو  𝒩,0⊭FGrد بېلګي په ډول 

د وخت د منطق پوهانو ته په عمومي ډول په راکړه سوی مودل کي د فارمولو رشتیاوالي   

، د فارمول د ابتدائې بیانو د زړه پوري نه دي، بلکه د وخت په بهیر کي یا درواغ والي دونه په

 .د هغوی د قیمت د ثابت پاته کېدو مسئله ډېره مهمه ده هر ډول قیمت د اخیستلو په نتیجه کي، 

په خاص ډول هغه فامولونه چي د وخت په بهیر رشتیا پاته سي. احساسیږي ، چی دغه ډول 

 ساختمان په اړوند بنسټیز معلومات ارائه کوي.  فارمولونه د وخت د بهیر د

، که  𝒯⊨φد وخت په بهیر کي صدق کوي،  𝒯فارمول د  φوایو چی د  2.22.تعریف   

فارمول صدق وکي  φپه هره نقطه کي د  𝒯په هر ډول قیمت ایښودلو او د  πباندی د  𝒯پر 

(𝒯,π),t⊨φ  . 

فارمول د  φفارمول د وخت د بهیرو په ټولګي کي هغه وخت صدق کوي، چي د  φد   

 وخت د بهیرو د ټولګي په هر غړی کی صدق وکي.  

 satisfiableد وخت په بهیر کي د منلو وړ  𝒯فارمول د  φوایو چی د  3.22.تعریف   

 د وخت په بهیر کي صدق ونه کي. φ¬دي، که د هغه فارمول نفی یعنی 

فارمول د وخت د بهیرو په ټولګي کي هغه وخت د منلو وړ دی، چي د  φهمدا ډول د   

φ .فارمول د وخت د بهیرو د ټولګي په هر غړی کی دمنلووړ وي 
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 .فارمول په خطي ګڼ ترتیب په ټولګیو کي صدق کوي Fq⟶FFqد  3.22.بېلګه   

خطي ګڼ د وخت  بهیردي. ددي دپاره چي د راکړه سوی فارمول تصدیق  𝒯فرضوو، چي  

 tد وخت اختیاری شېبه  کي 𝒯قیمت ایښودنه او په  اختیاری πباندي د  𝒯ثابت کو، باید پر 

 .صدق وکي t⊨Fq,(𝒯, ,π)داسي په نظر کي ونیسو، چي 

سته باران که د هوا حالات داسي پیش بینی سوی وي ، چي سبا تر غرمي ورو نوټ:  

اوري، نو د باران د اورښت شروع د نوموړي بیان "سبا تر غرمي وروسته باران اوری" په 

 د شیبو څخه یوه شېبه ده. tاړوند د 

فارمول صدق  Fqپه شېبه کي د  tد قیمت ایښودني د  πد وخت د بهیر د  𝒯پدی معنی چي د 

فارمول په راتلونکي کي یو وخت صدق کوي. پدي معنی  qوایي ، چی د  فارمول Fqد کوي.

 فارمول صدق کوي. qداسي وجود لري، چي د  t<sشېبه  sچي د 

 sاو  tڅرنګه چي زموږ د وخت د بهیر سیټ ګڼ سیټ دي ، نو د ګڼ سیټ د تعریف له مخي د 

صدق  په شېبه کي uفارمول د  qداسي وجود لري، چي د   t<u<sشېبه  uد شېبو په منځ کی د

 صدق کوي. FFqپه شېبه کي  tده، نو فرضولای سو چي د   t<uکوي.څرنګه چي 

قیمت ایښودنه اختیاري وه ، نو کافي ده چي داسي اکسیوماتیکي  πشېبه او د  tتر هغه ځایه چی د 

 صدق وکي.  𝒯⊨ Fq⟶FFqسیسټم ولرو ، چي په هغه کي 

د بلي خوا که د وخت بهیر د تامو عددو پر سیټ راکړه سوی وي، پدي معنی پر داسي سیټ  

شېبې په نظر کي نیسو  1او  0فارمول به صدق و نه کي. د  Fq⟶FFqچي ګڼ نه وي، نو د 

په قیمت کی  1فارمول یوازي د  qقیمت ایښودنه داسي راکړه سوی ده ، چی د  πاو فرضوو د 

صدق نسي کولای. نو  FFqصدق کوي، خو  Fqپه شېبه کي  0ی د صدق کوي. څرګنده ده چ

  Fq⟶FFqپدي حساب که داسي اکسیوماتیکي سیسټم راکړه سوی وی ، چي په هغه کي 

صدق نه کوی  Fq⟶FFqصدق هم وکي ، خو د استنباط د تعریف له مخي زموږ په حالت کي 

 ■. 𝒵⊭ Fq⟶FFq   ، یعنی:

فارمول په ذریعه دوخت د بهیر د ټولګي تعریف  د پورتني بېلګي پر بنسټ د پرایر د

 فورمولبندی کولای سو. 

په ذریعه د وخت د بهیر ټولګي  φپه ټولګي کي د پرایر د فارمول  Kد   4.22.تعریف   

C  هغه وخت تعریف سوی ده ، چي دK  د ټولګي د وخت په هر بهیر𝒯  کي چي دφ  فارمول

 په ټولګي کي شامله وي. Cد  𝒯، نو  𝒯⊨φصدق وکي ، یعنی 

نظر پورتنئ تعریف پیچلئ معلومیږي، خو په ساده ډول یې داسی تعبیرولای په لمړی   

فارمول  φرا جلا کوو، چي په هغه کي د  Cڅخه هغه ټولګې  Kسو. د وخت د بهیرد ټولګیو 

فارمول صدق  Fq⟶FFqصدق کوي. د بېلګي په ډول ټوله هغه ټولګي ، چي په هغه کي 

وکي ، د ګڼ د خصوصیت د صدق کولو ټولګې ده.
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که بیاهم  د وخت د بهیر خطی ترتیب ته ځیر سو، د وخت د منطق د پرایر په ژبه   

کي د وخت د بهیرد په زړه پوري خاصیتوسره به مخامخ سو.لاندنې دوه مطابقته د شرطي 

 پر بنسټ، اړېکه ارائه کوي:منطق او د وخت د منطق ترمنځ ، د وخت د خطي بهیر 

  ◊φ≡Pφ∨φ∨Fφ     (22.2) 

  □φ≡ Gφ∧φ∧Hφ    (22.3) 

فارمول صدق وکي. د وخت په منطق کي  φ، امکان لري چی د  φ◊په شرطي منطق کي 

، یا به اوس صدق کوي او یا به په راتلونکي  Pφفارمول یا پخوا صدق کاوه  φیې تعبیر: د 

 . Fφصدق کوي 

صدق کوي. د وخت په منطق کي  φپه شرطي منطق کی ارومرو یا تل  φ□په همدا ډول  

او اوس صدق کوی او د ددغی شېبي څخه  Gφفارمول تراوسه صدق کاوه  φیې تعبیر: د 

 .Hφوروسته به هم صدق کوي 

 لاندنې اکسیومي د وخت دخطي بهیر دپاره صدق کوي:

  H⊥∨PH⊥  د مبداء د نقطي موجودیت   (A1) 

  P⊺    لاس ته تسلسلو کیڼ    (A2) 

  G⊥∨FG⊥  د نهایې یا وروستې نقطي موجودیت  (A3) 

  F⊺   و ښې لاس ته تسلسل    (A4) 

  (F⊺∧q∧Hq)⟶FHq  منفرد والی Discreteness (A5) 

  Fq⟶FFq   ګڼوالی Density   (A6) 

 (Fq∧◊¬q∧□(q⟶Hq)) ⟶◊((q∧G¬q)∨( ¬q∧Hq))  (A7) 

  (A7)  متمادیتcontinuity .ارائه کوي 

G(Gq⟶q) ⟶(FGq⟶Gq)∧H(Hq⟶q) ⟶(PHq⟶Hq) (A8) 

  (A8) .د متناهې انتروال موجودیت ارائه کوي 

ق د عملیو د تعریفو په نظر کي نیولو سره هڅه وکي طد وخت د منطق د عاملو او د شرطي من

 چي پورتنې اکسیومې د پښتو په ژبه کي ارائه کی. 

د وروستیو دوو فصلو څخه مي هدف د شرطي منطق او د وخت د منطق د بنسټیزو   

مفهومو سره ستاسو پېژندګلوي وه. د منطق دواړي برخې د اوسني تکنالوژي په پرمختګ کي 

د علاقي په صورت وزي.  چوکاټاو د هغوی د جزئیاتو څېړنه ددی کتاب تر مهم رول لوبوي 

 کي په مآخذ راوړل سوي کتابو ته مراجعه کولای سي.
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Abstract 

Mathematical logic is an important part of the fundamentals of 

mathematics. This book intends to provide the basic notions of 

mathematical logic for the students of mathematics at Afghan 

universities.  

This book includes five chapters. The first two chapters introduce the 

elements of the first order logic as the propositional and the predicate 

calculi. The first chapter deals with the propositions, the operations on 

the propositions, and the interpretation of truth. Based on the truth table, 

the student will meet the model theory. One of the important functions 

of logic is saying “what follows from what”, so the introduction of proof 

in the propositional calculus, proof in the mathematics and different 

methods of proof are elements of proof theory in this chapter. The 

question about compactness and completeness of propositional calculus 

round this chapter. 

The second chapter deals with the predicate calculus. It starts with the 

notion of propositional function, introducing formula and interpretation 

of language. This chapter explicitly introduces the notions of model and 

theory. Similar to the first chapter here we will discuss the elements of 

proof theory in connection with the predicate calculus. 

The second chapter will be rounded by the notion of contradictions in 

the theory and predicate calculus with equality. 

Under consideration of countably infinite sets of mathematical or logical 

questions, they each call for a “yes” or “no” answer. Is there a method or 

procedure by which we can answer any question of the class in a finite 

number of steps? These questions are the content of the third chapter, 

which deals with computability and decidability. This chapter introduces 

recursive functions and Turing Machines. 

The development of computer sciences, knowledge management, and 

artificial intelligence force the philosophical categories as “possibility”, 

“necessity” and time-based categories “always”, “future” and “past” in the 

logic. The last two chapters are a brief introduction to the modal logic 

and temporal logic. 
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 قاموس

پوهنوال ډاکتر نظر محمد  

 سلطانزی ځدران
 ننګرهار

 96 ننګرهار ار راز محمد فیض پوهنی پیداګوژي  95
د جوړښتونو تحلیل )درېیم  

 برخه( 

پروفیسور حفیظ الله وردک او  

 پروفیسور دکتور زرجان بها 
 خوست 

 د اوبو لگولو انجنیری 97
پوهندوی دېپلوم انجنیر اصغر  

 غفورزی 
 ننګرهار عبدالملک پرهېز  د انسان فزیولوژي او اناټومي  98 ننګرهار

 100 ننګرهار وال حسین آرمانپوهن نیماتولوژدي  99
د کورنیو الوتونکو د روزنې  

 اساسات 
 ننګرهار پوهاند میر حالم نیازی 

 ننګرهار پوهاند محمد بشیر دودیال  د کرنې تشریحي قاموس 102 ننګرهار پوهاند محمد بشیر دودیال  د سازماني اړیکو مدیریت  101

 ننګرهار پوهندوی روزي خان صارق  دوهمه برخه   حیواني تغذیه 104 ننګرهار ق پوهندوی روزي خان صار  لومړی برخه   حیواني تغذیه 103

 ننګرهار پوهنوال محمد بایر درمل  وترنري فارمکولوژي  ۱۰۶ ننګرهار پوهندوی پیر محمد ستانکزی  وترېنري داخله  105

 ۱۰۸ ننګرهار پوهنیار اکرام الله وقار  کوانتم میخانیک  107
  لهد جرمني ژبې اسانه زده کړه، 

 اساساتو نه تر ادبیاتو پورې 
 ننګرهار داکتر اکرم ملکزی 



 

 

 ۲۰۲۲ مارچ  افغانستان،کابل څلورمه کارته،  ، د لوړو زده کړو وزارت ،: ډاکټر یحیی وردګکوونکی تطبیق

  www.mohe.gov.af ,info@ecampus-afghanistan.org :ايميل ،۰7۰73۲۰۸۴۴  ،۰7۸۰۲3۲3۱۰موبایل: 

    www.ecampus-afghanistan.org: ئش څخه ډونلوډولای و ټول کتابونه له دې ویبپاڼ  

 

 ننګرهار ریحان الله رحیمي   پوهندوی   عامه اقتصاد  ۱۱۰ ننګرهار پوهنیار محمد عرفان قریشي رهبري له تیوري تر عمله 109

 ننګرهار زی فقیر ر  پوهنمل مصو  د بشري سرچینو مدیریت  ۱۱۲ ننګرهار پوهنیار نثار احمد مصلح  د څیږنې مېتودولوژي  111

113 
مرکزي بانګ او پرمختللې پولي  

 سیاستونه 
     خوست  پوهاند دوکتور عبدالقیوم عارف 



Publishing Textbooks 

 

Honorable lecturers and dear students ! 

The lack of quality textbooks in the universities of Afghanistan is a 

serious issue, which is repeatedly challenging students and 

teachers alike. To tackle this issue, we have initiated the process of 

providing textbooks to the students of medicine  . 

For this reason, we have published 365 different textbooks of 

Medicine, Engineering, Science, Economics, Journalism, and 

Agriculture from Nangarhar, Khost, Kandahar, Herat, Balkh, Al-

Beroni, Kabul, Kabul Polytechnic, and Kabul Medical universities. 

The book you are holding in your hands is a sample of a printed 

textbook. It should be mentioned that all these books have been 

distributed among all Afghan universities and many other 

institutions and organizations for free. All the published textbooks 

can be downloaded from www.ecampus-afghanistan.org & 

www.kitabona.com . 

The Afghan National Higher Education Strategy (2010-2014) 

states: “Funds will be made available to encourage the writing and 

publication of textbooks in Dari and Pashto. Especially in priority 

areas, to improve the quality of teaching and learning and give 

students access to state–of–the–art information. In the meantime, 

translation of English language textbooks and journals into Dari and 

Pashto is a major challenge for curriculum reform. Without this 

facility it would not be possible for university students and faculty to 

access modern developments as knowledge in all disciplines 

accumulates at a rapid and exponential pace, in particular this is a 

huge obstacle for establishing a research culture. The Ministry of 

Higher Education together with the universities will examine 

strategies to overcome this deficit ”. 

We would like to continue this project and to end the method of 

manual notes and papers. Based on the request of higher 

education institutions, there is the need to publish about 100 

different textbooks each year.  



 

I would like to ask all the lecturers to write new textbooks, 

translate or revise their lecture notes or written books and 

share them with us to be published. We will ensure quality 

composition, printing and distribution to Afghan universities 

free of charge. I would like the students to encourage and 

assist their lecturers in this regard. We welcome any 

recommendations and suggestions for improvement. 

 

It is worth mentioning that the authors and publishers tried to 

prepare the books according to the international standards, but if 

there is any problem in the book, we kindly request the readers to 

send their comments to us or the authors in order to be corrected 

for future revised editions . 

We are very thankful to Dr. B. Sarif, who has provided fund for this 

book.  

I would like to cordially thank Chancellor of Universities, Deans of 

faculties, and lecturers for their continuous cooperation and 

support for this project  . 

I am also thankful to all those lecturers who encouraged us and 

gave us all these books to be published and distributed all over 

Afghanistan. Finally, I would like to express my appreciation for the 

efforts of my colleagues Hekmatullah Aziz and Fahim Habibi in the 

office for publishing and distributing the textbooks . 

 

Dr. Yahya Wardak 

Ministry of Higher Education, Kabul, Afghanistan, April, 2022 

Mobile:  0706320844, 0780232310 

Email: textbooks@afghanic.org 




	Page 1
	Page 2
	Page 3
	Page 4
	Page 5



