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 د لوړو زده کړو وزارت پیغام
 

د بشر د تاریخ  هام تلفو او د ی  کاا کفارل د وواو ې  هاو ا هام 

 .لاسفم یې ړلاو  سارتوو ې  رول لاو کاا مخال تلاو ی ل لوباول  د 

دیسي کفرل د نصرل ېسرسي بلرم جاوړ   ېاا د هدک کاد  د 

کی یت هم لوړ لو کا تلو ېیهښت لل . لم  مد  ېتوام د ندخوېلاو 

تعیری نو  د  رت د غوښفنو ې  د ټولنا د ېړتیر   هم نظل کا نیولاو هک برخاد  هیژندل شوخو

 نو  دیسي توېد ې  کفربونم د تحصوینو لوریک بلېبل ې  ېرپ شي.

لم ښرغوو ېسفردېنو ې  لیکوېلانو څلم د هړک لام کاوتم تننام کاو  ېاا د ېتادېیک هخاری خاا 

څارنوو کاا دیسي کفربونام تا لی  ې  ېخسفو  ې  د کوونو هم ې ږد  کا خا هم رووو ېړ ناد  

ء کاد  د  ې  د هاو ا توتاوی خاا هام رلکات یې ساف  ژبرړلي د   رول تلي هوی خا ېدې

د . لم نوی  ښرغوو ېسفردېنو ې  هو رنو څلم  و هم دینښت غوښفنم کو  تال څاو هام روواو 

سي کفربونم ې  دیسي تاوېد بلېبال ې  ېارپ کاد   ېاا لام ېارپ ېړ ند  بلرو کا نو  دی 

 ی سفم د ګلېنو تحصوینو هم  ېک کا  یکدل شي ې  د هدک کاد  د کی یات هام لوړ لاو ې  د 

 وومم هل سا هم هلتلفګ کا خا نېک ګر  ېریسف    . 

د لوړ  هدک کد   هېیت دې رووام دنادک باولي ېاا د ګلېناو تحصاوینو د وومام سا حا د 

 لوریک د وووتو هم تلفو و یشفو کا تعیری  ې  نو  دیسي توېد بلېبل ې  ېرپ کد .لوړ لو 

 کې  هتوږ  مکری مېکا  خحیا   ید  یټاد ېفغرن ترشوترنو لوریک د جلتنم کم اک  هم هر

 د رول لو لوریک خا هتینم بلېبلک کدېدک.  د  کفرلڅلم تننم کو  ېا د 

ېا نوتوړ  ګټویک هل سم د ې   کد  ې  هلېرفیر  تاوتم تال څاو هام نیا د   یوم تندک خو 

 یېتوونکا کا د  ل دیسي تضمون لوریک ل  تل ل ک خو تعیری  دیسي کفرل  لل .
 

 هم دینښت

  وبدېلفوېل برلاکله  لیېنجن ووو خهو نمل د

  هخلههلست  د لوړ  هدک کد  

 ۱۳۹۸کربل  



 
 

 قدرمنو استادانو او ګرانو محصلینو!

کې د درسي کتابونو کموالی او نشتوالی لهه لووهو سهتونڅو  ګهه ګ ه   ونوافغانستان په پوهنتون د

ړه میتهود معلوماتو تهه س  رسهی نهه لهري  پهه زا ونويشمیر استادان او محصلین  وو زواتکېږي. 

 ټیه چې زاړه دي او پهه بهازار کهې پهه  ګټه اخلي ګه  نوچپترو  او نواو له هغو کتابو  تدروس کوي

 کیفیت فوتوکاپي کېږي.

او   طبي پوهنتون کاب    کاب بیرونيال  ننګرهار  خوست  کندهار  هرات  بلخ موږ د ېاوسه پور  تر

ساينس  انجنیهري   د طب  سي کتابونهدر  مګتلفعنوانه  ۳۱۱لپاره کاب  پولي تګنیک پوهنتون 

 DAAD  ۱۹۰آلمهان د علمهي همرهاروو ټهولنې د  يطبه ۹۶) واو زراعت پوهنځي ورنالیڅم  ژ اقتصاد

 د کتابونهه Kinderhilfe-Afghanistan  ۷ د افغان ماشومانو لپاره د جرمني کمېټېغیر طبي  اوطبي 

جمهوري  فدرال اند آلمپه مڅار شروف کې  کتابونه DAUG  ۲ آلماني او افغاني پوهنتونونو ټولنې

واک د سهلکتابونه  ۲ د صافی بنس    کتابAfghanistan-Schulen  ۱د  ونهکتاب ۳  ينسولګر جنرال ک

پهه مهالي  (لګهوا په آلمان کې د اناسهیس کمپنیه  کتابKAS  ۱  سکتابونه د کانراد ادناور بن ۸  ډاې

 .چاپ کړي ديمرسته 

 اتوهز ووهونهو او پوهنتون ونهدهړ ا ولهوټ وادېهچهاپ شهوي کتابونهه د ه يړ نومو ېده  چ ړو ېادونود 

چههاپ شههوي کتابونههه لههه  ولټههشههوي دي.  شهه ېو  هګههتو  اړوههادارو او مؤسسههاتو تههه پههه و رېشههم

www.afghanistan-ecampus.org شئ. یکوس  ډاونلو ډ ګه  ڼېپا بوو 

 د  ې د افغانستان د لوړو زده کههههړو وزارت هحال کې تر سره کېږي چ ېدا کړنې په داس

 تراتیژوک پلان کې راغلي دي چې:کلونو په ملي س (۲۰۱۴ه  ۲۰۱۰)

د لوړو زده کهړو او د وهوونې د وهه کیفیهت او زده کوونرهو تهه د نووهو  کهره او علمهي "

معلوماتو د برابرولو لپاره اړونه ده چې په دري او پښهتو ژبهو د درسي کتهابونو د لیرلهو 

ښهتو او پ ي ژبې  ګه دريانگروڅ لپاره له   روفورمي نصاب د شي د تعلیمفرصت برابر 

و ژبههاړل اړوههن دي  لههه دې امرانههاتو  ګههه پرتههه د مههواد درسيژبههو تههه د کتههابونو او 

س  نشي کوسی عصري  نووو  تازه او کره معلوماتو ته  استادانپوهنتونونو محصلین او 

 ."پیدا کړيرسی 

چپټهر  سره مرسته وکهړو او د نومونږ غواړو چې د درسي کتابونو په برابرولو سره د هیواد له پوهنتونو 

د موسسهاتو و او لرچر نوټ دوران ته د پای ټری کېږدو. د دې لپاره دا اړونه ده چې د لوړو زده کړ 

 .کتابونه چاپ شيدرسي عنوانه  ۱۰۰  ه نا  هلپاره هر کال 



 

، چو  هوه لولوو ميولرخ  کلوو کو  نوون کتا ونوه ولیروخ، وله ټولو محترمو استادانو څخه هیله کوو 

نوټونوه او چورکونوه ایو او او د چواا لووا    وژ اړن او یا هم لول هخواني لیرل شون کتا ونه، لرچوک

 ،وو وسوته یو  د اړونوو هوه   و اکړن چ  هه ښوه کیییوچ چواا او  ی  هه واک ک  مونږز  ،تیا  کړن

او  ټروو هوه اړونوو لوول وړانوی ونوه یواد شوویو هموا نګوه د .استادانو او محصلی و هه واک کو  و کوړو

 . من ګامونه هو ته کړویهوې  کله ک  اغڅو هه ګ   تک ، له مونږ سر  شریک کړن نظکیات

تر هو د کتهابونو محتووهات د نړووالهو   لفینو او خپروونرو له خوا پوره زوهار اوسهت  شهوی دیؤ د م 

 د کتهاب پهه محتهوی کهې  ینهې کیهدای شي هه بیها علمي معیارونو په اسا  برابهر شي  خهو 

وهو تهر  هو خپه  نتروهات او    نو له درنو لوستونرو  ګه هیله مندوليدل شيتیروتنې او ستونڅې 

 تر  و په راتلونري چاپ کې اصلاح شي.  لف او وا مونږ ته په لیرلې ب ه راولیږيؤ نیوکې م

مننه کوو  رهډې ګه  رو وا اکترډله مشر  ېاو د هغ یټېله افغان ماشومانو لپاره د جرمني کم

 ۱۹۰پوهنتون د  رهارګمهاله د نن ېتر د یدو   ید ړیورک وې تګښد دغه کتاب د چاپ ل ېچ

 .ید یستیاخ هړ پر غا  تګښکتابونو د چاپ ل رطبيیعنوانه طبي او غ

  CIM (Center for International Migration & Development)او( لهه دفهتر GIZ) توهز یآ  ېد ج

 يړ د کهار امرانهات برابهر که ېپه افغانستان ک ېپور  ۲۰۱۶نه تر  ۲۰۱۰له  وېزما لپاره  ېچ ګه  

 مننه کوم. ېله کوم هړ وو  ه   د ز

مهالي او اداري   یعبهدالتواب بهاسکرز  ریهانجن پلهوموپوهنمه  د وزوهرسرپرست  د لوړو زده کړو له

 وزارت کهې ړو زده کهړو لهو پهه  قيواحمد طارق صهد سیمالي رئ  معین ډاکتر احمد سیر مهجور

او استادانو  ګهه مننهه پوهنځیو رویسانو د   انوسیرئ ونود پوهنتونسلاکار ډاکتر ګ  رحی  صافي  

 مؤلهفد دغه کتهاب لهه . ې دهکړ ورسره وې او مرسته  لېهڅو وې کوم چې د کتابونو د چاپ لړۍ 

ه وړيها توګهه ګرانهو په ېوهکلونهو زيهار -خپه  د کلونهو چېکوم   وېمنندوی ي  او ستاينه ر ېډ ګه 

 کړ.  ېمحصلينو ته وړاند

 ګه ه  مننه کهوم چهې د فهی  حبیبي او  هر وو حرمت الله عڅوڅ همدارنګه د دفتر له همرارانو

 نه ستړې کیدونرې هلې  لې کړې دي.کتابونو د چاپ په برخه کې وې 
 

 سلاکارد لوړو زده کړو وزارت   کډاکتر وحیی ورد 

  ۲۰۲۰  فبروريکاب   

 ۰۷۰۶۳۲۰۸۴۴   ۰۷۵۶۰۱۴۶۴۰  ټیليفون: د دفتر

 textbooks@afghanic.deايمي : 
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 سریزه
  

په سریزه کي به هڅه وکم ، چي لوستونکې ته ددی کتاب موخه ورپه ګوته کم ، څو هغه پدي 

  بي ځایه دي.  ورته کتاب کي څه شي وپلټي او د څه شي پلټلپوه سي ،چي پدي 

ي دي واره لیکل سکتابونه د هغو لو ستونکو دپ نور کتاب لکه د ایپسیلون د نشراتي مؤ سسي 

تر  .وری ښکاري او لږ تر لږه د لیسي په سویه مکتب یې پای ته رسولئ ويورته په زړه پریاضي چي 

ر چوکاټ دباندي معلومات ته ضرورت نه پیدا کېږي. کتاب نه ضي تډیره حده زموږ د لیسو د ریا

غواړي چي د سیټ د تیوري درسي کتاب سي، ځکه چي پدي برخه کي ډېر درسي کتابونه چاپ او یا و 

 چاپ ته تیار دي. 

 تشریح هڅه نده کړي، خو د سیټ یکتاب د لیکلو په ترځ کي مي د سیټ دتیوری د سستماتیکد 

کوري په خاص ډول هغه چي د معرفت په لار کي مرسته کوي، تشریح کړي د تیوري ځنی مهمې مف

اره چي لوستونکئ په ددي دپته مشخصه بڼه ورکړم.ي دي. دلته هڅه سوی ده، چي مجرد تریني مفکور

و څخه کار اخلم )په کله کله قصدآ د مختلفو شکلدرک کړي، په عیني ډول مجرده مفکوره  اسانی سره

 او داسي نورو رسالو کي.  3.3,1.3,2.2( . د بېلګي په ډول په لغه سوي ويځنو برخو کي ممکن مبا

د سیټ تیوري د ریاضي د لایتناهي دتیوری په صفت منځ ته راغله او دغه خصوصیت یې تر 

نن ورځي پوري هم ساتلئ دي. ځکه نو مشکله ده چي د لیسي  په ریاضي د هغو مفکورو دپاره مناسب 

که څه هم د لیسي په که چي د لیسي ریاضي تر ډېره حده متناهي بڼه لري. او اساسي ځای پیداکړو. ځ

ریاضي کی د سیټ د تیوري دژبي څخه د ریاضي د مختلفو متنو د فورمولبندي دپاره کار اخیستل 

ه سستماتیک پهډېر وخت مي کېږي، خو دی ته د سیټ د تیوري څخه د کار اخیستلو ځای نسو ویلای. 

کاراخیستلو ځای د لیسي په ریاضي کي وموندم ، خو نتیجې یې  مفکورو تیوری دڅو د سیټ د  کتله بڼه

بېلګي په څېر( او ترکیبي محاسبي  5.4.2د هغو څخه یوازي د هندسي مپینګ )د خوارې وي. 

آ د سیټ د تیوري د ژبې څخه ددي دپاره ( یادونه کولای سو.او نور نو اکثررسالي وګورئ 6.4−4.4)

 کار اخلي، څو د سیټ دتیوري د ابتدایې مفهومو تمرین صورت ونیسي. 

په ریاضي کي داسي مفکوري ور د سیټ د تیوری مفکوري د لایتناهي د تیوري په صفت 

 يد متناهي ریاضي په مسئلو کي هم غیر بدیهي رول لوبوي. د سیټ مفکوره ده ، چداخلی کړي، چي 

هڅه مي وکړه چي دغه نظر . یې باید د نورو جوړښتو څخه په بېل ډول ملاحظه کوپه  مجرد ه کتنه کي 

 رساله وګورې( . 4.4رساله او په قسمې بڼه  6.2دلته ترسیم کړم ) د بېلګي په ډول 

جوړښت ټینګار کړئ دي. که څه هم د سیټ تیوري د هغه په پر منطقي د متن په لیکلو کي مي 

ه اوډم ، خو هغه لوستونکئ ، چي تنده یې نه ماتیږي، کولای سي چي ټول متن په ساده ګي سره ساده بڼ

  ړي.اود سیټ دتیوري په اکسیوملتیک چوکاټ کي،  لکه په شپږم فصل کي ،ر

هڅه کړي ده، چي یوازی په دغه کتاب کي اوډل سوي معرفت باندی می د کتاب په متن کي 

په اصل کي بېلګې او قضیې دي ، چي حل او ثبوت یې و لوستونکي ته  هتکیه وکړم. په متن کي تمرینون

پرېږدم. خو دهغوی پر نتیجو باندی بیا تکیه کوم. علاوه پردي نور تمرینونه هم سته، چي دهغوی 

سره په نښه کوم. هغه د  ".q.e.d"محتوي تکمیلي خصوصیت لري. د قضیې یا لیما د ثبوت پای په 

هغه څه چي ضروروه په ثبوت ورسیدل، لنډېز دي. ریاضي  quod erat demonstrandumلاتیني 

په  ∎پوهانو چي په لاتیني ژبه خپل کتابون لیکل ، ددغه لندېز څخه یې کار اخیستي. د بېلګي پای د 

 ذریعه په نښه کوم.
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ډول په دوو عددو په نښه کوم. خو فارمولونه ، قضیې او بېلګي په یو رساله کي په پر له پسي 

کله چي د رسالي څخه بهر حواله ورکوم ، نو د درو عددو څخه کار اخلم. تصوېرونه په هر فصل کي 

 په دوو عددو سره په نښه سوي دي. 

رسالي ډېري لنډي دي، ځکه چي د یوی خوا هغه څه په بر کي نیسي ، چي په  5.1او   4.1د  

په مفصله توګه تشریح سوي دي. د همدي دلیل له مخي د  [10]ي خوا په لیسو کي تدریس کېږي او دبل

کي راغلي دي.  [8]او  [4]رسالو متن را لنډ سویدې ، دغه موضوعات په تفصیل سره په  2.6او  7.2

یې داسي تکمیل کړم، چی دمفکورو په درک کي مي کوښښ کړیدي چي په بېلګو  و کيپه پاته متن

 مرسته وکولای سي. 

 ¬تړونکې )مفصلونه( ، نفي، استنباط ، معادل والې، منطقې جمع او منطقې ضرب په  منطقې

کوانتیفیکاتورونه « وجود لري»او « د ټولو دپاره»په ترتیب سره په نښه سوي دي.  ∧، ∨،  ≡،  →، 

په نښه سوي دي. په هغه صورت کي چي مفهومونه او سمبولونه زموږ د لیسو د درسی کتابو  ∃او ∀په 

د ریاضي په عمومي نشراتو کي مروج چي په می غوره ګڼلې دي، تطابق و نه کي ، نو هغه څه سره 

  دي.

دي کتاب په ترتیب کي په پای کي د ټولو هغو څخه ، چی په خپلو نظریو او لارښونو یې د

  dr. P. ŠTÉPÁNEK CScاو  .prof.dr. T. ŠALÁT DrScمننه کوم.ښاغلو استادانو  کړي ده، همرست

په دقیق والي او د ځنونیمګړتیا ؤپه لیري کولو کی دقدر وړ په خپلو رغنده وړاندېزوباندي د کتاب 

کتاب په غور سره ولوستي او دغلطیو په اصلاح کي یې مرسته کړي   V. DANČIKمشورې راکړي. 

 د کتاب متن ټایپ کړي دي ، د ټولو څخه مننه کوم.  G. NOVÁKOVÁده، مېرمن 

 لیکوال
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 لمړی فصل

 تاریخي او تیوریکي مقدمه

 
د  سیټچي  د هٔ نطره ریاضي له نقط دد څېړنو مهمترینې لحظی  د لایتناهی دمفهومپدی فصل کي به 

 سیټ هی ډول )که ضرور وی( دیپه بدتیوري د منځ ته راتلو سبب سویدی ، په لنډ ډول مطالعه کړو.

 .ید داحتیاط څخه کار واخیستل سی سره بادغه مفهوم د په کار ولومفهوم به تشریح کړو او به ښیو چي د

کی به د نوی سیټو د جوړولو پرنسیپونه مطالعه کړو چي وروسته به دهغو څخه په  رساله 3.1.په 

ی بڼی  یو کاکسیوماتیدغه پرنسیپونه د سیټ د تیوري د اخلو. په واقعیت کي به وسیستماتیکه توګه کار

 ډول ساده شکل وی. 

یس درد ت چی زموږ د لیسو د ریاضي بنسټیزې میندنې د سیټو په هکلهبه کی  رسالو 5.1.او  4.1.په 

مناسبو درسی کتابو موجودیت  زموږ د لنډونې سیټ د تیوري د د .محتوی تشکیلوی ، سره راغونډ کړو

 دلیل دی. 

 لایتناهی په ریاضي کي  1.1
 څېړو. و په ریاضي کي د لایتناهی د مفهوم تکامل او د هغه اړېکه د سیټ د مفهوم سرهدلته به 

ه هم که مسئله نورپه یقین سره به لوستونکې زما سره موافق وی چي  طبیعی عددونه لایتناهی ډېر دی. 

یتناهی ډیر لېری سي . ددی په هکله چي  طبیعی عددونه لا و ، نو زموږ نظرونه به یو دبل څخهوڅېړ

 دی ، دوه تصوره وجود لری. 

عی عددونه لرو، پدی معنی چي که کم طبیعی عدد لمړئ تصور دادی چي په اختیاری اندازه ډیر طبی

 و. پدی حالت کي د ممکن یا پوټنشیلدد جوړ کړولرو ، نو کولای سو چي تل یو بل نوی طبیعی ع

Potential  .مکن لایتناهی مفکوره دداسی یوه تخنیک سره پدی معنی چي د ملایتناهی په هکله ږغېږو

یانوسره کارکوو ، خو زموږ چي نوی شی جوړوی ، تړلی ده. په هره لحظه کی د متناهی شمېر ش

 ی موږته تل د بل نوی شی د جوړیدو امکانات برابروی. تکنالوژ

(لایتناهی دی، په همدغه شیبه کی د ټولو طبیعی عددو  Actual, Currentدوهم تصورد آنی )لنډ ګنډ 

 او یا ټولو حقیقی عددو تصور دی.

درلودی. څرګنده ده چي هغوی د آنی  د یونان لرغونې ریاضی دلایتناهی د مفهوم سره ستونځې 

لایتناهی د مفهوم سره د ستونځوسره مخامخ سول، خو د هغه د څېړلو په هڅه کی نسول. تر یوی 

لایتناهی هغه  (وایې چي  322-384)د میلاد نه مخکی آنی لایتناهی ردول. ارسطو  یې وریاندازی پ

 زینون دښاردغه مسئله د الیا. څه دی چي تکمیل ندی ، بیله آخره دی)!( ځکه نو فکر یې نسو کولای

(Zenon) دهغه مشهورو پارادکسو کی ښه ترسیم کړیدي . ود میلاد څخه پنځه پېړي  مخکي په خپل

په نامه یادیږی ، په لاندی ډول د حرکت  )غبرګیز(  Dichotomy1   چي دیخوتومی ئ پارادکسلمړ

چي لمړی د  وښار ته داسي سفروکړو Bدښار څخه د  A که وغواړو چي دنه موجودیت "ثابتوی" .

ایې، ماصله طی کړویعنی څلرمه او بیا دنېنیمه ف مایې ،فاصله ووهو ، بیا دپاتې نې هغوې ترمنځ نیمایې

ښارته ونه  Bطی کړو.....او په همدی ترتیب ادامه ورکړو، نو په هیڅ صورت به د   نېمایې نېمایېد

 رسېږوځکه چي تل به د مسافی یوه برخه زموږ په  مخ کي وی.

                                           
دیخوتومی عبارت دی دهغه ساختمان څخه چي د دوو یوله بله  جلا برخو څخه جوړ سوی وی.د دیخوتومی کلمه یونانې ده او پر دووبرخو د  1

 وېشلو په معنی ده.زما په نظر په پښتو کي د غبرګیز کلمه دغه مفهوم ښه افاده کوی)ژباړن ( 
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ددی دپاره چي ته اجازه ورکوی. مولو امکان مسافی د نې درادکس کی زینون په اختیاری ځلې په دغه پا

ح طریې دکس مول(ځان بچ کړی ، نو یو بل پارا)یعنی په اختیاری ځلې د فاصلی نې ددغه حالت څخه

او کشپ ترمنځ  Achilesکړی چي هغه د لرغونې یونان د وخت نامتو او چابک منډی وهونکی اخیلس 

ترڅوچي اخیلس د کشپ مخکنې مسابقه ده. چابک اخیلس ترکرار کشپه پوری نسی رسیدای ، ځکه 

ږي ځای ته رارسېمخکنې ځای ته رارسېږي، کشپ بیا یوڅه فاصله وهلی ده.کله چي بیا اخیلس د کشپ 

، دغه ډول مسافه لایتناهی  ځلې  وهلای سي. پدی دغه ډول م، نو کشپ بیا د خپله ځایه تللی دی.... په ه

 معنی چي اخیلس به هیڅکله و کشپ ته ورونه رسېږي.

حل راز د ښونځې د ریاضي د  دلمړې پارادکس دنن ورځي ددکسو د تحلیل څخه به تېر سو. اراد پ

 لمړئ باید  سلسلو په هکله په درسی محتوی کي نغښتئ دي . په ساده ډول 
1

2
مسافه ولاړسو، وروسته  

یعنی  نېمایې نېمایېبیا د 
1

4
لار ووهو، وروسته  

1

8
د لار  نېمایې ،...او داسی نور.که د اصلی مسافي 

T په وخت کي ولاړسو، نو د نېمایې نېمایې یعنی
1

T
2

او دهغه نېمایې به   
1

T
4

،....او داسي نور کي  

 به په و ښار ته  Bد ښار څخه د  Aطئ سي.پدی معنی چي د 

1 1
T T T ... 2T

2 4
      ...(1.1) 

 وخت کي ورسېږو. 

کي د لایتناهې سلسلې په بڼه کار  (1.1)زموږ په توضیح کی مو د آنې لایتناهې  د تصور څخه  په 

 واخیستې. 

څخه د اتمې پرنسیپود اساسی یو (د لرغونې یونان د ریاضي  ?275-?365اقلیدس )د میلاد نه مخکي 

اکسیومې په  بڼه فورمولبندي کي:کٌل تر خپل هر جزء لوی دی.دغه تصور د متناهې شیانو د څېړنوڅخه 

پوهېږی چي د دوو مختلفو قطعه خطو ترمنځ یو په یوه ( 1642-1564وروسته ګالیله )منشاء اخلی. 

ل کي د هغه دوهم طاقت په مقاب  nمیپینګ وجود لری او پدی باوری دی چي که دهر طبیعی عدد 

نود ټولوطبیعی عددو یعنی کٌل او دهغه د مربع یعنی جزء ترمنځ یوپه یو مپینګ کښېږدو،  n 2)مربع(

ریاضی پوه  کال کی نامتو 1832وجودلری. خو پر هغه سربېره وایې "دا امکان نلری" . وروسته په 

دعینی  کٌل په صفت د کار ( لیکې :د لایتناهی مجموعو څخه 1855-1777)کارل فریدریخ ګاوس 

اخیستلو په مقابل کی اعتراض کوم، دغه کار په ریاضي کي مجاز ندی . لایتناهی یوازی دبیان یو 

 ترتیب دی ....

په خپل اثر ( 1848-1781وروسته له لږ مودی څخه د پراګ فیلوسوف او ریاضي پوه برنارد بلزانو )

چاپ سو(هغه کُل څېړي  1851کی لیکل سوی او په  1847کي چي د لایتناهی پارادکسونه نومېږی )په 

 چي د لایتناهی شیانو مجموعه ده. دده اثر ته په هغه وخت کي چا پاملرنه ونه کړه. 

(د لایتناهی مجموعو و څېړنو ته بالکل د عملی 1845−1918جرمنې ریاضي پوه جورج کانتور )

ړی ریاضي د فوریر سلسلې د مختلفو د اتلسمی اونولسمی پېپرابلمو دڅېړنوپه نتیجه کي څرمه سو. 

له د فوریر مسئعملې پرابلمو د حل د پاره د کټوری وسیلې په صفت څېړلې .کانتور د تابع ګانو انکشاف 

 په سلسلو کی څېړله، لاندنې قضیه یې ثابته کړه :
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x"که د ټولو  <0,2 >  د پاره د 

n n
n 1

(a .cos nx b .sinnx)




   (1.2) 

دپاره  nسلسله متقارب )کانورګینت( وی او د هغه د جمع حاصل په صفر سره مساوی سي ، نو د هر 

=0n=bna . دی "  

د قضیې فرضیه لږڅه کمزوری کړو پدی معنی چي استثناء به  لری  وروسته یې ثابته کړه چي امکان

xسلسه د ټولو  (1.2)پکښې راولو ، یعنی کافی ده چی فرض کړو چي د  <0,2 >    په استثناء د یوه

0x  .وروسته یې وموندل چي کیدای سي چي دوو استثناءاتو اجازه ورکړو،تر هغه وروسته متقارب ده

استثناءاتو اجازه ورکړی. لاکن دلته   دری ، څلور ،...،بلاخره ویې کولای سوای چي "لایتناهی ډیر"

مکمل انتروال او یا دبېلګي په ډول   <0,2π>ی، ځکه چي د باید اوس نو د احتیاطه کارواخیستل س

<0,π>   نسی کیدای چي ټوله انتروال مستثنئ کړو. پدی ډول کانټور د آنی لایتناهی د مفکوری و

)مینګه( مفهوم یې معرفی او دهغه د خصوصیاتو څېړل یې پیل   2Menge سواو د   څېړلوته څرمه

 کړه.  

 Menge(د MATYAŠ LERCH 1860-1922ریاضي پوه ماتیاښ لیرخ)دتېری سلیزی په پای کي چکې 

  množstviمنوږستوی»ژباړنه یې اللفظی  تحت ژباړی. Množinaکلمه په چکې کي په منوږېنا 

له خوا لیکل سوی ؤ  K.Peterده.د انتیګرال د کالکولس د درسی کتاب په ضمیمه کي چي د پیتر «

 1936له خوا ولیکل سوه.په  Vojtech Jarnik 1897-1970ویتیخ یارنیک فدسیټ د تیوری مقدمه د 

 Eduardد ایډوارډ چیخ وهانو د اتحادیې له خوا د لمړی ځل دپاره پد چک د ریاضي پوهانو او فزیک 

Čech 1893-1960  د نقطه ای سیټونوBodové množiny  کتاب چاپ سو. د هغه راهیسی د چک

 د مفهوم سره بوخت دی.  او سلواک ریاضي پوهان په قاطع ډول د سیټ 

د انګلیسی کلمه سیټ ، لوستونکې ته د لوښو او کالو په  множествоمنوږیستوود سیټ روسی ژباړه 

کلمه هم غیر له ریاضي څخه په ورځني ژوند کی  ensembleاړوند معلومه ده ، د فرانسوی د انسامبل 

ی لایتناهی د څېړنې په نتیجه کی هم استعمالېږی. پدی حساب اوس نو پوهېږو چي د سیټ مفهوم د آن

 زیږیدلی دی. 

 د لایتناهی پارادکسونه 2.1
 په هکله موافقی ته ورسېږو ، دتعریف پدی برخه کی به هڅه وکړو چي د سیټ د کلمی

 دسټ په هکله  ځنې پارادکسونه به راوړو ، چي دنوموړی مفهوم د بی توجهی

 نتېجې به په راتلونکو برخو کی په کار واچوو.د استعمال په نتیجه کی منځ ته راځي، ددغه درس 

په ریاضي کي تجرد او د ریاضي طرز تفکر دی ته اړتیا لری  چي په ریاضي کي نوی مفهومونه 

ه پڅنګه کولای سو چي یو نوی مفهوم تعریف کړو؟تعریف سي.نوی مفهوم تعریفول ، په څه معني؟

یوه شی تعینول )تعریفول(د نورومعلومو فهوم تعریف یعنی د تقریبی ډول ویلای سو چي د نوی م

مفهومو په مرسته . دیوه ځایه یې باید راشروع کړو پدی معنی چي چېری باید واولی نقطی ته ورسېږو، 

مو ښي بېلګي په هندسه کی د نقطې هغی نقطی ته چي په اصل کي هغه نسو تعریفولای. ددغه ډول مفهو

سیټ هم همدا ډول یو مفهوم دی چي د .و بېلګې دیاو سطحې او داسی نورو  مفهوم ، مستقیی کرښې

                                           
2 Menge  )په آلمانې ژبه مجموعی ته وایې )ژباړن 
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تعریف په قطار کي په لمړی صف کي ولاړ دی. پدی معنی چی د ریاضي له نظره یې د نورو مفهومو 

 کړو.پذریعه یې نسو تعریفولای. هڅه به وکړو چي د سیټ او نه سیټ ترمنځ فرق تشریح 

 : [3]بلزانو په تقریبی ډول د سیټ مفهوم داسی تشریح کوی

د معینو شیانو مجموعی ته به د کُل په شکل وګورو. په ځینو مجموعې کي د هغو د عنصرو تړون او 

ترتیب اساسی رول لوبوی. د بېلګي په ډول ګلاس او مات سوی ګلاس )ټوټه ټوټه سوی ګلاس (که څه 

ه چي هم د عین ټوټو څخه جوړ سودی ، خو دهغوی دتړلو طرز متفاوت دی. سیټ داسی یوه مجموعه د

برخه  2.3موږته بی تفاوته دی. و دغی مفکوری ته په په هغه کي د عنصرو ترتیب او د هغوی تړون 

 کي بیا راګرځو. 

د کانټور له نظره سیټ د هغو شیانو مجموعه ده چي یو کُل جوړوی. موږ به هم د بلزانو او کانټور سره 

موافق قراداد وکړو چي سیټ د ځنې شیانو مجموعه ده. دغه ځنې شیان به د سیټ د عنصرو په نامه 

 د سیټ عنصر وی ، نو هغه به داسی لیکو: Aد  xیادکړو. که 

x∈A   (2.1) 

 د سیټ عنصر نه وی ، نو هغه به داسی لیکو: Aد  x، یعنی که  نفی (2.1)د 

   x A   (2.2) 

اړه نلری. پدی معنی چي سیټ هغه  Aپه  xبه لولو چي  (2.2)اړه لری او  Aپه  xبه لولو چي  (2.1)

وخت پېژنو چی پدی پوه سو څه شئ په هغه اړه لری او څه شئ په هغه اړه نلری. زموږ د ترسیم سره 

په رسمی موافق دوه سیټونه یوازی او یوازی هغه وخت سره مساوی دی چي عین عنصرونه ولری.  

چي په لاندی ډول یې لیکلای   ومه وایېاکسی 3Extensionalityبڼه دغه خاصیت ته د اکستنزیونالیټې 

 سو:

A=B≡(∀x)(x∈A ≡ x∈B)   (2.3) 

د هغو طبیعی عددو دسیټ سره  Bد ویش وړ وی د  6دهغو طبیعی عددو سیټ چي پر  Aپدی حساب د 

3خو   B∈3دویش وړ وی ، مساوی ندی. ځکه چي  3چي پر  A  په عین حال کی د .C  سیټ چي

 د سیټ سره مساوی دی .  Aد ویش وړ دی ، د  3عنصرونه طبیعی جفت عددونه وی او پر 

د  ،یې راکړه سي  اکړه سي. یا دا چی د عنصرو لستر کیدای سي چي سیټ په مختلفو شکلو باندی

دعنصرو په نومولو سره تعینیدای  دی،کوچنې ټول اولیه عددونه   20ترسیټ چي  Dبېلګي په ډول  د 

 سی:

  D={2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19}   (2.4) 

 چيتعینووپذریعه داسي خصوصیت د بیانې تابع   Vد اکثرآ سیټ د هغه د مشخصاتو په ذریعه تعینوو. 

 د هغه د هر عنصر دپاره صدق وکي ، یعنی:

  x∈E≡ V(x)   (2.5) 

                                           
3 ensionality Ext )د ریاضي په منطقو کی دقضاوت هغه معیار دی چي ددوو شیانو د مساوات په هکله صورت نیسی.)ژباړن 
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پلو سیټونه په خ Cاو  B,Aد د بېلګې په ډول د سیټ ځانګړئ خصوصیت دی.  Eد  Vوایو چي 

عبارت دی له  V(x)د سیټ دپاره  Aه سوی وی ، دبېلګې په توګه د ځانګړیو خصوصیاتو پذریعه راکړ

«x  پر عدد د وېش وړ دی 6طبیعی عدد دی اود.» 

ي که چاحتیاطه کار واخلو ، ځاوس به وښیو چي د ځانګړیو خصوصیاتو د تعریف په وخت کي باید د 

 لږڅه بی پروایې به مو ډېر وځوروی ـ پارادکس منځ ته راځي.

څېزار بورالې   1897او  G. CANTORکال کي کانتور  1895د سیټ په تیوری کي لمړئ پارادکس په 

او د سیټو د ښه ترتیب پر  سیټو د بوج کشف کي ، چي د(CESAR BURALI-FORTI)ورتې ـ ف

کې لاندنئ  1903په   BERTRAND RUSSEL 1872-1970مفهوموباندی استوار وه. برتراند رسل 

 پارادکس فورمولبندی کي :

پذریعه « عنصر ندی  xد  x»سیټ په نظر کي نیسو چي ځانګړئ خصوصیت یې د بیانې تابع  Mد 

 تعین سویدی. پدی معنی :

  x M x x    

 تضاد لاسته راځي: د خپلې ادعا څرګندوی ، نو  x=Mپه خاص ډول که 

  M M M M    

که لږ خصوصیت سره وجود نلری.  سیټ د راکړه سوی ځانګړې Mددی پارادکس توضیح ساده ده. د 

xڅه ځېر سو دغه توضیح طبیعی ده. ځکه چي تقریبآ د هرشی په هکله د  x  ځانګړئ خصوصیت

xتصور کېدای سي چي د هغه په هکله د  xصدق کوي. په مشکله د داسي یوه سیټ  x  .صدق وکي

سیټ باید ډیر لوی وی او که  Mسیټ هرڅه په ځان کي احتوا کوي، پدی معنی چي د  Mدغه ډول د

 فرض کړو چي دغه ډول سیټ وجود لری ، نو سمدستې د خپلې ادعا د تناقض سره مخامخ کېږو. 

امکان لری یو سیټ د معین ځانګړې خصوصیت سره  :داسي پند واخلو  باید د مخکنې تشریح څخه

ه کړو، هغه داچي د لږ څه ضعیفاصلآ وجود ونلري. زموږ غوښتنه د ځانګړې خصوصیت په هکله به 

F  سیټ د راکړه سوی سیټG  هغه عنصرونه په ځان کي لری چي دV  ،ځانګړئ خصوصیت ولری

 دپاره : xپدی معنی چي د هر 

  x∈F≡(x∈G   V(x))  (2.6) 

سیټ  (2.6)کال ادعا چي د  1862ارد د سل ؤ چی د یولیوس ریچاندرترکي برکال  1906بیاهم په 

کي به ثابته کړو چي د  (2.1)وجود لری ، د تناقض سره مخامخ کړه . د راتلونکی فصل په لمړې بحث 

سره  Nد ټولو طبیعی عددو سیټ به په طبیعی عددو هر غیر خالی سیټ کوچنئ ترین عنصر لری. 

عدد د پښتو ژبی په جمله  xد »هغه ځانګړئ خصوصیت دی چي وایې :  V(x)وښیو .فرضوو چي 

د ټولو  Rسره مطابق و فرضوو چي  (2.6)د 4«ي د تورو شمېر یې تر سل لږ وی نسی لیکل کیدایچ

 ځانګړئ خصوصیت لری. پدی معنی چي: V(x)هغه طبیعی عددو سیټ دی چي د 

  x∈R≡(x∈N    V(x))   

                                           
 یوزراو دری سوه شپږنوی ـ د پښتو په اتلسو حروفو لیکل سویدی )ژباړن( 1396 4
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حرفه  100لږ دی. پدی معنی چي د پښتو ژبی د حرفو لاړ چي  50د پښتو ژبی د حروفو شمېر تر 

لږ دی. پدی معنی چي د پښتو ژبی جملې چي په هغه کی تر سل حرفه لږ کار سوی  10050ولری ، تر 

.  څرنګه چي دغه ډول جمله یوازی یو طبیعی عدد ترسیمولای سي ، نو پدی  لږ دی 10050وی هم تر 

لږ طبیعی عددونه نوشته کیدای سي . خو ټوله طبیعی عددونه  تر    10050حساب د هغوی پذ ریعه تر  
د سیټ کوچنئ ترین  Rد  nسیټ خالی ندی. فرض کړو چي  R. پدی معنی چي د ډېر دی  10050

په  Rعدد چي د  n. د وروستي جملی پذریعه مو پخپله ، خپله ادعا رد کړه ، ځکه چي د عنصر دی

 لږ دی ، ولیکئ.  100سیټ اړه لری د پښتو ژبې په داسی جمله چي د حروفو تعدادیې تر 

بیاهم د ددغه حالت څخه د وتلو لار ساده ده، هغه داچي دلته مسئله د پارادکس نده بلکه ثابته مو کړه چي 

ځانګړې خصوصیت سره مطابق   (2.6)سیټ وجود نلری.ځکه نو که غواړو چي د  Rدغه ډول د 

ی سو مشخصه په کافی اندازه  دقیق او ښه فورمولبندی کړو.ویلا  V(x)سیټ جوړ کړو ، نو باید د 

خصوصیت په کافی اندازه دقیق   V(x)څرګنده ده چي د چي د ریاضي پر اساس یې فورمولبندی کړو.

ندی فورمولبندی سوی. د پښتو ژبی د حروفو د هر لاړ په هکله قضاوت نسو کولای چی آیا د پښتو 

ر نظ یمنف د ځینو جملو په هکله امکان لری چي د ژبی متخصصین نن ورځ په ژبی جمله ده او که نه. 

ت وپېژنی. په اسانی سره داسی یبی د جملی په حیث په رسملس شل کاله وروسته هغه د پښتو ژخو 

 بېلګي پیدا کولای سو چي ژبپوهان د هغه په هکله یو دبل سره مخالف نظرونه لری. 

 څه ډول سیټونه وجود لری 3.1
 څخه نور سیټونه جوړ کړو.پدی برخه کي به تر ډیره حده هڅه وکړو ، چي د راکړه سوی سیټ 

 xد سیټ هر  Aد سیټ د سب سیټ په نامه یادیږی ، که د  Bسیټ د  Aسیټونه وی، نو د  Bاو  Aکه 

  د سیټ عنصر هم وی.  Bعنصر د 

A  سیټ دB :د سیټ  سب سیټ په لاندی ډول ښیو 

A B     (3.1) 

 پر بنسټ لاندنې اړېکه صدق کوی:څرګنده ده چي د اکستنزیونالیټي د قانون 

A B (A B B A)      (3.2) 

باندی په نښه  اکثرآ د ددو سیټو د مساوات د ثبوت دپاره په کار اچول کیږی. په  یتعادلپورتنئ م

 په نامه یادیږی.  Inclusionسوئ سمبول د شمول یا 

هغه سیټ چي په هغه کی هیڅ عنصر شامل نه وی د خالی سیټ په نامه یادیږی. بیاهم د اکستزیونالیټی 

 یعنی:سره یې ښیو. ∅د قانون پر اساس ، دغه ډول سیټ بی ساری دی او په 

( x)x        (3.3) 

مرتبه جوړه  [x,y]،نو د دوه مختلف شیان وی)عددونه ، خطونه، سیټونه ، ...او داسی نور( yاو  xکه 

 به په نظرکي ونیسو.د مرتبې جوړی اساسی خصوصیت د لاندنې تعادل په ذریعه ارائه کیږی:

[x,y] [u,v] (x u y v)        (3.4) 

 کار اخلو:و څخه پرنسیپلاندنیو دنوی سیټو د جوړولو دپاره به د د راکړه سوی سیټ څخه 
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.P1   کهx  اوy  دوه شیان وی، نو دX چي د هر  سیټ داسی وجود لري ،z  صدق  اړېکهدپاره لاندنې

 :يکو

z X (z x z y)         (3.5) 

.P2   کهA  اوB  دوه سیټونه وی ، نوC چي دهر   سیټ داسی وجود لريz   اړېکهد پاره لاندنې 

 :صدق کوي

z C (z A z B)         (3.6) 

.P3  کهA  اوB  دوه سیټونه وی ، نوD چي دهر   سیټ داسی وجود لريz   صدق  اړېکهد پاره لاندنې

 :کوي

z D ( x A)( y B)z [x,y]         (3.7) 

.P4  کهA نو د  سیټ وي ،E چي دهر  سیټ داسی وجود لريz  کوي صدق اړېکهلاندنې دپاره: 

z E z A        (3.8) 

.P5  کهA  ، سیټ ويV  خاصیت وي پدی معنی چي  بیانې تابع وي،نو دF  داسي وجود لري سیټ

 صدق کوي: اړېکهلاندنې دپاره  zدهر چي 

z F (z A   V(z))    (3.9) 

یعنی په کافی اندازه دقیق فورمولبندی « ښه»بیانې تابع  Vکي فرضوو چي د  په پرنسیپ P5البته د 

 تېر پاراګراف کي ، د ریچارد پارادکس ځنیي جوړ سي. لکه په ،سوی ده.هسی نه چي  

کی په  رسالو 8.2او  1.2وجودلری، د هغوی خصوصیتونه به په  Rفرضوو چي د حقیقی عددو سیټ 

ـ سیټونه تشریح کوی ، د اکستنز  X,C,D,Eکې چي د اړې (3.5)−(3.8)جزئیاتو سره و څېړو. د 

ووایو  په دقیقه توګه بایددي .)یکړه( پر بنسټ بی ساری )د پراخېدو د اکسیومي( یونالیټی د اکسیومی 

خصوصیت ولری ، نو د اکستنزیونالیټی د  (3.5)سیټونه  د   2Xاو  1Xچي ، د بېلګې په ډول ، که د 

 به لاندنې نښې معرفی کړو.موافق  سرهپرنسیبو دپورتنیو دی .  X1X=2اکسیومی پر بنسټ 

وی ، نو  x=yسره ښیو . که  {x,y}صدق وکي   په  اړېکه (3.5)هغه سیټ چي دهغه په هکله د   Xد 

{x,y}={x}  سره ښیو. دC  پر ځای کوی په  اړېکه (3.6)سیټ چي دA∪B  سره ښیو او دA  اوB 

صدق کوی ،په  اړېکه (3.7)سیټ چي دهغه په هکله د  Dدسیټو د یووالی یا اتحاد په نامه یادوو. د 

A×B  سره ښیو او دA  اوB  .د دسیټو د کارتیزین ضرب په نامه یې یادووE  (3.8)سیټ چی د 

 Eپه بله اصطلاح د د سیټ د طاقت په نامه یادوو. Aسره ښیو او د  P(A) پر ځای کوی په  اړېکه

 د سیټ د ټولو ممکنو سب سیټو سیټ دی.  Aسیټ د 

 ه لاندی ډول سره ښیو.خاصیت ولری ،پ (3.9)هغه سیټ چي د  Fد 

F={x∈A;  V(x)} 

 سیټونه دی. Bاو  A. فرضوو چي   1.3بیلګه 



8 

 

(a  دV(x)   وایې چي دبیان تابعx∈B د(x  عنصر دB څرګنده ده چي د  په سیټ کي ،)شامل دي

(x)V  د پارادکس سره نه مخامخ  نی د هغه د عملی کیدو په نتېجه کيتابع ده ، یع«ښه»دبیان تابع

 د پرنسیب له مخي دغه ډول سیټ وجود لری 5Pکېږو.ځکه نو د 

   {x∈A; x∈B} 

Aدغه ډول سیټ په  B  سره ښیو او دA  اوB  .د سیټو د مشترکې برخې په نامه یادوو 

(b  د(x) V  دبیان تابع وایې چيx B د(x  عنصر دB .)بیاهم د په سیټ کي شامل ندي(x)V  دبیان

 د  د پرنسیب له مخي 5Pد تابع ده ، نو «ښه»تابع 

   {x∈A ; x B } 

 ∎د سیټو د تفاضل په نامه یې یادوو.  Bاو  A سره یې ښیو او د  A−Bسیت وجود لري ، چي په 

وجود  Rپرنسیبو څخه په استفادی سره او فرضوو چي د حقیقي عددو سیټ  5P−1P د  1.3.تمرین 

 د لاندنیو سیټو موجودیت ثابت کي:لري.

∅;{∅};{{∅}};{∅,{∅}};{[∅,∅]},{[∅,∅],[∅,{∅}]}. 

په دقیق ډول سره یې د سیټ وجودلري. } n,...,x1x{ځنې شیان وی ، نو د  n,...,x1x که  2.3.بیلګه 

 استقراء تعریفولای سوچي :

{x1}={x1,x1},  {x1,...,xn+1}={ x1,...,xn}∪{xn+1} 

 څرګنده ده چي لاندنئ تعادل صدق کوي:

1 n 1 n
z {x ,...,x } (z x ... z x )       ∎ 

د پرنسیبو د یادونې څخه ډډه وکړو ، پدی معنی چي  5Pڅخه تر  1Pچي دپه راتلونکې کي به هڅه وکو 

د جوړ سوی سیټ د ساختمان څخه به پوهیږو چي دذکر سوو پرنسیبو د عملی کیدو په نتیجه کی لاسته 

 راغلئ دی. 

Aددوو سیټو متناظر تفاضل د  B (A B) (B A)     په بڼه تعریفوو. واضح ده چي لاندنې

 صدق کوي: اړېکه

   A B A B     

 وي.  ∅=A∩Bدي ، که  disjoint )بېل(سیټونه یودبله سره جدا Bاو  Aدیادولو وړ ده چي د 

 

 د سیټونو الجبر  4.1
پدی برخه کي به په لنډ دول پر سیټونو باندی د عملیو یادونه وکړو ، لوستونکې د هغوی سره د لیسي ددوری په 

 ، که نه نو بیا اړوند کتاب ته مراجعه وکی. یکی آشنا د يریاض
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پر سیټونو باندی ځنې ساده عملیې تعریف کړي. دلته به د هغوی ساده خاصیتونه په تیر پارګراف کي مو

 5ذکر کړو.

 سیټونه وی ، نو لاندنې مساواتونه صدق کوی: Cاو  B,Aکه 

A∪B=B∪A      A∩B=B∩A 

(A∪B) ∪C=A∪(B∪C)    (A∩B) ∩C=A∩(B∩C) 

A∪(B∩C)=(A∪B) ∩( A∪C)   A∩ (B∪C)=(A∩B) ∪( A∩C) 

A∪A=A      A∩A=A∩A 

A∪∅=A      A∩∅=∅ 

A−(B∪C)=(A−B)∩(A−C)   A−(B∩C)=(A−B)∪(A−C) 

په لمړې کرښه کي مساوات پر سیټو باندي د یووالې او د سیټو د مشترکې برخي د عملیو تبدیلي 

خاصیت بیانوي ، دریمه  کرښه توزیعې خاصیت او  ديدوهمه کرښه د هغوی اتحاخاصیت ارائه کوي. 

څلرمه کرښه د ځان ځانې قانون ارائه کوی. په پنځمه کرښه کی د خالې سیټ خاصیت او بلاخره په 

 شپږمه کرښه کي د ډی ـ مورګان قانون راغلئ دي.

ړېکې څخه د تعادل د ا (3.2)دبیلګې په ډول د ډی ـ مورګان لمړئ قانون ثابتوو. دهغه په ثبوت کي د 

 کار اخلو.

دی . غواړو  x∈ A−(B∪C)په سیټ کی یو اختیاري خو ثابت عنصر ټاکو ، یعنی  A−(B∪C) د

دی. د سیټو د تفاضل د تعریف څځه استنباط کیږی چي  C)−(A∩B)−(A∈xچي ثابته کړو چي 

A∈x  اوC∪Bx  دی . د سیټو د یووالې د تعریف څخه استنباط کیږی چيBx  اوCx  ، دي

چي  کېږيد سیټو د مشترکې برخي د تعریف څخه استنباط دي.  x∈A−Cاو  x∈A−Bځکه نو 

x∈(A−B)∩(A−C) .دي 

دی او   A∈xدي. پدی معنی چي  C−A∈xاو  B−A∈xوي ، نو  C)−(A∩B)−(A∈xبرعکس ، 

BC,xx  دي. پدی صورت کی بیاC∪Bx  .پدي معنی چي ديC)∪(B−A ∈x .دي 

 نې نور مساواتونه هم ثابتدیلای سي.په همدی ډول پورت

طق د بیان پر تعادل باندی ولاړ دی. د بیلګۍ په توګه د ډی ـ ېر ثبوت په حقیقت کی د ریاضي د منت

p)مورګان لمړئ قانون د  q)  اوp q بیانوپر تعادل باندی ولاړ دی.دریاضي د منطقو په  د

 ژبه یې داسی لیکلای سو:

x (A (B C)) (x A (x (B C)) (x A (x B x C))

(x A (x B x C)) (x (A B) (x A C))

x (A B) (A C)

           

           

   

 

                                           
 نیازمن ـ الجبر او د عددونو تیوری لمړی برخه لسمه صفحه وګورئ . )ژباړن( 5
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د سیټ د تیوری  د عملې کیدو په ابتدائې ډګر کی اکثرآ دداسي حالت سره مخامخ کېږو چي ټوله سیټونه 

د راکړه سوي سیټ سب سیټونه وی . پدی حالت کي راکړه سوی سیټ د بنسټیزی فضاء په نامه یادوو. 

وی راکړه س د بیلګۍ په توګه که د مسطحې هندسي مسئله حلوو ، نو زموږ بنسټیزه فضاء عبارت ده د

 د حقیقې عددو سیټ وی. مستوی د ټولو نقطو څخه . که غیر مساوات حلوو ، نو بنسټیزه فضاء به مو 

سیټونه راکړه سوی وي  ، نو کولای سو چي هغوی د  وین د  ZA,Bبنسټیزه فضاء اود  Zکه د 

 Bاو  Aاختیاری شکل ایښودل سوی دي ، د  په شکل کي دایری چي په 1.1ډیاګرام په ذریعه وښیو.د 

 سیټونه ترسیموی.

    

        

شکل یې ترسیموي او د ډی ـ مورګان قانون  ۱.۲دی ، د  BAداواقعیت چي 

Z−(A∩B)=(Z−A)∪(Z−B)  شکل په ذریعه ترسیمېږي.  ۱.۳د وین په ډیاګرام کي د 

          

ین ډیاګرام رسم کړو ، خو په هغه صورت کي غیر وپه عین ترتیب سره کولای سو چي د ډیرو سیټو د 

 له دایري څخه نورو هندسی شکلو ته هم ضرورت پیداکېږي .

  Relationsکې اړې 5.1
زړه  ، په یک ډول کار ځنې اخلوپه سستماتچي په راتلونکې  به کو هغه ابتدائې خاصیتونه دلته موږته د اړې

 پوری دي. 

 مُرّتبه دریئېزه )اوډلۍ دریئېزه( د مرتبې )اوډلې(دوه ئېزې په ذریعه تعریفوو.
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[x,y,z]=[[x,y],z]     (5.1) 

 څلوریزه ، ...او داسي نور تعریفوو. په عمومي بڼه : (اوډلۍمرتبه )همدا ډول 

  [x1]= x1    (5.2) 

 [x1,..., xn+1]=[[ x1,..., xn], xn+1]  (5.3) 

 ـیم عضو په نامه یادوو.  iعنصر د هغه د  ixـ ئېزې کي د  nپه اوډلۍ   ] nx ,...,1x[د  

سیټو کارتیزین ضرب   nدپاره په استقراء باندی د n≤2سره مطابق د  (5.3)او  (5.2)د 

1 n
A ... A  :تعریفوو 

1 n 1 1 n n 1
A ... A (A ... A ) A

 
        (5.4) 

1که  n
A ... A A    1وی ، نو د n

A ... A   ضرب په ساده ډول پهnA  سره ښیو. ددی دپاره

 سره اېږدو. A1A=او  0A}=∅{چي مفکوره مو بشپړه کړو ، نو 

 د کارتیزین ضرب د عادی ضرب پر خلاف  تبدیلې او اتحادی خاصیتونه  نلری. 

سیټ پدی ډول وجود ولري چي  Aـ ئېزې اړېکې په نامه یادوو که د  nسیټ د  Sد 
nS A  .وي

1څرګنده ده چي د   n
A ... A    کارتیزین ضرب  هر سب سیټS   ،n  ـ ئېزه اړېکه ده. دلته کافي ده

1چی  n
A A ... A : سره کښېږدو.، بیا نو 

n

1 n
S A ... A A     

 . صدق کوي

که  
nS A وی ، نو وایو چي دS  ،n  ـ ئېزه اړېکه دA  پر سیټ راکړه سوي ده. دA  سیټ بدی

متحوله بیانې تابع د حقیقت ساحه ده ، پدی معنی چي که ددغه ساحی څخه و بیانې تابع ته  nحالت کي د 

ساده ترین خو غیر بدیهې . ، چي حقیقت لريبیان دیهغۍ تابع قیمت یو سي ، نو دقیمتونه ورکړه 

(non trivial)  حالت دn=2  دی. پدی حالت کي د دوه ئېزې اړېکې په هکله ږغېږو.د دوه ئېزې

 اړېکې د ځینو خاصیتو یادونه کوو.

دوه ئېزه اړېکه ده، یعنی پر سیټ باندي  Aد  Rفرضوو چي 
2R A  ده. وایو چي دR  اړېکه دA  پر

 وي.  R∋[x,x]دپاره  x∈Aخاصیت لري، که د هر  reflexiveسیټ باندی انعکاسی 

چي دپاره  x,y∈Aخاصیت لري، که د هر  symmetricپر سیټ باندی تناظرې   Aاړېکه د  Rد 

[x,y]∈R  وي، نو[y,x]∈R .وي 

څخه  R∋[y,x]او R∋[x,y]ده ، که د  antisymmetricپر سیټ باندی ضد تناظری  Aاړېکه د  Rد 

 سره کېږي. x=yاستنباط سي چي 

دپاره  A∈xده که  د هر   antireflexiveپر سیټ باندی ضدانعکاسی  Aاړېکه د  Rهمدا رنګه  د 

[x,x] R .وي 



12 

 

د شرطو څخه  R∋[y,z]او  R∋[x,y]ده ، که د   transitiveپر سیټ باندي انتقالې  Aاړېکه د  Rد 

[x,z]∈R .بلاخره  د  استنباط سيR  اړېکه دA  پر سیټ باندي غبرګیزه  یا dichotomie  ده ، که د

 وي.  R∋[y,x]او یا  R∋[x,y]دپاره  یا  x,y∈Aهر 

، نو د هغه معکوسه اړېکه ، یعنی  اړېکه وي  bineary )غبرګونی(پر سیټ باندی دوه ئېزه Aد  Rکه 
1-R :داسي تعریفو 

1 2R {[x,y] A ;[y,x] R}      (5.5) 

څرګنده ده چي 
1 1(R ) R   کېږي. 

 (composition)پر سیټ بادی دوی  دوه ئېزه اړېکې وي ، نو د هغوی ترکییب Aد  Sاو  Rکه 

R S  عبارت دی :    

2R S {[x,y] A ;( z)([x,z] R [z,y] S}       (5.6) 

په نامه  diagonalد سیټ د قطر Aتعریفوو ، چی د  Aidهر سیټ دپاره دوه ئېزه اړېکه  Aبلاخره د 

 یادیږی.

2

A
id {z A ;( x)(x A z [x,x])}         (5.7) 

 لوستونکئ په آسانې سره لاندنې ساده ادعاوی ثابتولای سي.

دوه ئېزه اړېکه راکړه سوي ده، نو لاندنې ادعاوی صدق  Rپر سیټ د  Aـ فرضوو چي د 1.5قضیه 

 کوي:

(a  دR  اړېکه دA  انعکاسې ده ، چي پر سیټ یوازی او یوازی هغه وختA
id R .وي 

(b  دR  اړېکه دA  1پر سیټ یوازی او یوازی هغه وخت تناظری ده ، چي-R=R .وي 

(c  دR  اړېکه دA  پر سیټ یوازی او یوازی هغه وخت ضد انعکاسې ده ، چي∅=Aid∩R  .وي 

(d  دR  اړېکه دA پر سیټ یوازی او یوازی هغه وخت ضد تناظرې ده ، چي
1

A
R R id  .وي 

(e  دR  اړېکه دA   پر سیټ یوازی او یوازی هغه وخت انتقالې ده ، چيR R R  . وي 

(f  دR  اړېکه دA   پر سیټ یوازی او یوازی هغه وخت غبرګېزهdichotomie  ده ، چي
1 2R R A  . وي 

  د معادلیت  Eپر سیټ باندی دوه ئېزه اړېکه  Aاوس به نو د دوه ئېزې اړېکې یو بل مهم ډول وڅېړو. د 

equivalence   په نامه یادېږی که نوموړی اړېکه دA  باندی انعکاسې، تناظرې او انتقالې پر سیټ

 خاصیتونه ولري.معادلیت تر ډیره حده د سیټ د تجزیې د مفهوم سره ارتباط لري. 

 د سیټ د تجزیې په نامه یادېږي ، که لاندنې شرطونه صدق وکي  Aد  Rد سیټ د سب سیټو سیټ   A د

∅∈ R     (5.8) 

  (5.9) دي.  2X∩1X=∅وي ، نو  2X≠1X  او R ∈2,X1X که 
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چي   X∈ Rسیټ داسي وجود لري  Xپه سیټ کي د Rدپاره د  x∈Aد سیټ دهر عنصر یعنی  Aد

x∈X  .(5.10)   دي  

د سیټ د غیرخالې سب سیټو د مجموعی څخه چي په  Aد سیټ تجزیه عبارت ده د Aپدی معنی چي د 

سیټ تشکیل  Aاو د هغوی یووالې د )په خپل منځ کي سره بېل وي( خپل منځ کی مشترکه برخه ونلری

 کي. 

Eد پاره  A∈xپر سیټ باندي د معادلیت اړېکه وی ، نو د هر  Aد  Eکه 
[x] {y A;[x,y] E}   

Eسره ښیو.پدی معنی چي د 
[x]  دA  د سیټ د هغو عنصرو سیټ دی چی دx  سره دE  په اړېکه کي

 پل  ډاډ لاسته راوستلای سي چي :وي.لوستونکئ په اسانۍ سره خ

RE={[x]E ;x∈A} 

 د سیټ تجزیه ده. Aد 

 اړېکه چي د  REد سیټ تجزیه وی ، نو د  Aد  Rبرعکس، که 

[x,y]∈ ER≡(∃X∈ R)x,y∈X 

 پر سیټ د معادلیت اړېکه ده.  Aپه ذریعه تعریف سوي اړېکه د 

 ئ سره لاندی قضیه ثابتولای سي.لوستونکئ په اسان

 .2.5قضیه 

 (a  کهS  دA  پر سیټ باندی د تعادل اړېکه وي ، نو =SsRE .دي 

(b کهS  دA  د سیټ تجزیه وی ، نو = SsER  .سره 
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 دوهم فصل

 د سیټو څخه درست او غلط کار اخیستل

 

سمدستې د دپاره کار اخیستل سوي دی. د سیټو څخه د حقیقې عدد دمفهوم  د څېړلوپه تاریخې لحاظ 

 حقیقې عددو دوي نظریې منځ ته راغلی :

د لاړ یا ترادف په مرسته( او د دی دیکینډ د مقطع نظریه. د دواړو نظریو د  b-cد کانتور نظریه )د 

کي په مشرح ډول څېړل سوی ده. د سیټ د مفهوم  [18]څېړلو څخه دلته تېریږو د بېلګي په ډول په 

 و د دقیق ترسیم دپاره کار واخلو.قې عددد حقیپه جزئیاتو باندی څخه 

بله موضوع د مپینګ مفهوم دي. د مپینګ مفهوم د سیټ د مفهوم سره تړون نلري. ریاضې پوهانو د 

 Isaacن اسحق نیوټ . دمخه څېړلي ديتر مفهومو لایتناهی  او آ نیمپینګ مفهوم د سیټ 

Newton(1643-1727)  ګاتفرید ویلهلم لایبنتڅ ،Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) 

او ډیرو نورو ریاضی پوهانو د مپیینګ د مفهوم د خاص شکل څخه کار اخیستې . خو د سیټ مفهوم د 

مپینګ د مفهوم د دقیق تعریف امکانات برابر کړه. که لږ څه دقیق ځېر سو نو سوال به راته پیداسی چي 

تابو کي د لیسو د ریاضی په ک ولری، ګلوی ژندله دی چي زده کونکې د سیتو سره پېبیله کم دلیل او یا بی

غه د آیا د د معینو خصوصیاتو سره ،  تعریفو .مپینګ و زده کونکو ته د مرتبو جوړو د سیټ په څېر

ځکه چي د مرتبو جوړو سیټ د معینو مشخصاتو سره د ډیر سیټ د مفهوم څخه سوء استفاده نه ده ؟

 پراخ مفهوم بڼه ئېزه معرفی ده. 

په لمړی فصل کي  ي تشریح سوی دی رساله ک 7.2 لیل مو د دوه ئېزو اړیکو مفهوم چي په په همدی د

 ځای پر ځای نه کي ، څو وکولای سو چي ددی کتاب ددوهم فصل ځنې نتېجی په کارواچوو. 

د ښونځیو هغه موضوعات تشریح کوی ، چي په هغه کي تر ډېره حده د سیټ د  رسالی 4.2او  3.2د 

 «ژبه »موږ دلته یوه مناسبه اخیستل کېږی. دغه واقعیت ته باید پاملرنه وکئ چي مفهوم څخه کار 

  دهغی پذریعه دي نتیجې لاسته راوړو.نه داسی یو تکنالوژي چي کوو ،  معرفي

کي به وښیو چي ډیر ساده او مجرد نظر چي د سیټ د تیوری خاصه ده ، ډیرې ښکلې  رساله 6.2په 

 نتیجې وړاندی کوي. 

 

 حقیقې عددونه 1.2
پدی برخه کي به د حقیقې عددو د اساسی خاصیتو په هکله وږغېږو.ددی خاصیتو د تشریح دپاره به د سیټ د 

 مفهوم ضرورت او د ریاضې د استقراء ،د ثبوت د یوی ګتورې طریقې په صفت توضیح کړو.

د هغوی د خاصیتو  او د حقیقې عددومفهومونو څخه یو هم د حقېقی عدد مفهوم دی.  مرکزيد  دریاضي

او د هغه  تر میلاد دمخه ( .B.C 500-585په هکله د لرغونې یونان ریاضی پوهانو لکه فیثاغورث )

 ناطق عدد ندی.2دی پوهیدل چی ندازه ښه تصور درلودی. هغوی حتی پشاګردانو په کافی ا

ارشیمید دحقیقې عددو ښکلی هندسی نظریه جوړه کړه.  (.Eudoxos , 408-355 B.C)اویدوکسوس

(287-212 B.C.)  په صراحت سره د حقیقې عددو په هکله هغه قضیه چي نن ورځ د ارشیمید د

خاصیت په نامه یادیږی ، فورمولبندی کړه. د حقیقی عددو دغه ډول جوړښت تر نولسم قرن تر شروع 

ی ریاضی پوهان د نولسمې پېړې په سر کی د خو کله چ. اضی پوهانو دپاره کافی ؤپوری د ری
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په هڅه کي سول ، نو « په اصطلاح د تنظیم »شمېرنې )لایتناهی کوچنی(  Infinitesimalانفینیتزیمال 

او اوګوسته لویز    B.Bolzanoبرنارد بلزانودی ته متوجه سول چي دغه ډول جوړښت بسنه نه کوی. 

یو د بل څخه بیل د ریاضی د انالایز د ضرورت پر  Auguste Louis Cauchy 1789-1857کوشی 

 ټلمید بلزانو ـ کوشی د حقیقی عددو هر لاړ)ترادف( »بنسټ د بلزانوـ کوشی پرنسیپ ، چي وایې 

سوه چي غیر له نورو څخه دتیوری سر چینه  وعدد دغه پر نسیپ د حقیقې، فورمولبندی کي. « لری

  Karl Weierstarss، کارل وایرشتراس  Charles Méray   (1835-1911)چارلس مېرئ 

 Richardله خوا جوړه سوه. وروسته ریچارد ددیکینډ  G. Cantorاو جورج کانټور  (1815-1897)

Dedekind  (1831-1916)  د حقیقې عددو یوبل مهم خصوصیت فورمولبندی کي ، چي نن ورځ د

ا کم نوی حقیقت ندی ، بلکه په روسته څرګنده سوه چي دوددکینډ دپرنسیپ په نامه مشهور دی. خو 

 وګورئ(. رساله 8.2حقیقت کي دارشیمید، بلزانو او کوشې د ادعاؤ نتېجه ده )

د جورج کانتور د سیټ د تیوری تر جوړښت وروسته ریاضی پوهانو په تدریج سره د حقیقې عددو 

ی جوړښت هم تیوری اعمار کړه چي په هغه کي د سیټ د تیوری په چوکاټ کي د حقیقې عددو د تیور

دغه کړنلاره ډیره په زړه پوری وه ، ځکه چي د ریاضي هغه مهم مفهوم ـ حقیقي عدد ـ د شامل دی. 

سیټ و مفهوم ته څرمه سو. هغه لوستونکې چي ددغه کړنلاری سره آشنا ندی ، په شپږم فصل کي به 

 ورسره معرفی سي. 

عددو خاصیتونه ترسیم او دهغوی څخه به اوس به نو په لنډ ډول )بلکه په مکمل شکل سره !( د حقیقې 

 ځنې نتېجې اشتقاق کړو.

سره د هغوی د جمع حاصل  x,y∈Rدهرو دوو حقیقې عددو سره ښیو.  Rد ټولو حقیقې عددو سیټ په 

x+y  دتفریق حاصل ،x−y  او دضرب حاصلx∙y  رقمونه مشخص حقیقی  1او  0راکړه سوی دی.د

پر اساس راکړه سوی ده .  x<yاړېکه د هغوی د لوی والی  لو()اوډعددونه دی. د حقیقی عددو د ترتیب

کوچنئ  yتر  xدی معنی ده چي یا به پلیکنه   x≤yکوچنئ دی. د  yتر  xپه حالت کي وایو چي  x<yد 

 وی.  x=yاو یا به   x<yوی 

Xعدد د  aد  R  د سیټ د پورتنې سرحد په نامه یادیږی که د هرX∈x  د دپارهx≤a  اړېکه صدق

X د وایو چي وکي.  R .سیټ د لوړې خوا څخه محدود دی ، که دغه سیټ پورتنئ سرحد ولري 

د  Xد  aسره یې لیکو، که   a=sup Xپه نامه یادیږی ،  Supremumد سیټ د سپریمم  Xعدد د  aد 

د سیټ پورتنئ  Xعدد د aسیټ د ټولو پورتنیو سرحدو څخه کوچنئ ترین سرحد وي. پدی معنی چي د 

 اړېکه صدق کوي.  a≤bد دپاره  bپورتنئ سرحد د هر د سیټ  Xسرحد دي او په عین حال کي د 

 لاندنې خاصیتونه لري: Rد حقیقې عددو سیټ 

 R, + , − , ∙ , 0 , 1   .(1.1)      فیلډ دی  

  (1.2)    وی .  x<xوجود نلری چي   x∈Rداسي  

  (1.3)   دی. x<zوی ، نو  y<zاو  x,y,z∈R   ،x<yکه  

 اړېکه y<xیا  x<yد پاره د   x,y∈Rد هرو دوو مختلفو حقیقي عددو  

  (1.4)        صدق کوي. 

  (1.5)        دی. 1>0 
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  (1.6)    دی.  x+z<y+zوی ، نو  x,y,z∈R   ،x<yکه  

  (1.7)   دی. x∙y>0وی ، نو   x>0 , y>0وی ،  x,y∈Rکه  

 سیټ چي خالی نه وی او د لوړې خوا سرحد ولری، د حقیقې عددو هر 

  (1.8)    نو کوچنئ ترین پورتنئ سرحد یا سپریمم لری. 

غواړی چي د  (1.1)لمړې ټولګې ـ پر څلورو ټولګیو وېشلای سو. پاسنې بنسټېزه خاصیتونه ـ اکسیومی 

R  د اکسیومی د ترتیب  (1.4)-(1.2)سیټ باید د راکړه سوو عملیو او خنثي عنصرو سره فیلډ وی. د

اکسیومی د ترتیب اړېکه د فیلډ د جوړښت سره  (1.7) – (1.5)د . خاصیتونه ارائه کوياړېکې 

پرنسیپ ارائه کوي.  سیټ مفهوم په کاروی ، د بلزانو ګروپ چي په صریح ډول د  (1.8)د نښلوی. 

دهغه دنده لوستونکئ د ریاضی د انالایز )کالکولس( څخه پېژنې . موږ به یې هم په نسبې ډول وروسته 

راوړو. د اکسیومو په آخری ګروپ کي )د بلزانو په پرنسیپ کي(  بیاهم د سیټ د مفهوم پر صراحت 

دلای. ندی کینوموړی اکسیومه نسی فورمولب دی ، ځکه چي بیله د سیټ د مفهوم څخه  باندی تآکید سوی

 د مفهوم څخه کاراخیستی دی. « خاصیت»د د سیټ د مفهوم پر ځای بلزانو په خپل وخت کی 

 (1.8)-(1.1)ښودلای سو چي ، که یو سیټ د راکړه سوو عملیو او د ترتیب د اړېکې سره چي د 

 وی. اکسیومی پر ځای کی ، نو د حقیقې عددو د سیټ سره به آیزومورف 

کوچنئ ترین سب سیټ  دی ، چي لاندنې خاصیتونه  Rد حقیقې عددو د سیټ  Nد طبیعی عددو سیټ 

 لری:

  0∈N      (1.9)  

  (1.10) دی. x+1∈Nوی ، نو  x∈Nکه   

خاصیتونه صدق  (1.10)او  (1.9)کله د قې عدد داسی سیټ دی چي د هغه په هد حقی Nپدی معنی چي 

Xکوی او د هرسیټ  R : په هکله چي 

  0∈X      (1.11)  

  (1.12) دی. x+1∈Xوی ، نو  x∈Xکه   

Nصدق وکی ، نو هرومرو به  X  . وی 

طبیعی  1,0 ,1+1=1,2+2=3د سیټ عنصرونه د طبیعی عددو په نامه یادوو؛د بېلګې په ډول  Nد 

په حرفو سره اویا دضرورت په وخت کي   n,m,k,lعددونه دی. په راتلونکې کی به طبیعی عددونه د 

 د اندکس سره ، ښیو. 

ځیرک لوستونکئ امکان لری چي پر حق باندی خپل مخالفت څرګند کي او ووایې چي په پورته ډول 

کی داسی نده  خو په اصلکی،   اصولو څخه جوړ کړی.  رساله  3.1د ، مو بیله   Nجوړ سوی سیټ 

سیټ په نوموړې پاراګراف کی د ذکر سوواصولو په  N، کولای سی چي د  که لږ څه زیار وباسې

 مرسته تعریف کی.  

 ـ ثابت کی چي: 1.1  تمرین

  N={x∈R ; V(x)} 
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 لاندنې بیانې تابع ده: Vپداسی حال کي چي 

( X)((X R 0 X ( y)(y X y 1 X)) x X)             

وت هکله د بیانې تابع ګانو د ثبد طبیعی عددو د سیټ دغه ډول تعریف په مستقیم ډول د طبیعی عددو په 

 ګټوره طریقه وړاندیزوی.

 بیانې تابع په نظر کي نېسو. V(x)دپاره د  x∈Nد هر 

 )د ریاضی د استقراء په هکله(  1.1قضیه 

 فرضوو چي :

  1
6IK(0): V صدق کوی . 

  2IK  که د :(n)V  د حقیقت د فرضیې څخه د(n+1)V  حقیقت ثبوت کړای سو، نو د

V(n)  بیانې تابع د هر طبیعی عددn  .دپاره صدق کوي 

 X=Nپه څېر سره ښیو.اوس نو غواړو چي ثابته کړو چي   X={n∈N; V(n)}سیټ د  Xثبوت . د 

 دی.

Xڅرګنده ده چي  N  .1د دیIK  پر اساس دX  2د خاصیت لري.  (1.11)سیټ دIK  پر اساس د

X  خاصیت لري. د طبیعی عددو د سیټ  (1.12)سیټ دN  د تعریف څخهN X .استنباط کېږي 

q.e.d 

  لاندنې انګلونه )دعوی وی( ثابت کی.د ریاضي د استقراء په طریقه  2.1.تمرینونه 

(a  د هر طبیعی عددn   دپارهn≥0  .دی 

(b  کهn  ، طبیعی عدد ویn≠0  نو داسی طبیعی عدد ،k  وجود لری ، چيn=k+1  .دی 

(c  کهm  اوn  دوه داسی طبیعی عددونه وی چيm<n  دی، نوm+1≤n  .دی 

 p>1داسی طبیعی عددونه دی چي تر راکړه سوی طبیعی عدد  n,...,x0x فرضوو چي  1.1.بېلګه 

 کوچنې وی، نو :

n
i n 1

i
i 0

x p p 



   (1.13) 

 استقراء  په طریقه ثابتوو.د ریاضي د ( انګل قضیه )نوموړئ 

 دپاره : n=0د 

0
i 0 0 1

i 0 0
i 0

x p x p x p p 



     

                                           
 دی.)ژباړن( indukčný krokپه اصل کي د استقراء د ګام مخفف دی . په سلواکی ژبه کي  IKپاملرنه وکئ چي  6
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 صدق کوی. 1IKپدی معنی چي 

 فرضوو چي 
n

i n 1

i
i 0

x p p 



   صدق کوی اوn 1
x

  ترp :کوچنئ طبیعی عدد دی. پدی حساب 

n 1 n
i i n 1

i i n 1
i 0 i 0

x p x p x p





 

    

د استقراء د فرضیې له مخې 
n

i n 1

i
i 0

x p p 



 : دی. ځکه نو 

n
i n 1 n 1 n 1

i n 1 n 1
i 0

x p p x p (1 x )p  

 


     

nد تمرین پر اساس  1.2cد  1
1 x p


  : دی ، ځکه نو 

n 1
i n 2

i
i 0

x p p






  

 nغیر مساوات د هر طبیعی عدد  (1.13)صدق کوي. ددی اسیته د  2IKدی. پدی ډول مو وښودل چي 

 ∎دپاره صدق کوي.

د   Aعنصر دي ، که د ترین د سیټ  کوچنئ  Aد  aوی. نو  a∈Aد حقیقې عددو سیټ وی او  Aکه 

 دي. اوس به نو یوه ډیره غوره )خورج( دعوی ثابته کړو.  a≤xدپاره  x (x∈A)سیټ د هر عنصر 

 کوچنئ ترین عنصر لری. سیټ ، چي خالې نه وی ، د طبیعی عددو هر 1.2.قضیه )انګل( 

Aفرضوو چي ثبوت ـ  N  دی ، خوA  کوچنئ ترین عنصر نلري. و به ښیو چي ∅A=  .دی 

 . ده«  k∈N−Aدپاره   k<nد هر »د بیان تابع  V(n)فرضوو چي 

صدق کوی. فرضوو چي  V(n) صدق کوي. فرضوو چي   V(0)د تمرین پر اساس  (1.2a)د 

k<n+1  دی ، پدی حسابk≤n   د( 1.2دیc  .)که تمرین له مخېk<n  وی ، نو د استقراء د فرضیې

د سیټ کوچنئ ترین عنصر وای.  Aبه د  n وای ، نو   k=n∈Aحقیقت لري. که   k∈N−Aله مخې 

دپاره صدق کوی. ددی ځایه استدلال  nد هر V(n)هم صدق کوي. ددی اسیته نو V(n+1)ځکه نو 

 . ∅=Aسیټ په اصل کی خالې دی ، یعنی  A، پدی معنی چي د   n∈N−Aد پاره  nچي د هر  کېږي

q.e.d 

د پورتنې قضیې مستقیمه نتیجه د ریاضي د استقراء بله بڼه ده، چی دلته به یې راوړو.فرضوو چی 

V(x) ن تابع ده چي د هر د بیاx∈N  .دپاره صدق کوي 

 )د ریاضی د استقراء په هکله(.فرضوو چي لاندنې شرط صدق کوي:3.1.قضیه

IK  که د هر طبیعی عدد:m<n  د دپاره V(m)  د بیان د تابع د حقیقت په نتیجه کي دV(n)  د بیان

 د پاره صدق کوي. nد بیان تابع د هر طبیعی عدد  V(n)تابع صدق وکي، نو د 
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   .سره په نښه کوو A=N−Xاو     X={n∈N; V(n)}ثبوت ـ 

یې درلودلای. پدی معنی  nسیټ به خالی نه وای. نو باید کوچنئ ترین عنصر  Aوای ، نو د  X≠Nکه 

پدی معنی چي زموږ د صدق کوي. V(m)دپاره   m<nصدق کوي.خو د  V(n) ¬چي د هغه دپاره به 

 خلاف دی.  IKفرضیې یعنی 

q.e.d         

چي تر یوه لوی وی پرکوم اولیه عدد د وېش وړ پدی بېلګه کی به وښیو چي هر طبیعی عدد  2.1.بېلګه 

وجود  pوی، نو داسی اولیه عدد  n∈N  ،n>1که »وایې چي V(n)دی.فرضوو چی زموږ د بیان تابع 

 «.پر عدد د وېش وړ دی pد  nلری ، چي 

 V(n)وی ، نو ډیر ساده  n≤1د پاره صدق کوی.که   m<nد هرطبیعی عدد   V(m)فرضوو چي 

 وی ، نو دوه امکانه وجود لری:  n>1صدق کوي.که 

(a n  په خپله یو اولیه عدد دی ، نو پدی حسابp=n  اوn  پرn  دی . ددی اسیته  د وېش وړV(n)  

 صدق کوی.

(b  کهn  اولیه عدد نه وی ، نو دk  اوl  طبیعی عددونه داسی وجود لری چيn=k∙l   ،k≠1,l≠1  .دی

ګام دی او دهغه دپاره د استقراء   k<nراواخلو ، د بېلګې په توګه عدد د دواړو عددو څخه که یو 

V(k)  صدق کوی.پدی معنی چي داسی اولیه عدد p  وجود لری چي دk  .عدد ورباندی د وېش وړ دی

 هم صدق کوی . V(n)عدد هم وېشې، یعنی  nعدد د  pپه نتېجه کی د 

 ∎دپاره صدق کوی.  nد بیان تابع د هر طبیعی عدد  V(n)د  ادقضیې په استن 3.1د 

د حقیقې عددو هغه خاصیتونه او دهغه نتېجې چي په شروع کي مو اشاره ددی پاراګراف په پای کي 

 ورته کړی وه ، په ثبوت ورسوو.

 )د ارشیمید پرنسیپ(. 4.1.قضیه 

 د لوړی خوا څخه محدود ندی. Nد طبیعی عددو سیټ 

د پاس له خوا  Nثبوت ـ قضیه به په غیر مستقیم ډول ثابته کړو. فرضوو چي د طبیعی عددو سیټ 

وجود لری.  a=Sup Nسیټ خالی ندی ، نو د ددیکیند د پرنسیپ له مخې  Nمحدود دی. څرنګه چي د 

داسی  n∈Nئ سرحد ندی. پدی معنی چي د د سیټ پاسن Nد   a−1∈Rد سپریمم د تعریف له مخی 

دی. خو دغه حالت زموږ د  n+1∈Nاو   n+1>aدی. ددی ځایه   a−1<nعدد وجود لری چي طبیعی 

 فرضیې پر خلاف وی. 

q.e.d 

 و جود لری چي : n، بیا نو داسی طبیعی عدد   ε>0حقیقې عددونه وی ،  x,εـ که نتېجه 

    n∙ε>x 
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قضیې له مخې  1.4ثبوت ـ د 
x


وجود لری چي      nد سیټ پاسنئ سرحد ندی. ځکه نو داسی  Nد  

x


n>  دی. ددی ځایه> xε∙n   .دی     q.e.d  

 د لاندنې فارمول پذریعه تعریفوو: Zد تامو عددو سیټ 

   x∈Z≡(x∈N    −x∈N) 

عبارت دی د ټولو هغه عددو د سیټ څخه چي د  Qد ناطقو عددو سیټ 
x

n
بڼه ولری ، پداسی حال کي  

مثبت طبیعی عدد دی. هغه حقیقې عددونه چي ناطق نه وی د غیر ناطقو عددو په  nتام عدد او  xچی 

 نامه یادیږی.

 په هکله(  د ګڼوالې)د ناطقو عددو د سیټ  5.1.قضیه 

 دی.   a<r<bداسی وجودلری ، چي  rدپاره یو بل ناطق عدد   a<bد هرو دوو ناطقو عددو 

په بله ژبه ویلای سو چي د هرو دوو ناطقو عددو ترمنځ یو ناطق عدد وجود لری.یعنی د ناطقو عددو  

 سیټ یو ګڼ سیټ دی.

دی.   b<−a−≥0و وی ، ن  a<b≤0به وټاکو. که   r=0وی ، نو څرګنده ده چي   a<0<bثبوت ـ که 

 . د حالت څېړنه بسنه کوي  a<b≥0پدی معنی چي د 

دی ، نو  a>0 −bڅرنګه چي 
1

0
b a




وجود  nدی. د ارشیمید د پرنسیپ له مخی داسی طبیعی عدد  

لری چي 
1

n
b a




 :دی. پدی معنی  چي  

  
1

0 b a
n

      (1.14) 

 وجود لری چي : mد قضیې د نتېجي پر بنسټ داسی طبیعی عدد  4.1د 

  
1

m a
n
   

وجود لری چي پورتنئ غیر مساوات صدق  mقضیې پر اساس کوچنئ ترین دغه ډول عدد   2.1دی. د 

نئ ترین دغه ډول عدد دی ، نو باید عدد کوچ mوکي.څرنګه چي د 
1

(m 1) a
n

   ځکه نو د .وی

 پر بنسټ به : (1.14)

1 1 1
m (m 1) a (b a) b

n n n
          
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ځکه نو : 
m

a b
n

  .وی 

q.e.d 

موجودیت د بلزانو د  2عدد  ناطق عدد ندی. د حقیقی 2پدی بېلګه کي به وښیو چي  .1.3بېلګه 

 بېلګه وګورې(. 7.5قضیې څخه استنباط کیږی )

عددونه داسی وجود لری  n∈Nn , 0<او  Z∈xناطق عدد دی ، پدی معنی چی د  2 فرضوو چي 

چي 
x

2
n

  دی. دA :سیټ په لاندی ډول تعریفوو 

2 2A {m N;m 0 z Z: z 2m }       

نوموړئ سیټ کوچنئ ترین ضیې په استناد ق 2.1سیټ خالی ندی . ځکه نو د  Aد فرضیې له مخي د 

 دپاره  Z∈xسره وښیو. ځکه نو د یوه مناسب  nعنصر لری. هغه به په 
x

2
n

  .د نوموړې دی

2 مساوات څخه د  22n x  د وېش وړ   2مساوات استنباط کېږی. د وروستې مساوات کیڼه خوا  پر

وجود لری چي   zد وېش وړ وی. پدی معنی چي داسی تام عدد  2ده.ځکه نو ښئ خوا هم باید پر 

x=2z  سره کېږی. ددی ځایه
2 2 22n (2z) 4z   2دی ، پدی معنی چي 2n 2z  دی. ددی ځایه

دی. څرنګه   n=2mدپاره  N∈mد وېش وړ ده ، یعنی د کوم  2ه استنباط کېږی چي کېڼه خوا پر څخ

2چي  24m 2z  2یا 22m z  دی. پدی معنی چيA∈m  دی. څرنګه چيm<n  نو دغه حالت دی ،

 ∎د سیټ کوچنئ ترین عدد دی.  Aد  nموږ خو ویلې وه چي زموږ د فرضیې ضد دي . ځکه 

 Intervalوی ، نو خلاص او تړلې انتروال  a,b∈Rپه پای کي د ځېنو نښه ایښودلو یادونه کوو. که 

 )فاصله( د لاندنیو مساواتو پذریعه تعریفوو:

  (a,b)={x∈R ; a<x<b} 

  a,b {x R; a x b}       

 تعریفولای سو.  انتروالونه او داسی نور  (∞,a) ; (a,∞−)په همدا ډول نیمئ تړلې او د 

 تمرېنونه ـ 

ی خوا څخه محدود سیټ تعریف کي، د دلاند به څه ډول تعریف کي ؟ دسیټ لاندنئ سرحد )پوله( 3.1.

 . تعریف کي Infimumیمم سیټ انف

 یمم لری. انفثابت کي چي د حقیقي عددو هر غیر خالي او دلاندی خوا څخه محدود سیټ 

  دی. a2(x+h)>داسي وجود لري چي   h>0وی، نو  a 2x≤1>ثابته کئ : که  الف( .1.4

)چونګ: 
2a x

h min{1, }
1 2a





.) 

 دی. a 2h)-(x>داسي وجود لري چي  h>0وی، نو  2a<xب( ثابته کئ: که 
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aوجود لري چي  αدپاره داسي حقیقې عدد  R ∈0 ,a≥aج(ثابته کئ: د هر حقیقې عدد    یعنی ،

0α≥  دی او=a2α  .دی 

په حالت کي  a>1حالت ته یې واړوئ. د  a>1وی، نو  a<1)چونګ:په هغه حالت کي چي 
2sup{x R;x a}    .)سره کښېږدئ. د) الف( او )ب( د تمرېنو د نتېجو څخه کارواخلئ 

 (1.8)اکسیومې پرځای کوي ، خو د  (1.1)-(1.7)د Qثابت کي چي ، د ناطقو عددو سیټ  5.1.

 اکسیومه نه پر ځای کوي.

ده چي  کافیقضیه په ثبوت وروسوئ .  1.2د تمرین د نتېجو څخه په ګټه اخیستو سره د  1.3د  6.1.

وجود لری . بیانو کفایت کوی چي وښیو، چي  inf Aα=خالی سیټ نه وي، نو  NAثابت کئ: که 

α∈A .دی 

وجود لری، چی  αدپاره داسی غیر ناطق عدد  a<b؛  b,aثابته کئ چي:د هرو دوو حقیقی عددو  7.1.

a<α<b .دی 

 n∈Nثابت کي چي د هر یې دی. د ریاضی د استقراء په طریقه   a>1او  a∈Rالف(فرضوو چي  8.1.

  صدق کوي: اړېکهدپاره لاندنئ 
na 1 n (a 1)     

naوجود لري، چي:  n∈Nداسي طبیعی عدد  Ra,b ،a>1∋ثابته کئ چي: د ب( b .دی 

naوجود لری، چي: N∈nداسي طبیعی عدد  R∈b>0, 0<a<1, a,bچي: د  ج( ثابته کئ b .دی 

 لاندنې اړېکه په ثبوت وروسوئ:د ریاضی د استقراء په طریقه  9.1.

 دپاره  R∈N, q∈nد 
n 1

n q 1
1 q q

q 1

 
   


 صدق کوي.  

 

 مپینګ هغه قاعده ده چي .... 2.2.
 

دترسیم او تعریف اله کی به وښیو چي څه ډول د سیټ د مفهوم څخه د ریاضی یو د مهمو مفهومو پدی رسا

 څېړنه په ریاضی کي پریو پوخ تهداب درولائ سو. او پدی ډول د هغهدپاره کار اخیستلای سو 

مخ کي داسی  ۱۶۲په  [9]د کالکولس د لمړی برخی   V.Jarnikد چکې مشهوره ریاضی پوه یارنیک 

یو ټاکلی عدد ته   xد سیټ هر عدد  Mد حقیقی عددو یو سیټ دی.که د  Mفرضوو چي »لوستلائ سو:

y  تخصیص ورکړو، نو وایو چيy  دx  تابع ده.د M  سیټ د نوموړې تابع د تعریف د ساحی په نامه

 «یادوو.

د تابع یا مپینګ همدا ډول ورته تعریفونه د ریاضی د انالایز په نورو درسی کتابو او د سیټ د تیوری په 

مپینګ یو ډول دریاضی پوه په تصور کي کی راغلی دی.  [1]هکله دروسی ژبی په لمړی درسی کتاب 

)په یکړه توګه(تخصیص ورکوی.  yد سیټ یو عنصر  Bته د   xد سیټ هر عنصر Aقاعده ده چي د 

یو نوی مفهوم چي هغه کي دغه ډول تصور البته د تعریف په څېر نسو قبلولای، ځکه چي په هغه 
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څخه، را څرګند سو. پدی هکله چي څه شی قاعده ده او څه شی قاعده نده، « قاعدی»عبارت دی له 

 وکړو. پراوږد بحث  سو کولای

، نو هغه ته څېړي« Objectشئ »چي دغه مسئله د بله اړخه و څېړو. کله چی ریاضی پوه کوم  راسې

« ری؟څه خاصیتونه ل دغه شئ»پوری ندی ، بلکه هغه ته د سوال په زړه « څه شی دی؟« شئ»دغه »

ېږې چي د حقیقې عددو سیټ څه شي دي، خو پوهسوال په زړه پوری دی. وګورې، تاسو نه پوهېږی 

چي د حقیقي عددو سیټ کوم خاصیتونه لري. همدا ډول قضاوت د نورو شیانو )لکه: مستقیم خط، 

ته رجوع کوو.دا  .دمپینګ په هکله هم و دغه ډول تګلاريسطحه، احتمالات، ...( په هکله هم کولای سو

ده چي هر غواړو د هغه څخه بنسټیز معلومات ـ هغه قاعچي مپینګ څه شي دی، موږته مهمه نده، خو 

 عنصر ته ....ـ تر لاسه کړو. 

=2yکه د مپینګ قاعده د  1 x  په ذریعه تعریف سوی وي، نو پوهېږو چي دغه قاعده یوازی د هغو

x  په انتروال کي شامل وي او موږ د هغه ګراف هم  <1,1−>عنصرو دپاره تعریف سوېده، چي د

د ګراف  . موږته عین معلومات راکوي Gشکل وګورې. د نوموړي مپینګ ګراف  2.1ـ د رسمولای سو

 yدپاره د هغه مربوط  xڅخه پوهېږو چي مپینګ چیرې تعریف سوی دی او د تعریف د ساحی د هر 

په عمومی بڼه د هر مرتبو جوړو سیټ د ټاکلي ګراف د مرتبو جوړو سیټ دی.  Gموندلای سو. خو د 

ګراف دی. ځکه نو د مپینګ او دهغه د « مپینګ »( د کوم کېږيذریعه تعریف خاصیت سره)چي د متن پ

 و د سیټ څخه ....ګراف ترمنځ فرق کولو ته دلیل نلرو. د مپینګ ګراف عبارت دی له هغه مرتبو جوړ

ورک « قاعده»پدی معنی چي دلته کوم نوی مفهوم تبارز نه کوی. موږته لانجه جوړونکئ مفهوم 

 اوس به نو راسو و تعریف ته:  کېږي.

سیټ د مپینګ په نامه یادیږي، که  fسب سیټ دي. د  A×Bد  fسیټونه،  Bاو  Aفرضوو چي 

2داسي و جود ولری، چي د  B∈2,y1yهر عنصر دپاره  A∈xد  1
[x,y ] f ,[x,y ] f   اړېکو څخه

 اړیکه استنباط سي. y1y=2 د  

د مپینګ د تعریف د ساحي په نامه او د  fسیټ د D(f)={x∈A; (∃y)[x, y]∈f}د 

H(f)={y∈B; (∃x)[x, y]∈f}  سیټ دf .د مپینګ د قیمتو د ساحي په نامه یادوو 
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  f(x)په  yدي. نوموړئ    f∋[x,y]داسي وجود لري ، چي  y وی، نو یوازنئ  x∈D(f) که 

 د مپینګ د قیمت په نامه یادوو.  f)یا عنصر (کي د په نقطه  xسره ښیوو او د 

ذریعه ترسیم سوئ مپینګ  پیدا کړو، نو باید په   P(x,y)که وغواړو چي د راکړه سوي قاعدی 

او د     f∋[x,y]داسی لاسته راوړو چي د هغه په هکله د بیان تابع   fدهغو مرتبو جوړو سیټ 

P(x,y)   .قاعده سره معادله وی 

 په لاندنیو قاعدو باندی ترسیم سوې مپینګونه پیداکړی.   1.2.تمرین 

2 او   R∈x,yالف(  

10
y log (9 100 x )   ؛ 

سیسټم په مرکز کي پروت او شعاع د دهغې دایری نقطه ده ، چي مرکز یې د کارتېزین  xب(

ړی موکی د نو په نقطه x د محور او د xپر محور هغه نقطه ده، چي د  xد  yیې مساوی په یوه سره ده.

 ایری د مماس  د تقاطع څخه لاسته راځې. د

 د لیسي و هری ټولګې ته د هغي ټولګې د زده کونکو شمیر تخصیصوو.  7د پاردوبیڅهج(

 فرضوو چي : 1.2.بېلګه 

g={[A,n]∈ P(N)×N; n∈A  (∀m)(m∈A→m≥n)} 

 

سره ده. پدی معنی   H(g)=Nاو   {∅}−D(g)= P(N) مپینګ دي. g، چي سره لیدلای سوپه اسانې 

د سیټ کوچنئ ترین  Aد   A∈ P(N)−{∅}  ،g(A)، چي د طبیعی عددو هر غیر خالې سب سیټ ته 

 عنصر تخصیص ورکوي.

داني مردکې )تشله( لرو،چي په اول نظر ټوله  8کوچنیان چي بازې په کوی،  2.2.بېلګه 

په وزن کي سپکه ده. ترازو )تله( بېله وزنو مساوی برېښې، خو دهغو څخه یوه دانه یې نظر ونوروته 

 څخه هم لرو. څه ډول کولای سو چي هغه مردکه چي نظر و نورو ته سپکه ده پیداکړو؟

دپاره اته سره مخ ته ولاړ سو. ددی موخي  موندلو دپاره باید په سیستماتیک ډول دسپکې مردکې د

چي په  دوږپله کی هغه مردکې ایپه چپه  تلې د یوه څخه تر اتو پوری په نښه کوو. د  مردکې په ترتیب 

اېږدو.که دواړې خواوی سره مساوی وی، نو سپکه   6,5,4پله کي   مو په نښه کړیدي. په ښی 3او 2,1

 8پله کي  او په کیڼه 7پله کي  ترمنځ لټوو، چي دهغي پیداکول ساده دي )د تلې په راسته 8او  7مردکه د

په منځ کي ده.پدی  3او 2,1کیڼه پله سپکه وی ، نو سپکه مردکه د په اول قدم کي د ترازو که  . (ایږدو

 2او  1 سپکه ده او که نه نو د 3مردکې سره پرتله کوو . که سره مساوی وي ،نو  2او  1حالت کي 

مردکو عملی   6,5,4ښی پله سپکه وی، نو بیا هم پورتنې پروسه پرکه دتلې څخه به یوه سپکه وي. 

 په جدول کی ترسیموو. 2.2ټوله پروسه د  کوو.

                                           
پاردوبیڅه د سلواک د ښارو څخه یو ښار دی.دغه بېلګه کولای سو چي زموږ د ښارو پر لیسه باندی تطبیق کړو اوووایو چي د کندهار د  7

 ټولګې د زده کونکو شمېر تخصیصوو. )ژباړن( میرویس نیکه د لیسی و هرې ټولګې ته د هغي
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جدول دتللو ممکنو نتیجو د سیټ مپینګ د مردکو یا د هغو د په نښه سوو عددو په سیټ   2.2د  

 نښه د ممکن تول په صفت نه ملاحظه کېږي . = =کی دی.پاملرنه وکئ چي دلته د 

  

 سپکه مردکه د تللو نتېجه

< = 3 

< < 1 

< > 2 

> = 6 

> < 4 

> > 5 

= < 7 

= > 8 

  2.2جدول          

       ∎ 

 اسي لیکو:ددی په لنډ ډول «  B, D(f)=AH(f)مپینګ ،  f»دغه حقیقت چي  

   f:A B 

 هم ښیو. BfA پهپه سیټ کي مپینګ دي.کله کله یې  Bدسیټ څخه د  Aد  fلوستل کېږي، چي 

    3.2.بېلګه
3 2 z 2f {[x,y,z] R ;x e y 1}      

3څرنګه چي  2R R R   دی، نوf  .په اساني سره لیدل کېږي چي دمرتبو جوړو سیټ دیf  مپینګ

,0او  2R(f)=Dدی.څرګنده ده چي  ) (f)=H  ادعا کولای سو،چي:دی. پدی معنی 

    <0,∞)      2Rf: 

     R                2Rf: 

    :  2Rf       (∞,0)        خو دابه حقیقت ونلري، چي

      ∎ 

دوه مپینګه هغه وخت سره مساوي دی، چي د هغوی سیټونه سره مساوي وي. پدی معنی چي  gاو  fد 

 جوړې باید سره مساوي وي.)اوډلې( ددواړو سیټو مرتبې 

دی، یوازی او یوازی هغه   f=gدوه مپینګه دی، ثابته کئ چي  gاو  fفرضوو چي  2.2.تمرین  

 صدق کوی.   f(x)=g(x)دپاره  x∈D(f)وی او د هر   D(f)=D(g)وخت چي 

، چي مپینګ په اصل کی دوه ئېزه اړېکه ده. د دوه ئېزه اړېکو دپاره مو د هغوی  پاملرنه وکئ

 . اوس به وښیو، چي لاندنې قضیه صدق کوي. ديترکیب او معکوسه اړېکه  تعریف کړې 
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fمپینګه وی، نو د هغوی ترکیب  gاو  fکه  1.2.قضیه  g  مپینګ دی. د f g  د تعریف

D(f); f(x)∈D)={x∈f{(g)  ساحه یې عبارت ده له: g(D  او ،)f g(D∈x دپاره د 

     (x)=g(f(x))f g  

 اړېکه صدق کوي.

fثبوت ـ اول خو به ثابته کړو، چي  g  مپینګ دي. پدی معنی کهf g]∈1],[x,y2[x,y 

، چي  وجود لري  z2z ,1اړېکو د ترکیب د تعریف پر اساس داسی د سره وی. y1y=2وی، نو باید 

]∈f 1]∈g, [x,z1,y1[z  او]∈f2]∈g, [x,z2,y2[z  دی. څرنګه چيf   1مپینګ دی، نوخامخا به=z2z 

 سره دي. y2y=1 مپینګ دي، استنباط کېږي چي  gوي. د دغه حقیقت پر بنسټ چي 

fد  g .د تعریف د ساحي په هکله لاندنئ معادلیت صدق کوي 

x∈D( f g)≡(∃y)[x,y]∈ f g≡(∃y)(∃z)([x,z]∈f [z,y]∈g) 

دپاره   x∈D(f)معادلیت صدق کوي. څرنګه چي د   x∈D(f)≡(f∋[x,z])(z∃)په عین حال کي د 

z=f(x) :سره دي، نو لاندنئ معادلیت به لاسته راسي 

   x∈D( f g)≡(x∈D(f)   f(x)∈D(g)) 

 لیدل کېږي: همدا ډول لاندنئ معادلیت په اساني سره

f g(x)=y≡[x,y]∈ f g≡(∃z)(f(x)=z g(z)=y)≡y=g(f(x)) 

q.e.d. 

C:Af ، نو Cg: Bاو  Bf: A. که نتیجه g      .دی 

 فرضوو چي:4.2.بېلګه

  f={[x,y]∈ 2R ; x∙(y−1)=2} 

  g={[x,y]∈ 2R ; ye =x}   

 او  D(g)=(0,∞) , D(f)=R−{0}  دي.پدي حالت کي  

 D( f g )={x∈R−{0}; 
2

1 0
x
  }=(−∞,−2)∪(0,∞) 

f (د  g(D∈x ي:دپاره لاندې اړېکه صدق کو 

f g (x)=g(f(x))=ln( 1+
2

x
) 

      ∎    
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fد g  د مپینګf  اوg (نغښتلو ترکیب )د مپینګو د Composition   .په نامه هم یادوو 

ثابت یې کئ چی د مپینګو ترکیب )نغاړل(اتحادی خاصیت لري، پدي معنی که  3.2.تمرین  

h,g,f :مپینګونه وي ، نو لاندنې اړېکه صدق کوي 

   f (g h) (f g) h  

 Ck:D      او  BC, f:AD, g:Bh:Aاوس به نو د        

 مپینګونه په نظر کي ونیسو. موږ کولای سو چي هغوی د لاندنې ډیاګرام پذریعه ترسیم کړو:

       

   

   

 

 

 

         (2.1) 

تر سیټ تېر سو.  Dتر سیټ او یا باید د  Bو سیټ ته د رسیدو په موخه یا باید د  Cد سیټ څخه د  Aد 

fعین نتیجه لاسته راسي، پدی معنی که دپاره  A∈xکه د هر  g(x) h k(x)  وي، نو وایو چي د

وګه د تپه مشابه ډول د نورو ډیاګرامو تبدیل تعریفولای سو.د بېلګې په ډیاګرام تبدیلې دی.  (2.1)

  لاندنیو ډیاګرامو تبدیل :

 

    

   (2.2)      (2.3) 

په هکله څرګند او  (2.3)او  (2.2)د تبدیلی مفهوم د پورتنیو دیاګرامو، یعنی  4.2.تمرین  

 ولیکئ..

 تمرین نتیجه د لاندنې ډیاګرام د تبدیل پذریعه ارائه کولای سو.  3.2د  5.2.بېلګه  
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تعریف کړه.په ساده ګې سره  Aidد قطر اړېکه  دپاره Aد راکړه سوي سیټ موله کي رسا 5.1په 

مپینګ د  Aidدی. د  x Aid=(x)دپاره  A∈xدي . او د هر  A: AAid لیدلای سو، چي :

A  د لوستونکي پاملرنه دی ټکې ته را اړوو، چي ددی ډول د مپینګ په نامه یادیږي.د سیټ د تطابق

دلیل یې  سره ښئې . xهنېغ پ  Ridه انالایز کي دغه ډول مپینګ  د ریاضی پمپینګ سره آشنا دی. 

 تاریخې تکامل دي. 

 مپینګ دپاره  B f:Aلوستونکئ په اسانی سره ازمویلای سي، چي د  5.2.تمرین 

  A B
id f f id f     (2.4) 

 اړېکه صدق کوي.

و مپینګ ته د معکوس مپینګ په  fمپینګ د  Ag:Bمپینګ وی ، نو د  Bf:Aکه  

 نامه یادوو، که لاندنې اړېکې صدق وکي:

    A
f g id    (2.5) 

    B
g f id    (2.6) 

ته حد اکثر یو معکوس مپینګ  Bf:Aمپینګ ثابت کئ چي وراکړه سوی 6.2.تمرین 

 وجود لری. 

و راکړه سوي مپینګ ته د معکوس مپینګ د موجودیت پوښتنه لا تراوسه جوته نده.و دغه سوال 

مپینګ د ساده  Bf:Aد مفهومونه فورمولبندی کړو.به لمړئ ضرورې ته د جواب دپاره 

(Simple  او یا انجکشن په نامه یادوو، که د دوو مختلفو )A∈2,x1x  2 (دپاره دf(x≠)1f(x  اړېکه

B1   صدق وکي. دلیکلو طرز یې 1f:A  او یاB
1 1

f:A .د  ديf پینګ د مB سیټ باندی پر

 : سره وي. د لیکلو طرز یې  H(f)=Bدي که 

 B ر Bیا            f:Aپ
ر پ

f:A .دي 

 (ب 1.2الف تمرین کي ترسیم سوي مپینګ ساده مپینګ دی ، خو په  1.2الف(په  6.2.بېلګه  

 د بېلګې مپینګ هم ساده ندي. 1.2د تمرین کي ترسیم سوي مپینګ ساده مپینګ ندي. 

 2,1,...,8د  بېلګه کي ترسیم سوي دي،  رااړوو. 2.2ب( ستاسو پاملرنه هغه مپینګ ته چي په  

معنی چی زموږ د تللو لارښونه باید داسي وي، کیداي سي چي هره یوه سپکه وي. پدی  مردکو څخه
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په نظر کي ولري)په حقیقت کی همداسي هم ده(. زموږ په ژبه ترسیم سوي مپینګ د  چي هر امکان

 ∎دي دي. نسیټ با پر {2,1,...,8}

په سیټ کي مپینګ دي. نو لاندنې دري  Bد سیټ څخه د  Aد  fفرضوو چي  2.2.قضیه  

 شرطونه یودبل سره معادل دې. 

 معکوس مپینګ وجود لري.  Ag:Bمپینګ ته د   fالف( د  

 پر سیټ باندی ساده مپینګ دي. Bمپینګ د  fب(د  

1fج( د   او دهغه د تعریف ساحه د مپینګ  اړېکهB  .سیټ دي 

اول  الف(.←ج(، ج(←ب(، ب(←دری استنباطه باید ثابت کړو، پدی معنی چي الف(:  ثبوت 

و مپینګ ته د   fب( ثابت کړو. فرضوو چي د الف( شرط صدق کوي، پدي معنی چي د ←به الف(

Ag:B معکوس مپینګ وجودلري. فرضوو چي A ∈2,x1,x2x≠1x  .1 (دي=f(x1),y2=f(x2y 

دی.  1y≠2yمپینګ دي، نو  gدي. څرنګه چي  x1,g(y2)=x2g(y=(1 له مخې  (.5.2)په نښه کوو. د 

له مخی   (2.6)دی.د   y∈Bاوس نو فرضوو چي مپینګ ساده مپینګ دی. fځکه نو ویلای سو، چي د 

f(g(y))=y   صدق کوي، پدی معنی چي داسیx=g(y)∈A  وجودلری ، چيf(x)=y  کېږي. پدی

ج( استنباط په ثبوت ورسوو. فرضوو ←اوس به نو د ب(پر سیټ باندی مپینګ دی.  Bد  fمعنی چي 

1fچي د )ب( ادعا صدق کوی. که   ∈]1[x,y  1اوf  ∈]2[x,y  وی، نوf∈,x]1[y  اوf∈,x]2[y  .

1fسره کېږی. پدی معنی چي  y1y=2مبینګ ساده مپینګ دی، نو  fڅرنګه چي د    مپینګ دی. څرګنده

BH)=1f=(f)ده چي   (D .دی 

الف( په ثبوت ورسوو.فرضوو چي د )ج( ادعا صدق ←دریم استنباط )امپلیکیشن( ، یعنی ج( پاته سو

A:B 1fکوی، ددی ځایه   دی. کفایت کوی چي وښیو
1

A
f f id  او 

1

B
f f id   .دی

1fاو  f∈[x,y]وی، نو  y=f(x)وی او  A∈xکه   ∈[y,x] دی. پدی لحاظ(y)=x  1f   او
1f f (x) x  دی. همدا ډول دB∈y  د پاره ثابتیدلای سي چي

1f f (y) y .دی 

q.e.d 

 2.6 د قضیې او  2.2ته معکوس مپینګ وجود ولری ، نو د  Bf:Aکه و راکړه سوی مپینګ 

1fبېلګې سره په تطابق کی هغه په    . د »په آینده کي دغه جمله چي سره ښیوf  و مپینګ ته معکوس

1f»په لنډ ډول « مپینګ وجود لری په یقین سره ویلای سو چي دلته د ژبي ارائه کوو.« وجود لری

1fڅخه سؤ استفاده سویده، ځکه چي  تل وجود لری. اړېکه 

 دلته باید لاندنئ څرګندونې ته  پاملرنه وکو :

په مپینګ پوری ندی تړلی ،  fد معکوس مپینګ مفهوم یوازی د مپینګ دی. :B Afفرضوو چي 

. په دقت سره باید و ه سیټ پوری(پ Bپه سیټو پوری هم تړلې دی) په خاص ډول د  Bاو  Aبلکه د 

B f:A  په دغه مغلق توب د مفهوم چي مپینګ ته د معکوس مپینګ په هکله وږغېږو. فکر کوم

  منځ ته راوړنه به ګټور وی.

فرضوو چي :  7.2.بیلګه  
2 xf {[x,y] R ;y e }   دي.څرنګه چي: 

1 1f : R (0, + )
ر پ

   
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لاکن باندی مشهور دی. lnده ، نو ددغه مپینګ دپاره معکوس مپینګ وجود لری چي په طبیعی لوګاریتم 

مپینګ  fد مپینګ دپاره معکوس مپینګ وجود نلری. ځکه چي د  Rf:Rداهم واقعیت دی چي د 

 ∎پر سیټ ندی. Rد 

هر یوه  gاو  fمپینګونه دی. که د  Cg:Bاو  Bf:Aفرضوو چي  3.2.قضیه 

ترکیبی مپینګ ته هم معکوس مپینګ وجود لری او  f∘gمپینګ ته معکوس مپینګ وجود ولری ، نو د 

 لاندنې اړېکه صدق کوي:
1 1 1(f g) g f   

 کړو :ثبوت یې ساده دی. کافی ده چي لاندنې مساواتونه ثابت 

   

1 1

A

1 1

B

(f g) (g f ) id

(g f ) (f g) id

 

 




 

 q.e.d   تمرینو د ثبوت څخه استنباط کېږي. .5.2او  .3.2خو د هغوئ ثبوت نیغ د 

))ټانجینټ( مپینګ د  tgد  7.2.تمرین   , )
2 2

 
  پر انتروال تعریف سوی دی ، د قیمتو ساحه

. فرضوو چي دهر  arctgده. و نوموړې مپینګ ته معکوس مپینګ عبارت دی له  RH=(tg)یې 

(0,1)∈x   دپارهf (x) x
2


    مپینګ وی. دf tg : (0,1) R  دپاره معکوس مپینګ پیدا

 کړی.

یا  Injectionساده مپینګ د انجکشنمفهومو یادونه وکړو. ضروری دلته به بیا هم د ځېنو  

سیټ باندی  پر Bد سیټ څخه د  Aمپینګ د  fد مپینګ په نامه هم یادوو.  Injectiveانجکتیف 

ر پ
f: A B  د سرجکشنSurjection  یا سرجکتیفSurjective  مپینګ په نامه هم یادېږی.هر

یجکشن سرجکتیف وی ، نو هغه مپینګ بیا د با هغه مپینګ چي په عین حال کي انجکتیف او 

Bijection   یا بایجکتیفBijective .مپینګ په نامه یادوو 

f: Aکه   B  وی اوC  دA  د سیټ سب سیټA)⊆(C دوی، نو f |C  مپینګ عبارت

 دی له:

  f | C={[x,y]∈f ; x∈C} 

 دی.  f | C=f ∩ (C×B)      پدی معنی چي :

د  fپر سیټ باندی د  Cیا د  partializationد مپینګ ټوټه کیدو  fپر سیټ باندی د  Cمپینګ د  f | Cد 

 ته وایو.   reduceمپینګ تنګېدو

Cکه  8.2.تمرین   A, f : A B   ،ویD(f | C)=C  اودC∈x  دپارهf|C(x)=f(x)  

 صدق کوي . خپل ځان پر باوری کي!

Aپه په سیټ کي د ټولو مپینګو سیټ  Bد سیټ څخه د  Aد   B :سره ښیو.پدی معنی چي 

 f∈ A B ≡ f : A B       (2.7) 
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Aوښیاست چي د  9.2.تمرین   B .سیټ د سیټو د جوړلو پرنسیبو په مرسته جوړولای سو 

د تاریخې دلایلو پر اساس هغه مپینګ چي د حقیقی عددو پر سیټ تعریف او قیمتونه یې هم  

په استعمال کي به تل استوار پاته د تابع د مفهوم په نامه یادوو.   Functionحقیقی عددونه وی ، د تابع 

 ، خو د متن څخه به څرګنده وی چي هدف مو څه دی. نسو

 f(x,y)پر ځای  X,f([x,y])∈Y,x∈yوی، نو معمولآ د  Y×A=Xاو  Bf:Aکه  

1لیکو. په ورته ډول هغه وخت چي  n
A X X   ، 1وی n 1 n

f(x ,...,x ) f ([x ,...,x ])   سره

 ښیو. 

وی ، دلاړ یا ترادف  D(f)=Νمپینګ چی د تعریف ساحه یې د طبیعی عددو سیټ ، یعنی  f   د 

(Sequence).که په نامه یادووH(f)⊆A  وی ، پدی معنی چي د مپینګ د قیمتو ساحه دA  د سیټ سب

د   Aد  fد سیټ د عنصرو لاړ )ترادف( مو موخه ده او وایو چي  Aسیټ وی ، نو په هغه حالت کي د 

سره ښیو ،  nfپه عدد کي په  nد مپینګ قیمت د  fد سیټ د عنصرو لاړ دی. د تاریخې دلایلو پر بنسټ 

 دی.  f(n)nf=پدی معنی چي 

 داسی وجود ولری چي: n∈Νمپینګ داسی راکړه سوی وی چي  fکه د  

  D(f)={k∈Ν; k<n } 

 لاړ متناهی دی.  fوی ، نو وایو چي د 

لاړونه به کله کله په 
k

n n 0 n n 0
{b } ,{a }

   .سره ښیو 

1سیټ د لوړی خوا سرحد نلری. دلته به د  ΝA⊇فرضوو چي د  8.2.بېلګه   1f : A 

سیټ خالی  Aسیټ د پاس له خوا سرحد نلری،ځکه نو د  Aجوړ کړو. څرنګه چي د  -ړلا –مپینګ 

سره  f(0)=aوجود لری، پدی صورت کي  a∈Aقضیې پر اساس کوچنئ ترین  عنصر  2.2ندی. د 

عنصر به یې لوړترین سرحد نه وی.  aا سرحد نلری ، نو د سیټ د لوړی خو Aاېږدو.څرنګه چي د 

 f(1)سیټ خالی سیټ ندی. دنوموړی سیټ کوچنئ ترین عنصر په   {n∈A ; n>a}پدی معنی چي د 

سیټ   {n∈A ; n>f(k)}عنصر مو جوړ کي ، نو د  f(k)همدا ډول مخ ته ځو. کله چي د سره اېږدو. 

سره اېږدو. د تشریح سوی ساختمان څخه  f(k+1)خالی سیټ ندی او دهغه کوچنئ ترین عنصر په 

 ساده مپینګ دی.  fمتزاید دی، ځکه نو مپینګ  fدی.علاوه پر دی د  Af:Nاستنباط کېږی چي : 

      ∎ 

پر سیټ مپینګ  Aترسیم سوی مپینګ د  fوښیاست چي په پورتنې بېلګه کی د  10.2.تمرین  

 دی. 

د مپینګ د بشپړتوب  fبېلګه کي د ترسیم سوی لاړ یا د   8.2.لوستونکې تردد په د  

perfection  په هکله  ، دلته حق په جانب دی. دf   مپینګ اصلآ یو سیټ دی او د هغه موجودیت مو د

وی ګامو څخه نه استنباط کېږی ، چي آیا دغه مجازو  پرنسیبو په مرسته ثابته نه کړه. حتي د ترسیم س

مپینګ دی( وجودلری او که نه؟ اوس به وښیو چي دغه ډول سیټ د موجودیت  fډول سیټ )هدف مو د 

مجرد  څرنګه چي د تفکر دغه سیر ډیرپرنسیبونه کافی دی. کي  په رساله 3.1.د ثبوت دپاره د 

 تر دی موضوع تېر سي. )ابسترکت( دی ، نو بی تکلف لوستونکئ کولای سی چي
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 ء په ذریعه ریاضی د استقرازموږ د نظر د مپینګ جوړښت د -ضمیمه 

دلاندنې قضیې ثبوت نه یوازی زموږ ادعا ثابتوی ، بلکه د ریاضی د استقراء په مرسته د هغي  

 د جوړېدو لار راښیې.

 دریاضی د استقراء په مرسته د جوړښت په هکله() 4.2.قضیه  

د سیټ مپینګ په خپل ځان کی دی. یوازنې مپینګ  Aد  hاو  A∈aسیټ دی،  Aفرضوو چي 

f : A  :داسی وجود لری چي 

 ;f(0)=a (الف

 f(n+1)=h(f(n)) ; ∀n∈Ν (ب

د سیټ  Aد  aفرضوو چي دی.د لوړی خوا نا محدوده سیټ  A⊆Νفرضوو چي  9.2.بېلګه  

 دپاره  k∈Aبېلګه کي تعریف سوی مپینګ دی. د هر  1.2.په  gکوچنئ ترین عنصر دی. فرضوو چي 

 h(k)=g(A-{0,1,...,k}) 

مپینګ چي موجودیت یې   د )الف ( او )ب( خاصیتو  fدی. د  Ah:Aاېږدو.څرګنده ده چي 

 ∎بېلګه کي ترسیم سوی مپینګ دی.  8.2.قضیه تضمینوی ، هم هغه په  4.2.سره د 

 سیټ په لاندی ډول سره په نښه کوو: ℱد قضیې ثبوت : د  

ℱ={t⊆Ν×A ; (∃n∈Ν)(t :{k∈Ν; k≤n}A; t(0)=a ∧ (∀k<n ; t(k+1)=h(t(k))))} 

 سیټ خلاص سیټ دی. اوس به نو : ℱد مجازو پرنسیبو له مخی د 

 f={[n,x]∈Ν×A :(∃t∈ℱ) t(n)=x}    (2.8) 

 هغه مپینګ دی چي موږ یې په لټه کي یو.  fکښېږدو او وبه ښیو چي 

داسی وجود  ℱ2,t1t∋دی. بیا نو  f ∈]1],[k,x2[k,xمپینګ دی. فرضوو چي  fلمړئ به ثابته کو چي 

 دی.  x2t=(k)2او  x1t=(k) 1لری چي 

 دا ډول دې چي : Ν2,n1n∋ فرضوو چي  

  D(ti)={l∈Ν ; l≤ni}, i=1,2 

دی. د ریاضی د استقراء څخه  2n≤1nبېله دي چي عمومیت مو نقض کړئ وي فرض کولای سو چي 

 سره دی. 2(l)=t1t(l)دپاره  1n≤lپه استفاده سره لوستونکئ په آسانئ سره مطمئن کیدای سی چي د 

 دی. x1x=2دی پدی معنی چي  1n≤k دي، نو  tD∈k)1 (څرنګه چي 

داسی وجود  kدی. فرضوو چی داسی نده.ځکه نو کوچنئ ترین  D(f)=Νاوس به وښیوچي  

دی.  f(0)=aپدی معنی چي  D∈0(f)، ځکه نو  ℱ={[0,a]}0t∋. څرګنده ده چي  D∉k(f)لری چي 

داسی وجود لری چي  t∈ℱاړېکی ته  (2.8)نظر دی. k−1∈D(f)دی، نو   k>0څرنګه چي 

(t)D∈1−k  1دی.فرضوو چي))]}−{[k,h(t(k∪=t1t  دی.په ساده ګي لیدل کېږی چي∈ℱ1t 

 دی خو دغه حالت زموږ د فرضیې خلاف دی.   k∈D(f)اړېکی پر اساس  (2.8)دی.ځکه نو د 
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د  f، د )ب( خصوصیت نیغ د د )الف( خصوصیت لری fپه عین حال کي موثابته کړه چي  

 جوړښت څخه استنباط کېږي.

لوستونکئ بیله کومی ستونځې څخه د ریاضی د استقراء څخه په استفاده سره ثابتولای سی چي  

1 تابع یکړه )بی ساری( ده.په دقیق ډول که  fد  2
f ,f : A  د )الف( او )ب( خصوصیتونه

1دپاره  Νn∋ولری ، نو د هر  2
f (n) f (n)  .دی  q.e.d.   

 تمرینونه 

 وګورئ چي د لاندنیو اړېکو څخه کمه یوه مپینګ دی. 11.2.

 )الف
2 2 2{[x,y] R ; x y };   

 )ب
2 2 2{[x,y] R ; x y y 0};     

  )ج
2 2 3{[x,y] R ; x y };   

[x,y]} )د Z ; x y x y};      

 .N×𝒫(N); (∀y)(y∈A≡x⋮y)8∋[x,A]} )ه

 ساحې پیداکړی:تعریف او د قېمتو د لاندنیو مپینګو د  12.2.

 )الف
2 2{[x,y] R ; ln x y y 0};     

 )ب
3 4{[x,y,z] R ; x y z z 0};      

 )ج
2{[n,m] N ; n 2m 1};    

 )د
2

2 x 1
{[x,y] R ; y }.

x 1


 


 

 پیداکړی. D(f∘g)او  f∘gپه لاندنیو مپینګو کي  13.2.

g(x) او f(x)=x2−2 ; x∈R )الف x 1   ; x≥−1; 

2 )ب 2f {[x,y] R ; y x a 2}      .g={[x,y]∈R2 ; y=ln(x−4)} او

 مپینګونه وي، وښیاست چي : gاو  fکه  14.2.

 هم مپینګونه دي. f−gاو  f∩gالف( 

 وي. f|D(f)∩D(g)=g| D(f)∩D(g)یوازی او یوازی هغه وخت مپینګ دی چي   f ∪gب(

 مپینګ دی. f ∪gوی ، نو  ∅=D(f)∩D(g)ج( که 

                                           
8 y ⋮x (x  پرy د وېش وړ دی، یا دy عدد دx )عدد وېشی 
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د مپینګو داسی سیټ دی چي د نوموړی سیټ ددوو اختیاری مپینګو ، یعنی  𝒢فرضوو چي  15.2.

g,h∈𝒢  دپاره دg⊆h  یاh⊆g  وی.وښیاست چي{[x,y];(∃g∈𝒢) g(x)=y}  .هم مپینګ دی 

په سیټ کي مپینګ دی، وښیاست چي لاندنې  Bڅخه د  Aد غیر خالی سیټ  fفرضوو چي  16.2.

 شرطونه په خپل منځ کي معادل دې:

 انجکتیف دی. fالف(  

وی ، نو  g ∘f=f∘gاختیارې مپینګو دپاره پداسی حال کي چي  Ag,h:{0,1}د   ب( 

g=h .صدق کوی 

صدق  g∘f=f∘gاختیاری مپینګو دپاره چي  Ag,h:Cاختیاری سیټ او د  Cج( د  

 صدق کوی. g=hوکي، نو 

 دی .  Ak=id∘fمپینګ داسی وجود لری چي  Ak:Bد( د  

 و پورتنې تمرین ته ورته ادعا د سرجکتیف مپینګ دپاره فورمولبندی او ثابت کي.  17.2.

 ډیاګرام تبدیلی دي؟ 1.2.وګورئ چي په لاندی ډول راکړه سوې مپینګوپه صورت کي  د  18.2.

 ,f(x)=x2−1 )الف 

         g(x)=x+1, 

         h(x)=2x, 

         
2x

k(x)
4

 ,  

 دی.  x∈Rپه ټولو حالتو کی   

 ,f(x)=sin x )ب 

       g(x)=x2−
1

2
, 

        h(x)=cos x; 

        k(x)=
1

2
-x2, 

 دی.  x∈Rپه ټولو حالتو کی   

 مپینګونه راکړه سوي دي، د :DC gاو  Bf: Aفرضوو چي د  19.2.

  D×BC×h:A  مپینګ دx∈A  اوy∈C  په لاندی ډول تعرېفوو: دپاره 

   h([x,y])=[f(x),g(x)] 

 سره ښیو.  h=f⨂gمپینګ  hد 
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مپینګونه ساده  gاو  fمپینګ یوازی او یوازی هغه وخت ساده مپینګ دي چي د  hالف( وښیاست چي د 

 وی. 

 B پرمپینګ  fسیټ باندی دی ، کله چي د  پر B×Dیوازی او یوازی هغه وخت د  hب( وښیاست چي 

 باندی وي. D پرمپینګ  gاو د 

1hج( وښیاست چي   1یوازی او یوازی هغه وخت وجود لری چيf    او
1g

وجود ولری او د  
1 1 1h f g    .اړېکه صدق وکي 

 د غیر مساواتو د حل په هکله 3.2. 
دلته به په لنډ ډول پدی هکله وږغېږو چي غیر مساواتونه پخوا څه ډول حلیدل او نن ورځ څه ډول حل کېدای 

سي.لوستونکئ به په خپله قضاوت وکړی چي آیا د سیټ د مفهوم څخه کار اخیستل د غیر مساواتو د حل د پاره 

 ښکلی امکانات نه برابروی. 

د لېسو د ریاضی په کتابو کي لاندی ډول سوالونه  د سیټ د نظریې د منځ ته راتلو څخه دمخه 

 مطرح کیدل:

 لاندنئ غیر مساوات حل کړې: 1.3.بېلګه  

  22x 1 x x 2       (3.1) 

د هغه وخت د فکر سره سم و دغیر مساوات د حل د پاره باید دغیر مساوات کیڼه خواد مطلقه  

 په نظر کی ونیسو: قیمت څخه خلاصه کړو.ځکه نو باید دوه حالته

.1 2x−1≥0  دی معنی چي دی ، پ
1

2
x≥  په لاندی ډول غیر مساوات  (3.1)دی. پدی حالت کي د

 سره لیکلای سو:

   2x−1< 2x x 2   

 تر ترمیم وروسته غیر مساوات د

   2x 3x 1 0    

 مساوات په لاندی ډول تجزیه کیدای سی:بڼه اخلی. وروستې غیر 

 
3 13 3 13

x x 0
2 2 2 2

  
      

  
   (3.2) 

غیر مساوات حل دی چي یا دواړه قوسونه مثبت ، یعنی : (3.2)عدد یوازی او یوازی هغه وخت د  xد 

3 13
x

2 2
   او

3 13
x

2 2
  ی وی او یا دواړه قوسونه په عین حال کی منفی وی ، پدی معن
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چي
3 13

x
2 2

    او
3 13

x
2 2

   په ډول ترسیمولای  .3)2(وی. دغه حقیقت په ګراف کي د

غیر مساوات حل ټوله هغه عددونه دی چي (3.1)پدی حالت کی د  سو.
3 13

x
2 2

 .وی 

 

.2 2x−1<0   دی. پدی معنی چي
1

x
2

  .غیر مساوات ځانته د  (3.1)پدی صورت کي د دی

x−2−21−2x<x   شکل اخلی چي تر ترمیم وروسته د+x−3>0 2x  بڼه اخلی. د نوموړي دری

 :وروسته  حدېزی مربع تر تجزیې

  
1 13 1 13

x x 0
2 2 2 2

  
      

  
 

 لاسته راځي.

باید یا دواړی ټوټې مثبت )تر صفر لوی(  یعنی  د موندلودپاره(  x)د مساوات د حل دپاره د پورتنې غیر

1 13
x

2 2
  او

1 13
x

2 2
    ، او یا دواړی ټوټې منفی )تر صفر کوچنې ( ، یعنی وي

1 13
x

2 2
    او

1 13
x

2 2
    .شکل کي د غیر مساوات حل ترسیم سوی دي،  (.4.2)په وي

دپاره چي  xچي د ټولو هغو 
1 13

x
2 2

    .وی، صدق کوي 

 

دی، چي  xد غیر مساوات حل ټوله هغه حقیقې عددونه  (3.1)پدی لحاظ د 
1 13

x
2 2

    او

3 13
x

2 2
   .وي 

اخلیدو په نتېجه کي حالت د صوری منطق او د سیټ دتیورې د ابتدائې مفهومو ددد لیسی و ریاضی ته 

 . د لیسی اوسنې زده کونکې ، د بېلګې په ډول، لاندنئ سوال داسی حل کوی.تغیرکړی دی 

 لاندنئ غیر مساوات حل کي.کی  Rد حقیقی عددو په ساحه  2.3.بېلګه  
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   (x+1)(x−3)<0   (3.3) 

 اساس : د لاندنې معادلیت پر

   y,z<0 ≡(y>0 ∧ z<0) ∨ (y<0 ∧ z>0) 

 : (x∈R)دپاره  xد هر د سیټ  Rاستدلال کولای سو، چي د 

(x+1)(x−3)<0≡(x+1>0 ∧ x−3<0) ∨( x+1<0 ∧ x−3>0) 

 عبارت ده له: Pد بیان دتابع د حقیقت ساحه  (3.3)صدق کوي.پدی لحاظ د 

 x∈P≡(x>−1 ∧ x<3 )∨ (x<−1 ∧ x>3)  (3.4) 

 که :

  A={ x∈R; x>−1} 

  B={ x∈R; x<3} 

  C={ x∈R; x<−1} 

  D={ x∈R; x>3} 

 پر اساس: (3.4)سره وښیو، نو د 

  P=(A⋂B)∪(C∩D) 

انتروال دی. پدی  (3 , 1−)دی. د وروستئ څرګندونې په هکله ښودلای سو ، چي د حقیقت ساحه د 

 ∎           P=(−1 , 3)د غیر مساوات د تولو حلو سیټ عبارت دی له :  (3.3)معنی چي د 

د پورتني غیر مساوات د حل دپاره لازمه ده چي لوستونکئ د سیټونو د مشترکی برخې او  

غیر  (3.1)که د  دسیټونو د یووالې د مفهومو سره اشنا او د هغوی څخه په کار اخیستلو کي ډاډه وي.

 درلودلای:به داسی بڼه  Pمساوات مو پدی طریقه حل کولای ، نو دهغه د حقیقت ساحه 

 P=(A∩((C∩D)∪(E∩F)))∪(B∩((G∩H)∪(K∩L))) 

{پداسی حال کي چي 
1

2
A={x∈R ; x≥ یف باندی لوستونکئ نه بی ،....وي. د نورو سیټو په تعر

 په دی باوری یم چي پاته سیټونه به لوستونکئ خپله فارمولبندی کړي.ـ صبره کوم 

د سیټو د تعریف او د  D,C,B,Aتراوسه مولوستونکئ درست پدی واقعیت ندی قانع  کړی ، چي د 

غیر مساوات د حل لاره اسانه سوی  (3.4)هغوئ د مشترکي برخي او یووالی د مفهومو په نتیجه کي د 

د  زده کونکې دپاره د غیر مساواتو د حل دغه طرحپیلګر یا نوی زده کړی د پدی برخه کي ده. خو 

درک وړ نده. ځکه چي یو لوی شمېر غیر مساواتونه یې باید حل کړی وی )لږ ترلږه سل غیر 

د نظره ریاضی « مافوق یا ماوراء » د  د خلاص سي او د پرابلم څخهمساواتونه( ، څو په مسئله یې س

 خوند واخلی. 
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دی او  x، چي متحول یې یواختیاری غیر مساوات ښیې  V(x)فرضوو چي د بیان تابع  

غیر مساوات حلول پدی  V(x)دالجبرې عملیو په مرسته د مطلقه قیمت په ګډون ، تعریف سویدی. د 

 معنی دی چي د :

   P={x∈R; V(x)} 

 سیټ باید تعین کړو. 

غیر « ساده » iV(x)، پداسی حال کي چي   iV≡(x)V(x)دپاره ix∈Aاو د هر  n∪...∪A1R=A که 

) پدی معنی چي خطې غیر مساوات د امکان په صورت کی بېله مطلقه قیمت څخه(، نو د مساوات دی

 به څرګند سي چي :سیټو د اولیه عملیو په مرسته 

  P=(P1∩A1)∪( P2∩A2)∪... ∪( Pn∩An) 

 دی.پداسی حال کي چي :

  Pi={x∈R;  Vi(x)},   i=1,2,...,n 

 لاندنئ غېرمساوات باید حل کړو: 3.3.بېلګه  

 2 2x 2x 3 x 2 x 3x 1          (3.5) 

 پدی معنی چي د :

 P={x∈R; 2 2x 2x 3 x 2 x 3x 1       } 

د بیان تابع  1V(x)د غیر مساوات تعبېروی.  (3.5)د  V(x)سیټ باید پیدا کړو. زموږ د بیان تابع 

 لاندنئ ساده غیر مساوات ټاکو:

  2 2x 2x 3 x 2 x 3x 1          (3.6) 

دی.په 1 V ≡(x)V(x)دپاره  1x∈Aکښېږدو ، نو د  2x−3≥0 ∧ x−2≥0} −2={x∈R; x1Aکه 

 اسانی سره لیدل کېږي، چي 

     A1=<3,+∞) 

غیر  (3.6)چي د هغوی دپاره )د  سیټ د هغو عددو سیټ دی  1 V={x∈R; 1P{(x)دی، او د 

 مساوات پر بنسټ ( د 

     2x−6<0 

 دی.  1P(3 ,∞−)=غیر مساوات صدق کوی. پدی معنی چي   

د V(x)د پاره  2x∈A، نو د کښېږدو 2x−3≥0 ∧ x−2≤0}=(−−2={x∈R; x2A <1−,∞ که 

 لاندنې غیر مساوات سره معادل دی:

   2 2x 2x 3 x 2 x 3x 1          (3.7) 

 سره منطبق دی. Rد سیټ څخه دی ، چي د  2Pغیر مساوات د حل سیټ عبارت د  (3.7)د 
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 :همدا ډول د

 x−2≥0} 2x−3≤0 ∧−2={x∈R; x3A  2اوx−3≤0 ∧ x−2≤0}−2={x∈R; x4A  سیټونه

 دی. پدی لحاظ : 4A<2 ,1−>=او  3A <3 ,2>=په اسانی سره لیدل کیږی، چي په نښه کوو. 

   R=A1∪A2∪A3∪A4 

2سیټ د  3Pد  2x 2x 3 x 2 x 3x 1         غیر مساوات د ټولو حلو سیټ دی، پدی معنی

 د ټولو هغو حقیقی عددو سیټ دی چي په : 4Pدی. همدغه ډول  3P (∞+ ,3)∪(0 ,∞−)=چي 

   2 2x 2x 3 x 2 x 3x 1         

 ځکه نو :دی.  4P ,∞−)=3−)∪(31(∞+ ,1+پدی معنی چي صدق کوی. 

 P=(P1∩A1)∪( P2∩A2)∪ ( P3∩A3) ∪( P4∩A4)= 

 =∅∪(−∞, −1>∪∅∪<−1, 3 −1)= (−∞, 3 −1)   

      ∎ 

د غیر مساواتود ځنې خاص ډولود حل دپاره ښه تره داده چي د تابع په هکله د خصوصیاتو  

 څخه کار واخلو. که و غواړو چي د :

   p(x)<q(x)    (3.8) 

. دلته کافی ده پېژندل سوی متمادی تابع ګانې دی ، حل کړو  qاو  pغیر مساوات، پداسی حال کي چي 

دی. وروسته له هغه د غیر  p(x)=q(x)هغه نقطې پیداکړو چي  xچي د هغوی ګراف رسم کړو او د 

 مساوات حل د ګراف له مخې لوستلای سو. 

ت وااغیر مس (3.1)د بېلګی غیر مساوات حلوو. (1.3)په نوموړی طریقه سره د  4.3.بېلګه  

 2.5.ګرافونه پېژنوـ qاو  p. د  x−2−2q(x)=xاو   |p(x)=|2x−1بڼه لری. ځکه چي  (3.8)د 

 شکل وګورئ.

په اسانی سره شمېرل کیدای سی چي د 
3 13

x
2 2

   او
1 13

x
2 2

    په نقطو کی

p(x)=q(x)  غیر مساوات حل د  (3.1)دی. پدی لحاظ د ګراف څخه معلومېږی چي د 

   (−∞,
1 13

2 2
   )∪( 

3 13

2 2
 , +∞) 

 سیټ ټول عددونه دی. 
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 تمرینونه 

پر لاند نیو غیر مساواتو د حل په نتیجه کي د حقیقی عددو د سیټو مشترکه برخه او یووالی تمرین  1.3.

 کی:

 ,|x2−10x+8|>|x−3| )الف 

 ,4x−4|+|4x+12|≥x2+2x+16| )ب 

 )ج 
x 3 x 2

| x 1|
x 2 x 1

 
  

 
, 

 )د 
2 3

2 2

x 2a x 2

x a x 1

 


 
  (a∈R, a>1), 

 :x2−x−2|< x2+2| )ه 

 بېلګی په طریقه حل کی. (4.3)د تمرین د )الف (،) ب( ، او) ه( سوالونه د  (1.3)د  2.3.

 

 

 د تحلیلې هندسی مسئلې 4.2.
 .یوه بله برخه ، چي د سیټ د مفهوم څخه کاراخلی ، یو لنډ مکث وکړودلیسی ددوری پر دلته به 

په نقطه کی  Sپه شعاع  چي مرکز یې د  rخط ، یوه دایره د  pپه سطحه کي د  ρد  1.4.بېلګه 

په شعاع داسی رسم کړی، چي د  Rدایره د  k، راکړه سویدې. د R≠rمثبت عدد  Rپروت دی او د 

 سره مماس وی. (S,r)او راکړه سوی دایری  pراکړه سوی خط 
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پیدا کړو. څرګنده ده چي نه یوازی یوه   Tمرکزد دایری د رسمولو دپاره کافی ده چي د هغه  

لټوو، چي پورتنې دوه خصوصیات ولری. فرضوو  k=(T,R)دایره لټوو، بلکه ټوله هغه ممکنه دایرې 

 ي. لاندنې سیټونه به په نښه کړو:نقطو سیټ د Tپه سطحه کي د ټولو دغه ډول  ρد  Xچي 

 T∈ρ ;1X}=د مستقیم خط سره مماس ده  pدایره د   (T,R)د {  

 T∈ρ ;2X}=د دایری سره مماس ده  (S,r)دایره د   (T,R)د {  

 پدی حساب :

    X= X1∩ X2 

 دی. 

سیټ  1Xسیټونه پیدا کړو. په اسانی سره لیدل کیږی، چي د  2Xاو   1Xځکه نو کافی ده چي د  

سیټ هم د دوو دایرو  2Xد خط سره دوو موازی خطو یووالی دی . همدا ډول د   pپه فاصله د  Rد

 ∎دی.   r-R|,r+R|په نقطه کي پروت دی او شعاع یې په ترتیب سره  Sیووالی دی ، چي مرکز یې د 

ای سی د عملی ساحي اویا دبل مضمون څخه منشاء بېلګې د ترسیم ضرورت کید 1.4.د  

 اخیستی وی. د سوال حل مو و دوو مسئلو ته څرمه کي:

 دوو سیټود مشترکی برخی په صفت ارائه کي.  2Xاو   1Xسیټ مو د  Xلمړئ دا چي د 

 سیټونه مو تعین کړه. 2Xاو   1Xدوهم دا چی د  

دغه ډول استدلال د تحلیلی هندسی هغو نظری مسئلو دپاره ګټور دي، چي په هغو کی د نقطو معین 

 . کېږينه د راکړه سوی خاصیتو سره لټول سیټو

دغه ډول تګلاره په هیڅ صورت د سیټ د نظریې د کشف سره اړه نلری، بلکه ریاضی پوهانو  

ته د سیټ د نظریې تر منځته راتګ دمخه هم څرګنده وه. په هغه وخت کي به بحث د نقطو پر هندسی 

د نقطو هندسی ځای د »یدو په وخت کی یې ځای باندی وه. پدی حساب د لیسی ریاضی ته د سیټ د داخل

V   د نقطو سیټ د »په « د خاصیت سرهV باید تل په یاد ولروتبدیل کي. دغه حقیقت « خاصیت سره 

او باید دا فکر له سره وباسو چي ګواکی دسیټ نظریه وه چي و تحلیلی هدسی ته یې کوم نوی شئ ور 

 ننه ایستې. 

د موندلو دپاره ډیر  Xهغه نقطو سیټ،  د ه عملی برخه کي دراکړه سوی خاصیت سره پ 

د سیټ اټکل وسی.  Xکیدای سي چي په قیاسی ډول ډیرو تجربو پر بنسټ د امکانات وجود لري. 

 وروسته بیا لازمه ده چي ثابته یې کړو هغه څه چي مو اټکل کړیدی ، حقیقت لری. 

د   Vد ټولو نقطوسیټ د  Xپه سطحه کي د  ρوی. د بېلګې په ډول د  بله تګلاره به تقریبآ داسی 

 خاصیت سره باید وټاکو، بدی معنی چي :

   X={A∈ρ;  V(A)} 

 ، چي:د بیان تابع ګانې داسی پیدا کوو 1V, ... , nV، یعنی د « نتېجې»د خاصیت  Vګام پر ګام د 

   V  (A)→ Vi  (A)  i=1,2,...,n   (4.1) 
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 که :

  Y={ A∈ρ;  Vi  (A)∧...∧ Vn  (A)}    (4.2) 

 صدق کوي.  X⊆Yپر اساس   (4.1)په نښه کړو،نو د 

 پیدا کړی،پدی معنی چي : «نتېجې»که مو په کافی اندازه 

  (Vi  (A)∧...∧ Vn  (A))→ V  (A) 

 پر اساس بیا   (4.2). نو د کېږيسره  X=Yصدق وکي ، نوپه هغه صورت کي بیا 

  X={ A∈ρ;  V1(A)}∩⋯∩ { A∈ρ;  Vn(A)} 

بېلګه کي مو ترسیم کړه. څرګنده ده چي هڅه  .)(1.4دغه په خپل ذات کي هغه تګلاره ده چي په دی. 

سیټونه په اسانی سره تعین  ∋iV;  ρ{A{(A) داسی پیدا کړو څو د« نتیجې» 1V,..., nVکوو چي د 

 کړای سو.

 نور تمرینونه 

دی. په سطحه کی د  1مربع راکړه سوی ده چي د ضلعی اوږدوالی یې  ABCDپه سطحه کي د  1.4.

M  داسی پیداکئ چي د هغو متساوی الاضلاع مثلثو دریمه څوکه ډکه کي چي دوی څوکې یې یا د مربع

 وي.ضلع او یا په مربع کي دننه پرتی پر 

ABCDAد  2.4. B C D     مکعب راکړه سوی دي. که مکعب پر خپل محور داسی و څرخوو، چي د

A  څوکه دB  و څوکې ته راسي  ، نو دX  نقطه دC  د نقطی انځور دی. دX  د ټولو نقطو سیټ چي د

 مکعب پر مخ وجود لری، د ذکر سوی خاصیت سره پیدا کړی.

 

 بیاهم د مپینګ په هکله  5.2.
رنه وکړو، د سیټو د مشترکې برخی او د سیټو د یووالې د مفهومو اوس به د سیټو و سیسټم ته پامل 

 عمومي تعریفونه به د سیټو د سیسټمو دپاره فورمولبندی کړو. دسیټو د دغه ډول مشترکو برخو او یووالی

سلوک به د راکړه سوی مپینګ په اړوند وڅېړو.البته هڅه به کوو چي دغه لاسته راوړنې د پرابلمو د حل دپاره 

 ار واچوو. په ک

په  Tسره ، د  D(F)=Tمپینګ د تعریف د ساحي  Fغیر خالي سیټ دي. د  Tفرضوو چي  

قیمت یو سیټ وی.  F(t)دپاره د  t∈Tسیټ کی د اندکسو سره د سیټو د سیسټم په نامه یادوو ، که د هر 

         د سیسټم څخه مو هدف Fسره ښیو. او د  Fپه  F(t)د تاریخی او عملی دلایلو پر بنسټ پخپله 

T}∈;t t{F.دي 

  1.5.بېلګه  

د سیټو داسي  F، بیانو  k∈Ν;={nFوېشي  kعدد  nد  { دپاره  Νn∋د  الف(فرضوو چي

 د سیټ څخه دي.  Νسیسټم دی چي اندکسونه یې د 
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د هغو سیټو سیسټم دی  Gدي. بیانو  ε, 1+ε)εG−1}=دپاره  ε∈(0, 1)ب( فرضوو چي د  

 سیټ څخه دي.  (1 ,0)چي اندکسونه یې د 

د سیټو هغه سیسټم  Hدي.  xH{x}=دپاره  X∈xغیر خالي سیټ دي ، د  Xج( فرضوو چي  

 په سیټ کي دي.  Xدي چي اندکسونه یې د 

      ∎ 

د سیټ غیر  Tد  Sپه سیټ کی وي او  Tد سیټو داسی سیسټم وی ، چي اندکسونه یې د  Fکه  

 خالې سب سیټ وي، بیا نو :

    
t t

t S

F ( t S)x F


      (5.1) 

    
t t

t S

F ( t S)x F


      (5.2) 

د ټولو  Pبېلګي د سیټو سیسټمونه دي. فرضوو چي  (1.5)د   H,G,Fفرضوو چي  2.5.بېلګه  

 اولیه عددو سیټ دي. بیانو 

    
n

n P

F {1}


    

kدي. که  1
p , ,p :په خبل منځ کي مختلف اولیه عددونه وي ، نو 

    
1 k

1 k

n p , ,p
n {p , ,p }

F F


  

فرضوو چي  
1

A { ;n N}
n 1

 


 وي، بیا نو : 

    
A

G 1,2




  

که 
n

B { ;n N}
n 1

 


 وي ، نو  

    
B

G (0,3)




  

 دي. 

سیټ تر یوه عنصر زیات ولري ، نو  Xهمدا ډول که د 
x

x X

H X


  او
x

x X

H


  .دي 

     ∎  

تر اوسه مو ځانونه پدی ندی متیقین کړي چي آیا زموږ دغه تعریفونه پر ځای دي، پدی معنی چي آیا 

و په مرسته جوړ کړو او که نه ؟ د مشترکې برخې په هکله سو دغه ډول سیټونه د مجازو پرنسیپکولای 

 داسي وجود لري چي: S∈0tغیر خالې سیټ وي ، بیا نو  Sخبره ساده ده. که 
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0t t t

t S

F {x F ;( t S)x F}


      

 د دغه ډول سیټ موجودیت تضمین دي.

د یووالې د سیسټم دپاره حالت لږ څه پېچلي دي.په عمومی ډول سره ضرور دي چي د یووالې  

فصل کي به دغه موضوع په جزئیاتو سره  1.6عمومیت د نوی پرنسیب په صفت و منل سي. په 

د پاره  T∈tداسی سیټ وجودلری، چي د هر  Xوڅېړو.د نېکه مرغه په اکثره مهمو حالاتو کي د 

X⊆tF  وي، نو 

   
t t

t S

F {x X;( t S)x F}


      

 دي. 

tفرضوو چي د  1.5.تمرین   0,1  دپارهt
F a t,b t    دي، پداسی حال کي چي

a<b  وي. فرضوو چيn n 0
{a }

  په انتروال کي د عددو داسي لاړ دي، چي  (1 ,0)دn
n

a 1lim


 

 سره وښیو ، نوثابته کي چي N}∈;  nnS={aدي. که 

    
t

t S

F (a 1,b 1)


    

 دي.

 Tد سیټو سیسټمونه دی چي د هغوی د اندکسو سیټ عبارت له  G, Fفرضوو چي  2.5.تمرین  

اختیاري سیټ دي. لاندنې اړېکې صدق  Aدي او  tG⊆tFدپاره  S∈t. د هر  T, S⊆S∅≠څخه دي. 

 کوي:

     
t t

t S t S

F G
 

  

     
t t

t S t S

F G
 

  

 د ډی ـ مارګن قوانین صدق کوي:

     
t t

t S t S

A F (A F )
 

    

     
t t

t S t S

A F (A F )
 

    

 د توزیعی قوانین صدق کوي:

     
t t

t S t S

A F (A F )
 

    

     
t t

t S t S

A F (A F )
 

    
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په راتلونکې کي به د  
n

n N

F


او  
n

n N

F


په عوض  
n

n 0

F




او  
n

n 0

F




کو.همدا ډول د لې 

S={0,1,...,n}  په حالت کي د
k

k S

F


او  
k

k S

F


ځای پر 
n

k
k 0

F


او  
n

k
k 0

F


 کو. لې 

 C⊆Aمپینګ دي، که  f:A⟶Bاوس به یو څو نوري نښې هم را منځ ته کړو. فرضوو چي  

 وی، نو :

  f C {f (x);x C} {y B;( x C)y f (x)}          (5.3) 

fدي. که غلط فهمې رانسی ، نود  C  سیټ دf(C)  په بڼه هم په نښه کوواو دf  په مپینګ کي دC  د

 د سیټ اصل عبارت دی له: Dپه مپینګ کي د  fوی ، نو د  D⊆Bسیټ د تصویر په نامه یادوو.که 

   
1f (D) {x A; f (x) D}     

   3.5.بېلګه  

دپراخوالې یا راکړه سوي دي.   k∈Rنقطه او حقیقی عدد  S∈ρسطحه ده، د  ρالف( فرضوو چي 

د ضریب په اندازه، د راکړه   kپه نقطه کي وي د  Sچي مرکز یې د  عملیه(Enlargements)غټوالې 

په  Xد سطحی هری نقطی  ρمپینګ دي، په داسی ډول چي د  fد په خپل ځان کي  ρسوی سطحي 

نقطې پر یوه خط باندی پرتي دي.د  S,Y,X، چي د  اېښودل کېږينقطه داسی  Y=f(X)مقابل کي د 

YS  قطعه خط دXS  د قطعه خطk  ځلې(k   )نقطې یوازی او یوازی هغه وخت  پر نوموړې دي. چنده

د هندسی څخه پوهېږو چي د وي.  k≥0چي  ، پرتې ديد نقطی پذریعه تعینیږی S هغه نیمه خط چي د 

AB د قطعه خط تصویر دf  د د ګاونډیتوب په عملیه کيCD=f(AB)  قطعه خط دي، پداسی ډول چي

f(A)=C  اوf(B)=D  سره دي. په همدا ډول دK  دایره دr  په شعاع چي مرکز یې دX  په نقطه کي

 ده.  k|.r|نقطه او شعاع یې  f(X)دایره ده چي مرکز یې د  f(K)وي، بیا هم د 

 :ρρg په زاویه د   φپر شاوخوا د  Sسطحې ګرځېدنه )دوران( د هغي د مرکز د  ρب( د 

 K. د  g(AB)=g(A)g(B) د قطعه خط تصویر بیا هم قطعه خط دي  ABمپینګ دي. پدی حالت کي د

دایره ده،چي مرکز یې د  g(K)په شعاع وي، د  rاو د کي په نقطه  Xددایری تصویر،چي مرکز یې د 

g(X)  نقطه او شعاع یېr . 

تحویلاتو لکه ج( ورته ادعاوی د دایري د ټوټي )قوس( ، خط ، مثلث په هکله او نورو هندسې 

 په اړونډ هم صدق کوي.  (Displacement)او د ځای تغېر  (Symmetry)تناظر

     ∎ 

دپاره لاندی اړېکه  A⊆Xمپینګونه دي. بیانو د  BC , f:Ag:Bفرضوو چي  

 صدق کوي.

   f∘g(X)=g(f(X))   (5.4) 

 دپاره صدق کوي چي: Y⊆Cاو د 

   
1 1 1(f g) (Y) f (g (Y))     (5.5) 

 اړېکې ثابتي کړي. (5.5)او  (5.4)پاسنئ د  3.5.تمرین  
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 مساواتونه د سوالو د حل په وخت کي ډېره مرسته کوي. (5.5)او  (5.4)د   

سیټ د  M په سطحه کي د ρنیمه دایره راکړه سوی ده. د ABپه سطحه کي د  ρد  4.5.بېلګه  

 سیټ دي چي لاندی خاصیت لری: Xټولو هغو نقطو 

پر نیمه خط داسی پرته ده چي د  YAنقطه د  Xچي د نقطه داسي وجودلري  Yپر نیمه دایره باندی د 

XY  اوYB ( 6.2د قطعه خطو اوږدوالې سره مساوی دې .)شکل وګورئ 

نقطې دپاره په دغه خصوصیاتو نقطه بي ساری یا یوازنې ده.  Yد نیمې دایري د هري  ABد   

زموږ د لټولو ي پر نیمه دایره )قوس( تعرېفوي.څرګنده ده چ ABمپینګ د   fپدی ډول د بېلګي شرط د 

د ګرځېدو په نتیجه  hنقطه د  Xڅخه دي.په اسانې سره لیدل کېږي چي د )ABf (عبارت د  Mسیټ 

په زاویې  °45نقطه د  Bشکل وګورئ(، پداسي ډول چي مرکز یې د  6.2د نقطي تصویر دي) Zکي د 

 دي .ځکه نو:د نقظي تصویر Yپه ضریب سره د  2د پراخوالې عملیې په نتېجه کي د  gد Zسره او 

  

   f=g∘h 

 صدق کوي. )ABM=h(gپر اساس    ))  (5.4)د 

 2رتله د شعاع په پد ABنیمه دایره ده چي شعاع یې د  EBسیټ د  Mبېلګي پر اساس د  (3.5)د 

 ده. E=h(g(A))څرخېدلې ده، پداسي حال کي چي  °45د نقطې پر شاوخوا د  Bاو د ځلې اوږده 

 وي، نو :   BA, f: A⊆B,C⊆Dپه اسانې سره لیدل کېږي چي ، که 

   
1C f (f (C))    (5.6) 

   
1D f (f (D))    (5.7) 

 اړېکو کي حتمی نده چي مساوات دي صدق وکي.  (5.7)او  (5.6)په پورتنیو  5.5.بېلګه  

fفرضوو چي د   : 1,1 R   مپینګ د 
2f (x) x :پذریعه تعریف سوي دي، بیا نو 

 
1 1 1 1

f f 0, ,
2 2 2


  

   
  

او  
1f (f ( 0,2 )) 0,1   .دي ∎ 

 نو ثابته کئ چي :وي ،  X⊆H(f), f:A⟶Bکه  4.5.تمرین  



47 

 

   f(f−1(X))=X 

د معرفی سوي مفهومو د جوړو ترمنځ ساده اړېکې په اساني سره ثابتیدیلائ سي. فرضوو چي 

B⟶f:A  اوG,F   د سیټو سیسټمونه دي چي اندکسونه یې دT  په سیټ کي داسي پراته دي چي د هر

T∈t   دپاره⊆AtF  او⊆BtG  دي. فرضوو چيA ⊆B,X⊆Y  اوT⊆,S ≠∅S  دې. بیانو لاندنې

 اړېکې صدق کوي:

  
t t

t S t S

f F f (F )
 

   
 

    (5.8) 

  
t t

t S t S

f F f (F )
 

   
 

    (5.9) 

  1 1

t t
t S t S

f G f (G ) 

 

   
 

   (5.10) 

  1 1

t t
t S t S

f G f (G ) 

 

   
 

   (5.11) 

  f (A X) f (A) f (X)      (5.12) 

  
1 1f (B Y) A f (Y)       (5.13) 

  5.5.تمرین  

 اړېکې ثابت کي. (5.8)-(5.13)الف( د  

 اړېکوکي ثابت کئ چي حتمي نده چي مساوات دی صدق وکي.    (5.12)او  (5.9)ب( په  

ثابت سیټ راکړه سوي وي او زموږ څېړنه یوازی د نوموړي سیټ  A د که په کومه څېړنه کي 

تابع مفهوم زموږ سره ښه مرسته  ()ځانګړتیاد سب سیټو په هکله وي، نو پدی صورت کي د کرکتری

( د سیټ د کرکتری)ځانګړتیا Xتابع د : Axχ{1 ,0}دي. د  A⊆X. فرضوو چي  کولاي سي

 دي.  0 xχ=(x)دپاره  X−A∈xاو د  1 xχ=(x)د پاره  X∈xتابع په نامه یادوو، که د 

 ( تابعکرکتری)ځانګړتیاسیټ ته د هغه هر A⊆Xمپینګ چي د  Φوښیاست چي د  6.5.تمرین  

(x)Φ=xχ  .تخصیصوي ، بایجکشن دي 

   Φ: 𝒫(A)⟶^{0, 1} 

د  𝔉فرضوو چي دي، معرفی کوو. چي په ځینو څېړنو کي ډیرګټورپه پای کي یوبل مفهوم  

  𝔉⋃سیټ دي.د سیټو د سیټ یووالی  Aصدق کوي چي  A∈𝔉د هر سیټونو سیټ دی ، پدی معنی چي 

 داسي تعریفوو:

    x∈⋃𝔉≡(∃A)(x∈A ∧A∈𝔉)  

 مساوات صدق کوي. لوستونکئ په اساني سره موندلای سي چي : A∪B={A,B}⋃د 
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 سیټونه دي. A∈𝔉پداسی حال کي چي د مساوات د ښئ خوا یووالی د 

 

 د ریاضي د انالایز دوی کلاسیکې ادعاوې ـ  Iضمیمه  
قضیې، چي زموږ په څېړنو کي په وار وار تظاهر کوي، در  د ریاضي د انالایز دوي مشهوری 

 پیادوم. د اکمال په صفت یې دلته ثبوت وړاندی کوم.

په  Rد انتروال څخه د  <a, b>د  fلمړې قضیه(. فرضوو چي )د وایرشتراس  1.5.قضیه  

 f(<a, b>)مپینګ د پاس له خوا محدوده ده، پدي معنی چي د  fسیټ کي متمادی مپینګ دي. بیانو د 

 سیټ محدود دي.

 ثبوت: د  

  ; <M={c∈(a, b په انتروال کي محدود دي <a, c>مپینګ د  fد  {   

سیټ د لوړې خوا محدود سیټ دي، پدي معنی  Mسیټ په نښه کوو. په اساني سره لیدل کېږي چي د 

 چي .

      α=sup M 

په عدد کي متمادی  αمپینګ د کیڼې خوا د  fدي. ځکه نو د  <α∈(a, bوجود لري. څرګنده ده چي 

دي. څرنګه چي   f(α)−f(x)|<1|دپاره  x∈(α−ε, α)داسي وجود لري چي د هر  ε>0دي،ځکه نو 

α−ε<α=sup M  دي، نوc∈M  داسي وجود لري چيc>α−ε   دي. کهK  د<a, c>  په انتروال کي

د مپینګ سرحد  fپر انتوال باندي د  <a, α>عدد د  max{K, |f(α)|+1}د مپینګ سرحد وي، نو د  fد 

 ده.  α∈Mپر انتروال محدوده دي . ددی ځایه استنباط کېږي چي  <a, α>د   fدي. ځکه نو 

دپاره  x∈(α−ε, α+ε)وجود درلودای،چي د  εوای، نو بیا به داسی  α<bکه داسي وای چي  

,aپر  fوای. څرنګه چي  )f(x)|<1−)α|fبه 
2


   محدوده ده، پدی معنی چيa M

2


   .دي

  q.e.d دي. ددی ځایه د قضیې ادعا ثابتېږي.  α=b∈Mخو دغه حالت ناممکنه دي. ځکه نو 

په سیټ کي  Rد انتروال څخه د  <a, b>د  fفرضوو چي تراس دوهمه قضیه(. )د وایرش نتېجه 

په انتروال کي اعظمی )اصغری( نقطې ته رسېږي.پدي  a,bمپینګ د  fمتمادی مپینګ دي. بیا نو د 

cمعنی چي  a,b  داسي وجود لري چي د هرx a,b  دپارهf(c) ≤f(x) (f(c)≥f(x)  .دي ) 

 ثبوت: فرضوو چي : 

    K=supf( a,b ) 
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xقضیې او د ددیکیند د پرنسیب پربنسټ تضمین دي. که د  1.5.د عدد موجودیت د  Kدي. د  a,b 

مپینګ چي  g دوای، نو f(x)<Kدپاره 
1

g(x)
K f (x)




پر  a,bپه ذریعه تعریف سوی دي د  

مپینګ غیر محدود  gد تعریف څخه د سپریمم په صفت استنباط کېږي چي د  Kد انتروال متمادی دي.

  q.e.d  تناقض لري.  د قضیې سره 1.5دي او داحقیقت د 

په سیټ  Rد انتروال څخه د  <a, b>د  fفرضوو چي قضیه(.  Bolzano)د بلزانو  2.5.قضیه  

د عددو په منځ کي پروت دي، بیانو   f(b)او  f(a)عدد د  cکي متمادی مپینګ دي. فرضوو چي 

α∈(a, b)   داسي وجود لري، چيf(α)=c   .کېږي 

 دي.  f(a)<c<f(b)ثبوت : فرضوو چي ، د بېلګي په توګه  

  M={ x a,b ; f(x)≤c } 

دي. و به  α=sup Mسیټ خالی ندي او د لوړې خوا څخه محدود دي. فرضوو چي  Mد  په نښه کوو.

 دي.   f(α)=cښیو چي 

 α+δ∈M رهدپا  δد متمادیت څخه به استنباط سوی وای، چي د مناسبی  fوای، نو د  f(α)<cکه  

  د محدودیت سره په تضاد کی دي.  Mوای، خو دغه حالت د لوړې خوا د 

 α−δوجودلري،چي   δ>0داسي مناسبه  ،وای، نو په اسانی سره ښودلای سو چي f(α)>cکه  

  .q.e.d   سرحد دي .  د سیټ لوړنئ Mد 

f فرضوو چي  6.5.بېلګه   : a,b R  متمادی مپینګ دي. کهc,d a,b   وي، نو

)c,df( .تړلئ انتروال دي 

وجودلري چي دهر  c,dβ∈,αپه رشتیا هم د وایرشتراس ددوهمې قضیې له مخي داسي  

x c,d     دپاره)βf( ≤f(x) ≤)αf(  .دي 

او  αحتی د  η) داسي وجود لري c,dوي، نو د بلزانو د قضیې پر بنسټ  )βf( ξ≤ ≤)αf(که 

β ، )چي : په منځ کي پرته دهf(η)=ξ  .دي  ∎ 

بېلګي په ډول ادعا د  6.5قضیې او د هغه نتیجو ته ورته ادعاوې او د   1.5د  7.5.تمرین  

 خلاص انتروال دپاره هم صدق کوي؟

مثبت عدد داسي وجود لري،  y. بیانو د  N ∈n  ،n>0او  R ∈a>0,aفرضوو چي  7.5.بېلګه  

nدي. پدی معنی چي  any=   چي a  .وجود لري 

 a≤1که په ذریعه تعریف سوي ده، متمادی تابع ده )ثابت یې کي(.  nf(x)=xتابع چي د R⟶f: Rد 

داسي وجود لري ،  y∈(0, a)پر بنسټ  2.5دي. ځکه نو د بلزانو د قضیې  f(0)=0<a≤f(a)وي، نو 
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وي، نو   a<1دي. که  a ny=، پدي معنی چي  f(y)=aچي 
1

1
a
  دي. بیانوz>0   داسي وجودلري

nچي  1
z

a
  دي. کافی ده چي

1
y

z
 .کښېږدو    ∎ 

 ـ د سیټو د سیسټم کارتېزین ضرب IIضمیمه  
د سیټو  Fپه سیټ کي پراته دي. د Tد سیټو داسي سیسټم دي چي اندکسونه یې د  Fفرضوو چي  

 د سیسټم کارتېزین سیسټم داسي یو سیټ دي چي:

 (5.14)  }tF∈T)f(t)∈t∀D(f)=T, ( ،f  میپینګ دي ؛={f
t

t T

F


  

د 
t

t T

F


  کي دذکر سوو پرنسیبو پر اساس نه تضمینیږی.  3.1د سیټ موجودیت په 

د  8.5.تمرین  
t

t T

F


 کي دذکر سوو پرنسیبو پر اساس د  3.1سیټ پهF  د سیسټم څخه د

t
t T

A F


  .سیټ په مرسته جوړ کي 

تعریف څخه نېغ استنباط کېږي چي د ثابت سیسټم په صورت کي ، یعنی  (5.14)د  8.5.بېلګه  

 دپاره صدق کوي،چي: T∈tوي، نو د هر  AtF=که 

   
T

t
t T

F A


  

∎ 

د  F.د وڅېړو په سیټ کي دي،  T={0,1}د  د سیټو سیسټم ، چي اندکسونه یې« کوچنئ» Fدلته به د 

سیسټم کارتېزین ضرب 
t

t T

F


  1دF×0F  کارتېزین ضرب سره څه ډول اړوند لری؟ البته نه سره

د مساوی کېږي، خو ډېر لږ تفاوت سره لري. 
t

t T

F


  د ضرب عنصرونه دf  مپینګونه دي، چي

0F∈f(0)  1اوF∈f(1) دي. دغه ډول دf   مپینګونه کټ مټ داسي معلومات راکوي لکه د[f(0), f(1)] 

جواب   1F×0F ∈[x,y]د هری مرتبې جوړې عنصر دي. برعکس  1F×0Fمرتبه جوړه، چي د 

ورکونکئ د 
t

t T

f F


  یوازنئ عنصر دي ، چي دf(0)=x   اوf(1)=y  .په ذریعه تعریف سوی ده 

د سیټو داسي سیسټم وي چي انډکسونه یې د  Fمثبت طبیعي عدد وي او  nپه عمومې ډول، که  

T={0,1,...,n−1} سیټ کي وي، نو بیا د به 

   
t 0 1 n 1

t T

: F F F F




      

 بایجکشن وجود لري. 

 په حقیقت کي کافی ده چي 

  Φ(f)=[f(0),f(1),...,f(n−1)]    (5.15) 



51 

 

 سره کښېښودل سي. 

 دغه بایجکشن په ډېرو حالتو کي موږته د دواړو کارتېزین ضربو د انطباق امکانات برابروی.

 په ذریعه تعریف سوي مپینګ بایجکشن دي.  (5.15)ثابت یې کي چي د  9.5.تمرین  

 نور تمرینونه 

دي،چی یوازي او یوازي هغه وخت ساده  fوښیاست چي دي.  Bf:Aالف(فرضوو چي  .5.10

دپاره  A⊆Xد هر 
1f (f (X)) X   .وي 

 ب( ورته ډول ادعا د سرجکشن دپاره فورمولبندی او ثابت کړی. 

په سیټ کي پراته  Sد سیټونو سیسټم دي چي اندکسونه یې د  Fاو  S f:Tفرضوو چي  .5.11

 دي. 

 په سیټ کي پراته دي.  Tد سیټو سیسټم دی چي اندکسونه یې د   H=f∘Fالف( و ښیاست چي 

 سرجکشن وي، نو ثابت کي چي: fب(  که 

               
t t

t T t T

t t
t T t T

F H

F H

 

 




 

 ترمنځ باید کومې اړېکې صدق وکي،څو  Yاو  Xدي. د   Y⊆S, X⊆Tفرضوو چي ج(

       
t t

t T t T

t t
t T t T

F H

F H

 

 




 

 صدق وکي. 

په سیټ کي  Nغیر متصاعد د سیټو سیسټمونه دي چی اندکسونه یې د  Bاو  Aفرضوو چي  12.5.

nدپاره صدق کوي چي  N∈nدی معنی چي د هر پراته دي، پ 1 n n 1 n
B B ,A A

 
  .دي 

 ثابت کي چي:

    n n n n
n 0 n 0 n 0

(A B ) A B
  

  

    

 دپاره لاندنې مساواتونه صدق کوي:  Y,X⊆Aوښیاست چي د ثابت سیټ دي.  Aفرضوو چي  13.5.

     

X Y X Y X Y

X Y X Y

A X X

.

.

1







      

   

  
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 او مطلقه قیمت د عملیو په +,−,∙کي مپینګونه دي،چی د  Rڅخه په  Rد  q,pفرضوو چي الف( 14.5.

 سیټ چی د هغو دپاره  xمرسته تعریف سوي دي. وښیاست چي دهغو حقیقي عددو 

     p(x)<q(x)  

 شمیر خلاصو انتروالو یووالې دي. صدق کوي، د متناهي 

د تابع کانو په جوړښت کي د وېش او  qاو  pر راسي ، که دلف( د برخې په نتېجه کي به څه تغیب(د ا

 دوهم جذر عملیې هم ورداخلې کړو؟

د سیټ   {x∈R; p(x)<q(x)}ج( د هغو انتروالو د شمېر حدس ووهی چي د هغو په نتیجه کي د 

ـم طاقت  nد مجهول  xد کي تر ټولو زیاد په تابع کانو qاو  pدیووالئ په هغه صورت کي تعینوي،چي 

 وي.

 د ج( د برخې نتیجه د لاندنیو مخصوصو تابع ګانو دپاره مشخصه کي:د( 

  
2 2q(x) ex fx g, p(x) ax bx c       

پر انتروال باندي متمادی ساده مپینګ دي. .  0,1د انتروال څخه د  0,1د  fالف(فرضوو چي  5.51

 تابع متصاعده ده. fده او د  f(1)=1, f(0)=0وي، بیا نوثابته کي، چي   f(0)<f(1)که 

 ,f(1)=1ساده مپینګ رسم کړي، چي  fپر انتروال باندي د  0,1د انتروال څخه د  0,1د  ب(

f(0)=0  اوf  .غیر متصاعده وي 

 

  لوبې  6.2.
  Ernst Zermelo (1871-1953)رملوڅارنست  تاسو ته دسیټ د نظریې د پلارهڅه به وکو چي دلته 

 در په نښه کړو. هغه غونډ پرابلم په کافې اندازه تجرد سره څېړلئ دي. ډیره مهمه لاسته راوړنه 

)حرکت 9دانې )مردکې( خوځوي ظر کي نېسو، هغوی هر یو په خپل وار سره دوه لوبغاړې په ن 

ې خوځښتو دغیر خالد  ℒ(T,n,V). لمړئ یې تورې دانې او دوهم یې سپینې دانې لري. لوبه ورکوي( 

د خوځښتو )حرکتو( شمېر دي. د  nسره تعینېږي.   T)خو معین شمېر( په سیټ
(1,2,...,2n)V T  سیټ د

V(2n,...,1,2)او  V∅≠د و سیټ دي. ګټلو د معیار T .لکه مخکي چی مو وویل فرضیې معقولې دي

پدی معنی دي چي  T∈1tلمړئ او دوهم لوبغاړئ په نوبت سره یو په بل پسی خپلې دانې خوځوي، 

پدی معنی دي چي دوهم لوبغاړئ خپله دانه خوځوي ،....په  T∈2tلمړئ لوبغاړئ خپله دانه خوځوي او 

2nهمدي ډول  1
t T


  2اوn

t T  د لوبې نتیجه .
2n

i i 1
{t }

  ده. لمړئ لوبغاړئ یې ګټي ، که د لوبې نتیجه

 دوهم لوبغاړئ یې ګټي.په سیټ کي وي، غېر له هغه  Vد 

عددوڅخه یو عدد ټاکي، هغه لوبغاړئ یې  3,2,1دوه لوبغاړې په خپل وار سره د  1.6.بېلګه  

البته کیدای سي چی داسي خرابه لوبه وکړي چي سره مساوی وي. 10ددو جمع یې د عګټي چي د ټاکلو 

هیڅ وخت لس پوره نه کي، په هغه صورت کي هغه لوبغاړئ یې بایلي چي د عددو جمع یې تر لسو 

                                           
 د بېلګی په توګه د سترنج یا د قطار لوبه په نظر کي ونېسې )ژباړن( 9
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هغه »واوړي. پدي معنی چي د ګټلو معیار کولای سو چي د معادل شرط سره ارائه کو او هغه داچي 

 و جمع یې تر لسو واوړي. لوبغاړئ یې بایلي چي د ټاکلو عدد

 دلته ضروردی چي یو بل تخنیکی پرابلم حل کړو، هغه عبارت دي د ټاکنو دمساوي شمېرڅخه. 

اړئ پنځه ځلې عدد ټاکلای څرګنده ده چي د لوبې په نتېجه کي تغیر نه راځي که ووایو چي هر لوبغ

 سي. 

او د  T={1,2,3}  ،n=5، پداسي حال کی چي  ℒ(T,n,V)پدي معنی زموږ ترسیم سوی لوبه  

V  )سیټ ټوله هغه لاړونه )ترادفونه
10 {1,2,...,10}

i i 1
{t } T


  دي، چي دهغو دپاره کوچنئ ترین جفتk 

 دي. k+...+t1t 10<داسي وجود لري 

عددونه ټاکي، هغه لوبغاړئ یې  k,....,2,1 الف( دوه لوبغاړې په خپل وار سره د 1.6.تمرین  

داسي پیدا کړي   V,n,Tلوی لاسته راوړي. mبایلې چي اول د عددو حاصل جمع تر راکړه سوي عدد 

 سره معادله وي. ℒ(T,n,V)چي لوبه د 

قاعده دوه ځلې پرله پسي د عددونه ټاکي، د لوبې   k,...,1,0دوه لوبغاړې په خپل وار سره د ب( 

د اخیستو اجازه  0واخلي، نو دوهم لوبغاړئ بیا د  0عنی چي که لمړ لوبغاړئ ټاکل منع کوي)پدي م 0

هغه لوبغاړئ یې بایلې چي  نلری او بر عکس(. که څوک د قاعدی خلاف کار وکي ، نو لوبه یي بایلوله.

داسي پیدا کړي چي لوبه   V,n,T لوی لاسته راوړي. mاول د عددو حاصل جمع تر راکړه سوي عدد 

 سره معادله وي. ℒ(T,n,V)د 

لوبه تر هغه وخته په زړه پوری ده ، چي دواړه لوبغاړې د ګټلو امکانات ولری)ځکه نو ، د  

په هغه صورت تمرین د الف برخه  1.6دي(. د بېلګې په ډول د  ∅≠Vبېلګې په ډول ، فرضوو چي 

وي، په زړه پوری نده ځکه چی لمړئ لوبغاړئ یې هر ځل ګټې. لوبغاړئ د ګټلو  m=5,k=5چي  کي

امکان لری ، په څه معنی دي؟ په بل ډول به یې افاده کړو: لوبغاړئ د ګټلو امکان هغه وخت لری چي د 

 هغه مقابل طرف داسي لوبه نسی کولای چي هر وخت یې وګټي. 

چي هغه ته د لوبې دګټلو کړنلاره معلومه ده. پدی معنی دي « تل لوبه ګټلای سي»لوبغاړئ  

د دغه ډول کړنلاره د ګټلو د ستراتیژي په نامه یادوو. لمړئ به د ستراتیژی مفهوم تشریح کو. 

ℒ(T,n,V) اړئ پداسي حالت کي لوبه کوي، چي لوبه څو ګامه مخته لوبه په نظر کی نېسو.لمړئ لوبغ

تللي ده، پدی معنی چي 
2n 2 4 2

i i 1 i i 1 i i 1
{t } ,...,{t } ,{t } ,

  
  ټاکنې سوي دي. په دغه حالت کي لمړئ

په حقیقت کي « قاعده»ګام واخلي. دغه ډول  ktپوه سي، څو د « قاعده »په هغه لوبغاړئ غواړی چي 

مپینګ دي. پدی معنی چی د لمړي لوبغاړي دپاره ستراتیژي د 
n 1

{1,...,2k}

k 0

T




په سیټ  Tسیټ څخه د  

وی، نو  k=0مپینګ دي)که  fکي د 
{1,...,2k}T { }  .)دی 

د  fبېلګې لوبه په نظر کي نېسو. فرضوو چي  1.6د  2.6.بېلګه  
4

{1,...,2k}

k 0

{1,2,3}


د سیټ  

 په سیټ کي مپینګ دي، چي په لاندی ډول تعریف سوي دي : {1,2,3}څخه د 

     f(∅)=2 

2kt−)=4دپاره  k=1,2د   
2k

i i 1
{t }

f(  
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1=(      دپاره k=3,4د   
2k

i i 1
{t }

f(   

 ∎       دي.

لمړې لوبغاړې د  
2k

i i 1
{t }

  لوبې ګامونه  دf  د ستراتېژي پر اساس لوبولي دي ، که د هر

1−k=0,...,n  دپاره 2k

2k 1 i i 1
t f {t }

 
  .وی 

 2,1,1,1,1,3,1,3,1,2د ستراتېژي پر اساس د  f)د لوبې ادامه(. لمړي لوبغاړې د  2.6.بېلګه  

 ∎ ټاکنې ندي کړي.  1,1,1,1,1,2,1,3,1,2ستراتېژي پر اساس د  fټاکنې کړي دي او د همدی 

په سیټ  Vهغه ستراتېژي ده چي د هغه د لوبي هر ګام د  fد د لمړې لوبغاړي د ګټلو ستراتېژي  

 کي شامل دي. 

ستراتېزي د لمړې لوبغاړې دپاره د ګټلو ستراتېژي ده که په  f)د لوبې پای(. د  2.6.بېلګه  

 ∎    اضافه وي.    10تر ریمه ټاکنه کي دعددو د جمع حاصل په د لوبغاړې دوهمد اختیارې لوبه کي 

 ورت مفهومونه د دوهم لوبغاړې دپاره فورمولبندی کیږ 2.6.تمرین  

یې د ګټلو ستراتېژي ولري، نو لوبه په زړه پوري نده. دغه ډول لوبه د  که د لوبغاړو څخه یو 

لوبې په نامه یادوو. څرګنده ده چي دواړه لوبغاړې د ګټلو ستراتېژي نسي  deterministicختمیدونکې 

 درلودلای. 

 ختمیدونکې دي. ټوله لوبې په زړه پوری ندي ، ځکه چي  ℒ(T,n,V)وبه ښیو چي د  

لوبه ختمیدونکي ده، یعنی د یوه لوبغاړي  ℒ(T,n,V)( . د  ZERMELOرملو )څ 1.6.قضیه  

 دپاره د ګټلو ستراتېژي وجود لري.

 بیان په پام کي نیسو:  𝒲ثبوت . د  

  (∀x1∈T)(∃x2∈T)(∀x3∈T)... 

  ...(∀x2n−1∈T)(∃x2n∈T)
2n

i i 1
{x } V


    (6.1) 

لوبه لوبولای سي، چي لوبه وګټي، پدي معنی چي د لومړې  بیان وایې : دوهم لوبغاړئ داسی 𝒲د

چي د ټاکنه داسي وجود لري  2xدپاره د دوهم لوبغاړې د  1xلوبغاړي د هر ي ټاکنې 
2n

i i 1
{x }

  ټاکنې

 د دریم د طرد)رټل( د قانون له مخې:ددوهم لوبغاړې په ګټه دې. د منطق څخه پوهېږو چي 

  (6.2)   𝒲  او یا¬𝒲  

 څه وایې؟ 𝒲¬د بیان نفی  𝒲دصدق کوي. 

 د لاندی بیان سره معادل دي: 𝒲¬د کوانتورو د نفی کولو وروسته 

   (∃x1∈T)(∀x2∈T)(∃x3∈T)... 

  ...(∃x2n−1∈T)(∀x2n∈T)
2n

i i 1
{x } V


    (6.3)  

 ي.داسي لوبه کولاي سي،.چي تل ګټونکئ وپدي معنی چي لمړئ لوبغاړئ 
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تر هغه څه چي موږ یې ځنې غواړو ، اضافه تضمینولای  (6.3)او  (6.1)وبه یې ښیو، چي  

د لمړې لوبغاړې دپاره دګټلود ستراتېژي  موجودیت  (6.3)سي. د بېلګې په ډول وبه یې ښیو، چي 

)که داسي نه د طبیعی عددو اختیاري سیټ  Tتضمینوي. د مسئلي د ساده کولو په خاطر فرضوو چي 

تر  (6.3)د  f، نو ثبوت به د شکل له مخې ډیر پېچلئ وي(. د لمړې لوبغاړې د ګټلو ستراتېژي وي 

له مخې  (6.3)دپاره تعریفوو. د  k=0,1,...,n−1فرضیې لاندي د ریاضي د استقراء په ذریعه د 

T∈1x : داسي وجود لري، چي 

 (∀x2∈T)(∃x3∈T)...(∃x2n−1∈T)(∀x2n∈T) 
2n

i i 1
{x } V


   (6.4) 

مو د جفت لاړ دپاره،  fپه نښه کوو. فرضوو چي  1xباندی دغه ډول کوچنئ ترین  )f∅( پهصدق کوي.

فرضوو کوچنئ وي، تعریف کړي دي.  2kچي تر 
2n

i i 1
{x }

  دT د سیټ د عنصرو لاړ دي. اوس نو 

باید دوه امکانه یودبله څخه تفکیک کړو.که د 
2k 1

i i 1
{x } 

 کنې د اټf  د ستراتېژي له مخې نه وی لوبول

 : j<kسوي، پدی معنی چي د هر 

    2 j

2 j 1 i i 1
x f ({x } )

 
     (6.5) 

حقیقت ونلري، نو کیدای سی،چي 
2k

i i 1
f ({x } )

 هر شئ وي، ځکه چي لمړئ لوبغاړي دشروع څخه ځانته

د غلطې ټاکنې اجازه نه ورکوي. پدي معنی چي په دغه حالت کي ګردسره د ستراتېژي څخه کار ندي 

اړېکه صدق کوي. بیا نو د استقراء د  (6.5)د د پاره  j<kاخیستي. اوس به نو فرض کړو، چی د هر 

 فرضیې پر اساس :

 (∀x2k)(∃x2k+1)...(∃x2n−1)(∀x2n)
2n

i i 1
{x } V


    (6.6) 

 وجود لري، چي : 2k+1xدپاره داسي  2kx« زموږ»په خاص ډول 

 (∀x2k+2)...(∃x2n−1)(∀x2n)
2n

i i 1
{x } V


     (6.7) 

(په 
2k

i i 1
{x }

f(  2به کوچنئ ترین دغه ډولk+1x  .نښانې کړو 

لوستونکئ په اسانې سره خپل ځان باورې کولای سي، چي دغه ډول ستراتېژي د لمړې  

 لوبغاړې دپاره د ګټلو ستراتېژي ده. 

د حقیقت څځه ددوهم لوبغاړې دپاره د ګټلو ستراتېژي تعریف کړو. خو د  (6.1)په ورته شان د  

صدق کوي. پدي معنی چي یا لمړئ لوبغاړئ او یا دوهم لوبغاړئ  (6.1)او یا  (6.3)پر بنسټ یا  (6.2)

 لوبه ختمیدونکي ده. ℒ(T,n,V)د ګټلو ستراتېزي لري. ځکه نو ددي ځایه استنباط کېږي چي د 

q..e.d. 

ستراتېژي چي  fحالت پېښیږي او د  (6.3)د بېلګې په لوبه کي  1.6وښیاست چي د  3.6.تمرین  

 یې په ثبوت کي ترسیم سوی ستراتېژي ده. قض 1.6بېلګه کي د  2.6په 

قضیې پر بنسټ لوبه ختمېدونکي ده. د  1.6د  الف( لوبې ته پاملرنه وکي.  1.6د  4.6.تمرین  

 هر یوه ددپاره لمړئ لوبغاړئ او څه وخت دوهم لوبغاړئ د ګټلو ستراتېژي لري. د هغوی د  m,kکومو 

 ګټلو ستراتېژي پېداکړې. 
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موجودیت ثبوت دي. هغه لوستونکئ چي دغه  د (typical)د قضیې ثبوت نمونه یې  1.6د  

ثبوت یې درک کړي دي، په یقین سره د قضیې په حقیقت باندي متیقین دي، خو په هیڅ صورت یې 

غه پدی معنی هموږته ونه ښودله، چي کوم لوبغاړې وګټله او د ګټلو ستراتېژي یې څه ډول لټولای سو.

څه هم د هغو د ګټلو ستراتېژي موږته نده معلومه خو بیا هم موږته په زړه پوری دي، لوبې چي، که 

 ځکه چي ختمېدونکي دې. اوس به وښیو چي ددغه ډول لوبې ښه بېلګه د شطرنج لوبه ده. 

د په ټاکلو سره  V,n,Tد مناسبو پدی بېلګه کي به وښیو چي څه ډول د شطرنج لوبه  3.6.بېلګه  

ℒ(T,n,V)  لوبې په صفت تعبیرولای سو. جزئیات یې د شطرنج و لوبغاړوته ورپرېږدم. زه دلته

 فرضوم چي لوستونکئ د شطرنج د لوبې د بنسټېزواصولو سره بلد دي. 

پنځه ګونې دي. پداسي حال کي  Axiyjسیټ ترسیم کړو. د شطرنج د داني خوځښت د  Tلمړئ به د 

؛  x,y=a,b,...,h پیاده، فیل،وزیر، ...او داسی نور(ه ډول د شطرنج د مهری نوم دی) د بېلګي پ Aچي 

i,j=1,2,...,8  پدی معنی چي .T  ،د شطرنج د مهرو د ټولو ممکنو خوځښتو سیټ دي. که ښه ځیر سو

په خانه  xiځکه چي په هر حالت کي څرګنده ده چي کمه مهره د شطرنج د .ياضافې د توري Aنو د 

 لږ دي.  46.8کي قرارلري.په هر صورت د خوځښتو شمېر تر 

خوځښتونو څخه پای  1000د شطرنج د لوبي د اصولو پر بنسټ د شطرنج لوبه باید وروسته له  

لوبه هرومرو څخه خوځښتونو  610ته ورسېږي. که چاته دغه حدس وړوکې برېښي، نو وروسته له 

 دي.  6n=10یا  3n=10ې و خوشبینی ته خلاصیږي. پدی حساب نظر د لوستونک

د لوبی د قانون له مخې لازمه ده چي د هری لوبې  ℒ(T,n,V)سیټ څه شی دی؟ د  Vد  

ام خوځښت کي مات   10-وي. په هغه صورت کي څه باید وکړو چي دوهم لوبغاړئ په  nاوږدوالی 

خه دواړه لوبغاړې یوازی  خوځښت څ 11خوځښته اوږدوو، د بېلګي په توګه د  nظاهرأ لوبه تر سي؟ 

Ja1a1  .د خوځويV  و سیټ ته ټوله هغه لوبې وراضافه کوو لمړې لوبغاړې د لوبې مقررات تر دوهم

لوبغاړی دمخه نه نقض کړي او یا دوهم لوبغاړی لوبه بایللی وي. دلته هغه لوبه چي مساوی پای ته 

 رسېدلي وي د دوهم لوبغاړی په ګټه تمامه بولو. 

پدی حساب د شطرنج لوبه ختمېدونکی لوبه ده ، خو نه پوهېږو چي کوم یو د لوبغاړو څخه د  

 ∎  ګټلو ستراتېژي لري. که په پوه هم سو ، نو هغه ستراتېژي به ډیره پیچلي وي. 

هغه لوبې چي تر اوسه مو په پام کي نیولې وي، یو د ډیرودغه ډول لوبو څخه وی. داسي لوبې  

چي د لوبغاړو وظیفې متناظری ندی.کله کله داسی هم پېښیږي چي اصلآ یوازی یو لوبغاړئ هم سته 

 4 څخه 6د  لوبه ده ، په هغه کي لمړئ لوبغاړئ (Mind)لوبه کوي. ددغه ډول لوبې ښه بیلګه د ماینډ 

وته لشکلونه پټوی او دوهم لوبغاړئ د هغه رنګو اټکل کوي. لمړئ لوبغاړئ د دوهم لوبغاړې سوارنګه  

جواب ورکوي . لمړئ لوبغاړی دلته غیر فعاله دی. لمړئ لوبغاړی یوازی په شروع کي فعاله دي ، 

شکلونه پټوي ، وروسته له هغه ټوله خوځښتونه ددوهم لوبغاړې د خوا عملې یعنی هغه وخت چي 

 کېږي. په لاندی بېلګه کي ددغه ډول لوبو څخه یوه بله لوبه تشریح کوو.

، راکړه  1000بته طبیعی عدد ، د بېلګي په ډول ثا لوبه داسي لوبول کېږي. یو  4.6.بېلګه  

هو او »دوهم لوبغاړئ و څو لږو سوالوته په دکوچنئ ټاکې. 1000سوی دي. لمړي لوبغاړئ یو عدد تر 

اب ورکوي، څو د لمړي لوبغاړي د ټاکل سوي عدد اټکل وکي.دلته لمړئ لوبغاړئ یوازی په جو« نه

 له دي. وروسته له هغه یوازی دوهم لوبغاړئ فعاله دي.شروع کي فعا
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دوهم لوبغاړئ باید څه ډول پوښتنې وکی؟ دلته زموږ سره دسیټ مفهوم مرسته کوي.د پوښتنې  

 Aبېله دي چي د جملی ګرامری شکل په نظر کي ونیسو، دوهم لوبغاړئ د وي. « هو یا نه»جواب باید 

دي ټاکې او د لمړې لوبغاړې و جواب ته منتظر دي. آیا سب سیټ  {999,...,0,1}د سیټ څخه چي د 

ستراتېژي تشریح کړو چي د په سیټ کي دي او که نه؟ اوس به د ددوهم لوبغاړې  Aهغه عدد د 

ي بڼه . سوالونه به تقریبآ داس ټاکل سوي عدد اټکل وکي لمړې لوبغاړې له خوادو په ترځ کي دلسوپوښتن

 ولري:

 دي؟ ( 1,0,....,499عددو په منځ کي )یعنی  500: آیا ټاکل سوي عدد د لمړیو پوښتنه 1. 

 د لمړیو ،د تېرسوال په جواب کي د عددو د ټاکل سوي ګروپآیا ټاکل سوي عدد ،  :پوښتنه 2. 

 عددو په منځ کي دي؟ 250

 ⋮ 

 د لمړیوآیا ټاکل سوي عدد ، د تېرسوال په جواب کي د عددو د ټاکل سوي ګروپ، پوښتنه: 9. 

 دوو عددو په منځ کي دي؟

آیا ټاکل سوي عدد ، د تېرسوال په جواب کي د عددو د ټاکل سوي ګروپ په عددو  پوښتنه: 10. 

 کي اولیه عدد دي؟

. اجازه ورکړو« غولولو»تېره لوبي ته کولای سو داسي تغیر ورکړو، چي لمړې لوبغاړې ته د  

پدی معنی چي لمړئ یو عدد وټاکې، خود لوبې په جریان کي بیا هغه ته داسي تغیر ورکړی چي د 

       مخکنې پوښتنې جواب یې حقیقت ولري. 

∎ 

کوچنئ  nهغه کي لمړئ لوبغاړئ تر  داسی یو لوبه په نښه کوی،چي په ℒ(n,k) 5.6.تمرین  

هو ، »پوښتنو په ترځ کي، چي جواب یې په  kیو طبیعی عدد ټاکې او دوهم لوبغاړئ نوموړی عدد د 

اجازه لري. لمړئ « غولولو»دي، اټکلوي. لمړئ لوبغاړئ، لکه مخ کي چي مو تشریح کړه ، د « نه

 نه کي. لوبغاړئ لوبه ګټې که دوهم لوبغاړظ د هغه د عدد اټکل و 

 لوبه ختمیدونکی ده. ℒ(n,k)الف(وښیاست چي د  

دپاره لمړئ لوبغاړې د ګټلو ستراتېژي لری؟ هغه ستراتېژي ترسیم کي.په  kاو  nب( د کومو  

 هغه صورت کي چي ددوهم لوبغاړې دپاره د ګټلو ستراتېژي وجود ولری، ترسیم یې کړي.

 نور تمرینونه 

د لوبې په  ℒ(T,n,V)ژرندي لوبه د  ( Mills,Merelsالف(هڅه وکی چی د قطار؟ ) 6.6. 

 شان ترسیم کې.

 د لوبې په شان ترسیم کې. ℒ(T,n,V)د  ( draughtsب( هڅه وکی چي د چکرلوبه ) 

 دپاره لمړئ لوبغاړئ د ګټلو ستراتېژي لري.  m,kو ب(تمرین کي د کوم 1.6په  7.6. 

پروسه د لوبې په څېر ترسیم کي.پداسي حال « مردکود تللو»بېلګه کی د  2.2په  8.6. 

 کي،چي:

 د یوه لوبغاړې لوبه وي.الف( 

https://qamosona.com/G/index.php/term/,6f57ae9b61545caf9b9ea5aeac615ea7.xhtml
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اجازه پدی « غولولو»ب(د دوو لوبغاړو لوبه وي،په داسي حال کي چي لمړئ لوبغاړئ د  

 شرط لري، چي د مخکنې جواب حقیقت نقض نه کړي. 

 ج( د دغه ډول لوبو د ګټلو د ستراتېژې د موجودیت په هکله څه ویلای سي؟  

iړلا« لایتناهې»تعریف کي. پاملرنه وکئ چي دلته « لوبه» ℒ(T,N,V)د  9.6.  i 0
{t }

   ټاکل

 رملو قضیه صدق کوي؟کېږي.آیا ددغه ډول لوبې دپاره د څ

 

 د غبرګونې اړېکو په هکله 7.2. 
لته دوه دغبرګونې اړېکي پرراکړه سوي سیټ یو د ساده ترینو ریاضیکي ساختمانو څخه تعینوي. زموږ پاملرنه 

ترتیب سوی سیټو ته.دغه رساله یوازي ترسیمې  نیمګړېډوله ساختمانو ته وقف کوو:غوټه لرونکئ ګراف او 

 کرکټر لري. ددغو مفهومو او نتېجو څخه بیا وروسته کار اخلو.

مسیر لرونکې غوټه  جوړه د R,Xغبرګوني اړېکه وي، نو د  R⊆X×Xسیټ او  Xکه  

د سیټ عنصرونه د ګراف د غوټو په نامه او د  Xلرونکئ)غوټه ور؟( ګراف په نامه یادېږي.د 

[x,y]∈R حالتو کي کیدای سي چي غوټه جوړه د ګراف د ضلعې)ژۍ( په نامه یادوو. په ډېرو

ژۍ یې   [x,y]په ډیر ساده بڼه ترسیم سي. د ګراف غوټې د کوچنیو دایرو په څېر اود  لرونکئ ګراف

     په غوټه ننوزې، ترسیموو.   yد غوټې څخه راوزی او د  xدغشی په څېر چي د 

     

 

ترسیم سوي دي. د {1,2,3,4},{[1,1],[1,3],[1,4],[4,1]}شکل کي غوټه لرونکئ ګراف د  7.2په 

ګرافو د تیوري د ر لرونکي په نامه یادېږي. د مسی loopبڼه ولري، د کړۍ  [x,x]ګراف ژۍ چي د 

کتاب کي د موضوع ښکلي  [4]جوړښت څخه دلته تېریږو. لوستونکئ پدي هکله ،د بېلګي په توګه ، په 

 تشریح موندلای سي. 

که او جوړه د غوټه لرونکې ګراف په نامه یادوو.  R,Xاړېکه متناظره وي، نو د  Rکه د  

سیټ  دغوټه لرونکې ګراف په نامه یادوو. بی مسیره هغه په ټینګار وکړو ، نو  یېغواړو چی پر تناظر

د سیټ {x,y}ده، پدی معنی د « نا مرتبه جوړه»عنصرونه بیاهم دغوټو په نامه یادوو. ژۍ یې د غوټو 

ژۍ د ګراف په څېر رسم کړو ، نو د  {x,y}که وغواړو چي د دوه عنصره یا یو عنصره سیټ دي. 

y,x  .غوټې د یوی منحنی په ذریعه سره وصلوو 
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دګراف د سب  R,Xګراف د  Q,Yوي، نو  Q⊆R∩(Y×Y), Y⊆Xګراف او  R,Xکه  

د ګراف کامل سب ګراف   R,Xد  Q,Y وي، نو وایو چي  Q=R∩(Y×Y)ګراف په نامه یادېږي.که  

د ګراف سب ګراف دي ، خو کامل سب ګراف  2gګراف د  1gشکل کي د  8.2په دي. د بېلګي په ډول 

 امل سب ګراف دي. د ګراف ک 2gګراف د  3gندي. د 

  

د المان د فرانکن پاچا لوی کارل خپل دربارته دانګلستان د یورک څخه د کلیسا راهب الکوین  

(Alkuin 735-804) لمه کي، څو و هغه ته او د هغه شهزاده ګانو و اشراف زاده ګانو  ته لیک، مې

د ځوانانو د فکر د »یې د ولیکله او نوم او حساب ورزده کړي. الکوین د سوالو یوه مجموعه لوست 

 هم مشهوره سوال نورو سوالو د بزي،لېوه او سابه کښېښود.په هغه کی علاوه پر «تېزیدو دپاره سوالونه

 راغلئ دي. 

چنې کښتۍ لري، چي په هغه کي یوازی جاله وان او یو شئ وجاله وان یوه ک 1.7.بېلګه  

د ځانه سره د رود د یوي غاړې څخه و  یا سابهوه او عنی چي هغه یو ځل یوازی بزه یا لېځائېږي.پدی م

 زه اویا بزه او سابهستونځه پدی کي ده، چي د رود پر یوه غاړه لېوه او ببلې غاړې ته اړولای سي. 

خوری.هغه باید درې سره سلامت د رود دیوې  ه چي لېوه بزه خورې او بزه سابهنسي پرېښودلای.ځک

 مخ ته ولاړسي؟وان باید څه ډول غاړې څخه بلې غاړې ته پورې باسې. جاله 

،  ل، لېوه به په  جدغه سوال د ګراف دمفهوم څخه په ګټه اخېستلو حلېدای سي.جاله وان به په  

او  «مجاز»سره وښیو . د ګراف هغه غوټې چي درود پر لمړې څنډه  سبه په  اوسابه ببزه به په 

 ∅،  س،  ب،  ل،  سل ،  ج ب، سج ب ،  سج ل ،  ج ل ب،  ب سج ل مصئون دي، عبارت دي له: 
ې غوټې په دوخوری.  سابهیوازې پاتېږي او بزه بیا  سابهجوړه مجاز نده ، ځکه چی بزه او  ج ل. د 

په جاله کي د  او برعکس هغه صورت کي سره نښلوو، چي د رود د یوې غاړې څخه بلې غاړې ته

سره وصل سوی دي، ځکه چي جاله وان د رود  سل د  سج ل دبېلګې په توګه اوښتولو امکان وي. 

 سل غاړه )پاته کېږي( درود پر هغه بله  سج ل دلمړې غاړې څخه په کښتۍ کي حرکت کوي)هلته  

ج شکل کي ترسیم سوی ګراف لاسته راځي. د سوال حل هغه لار ده چي په  9.2پاته دي( . پدي ډول په 

خه څرګنده ده چي سوال دوه حله لري. پدی معنی د شکل څپای ته رسېږي.  ∅پیل کېږي او په  ب سل 

 ج ب،  ب،  ج ل ب،  ل،  سج ل ،  سل ،  ب سج ل د دوو لارو څخه حل کېږي.د بېلګې په ډول چي 

یوازې  یو د حل د لاروڅخه راښیې: جاله وان لمړئ بزه درود بلې غاړې ته اړوی، جاله وان بېرته ∅، 

راستنېږي،داځل سابه د ځانه سره د رود بلې غاړې ته اړوی او د هغی خوا بزه بېرته ورسره رااړوي، 

ا ربزه بیرته درود پر لمړې غاړه پرېږدي او لیوه رااړوی، روسته بیا بېرته په بزی پسي راځی او هغه 

 ∎      اړوی. 
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د غوټه لرونکو ګرافو د حل په ځېنو نوروحالتو کي د مسئلی منفی حل ته رسېدل هم زموږ سره مرسته 

 Leonhard)کوي. په یقین سره د کرالوویڅ د ښار د اوو پلونو مسئله پېژنې، چي لیونهارد اویلر 

Euler 1707-1783)  کال کي حل کي. 1736په 

ې. په هغه کي دوي جزیرې دی، چي په خپل منځ د کرالوویڅ په ښار کي رود بهېږ 2.7.بېلګه  

شکل کي چي لیدل کېږي، تړل سوي دي.آیا امکان  10.2د اوو پلو پذریعه ، لکه په کي  او د ښار سره 

لری، چی د کرالوویڅ په ښار کي داسی قدم ووهئ، چي د هره ځایه یې را شروع کې پر اوو پلونو تېر 

سره  «رسمېدو»ګراف د د  gشکل کي د  10.2مسئله په سي او بېرته د پیل نقطې ته راورسېږئ؟ 

نې سره لیدل کېږي، کت باندی ټول ګراف رسم سي. په اساد قلم په یوه حرمعادله ده ، پداسې ډول چي 

دي معنی چي د پ«. راووزو»باید بېرته « ورننوزو»چي امکان نلرې، ځکه چي هرې غوټې ته چی 

 ∎   یې جفت وي.هرې غوټې څخه چي ژۍ راوزی ، باید شمېر 

  

. يڅخه د« ترتیب»له د هغوی عبارت هغه  ر اچولای سو،نظهم غبرګونې اړېکوته له بله پلوه  

 R، که  په نامه یادېږي partially orderاړېکه د نیمګړې ترتیب  Rدي. د  R⊆X×Xفرضوو چي 

د نیمګړې جوړه  R,Xاړېکه نیمګړئ ترتیب وي، نو د  Rانعکاسې ، ضد متناظر او انتقالې وي.که د 

 ترتیب سوی سیټ په نامه یادېږي. 

نیمګړئ ترتیب دي. هغه د  1Rدي.  y} ≤;  x2R∈={[x,y]1Rالف( فرضوو چي  3.7.بېلګه 

 لوی والې پر اساس د ترتیب په نامه یادوو.

ئ ترتیب سوی نیمګړ R∩(Y×Y)وي، نو  Y⊆Xنیمګړئ ترتیب سوی سیټ ،  R,Xب( که 

 نیمګړئ ترتیب سوی سیټ دي.  R,Yوایو چي، سیټ دي. دسهولت په خاطر
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 نیمګړئ ترتیب دي. 2N∈={[x,y]2R . 2R;وېشې  {y,xج( فرضوو چي 

 2X∈={[x,y]3R ;بچئ دي  yد  {x ټولو اوسېدونکو سیټ دي. د مځکې د Xد( فرضو چی 

 ∎  نیمګړئ ترتیب دي. 3Rدي. که هر اوسېدونکئ ته د خپل نوع د بچې په صفت وګورو، نو 

پذریعه هم ارائه کوو.  xRyواقعیت د  R∋[x,y]نیمګړئ ترتیب سوی سیټ وي.نو د  R,Xکه  

 "x<y"او ورته نښو باندی په نښه کوو. د  ≥2,≥1 ,≽, ≥نیمګړئ ترتیب اکثرآ د پر سیټ باندی  Xد 

 yتر  x≤y, xRy «xکه سؤ تفاهم منځ ته نه راځې ، نو دي.  "x≤y∧x≠y"لیکنه پدی معنی ده چي 

 وایو. « کوچنئ دي yتر  x<y «xلولو او «کوچنئ یا مساوي دي

، نو د هغه د « ډېره لوی نه وي»نیمګړئ ترتیب سوی سیټ وي،پدي شرط چي  X,≧که  

په  عنصرونه د کوچنیوحلقو Xد ډیاګرام څخه کار اخلو. د  Hasseګرافې څرګندولو دپاره  د هاسه 

د حلقې سره د یوی کرښې په  yحلقه د  xنو د لوی وي،  yعنصربلافاصله تر  xڅېرپه نښه کوو. که د 

که «. لوړه داخله سي»و لور ته  xڅخه د  yواسطه وصلوو. پدي حالت کي مهمه ده چي کرښه د 

x<y<z  د وي، نوx  څخه وz د  کرښه ته کرښه نه رسمو، ځکه چي هغهx  څخه وy  ته او دy  څخه و

z  .ته د کرښو ترکیب دي 

سیټ د وېش د وړتوب د اړېکې سره  {12,11,10,9,8,7,6,5,4,3,2}الف( د  4.7.بېلګه  

 شکل کي ترسیم سوی دي. 2.11سیټ دي، چي په نیمګړئ ترتیب سوی 

 

 شکل کي د د راکړه سوی نیمګړې ترتیب سوي سیټ د هاسه ډیاګرام دي.  2.12ب(په  

{a,b,c,d,e,f,g}, {[a,a],[b,b],[c,c],[d,d],[e,e],[f,f],[g,g],[a,d],[a,e],[a,g],[b,d], 

[b,e],[b,f],[b,g],[c,f],[c,g],[e,g],[f,g]}. 

 ∎        واضح ده؟ ېکمه ارائه ی
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هم نیګړئ ترتیب سوي سیټ  X1−R,ګړئ ترتیب سوي سیټ وي، نو منی R,Xکه  1.7.قضیه  

 دي. 

 ږدم. لوستونکئ ته یې پرېیر ساده دي او ثبوت یې ډ 

ډیاګرام  X1−R,نیمګړئ ترتیب سوي سیټ د هاسه ډیاګرام څخه څه ډول د  R,Xد  1.7.تمرین  

 لاسته راوړلای سي؟

نیمګړئ ترتیب سوي سیټ د هر مفهوم او قضیه په اړوند همدا ډول مفهوم او قضیه د  R,Xد  

,X1−R  په هکله وجود لري، چي هغه بیا بېرته دR,X  په هکله مفهوم او قضیې دي.دغه ډول مفهومو

 مفهومونه او غبرګې قضیې وایو. پر بېلګو به یې تشریح کو.(dual)غبرګ او قضیو ته 

عنصر د  a∈Aدي. د  A⊆Xنیمګړئ ترتیب سوي سیټ دي. فرضوو چي  R,Xفرضوو چي  

A یادېږي ، که د هر  ټ د لوی ترین عنصر په نامهد سیx∈A  دپارهxRa  .وی ترین عنصر د د لوي

د سیټ لوی  Aاړېکې ته د  R−1د نظر د  aدي.که کوچنئ ترین عنصرد سیټ  Aد مفهوم غبرګ مفهوم 

 Aاړېکې ته د  Rاو داهم نظر د  aRxپدی معنی چی  a1−R xره دپا A∈xترین عنصر وي ، نو د هر 

عنصر دي، که داسي  (Maximum)لوی د سیټ  A د  a∈Aکوچنئ ترین عنصر دي. په ورته ډول 

x≠a,x∈A   و جود و نلری چيaRx  .ددغه مفهوم غبرګ مفهوم د ويA  دسیټ کوچنئ

(Minimum)   عنصر دي.پدي معنی چيx≠a,x∈A   و جود و نلری چيxRa  .وي  

فرضوو چي ړئ ترتیب سوي سیټ په نظر کی نېسو.شکل نیمګ 12.2الف(د  2.7.تمرین  

A={a,b,c,e,f,g}  اوB={a,d,e,g}  دي. د A  اوB  د سیټو لوی ، کوچنئ ، لویترین او کوچنئ تری

 عنصر تعین کئ.

د سیټ کوچنې  Aپه اړېکه کي د 2Rج( بېلګه کي د  7.3په  A=N−{1}ب( فرضوو چي  

 عنصرونه کم دي؟

د غبرګ مفهوم غبرګ په خپله هغه مفهوم دي. په ورته ډول د د غبرګې قضیې غبرګ بېرته  

 هغه اولنې قضیه ده. 

او  xRyدي، که  (comparable)دوه عنصرونه یو دبله سره د پرتلې وړ  x,y∈Xوایو چي د  

د پرتلې د وړتوب غبرګ مفهوم بېرته د پرتلې د وړتوب مفهوم دي. دغه ډول مفهوموته وي.  yRxیا 

 مفهوم وایو.    (self-dual)ځان غبرګې

د سیټ لویترین  Aپاملرنه وکئ، دد سیټ  لوی اولویترین عنصر ترمنځ وبنسټېز تفاوت ته  Aد 

څرګنده ده چی د سیټ د هر عنصر سره د پرتلې وړ دي، خو لوی عنصر حتمی ندي.  Aعنصر د 

ل هودا ډولویترین عنصر په خپل ذات کي لوی عنصر دي ، خو برعکس یې حتمی نده چي صدق وکي. 

په نامه  (chain)ر سیټ د ځنځی A⊆Xد کوچنې او کوچنې ترین عنصر په هکله استدلال کولای سو. د 

د پر سیټ  A اړېکه د  Rیادېږي، که د هغه هر دوعنصره د پرتلې وړ وي. پدی معنی که د 

 R,Xر وي، نو وایو چي سیټ ځنځی Xکه د خاصیت لري. )دوه ټوټئېز(  (Dichotomy) 10دیکوتومې

 د خطې ترتیب سیټ دي. 

                                           
غوی یو اوبل دیکوتومې:هغه ساختمان ته وایې چي ددو برخو څخه تشکیل سوی وی ، خو دواړي برخي مشترکه برخه ونلري، خو ه 10

 تکمیلوي. لکه په طبیعي عددو کي جفت او طاق عددونه )دوه ټوټئېز( .)ژباړن(
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 دي. لاندنې ادعاوي A⊆Xنیمګړئ ترتتیب سوی سیټ او  ≧ ,Xفرضوو چی  3.7.تمرین  

 ثبوت کئ.

د  Aد  aد سیټ د هر عنصر سره د پرتلې وړ وي، نو  Aد  aد سیټ لوی عنصر  Aالف( که د  

 سیټ لوی ترین عنصر دي.

 ر وي، نو لوی عنصر یې په عین حال کي لویترین عنصر دي. ځنځی Aب( که  

که کومه قضیه راکړه سوي وي، نو دهغې قضیې غبرګه قضیه داسي لاسته راوړو چي هر  

د غبرګې قضیې ثبوت داسي لاسته راوړو چي په اصلي مفهوم یې د هغه د غبرګ مفهوم سره الېشوو. 

 سره الېشوو.  "yRx"د  "xRy"قضیه کي مفهومونه د هغه د غبرګ مفهومو سره او 

 تمرین د ادعاؤ غبرګې ادعاوې فورمولبندي کئ. 3.7د الف(  4.7.تمرین 

 ب( دپورتنې کړنلارې له مخې د غبرګو ادعاؤ ثبوت د اصلي ادعا له مخې فورمولبندي کئ.  

 A⊆Xترتیب سوی سیټ او  نیمګړی ≥,Xدلته به اوس یو بل مهم مفهوم راوړو. فرضوو چي  

د   Aد وي. x≤aد پاره  x∈Aد سیټ د لوړ سرحد په نامه یادېږي، که د هر  Aعنصر د  a∈Xدي. د 

یې  a=sup A په نامه یادوو او په (Supremum)د سپریمم  د سیټ Aسیټ کوچنئ ترین لوړ سرحد د 

صدق کوي.  x≤aدپاره  xد سیټ هر لوړ سرحد  Aد سیټ لوړ سرحد وي ، نو د Aد  aنښه کوو.که 

 دي. (Infimum)ونه کښتنئ سرحد ، د کښتې خوا محدود او انفیمم ددغو مفهومو غبرګ مفهوم

سیټ د  {d,e}شکل نیمګړئ ترتیب سوي سیټ په نظر کی نېسو.د  12.2الف(د  5.7.بېلګه  

عنصرونه یې لاندنئ سرحد دي، خو  b,aد کښتې خوا محدود دی.ځکه چي د لوړې خوا محدود ندئ. 

سیټ د لوړې خوا وحدود دي، خو سپریمم نلري.ځکه چي د لوړخوا  {a,b}انفیمم نلري. په ورته شان د 

 کوچنئ ترین عنصر نلري.  {d,e,g}د سرحدونو سیټ 

پر ځای  y2xRپه نظر کي نېسو.طبعآ د  2N, Rج( بېلګې نیمګړئ ترتیب سوی سیټ  3.7ب(د  

x|y (x  ،y  لېکو. که )وېشېn,m∈N  وي، د{n,m} دواړو سپریمم لري ، هغه عبارت دی د سیټ

عددو د لوی ترین  {m,n}عددو د کوچنېترین مشترک مضرب څخه، انفیمم هم لري. هغه عبارت دي د 

 مشترک وېشونکې څخه. 

کي د لوړې خوا محدود دي،  ≧ ,Xج(خالې سیټ په هر غیر خالې نیمګړې ترتیب سوی سیټ  

 Xسیټ سپریمم ، که وجود ولري، د  ∅سیټ لوړنئ سرحد دي. پدي حساب د  ∅د  x∈Xهر ځکه چي 

 ∎       د سیټ کوچنئ ترېن عنصر دي.

د سیټ هر غیر خالي د  Xد نیمګړئ ترتتیب سوی سیټ دي.  ≧ ,Xفرضوو چی  2.7.قضیه  

هره د لاندې خوا Xلوړې خوا محدوده سب سیټ یوازې او یوازې هغه وخت سپریمم لري، چي د 

 محدوده سب سیټ انفیمم ولري. 

قضیه غبرګه قضیه ده د کېڼې خوا څخه و ښئ خواته استنباط )امپلیکېشن( د ښئ ثبوت .  

خواڅخه و کیڼې خواته داستنباط )امپلیکېشن( غبرګه دعوی ده. پدی معنی چي د یوي خوا ثبوت کافې 

 دي. 

غېر خالې  A⊆Xد لوړې خوا محدود سب سیټ سپریمم لري او هره د سیټ  Xد فرضوو چي  

د سیټ ټوله لاندې سرحدونه په نښه کوو. څرنګه  Aسره د  Bمحدوده سب سیټ دي. په  د لاندې خوا
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 د سیټ اختیاري Aسیټ خالې ندی.څرنګه چي د  Bسیټ د لاندې خوا محدود دی، نو د  Aچي د 

د فرضیې .  لوړې خوا محدود دی سیټ د Bدی، نو د  ∅≠Aد سیټ لوړنئ سرحد دی او  Bعنصر د 

 دی. a=inf Aوجود لري. اوس به نو وښیو چي  a=sup Bله مخې 

 Aد  aدی.پدی معنی چي  a=sup B≦xد سیټ لوړسرحد دي.فلهذا  Bد  xوي . نو  x∈Aکه  

او حتمی   b∈Bڅخه وي. بیانو د سیټ د لاندې سرحدو Aد  bفرضوو چي د سیټ لاندې سرحد دی. 

b≦a=sup B  .دی     q.e.d  

 1.3برخه کي د حقیقی عددو په اړوند ذکر سوه. د  2.1چي ځنې مفهومونه په پاملرنه وکئ  

 تمرین ادعا د ددکیند او پورتنې قضیې د ثبوت څخه استنباط کېږي. 

ترتیب سوی سیټ دی که لږتر لږه دوه  (dense) ګڼ ≧ ,Xخطې ترتیب سیټ د وایو چي  

وي. څرګنده ده چي  x<z<yوجود لري چي  zدپاره داسي  x<y ,x,y∈Xعنصره ولري او د هر 

N,≦   ګڼ ترتیب سوی ندی. خوQ, ≦  اوR, ≦  .ګڼ ترتیب سوي سیټونه دي 

 xد  y)په تعقیب دي xبلافاصله د  y، نو  x,y∈Xترتیب سوی سیټ وي، نیمګړئ  ≧ ,Xکه  

په سیټ کي  ≧,Nوي. د  x<z<yوجود ونلري ، چي  zوي او داسي  x<y، که تالي یا خلف دی(

ر هپه سیټ کي هر عنصر بلافاصله تعقیبونکئ لري او  ≧ ,Zهرعنصر بلافاصله تعقیبونکئ لري او د 

عنصر بلافاصله بل عنصر تعقیبوي. خطې ترتیب سوی سیټ )چي لږ تر لږه دوه عنصره ولري( 

یوازې او یوازې هغه وخت ګڼ ترتیب سوېده چي دهغه سیټ هیڅ عنصر بلافاصله د بل عنصر 

 عقیبونکئ نه وي.ت

سوی دي، که د  well Orderedنیمګړئ ترتیب سوی سیټ ، ښه ترتیب  ≧ ,Xوایو چي د  

هغه هرغیر خالې سب سیټ  کوچنئ ترین عنصر ولري. ښه ترتیب سوی سیټ خطې ترتیب سوی دی، 

قضیې له  1.2کوچنئ ترین عنصر لري. پدی معنی چي د پرتلې وړدي. د  {x,y}وي، نو   x,y∈Xکه 

 سیټ ښه ترتیب سوی سیټ دي.  ≧ ,Nې د مخ

په  (Section)ټوټې سب سیټ د  A⊆Xنیمګړئ ترتیب سوي سیټ دي، د  ≧ ,Xفرضوو چي  

 نامه یادوو که :

    x∈A, y ≦x    → y∈A  (7.1) 

 ټوټې په نامه یادېږي. (proper)مناسبې ټوټه د  Aوي ، بیانو د  A≠Xټوټه ده. که  Xڅرګنده ده چي 

 د : X(a)وي، نو په  a∈Xکه  

    X(a)={x∈X; x<a}   (7.2) 

د عنصر په  aټوټه ده. وایو چي دغه ټوټه د  X(a)سیټ په نښه کوو. په اسانې سره لیدل کېږي چي 

د   X(a)په نښه کي پر ترتیب هم ټینګار وکو، نو  (7.2)واسطه تعین سوی ده. که غواړو چي د 

(a)≦X  .په څېر په نښه کوو  

الف( وښیاست چی په ښه ترتیب سوی سیټ کي هره مناسبه ټوټه د یوه عنصر  5.7.تمرین  

 پذریعه تعینېږې. 

داسي  ,a,b∈X a≠bبېلګه ترسیم کي، چي په هغه کي  ≧,Xب( د نیمګړې ترتیب سوي سیټ  

 دي.   X(a)=X(b)وجود لری ،چی 
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مپینګ د  2X →1f: Xنیمګړې ترتیب سوي سیټونه دي.د  2X,≧2او  1X,≧1فرضوو چي  

 متصاعد مپینګ په نامه یادوو، که د هر :

  x,y∈X1, x<1y → f(x)<2f(y)   (7.3) 

 متصاعد بایجکشن دي.   2X →1f: X فرضوو چي  6.7.تمرین 

متصاعد  f−1هم خطې ترتیب دي او  2X,≧2خطې ترتیب وي، نو  1X,≧1الف( وښیاست که  

 مپینګ دی. 

 متصاعد نه وي.  f−1ب( داسي بېلګه راوړئ چي په هغه کي  

 f−1او  fه نامه یادوو، که پ Isomorphismزم بایجکشن مپینګ د آیزومورفې 2X →1f: Xد  

په مپینګ  (nested)غوټه سوې یا ځاله سوي مپینګ د  2X →1f: Xدواړه متصاعد مپینګونه وي. د 

 ې. وآیزومورفېزم باند ي  2X⊆(f)Hڅخه پر  1X د   f، که نامه یادوو

 نیمګړئ ترتیب سوي سیټ دي.  ≧,Xفرضوو چي  7.7.تمرین  

نیمګړئ ترتیب عملیې ته  ⊇نظر د  U(X)د سیټ د ټولو ټوټو سیټ  Xد ثابت کي چي، الف(  

 سوي سیټ دي. 

په سیټ کي د داسي ټوټو سیټ دي، چي لوی ترین عنصر  ≧,Qد  Rب( فرضوو چي  

 ⊇,Rڅخه پر   ≧,Rمقطع په نامه هم یادېږي( . د  ونلري)دغه ډول ټوټه کله کله د دی دی کیند د

 آیزومورفېزم ترسیم کي. 

نیمګړې ترتیب سوي سیټ وي،  ≧,Xبه لا دلته راوړو. که « لنډونه»یوه طبیعی ګټوره  

B,A⊆ X : نو ، 

     A<B 

او  A<aدپاره د  a∈Xدي. په همدي مفهوم د  x<yدپاره  y∈B، د هر  x∈Aپدی معنی دی، چي د هر 

a<A .د نښو څخه کار اخلو 

 نور تمرینونه 

. دهغه په کتاب کي ډېر ښکلې تمرینونه دي، چي د ګراف د  کتاب ولولئ J.Bosák[4]د  8.7. 

 مفهوم په مرسته په ښه ظرافت سره حلېدای سي.

څرګنده ده چي د دوه عنصره سیټ دپاره، دوي غیر آیزومورف نیمګړې ترتیب سوي  9.7. 

عنصره سیټ دپاره څو غیر آیزومورف  4یا  3سیټونه )د هاسه ډیاګرام یې رسم کئ( وجود لري. د 

 نیمګړې ترتیب سوي سیټونه وجود لري؟

 سیټ دي، وښیاست چي: Xفرضو چي  10.7. 

 نیمګړئ ترتیب سوی سیټ دي. P ⊇,(X)الف(   

 سپریمم او انفیمم لري. A⊆ P(X) ب( هر  
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عنصره  mعنصره او لږ تر لږه  nالف( دهغه نیمګړئ ترتیب سوی سیټ چي اعظمی  11.7. 

 ولری ، د هاسه ډیاګرام رسم کئ. 

 nسیټ پداسي حال کي چي د ترتیب اړېکه دوېش وړتوب وی، اعظمی  A⊆Νد ب(   

 عنصرونه ولری، څه وخت وجود لری؟ mاو لږ تر لږه 

 د سیټ د دیدیکیند  Aتمرین وګورئ( دي. ددی دپاره چي د  7.7) A⊆Rفرضوو چي  12.7. 

 سره آیزومورف وي، کافې او لازمې شرط یې فورمولبندی کئ.  ≧,Rمقطع ګانو سیټ د 

وجود ولري، نو ثابت کئ چي   inf B, sup Aوي او  A,B⊆X  ،A<Bالف( که  13.7. 

sup A≦inf B  .دي 

 دي.  sup A=inf Bداسی بېلګه راوړئ چي په هغه کي  ب(  

 

 (sequences)حقیقې عددونه او لاړونه  8.2. 

د لاړ د مفهوم څخه به کارواخلو، څو د حقیقې عددو په هکله په هغه څه ځانونه خبر کړو، چي  

 وروسته به ضرورت ورته ولرو.

د حقیقې عددو د څېړنو په هکله په خاص ډول او د ریاضې د پېچلو ساختمانو د څېړنو په هکله  

 دلته به لنډ ډول د)متریکې فضاوې او ورته ساختمانونه( په خاص ډول د لاړ مفهوم ډیره قوی آله ده. 

 بنسټېزو حقیقتونو یادونه وکړو. ځینو

nکه  n 0
{a }

 ړ وي، نو د د حقیقې عددو لاa میټ په نامه یادېږي ) عدد دهغه د لn
n

a alim


  لیکو( که د

وي.  εa|<−n|a  دپاره 0n≧nد هر  لري، چيووجود  0n طبیعی عدد  دپاره داسي 0ε<هر حقیقې عدد 

n داسي وجود ولري چی  عدد aکه د 
n

a alim


  ویو نو وایو چي دn n 0
{a }

 لاړ متقارب

(convergent)  ،یا نژدي کېدونکئ دي. د ریاضې د انالایز د ابتدائې کورس څخه لوستونکئ پوهېږي

 ( لاړ متقارب دي. دود او غیر متنازل )نه ښوئیدونکئمحچي 

n فرضوو چي  1.8.تمرین   n 0
{a }

  د حقیقې عددو غیر متنازل لاړ دی. د هرN∈n  دپاره

K≦na  دي. و ښیاست چي دN}∈; nn=sup{aα میټ دی)د عدد د راکړه سوی لاړ لα  موجودیت د

 تضمینوی(.دیدیکیند پرنسیب 

nکه   n 0 n n 0
{s } ,{a } 

   0دوه داسی لاړه وي، چي=s0a  او د هرn  دپارهn+1+an=sn+1s  وي، نو

nپه نامه یادوو او په  (Series)هغه بیا د عددې سلسلې 
n 0

a




  .که د سره یې ښیوn n 0
{s }

 لاړ متقارب

وي، نو د هغه لمیټ د سلسلې د جمع د حاصل په نامه یادوو او په 
n

n n k
n nn 0 k 0

a s alim lim


  

    سره

 یې ښیو. دسلسلې په هکله هم وایو چي سلسله متقاربه ده.
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فرضوو چی  2.8.تمرین  
n

n 0

b




  د غېر منفی عددو ، عددي سلسله ده. پدي معنی چي د هرn 

≧Kدپاره  nعدد داسي وجود ولري، چي د هر  Kدي. که د  na≦0دپاره 
n

k
k 0

a


   وي، نوثابته کئ چي د

n
n 0

a




 د تمرین د نتېجې څخه په استفاده سره یې ثابته کئ.  1.8سلسه متقاربه ده. د 

دي. و ښیاست چي د  nb≦na≦0دپاره  nفرضوو چي د هر  3.8.تمرین  
n

n 0

b




  د سلسلې د

nتقارب څخه د 
n 0

a




  د سلسلې تقارب استنباط کېږي. علاوه پر دي  n
n 0

b




 ≦ n
n 0

a




 .دي 

 سره اېږدو. بیا نو : n=qnaدي.  q<1≦0فرضوو چي  1.8.بېلګه  

 
n 1n

n

n k
k 0

q 1
s a 1 q ... q

q 1






     


  

دي. څرګنده ده چي 
n 1

n

q 1 1

q 1 q 1
lim








 
nوجود لري. ځکه نو  

n 0

1
q

q 1








  دي. دغه سلسله د

 ∎   هندسې سلسلې په نامه یادېږي. 

ترسیم کړو. خپلې څېړنې به داوس به نو د حقیقې عددو ارائه د طبیعی عددو د لاړو په مرسته  

،  Whole Partمکمله برخه  αوي، نود  ∋Rαانتروال پر حقیقې عددو باندي محدودي کړو. که 0,1

 لوی نه وي.پدي معنی چي: αتام عدد څخه چي تر سره یې ښیو، عبارت دي دهغه  [α]چی په 

  [α]≦α<[α]+1   (8.1) 

بڼه لري، پداسي حال کي چي  β=z+αد   αهر حقیقې عدد دي. ددي اسیته  −0,1∈]α[αدي. بیا نو 

Z∈z  0,1اوβ∈  .دي 

nثابت طبیعي عدد دي. د طبیعي عددو لاړ   p ،p>1فرضوو چي   n 0
{x }

  دp  پر قاعده باندي

 او په لاندې ډول یې لېکو: 11د څرګندونې په نامه یادوو αد حقیقې عدد 

   α=0,x0x1⋯xn  ⋯|p  

 که لاندنې شرطونه پر ځای کي:

  (8.2)     1}−{0,1, ... ,p∈nx  د هر ،n دپاره 

    n

n 1
n 0

x

p






 =α     (8.3) 

                                           
 پدي هکله جزئیات د الجبر او عددونود تیوري په دوهمه برخه کي لوستلای سي.)نیازمن( 11
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  په نامه یادوو. (digit)ـام رقم  (n+1)د عدد په څرګندونه )ارائه( کي د  α  پر قاعده د pعدد ، د  nxد 

nبېلګي د نتېجو پر بنسټ په ساده ګي سره لیدلای سو چي د هر   1.8تمرین او  3.8د  n 0
{x }

 لاړ د

شرط پر ځای کي د  (8.2)پاره چی د 
n 1

n
n 0

x .p


 



   سلسله متقاربه ده او د هغه د جمعې حاصل د

 اوس به وښیو چي معکوسه ادعا هم صدق کوي.د انتروال څخه عدد دي. 0,1

پر قاعده باندي څرګندونه وجود لري. علاوه پردي دغه  pدپاره د  ∋0,1αد هر  1.8.قضیه  

 څرګندونه، غیر له لاندی حالت څخه،  بي ساری ده.

  
n 1 n 1

n n n n
n 0 n 0

x .p y .p x ,y {0,1, ,p 1}
 

   

 

     (8.4) 

0n 0د  داسي وجود لري چيn>n 0= دپارهnx ،1−=pny  ، 0دn<n  دپارهn=ynx  او
0 0n n

x y 1  

 دي.

nدي. د   ∋0,1αثبوت. فرضوو چی  n 0
{x }

 لاړ به داسي جوړ کو چی دp  پر قاعده دα   د عدد

n د وي، نو =1αڅرګندونه وي. که  n 0
{x }

 لاړ په داسي حال کي چي د هرn  1دپاره−=pnx  دي، د

p  پر قاعده دα   د عدد څرګندونه ده. ددی اسیته فرضولای سو چي0,1α∈  .ده 

 p]α∙[=0x .1د لاندنې فورمول له مخې سره اېږدو,x⋯,nx : پیدا کوو 

  
n

k 1 n 2

n 1 k
k 0

x x .p .p  




        
  

 د ریاضي د استقراء په ذریعه ثابتولای سو چي:

   xn∈{0,1, ⋯,p−1}   (8.5) 

   0≦α−
n

k 1

k n 1
k 0

1
x .p

p

 




   (8.6) 

α≧دپاره   nڅرنګه چي د هر  
n

k 1

k
k 0

x .p 



  دي، نو ≦α
n

k 1

k
k 0

x .p 



=β  .و به ښیو چي دي

β=α  دي. کهβ<α  ،نو داسی وایn  به وجود درلودلای چي<α−βn−1−p  : دي. بیانو 

  
n

k 1

k n 1
k 0

1
x .p ( )

p

 




     

ځکه نو ویلای سو چي دغه ډول اوډل سوي  غیر مساوات پر خلاف دي. (8.6)کیدي. خو دغه حالت د 

nد عدد څرګندونه ده. فرض کړو چي د   αپر قاعده د  pلاړ د  n 0
{x }

  اوn n 0
{y }

  دp  پر قاعده دα  د

کوچنئ ترین طبیعي عدد دی ، چي  0nو چي عدد دوي یودبله سره بېلې څرګندونې دي. فرضو

0 0n n
x y  دي. بیله دي چي عمومیت مو نقض کړی وي ، فرضولای سو چي

0 0n n
x y  .دي 
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 دی.بیانو قدم پر قدم به لاندنې اړېکه لاسته راسي: n=ynxدپاره  0n<nپاملرنه وکئ، چي د  

 
0 0

0 0 0

0 0

0 0

0 0 0

0 0

0

n 1 n 1
n 1 n 1 n 1n 1 n 1 n 1

n n n n n
n 0 n 0 n 0

n 1 n 1
n 1 n 1 n 1n 1 n 1 n 1

n n n n n
n 0 n 0 n n 1

x .p x .p x .p x .p (x 1).p p

y .p y .p p y .p y .p y .p

 
          

  

  
          

   

      

     

  

  

 

پدي معنی چي په پاسنې ټولو درو غیر مساواتو کی باید مساوات صدق وکي. په لمړې غیر مساوات کي 

صدق وکي.په دوهم غیر  0nx=دپاره  0n>n ، مساوات یوازی او یوازی هغه وخت صدق کوي ، چي د 

مساوات کي هغه وخت چي 
0 0n n

y x 1   مساوات هغه وخت او بلاخره په دریم غیر مساوات کي ،

 وي. ددغه حقیقتو څخه د قضیې ادعا استنباط کېږي. pny=−1دپاره  0n>n د صدق کوي، چي 

q.e.d. 

د طبیعی عددو د لاړو په مرسته ، دحقیقی عددو د پاسنې څرګندونې څخه به په راتلونکې کي  

 نور هم زیات کار واخلو. 

د سیټ)د ټولو طبیعی عددو د سیټ د سب سیټو د سیټ N(P  )(پدي بېلګه کی به د  2.8.بېلګه  

 وي، نو  N⊆Aساده مپینګ ترسیم کو. ساختمان یې ساده دي؛ که  fپه انتروال کي د 0,1څخه د 

   
k 1

A
k 0

f (A) 2 (k) 3


 



      (8.7) 

A د ایږدو.
  پدي معنی چي د بېلګې په ډول :کي تعریف کړه. رساله  2.5تابع مو په 

   
k 1

k 0

1

3f (N) 2 3 2 1
1

1
3


 



    


  

 اودي. 

  
k 1 2k 1

2N
k 0 k 0

1
33f (2N) 2 (k) 3 2 3 2

1 41
9

 
   

 

       


   

    
n

k 1

n 1
k 0

1
f 0,...,n 2 3 1

3

 




     

دي.  N ⊆2,A1A  ،2A≠1Aمپینګ، ساده مپینګ دي.فرض کړو چي  fاوس به نو وښیو چي د  

کوچنئ ترین  kدي. فرضوو چي  2A ∉kاو  1A ∈kوجود لري ، چي د بېلګې په توګه  kبیا نو داسي 

 دي.  2A∈n≡1A ∈nدپاره  n<kداسي عدد دي، پدي معنی چي د 
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 بیابه د شمېرنې په نتیجه کي لاسته راسي :

2 2

2

1 1

m 1 k 1 m 1

2 A A
m k m k

m 1 k 1

A
m k

m 1 k 1 m 1 k 1

A A 1
m k m k

f (A ) 2 (m) 3 0 3 2 (m) 3

2 (m) 3 3

2 (m) 3 3 2 (m) 3 2 3 f (A )

 
     

 


   



 
       

 

       

   

        

 



 

 

∎ 

او یا د کانټور د دیس کانتینووم  C=H(f)د مپینګ د قیمتو ساحه د کانټور د سیټ  fد 

Cantor Discontinuum .د )د کانتور پرې پرې سیټ( په نامه یادېږيC   د سیټ د تعریف

د درو پر قاعده ارائه سوې  xوي، نو  x∈ Cڅخه په اسانې سره لیدل کېږي، چي که  (8.7)او

 د عددو څخه تشکیل سوې دي.  2او  0دي او یوازي د 

C 1 :وښیاست چي 4.8.تمرین  5 2
, ,

2 6 2
   

xښکاره ده چي، معکوسه ادعا هم صدق کوي: که  0,1  د درو پر قاعده څرګندونه

 دي. x∈ Cد رقمو څخه تشکیل سوي وي، نو  2او  0یې یوازي د 

∋ Cوښیاست چي  5.8.تمرین 
1 19 9

, ,
3 27 13

 f(A)داسي پیدا کړې، چي د  Aدي. د  

قیمت په ترتیب سره 
1 19 9

, ,
3 27 13

 وي.  

x باندی د هغو  nCپه  3.8.بېلګه  0,1 سیټ په نښه کوو، چي د هغو د درو پر

قاعده د په څرګندونه کي 
k 1

k
k 0

x x 3


 



   ،=1nx : وي. په آسانې سره لیدل کېږي، چي 

  C= 0,1 − n
n 0

C




  

سیټ په رسم کي د  Cشکل کی رسم سوي دي. دغه ډول کولای سو چي د  2.13سیټونه په  C1C,0د 

 ∎شکل وګورئ.  2.14د انتروال هغه برخه چي خط سوی نه وي ، څرګند کړو، د  0,1

 x∋0,1ساده مپینګ ترسیموو. که  hپه سیټ کي  N(P( انتروال څخه د 0,1د  4.8.بېلګه  

nد دوو پر قاعده  xوي، نو  n 0
{x }

 ارائه سوي دي. که دx  عدد دوي مختلفې څرګندونې ولري، نو هغه

مپینګ په لاندې ډول  hرقم ولري.د  1څرګندونه یې ټاکو، چي د معین ځای څخه وروسته  یوازي د 

 تعرېفوو:

  h(x)={n∈N;   xn=1 } 
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N(P 1( په آسانې سره خپل باور راوړلای سې، چي      1
h : 0,1


  .دي∎ 

  

په پورتنې مپینګ کي د  6.8.تمرین   
1 2 1

h ,h ,h
2 3 7

     
     
     

قیمتونه پیداکړې. وګورئ  

 د مپینګ قیمت دي. hد سیټو څخه کوم سیټ د  k∙N, {0,1,...,n},2N,Nچي د 

 

 قې عددو په هکلهبلزانو، کوشې او دي دیکیند د حقی ضمیمه ـ ارشیمیدس ،

د حقیقې عددو د نوی خاصیتو رسالې په شروع کي مو وویل چي د دي دیکیند پرنسیپ  1.2د 

څخه نه دی. پدی معنی چي هغه د ارشیمیدس ، بلزانو او کوشې د معروفو خاصیتو څخه استنباط کېږي. 

 په دغه برخه کي به په دقت سره یوه لنډه کتنه ورته وکو. 

n د حقیقې عددولاړ n 0
{a }

  د بلزانوـ کوشې په لنډ ډول دc-b  0<لاړ په نامه یادېږي، که د هرε 

 صدق کوي.  ε|<ma−n|a دپاره  0n≧m,nوجودلري، چي د اختیاري  0nدپاره داسی 

 لاړ دي.  b-cوښیاست چي د حقیقې عددو هر متقارب لاړ  7.8.تمرین 

 . دو هر بلزانوـ کوشې لاړ متقارب ديد حقیقې عد 2.8.قضیه 

n فرضوو چي ثبوت .  n 0
{a }

 لاړ دي.د  د بلزانوـ کوشېε=1  0داسي دپارهn  وجودلري، چي

 دي.فرضوو چي: ma−n|a>|1 دپاره  0n≧m,nد هر

 M={x∈R; (∃k)(∀n≧k) an≧x} 

−M∈1څرګنده ده چي 
0n

a  دي، پدي معنی چي دM  1+سیټ خالې نه دي. د بلې خوا
0n

a  د

M  د سیټ لوړنئ سرحد دي، ددی اسیته 

   α=sup M  

n    وجود لري. اوس به نو وښیو چي 
n

alim


  . 
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 x∈Mد سیټ لوړنئ سرحد نه دي. ځکه نو داسي  Mد  α−εدي. بیانو  ε>0فرضوو چي  

دي. د بلزانوـ  xna≦دپاره  n≧kداسي وجود لري، چي د  kوي. بیانو  x>α−εوجود لري چي 

دپاره  1n,m≧nوجود لري، چي د  1nکوشې د شرط څخه استنباط کېږي، چي داسي 
2


|<ma−n|a 

دي. څرنګه چي 
2


α+  دM   1په سیټ اړه نلري، نو≧n2n  داسي وجود لري، چي

2


<α+

2n
a 

 وي، نو : nn≦3دي. که  max{k,n3n=1{دي. فرض کړو چي 

 an≧x>α−ε, 
2n n

a a
2


  , 

2n
a <α+

2


 

  q.e.d    کېږي.  α|<ε−n|aصدق کوي. په مجموع کي 

قضیې په ثبوت کي د دی دیکیند د  4.1قضیې په ثبوت کي او د  2.8پاملرنه وکئ چي د  

اوس به نو معکوسه قضیه ثابته کړو. دغه قضیه دقیقه نه ده کار اخیستل سوی دي. اساسآ پرنسیب څخه 

د امکان په صورت کي د هغه دقیقه  -فورمولبندی سوي . هیله ده چي لوستونکئ مي وبخښې

 فورمولبندي پخپله وکي. 

خاصیتونه ولري.  (1.2) -(1.7)ی فیلډ دی چی داس ≧ ,K,+, ∙ , 0,1فرضوو چي  3.8.قضیه  

 Kلاړ په  b-cقضیه صدق کوي( او هر  4.1د ارشیمید پرنسیپ پر ځای کي)پدی معنی چي د  Kکه 

 د دیدیکیند پرنسیپ هم پرځای کوي.  Kکي متقارب وی، بیا نو 

دي)د الجبر د معروفو  Q⊆Kچي خاصیتو پر بنسټ کولای سو فرض کړو  (1.2) -(1.7) د ثبوت . 

 قضیو څخه ده( . 

د سیټ لوړ  Mد  aد لوړی خوا محدود غیر خالي سیټ دي. فرضوو چي  M⊆Kفرضوو چي  

داسی وجود  x∈M. بېله دي چي عمومیت مو نقض کړی وي، فرضولای سو چي پوله( دی)سرحد

nراسی چي د ،هم مثبت دي.  a< 0دي. ځکه نو  x< 0لري، چي  n 0
{a }

  لاړ جوړ کو. څرنګه چيK 

وجود لری چي  kدپاره داسي  N∈nثابت د ارشیمیدس پرنسیپ پر ځای کوي، نو د یوه راکړه سوي 

n
k a

1

2
 .ځکه نو ديN∈k  داسی وجود لري، چي 

n

1
k

2
  دM  د سیټ لوړسرحد دی.فرضوو

nدغه ډول کوچنئ ترین عدد دی ، بیانو  kچي  n

k
a

2
  سره اېږدو. ځکه نو دM∈x  دپاره صدق کوي

nداسی وجود لري، چي  M∈xدی او  na≦xچي  n

1
a x

2
   دی.)دلته مو د هغۍ فرضیې څخه

n  د سیټ کم عنصر مثبت دی(. اوس به وښیو چي د  Mاستفاده و کړه چي د  n 0
{a }

  لاړc-b  یعنی(

داسي وجود لری، چي  0nدی. بیانو  ε 0<کوشی لاړ( دی. فرضوو چي  –بلزانو 
0n

1

2
   دی. په

 لاندنې اړېکه صدق کوي: 0n≧nساده ګي سره لیدلای سو ، چي د 

   
0 00

n n nn

1
a a a

2
   
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دپاره  0n≧n,mددی اسیته د 
0

n m n

1
| a a |

2
     .د دیc-b  لاړ د فرضیې له مخې دغه لاړ لمیټ

nلري، فرض کړو چي 
n

alim


   .دی 

 na≦xد پاره  M∈xدی او د هر  N∈nدی. څرنګه چي  sup Mα=اوس به نو وښیو چي  

د  βفرضوو چي د سیټ لوړنئ سرحد دی.  Mد  αدی معنی چي دی، پ x≦αداسی صدق کوي، چي 

M  د سیټ بل لوړ سرحد دی. غواړو ثابته کو چيβ≧α  .که دهβ<α  0وای، نو داسيn  وجود به

)β)>β+α د پاره به  0n≧nدرلودلای، چي د 
1

2
>na  0وای. څرګنده ده چيn≧m  ،داسي وجود لري

چي
m

1 1 1
( ) ( )

2 2 2
         .بیا به نو دیM∈x  داسی وجود ولریm m

1
a x

2
   .وی

m  مګر  m

1 1 1
a ( ) ( )

2 2 2
         دی. پدی معنی چيM∈x  داسي وجود

دي. خو دغه حالت د لوړنې سرحدد خاصیت سره په تضاد کي دی. پدي ډول قضیه  x>βلري ، چي 

   q.e.d ثابته سوه.

 نونهنور تمری 

پر قاعده د څرګندونې په  pد  nلاړ د طبیعی عدد  x1...,x,kx,0وي ، نو د  N∈N, n∈p>1, pکه  8.8.

او  p∈ix,...,0,1}-{1دپاره  i=0,...,kنامه یادیږې ، که د 
k

i

i
i 0

x p n


  وي. په هغه صورت کی چي

k>0  0وي، نو≠kx  دي. ثابته کئ چي هر طبیعی عدد دp  څرګندولای سو. پر قاعده په یوازنئ بڼه 

 p−1 ثابته کئ چي پر قاعده څرګندونه ده.بیا نو pد  nد طبیعی عدد  x1,...,xkx,0فرضوو چي  9.8.

عدد ووېشې. په ورته  x1+...+xkx+0د   p−1وېشې، که nیوازی او یوازی هغه وخت طبیعی عدد 

د  p+1طبیعی عدد وېشې، که  nیوازی او یوازی هغه وخت د  p+1ډول 
k

1 2 k0
x x )x 1 x(      عدد ووېشې. کهp=10 وي ، نو عدد به څه ډول بڼه ولري؟ 

kپر قاعده څرګندونه  pد عدد د  ∋0,1αد  10.8. k 0
{x }

  د متناهې څرګندونې په نامه یادېږي، که

په  riodicepپر قاعده څرګندونه د دورانې   pوي. د 0kx=دپاره  0k>nوجود ولری، چي د  0nداسې 

nدپاره  0n>nعددونه داسې وجود ولري، چي د  N∈,l0nنامه یادېږې، که د  1 n
x x


  وي. پدی معنی

عدد یوازی او یوازی هغه وخت  αچي متناهې څرګندونه هم دورانې څرګندونه ده. وښیاست چي د 

 پر قاعده دورانې وي.  pناطق عدد دی، چي د هغه څرګندونه د 

فرضوو چي  11.8.
m

r 0,1
n

   دی. پداسي حال کي چيm  اوn  .یو پر بل باندي د وېش وړ ندې

 k∈Nپر قاعده متناهې څرګندونه لري، که د  pعدد یوازي او یوازي هغه وخت د  rثابت کئ چي د 

 عدد ووېشې. kpد  nعدد داسي وجود ولري ، چي 
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که  ثابت کئ چي ،  12.8.
m

r 0,1
n

   دp پر قاعده دورانې څرګندونه ولري، نو دl  دوران ترn 

 کوچنئ دی. 

 aتابع د  fدي. وښیاست چي د  ,0,1f:(0, 1), ∈N, a∈p,q>0, p,q⟶0,1فرضوو چي  13.8.

 په عدد کي یوازې او یوازې هغه وخت متمادې ده، که لاندنئ شرط صدق وکي: 

رقمونه مساوي  mڅرګندونې لمړې  xاو  aپر قاعده د  pوجود لري چي که د  mدپاره داسي  nد هر 

 رقمونه مساوي دي.  nڅرګندونې لمړې  f(x)او  f(a)پر قاعده د  pوې ، نو د  

پر انتروال باندي  0,1د تېر تمرین د نتېجي څخه په استفادي سره د کانتور د سیټ څخه د  14.8.

 متمادی تابع ترسیم کئ. 

وجود لري،  ∋C −0,1xداسي  α<β≦10≧ثابت کئ چي د هرو دوو حقیقې عددو دپاره  15.8.

 دی. α<x<βچي 

ثابته تابع  fمتمادي مپینګ وي، نو  Cکانتور په سیټ کي انتروال څخه د 0,1د  fثابت کئ، که  16.8.

 دی. f(x)=aدپاره  x∋0,1داسي وجودلري چي د هر  C ∈aده. پدي معنی چي 

غیر منفي عددونه داسي پیدا کي چي د  ηاو  εدی. د  n>0,p>1,a∋0,1 چيفرضوو 17.8.

a ,a    انتروال د هغوx  سیټ وي، چي دp  پر قاعده دa  د څرګندونې سره لمړېn  رقمونه

 ي. مساوی لر

 داسي وجود لري، چي: 0ε<وي، نو داسي  ∋C −0,1xثابت کئ ، که  18.8.

   C −0,1 ⊆)+ε, xε−(x .دی 
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 دریم فصل

 د سیټ د عنصرو شمېر څه شې ته وایې
  

د بلزانو او جورج کانټور د لایتناهی په هکله د خپلو څېړنو په لړ کي سمدستي د مختلفو برنار

وهي پپه دغه هکله د بشریت دباید د هغوی ترعصر پوري  هغویلایتناهی په پرتله کولو شروع وکړه. 

 عددفکوری څخه چي د سیټ د عنصرو شمېر. هغوی ددغی م ټې څخه اوږه خالي کړی وایاوتفکر د پې

خپلي څېړنې یې د دتمدن د کښتو پوړو څخه داسي راپېل کړه ، چي ددوو سیټو د وکړه او دی، ډډه 

 رساله کي تشریح کو.  1.3ره به په دغه مفکوعنصرو شمېر سره پرتله کي.

، رساله کي مو اشاره ورته وکړه  2.1رساله کي به د بلزانو و هغي مفکوری ته چي په  2.3په 

قدم پر قدم داسی ادامه ورکوو، چی پلو څېړنو ته پدی هکله چي لایتناهی څه شي دی پاملرنه وکړو. خ

او د  countableوړتوب  پهد شمېرډول ساده نه په ټونه تعریفوو او د لایتناهی سیټولمړئ متناهی سی

رسالو کي به  8.3او  7.3په .صنف بندی کووباندی یا بې شمېره   Uncountableشمېر په نه وړتوب 

 4.8او  2.7هڅه وکو چي لاسته راغلي پوهه د ریاضی د ګټوروقضیو د ثبوت دپاره په کار واچوو)

 بېلګه ...(

 

 کي چاکلیټ څنګه وېشې کوچنیان په خپل منځ    1.3.
 

پدي رساله کي ددو سیټو د عنصرو د شمېر مفهوم او د هغه اړوند مفهومونه تعریفوو. دغه مفهومونه به پر یو 

 شمېر بېلګو باندی ترسیم کړو.

څوړه د چاکلیټو ک هدوه ښه تربیه سوي کوچنیان په نظر کی نیسو چي په خپل منځ کي عادلانه یو

دمخه دي اوکه یې فکر د  نځې وووېشې. د هغوی تګ لاره پدی اړه لري چي آیا دعمر له مخې تر ښو

نځې زده کونکئ د چاکلیټو د کڅوړې محتوا شمېرې ودرسو تر تآثیر لاندی راغلئ دی. د ښونځې دوښو

پر دوو د اړه لری چي آیا او بیا یې پر دوو وېشې او د خپل انډیوال برخه ورکوی. دوېش عدالت پدی 

وېش نتیجه او د چاکلیټو شمېرنه درسته ده او که غلطه. ددغه ډول وېش دپاره لازمه ده چي لږ تر لږه 

 وېش سره بلد وي.  پر دوو د

نځې ته لا نه وی تللې ، دغه پرابلم په ډیره ساده ګې سره حل کوي. وهغه کوچنیان چي ښو

سیسټم څخه کار اخلي. هغوی پدی ندی خبر چي په کڅوړه کي څو د « یو یې زما ـ یو یې ستا» هغوی د 

دخپل وېش پر عدالت باندي ، ، خو )هغوی ته د چاکلیټو شمېر په زړه پوري هم ندی( داني چاکلیټ دي

د سیټ شمېر  Aي چي د لمړې کوچنې د چاکلیټو دپه غالب ګمان سره پدی باورلرپر حق،  باوری دي. 

په شکل کي  1.3د سیټ دشمېر سره مساوی دی. د هغوی کړنلاره د  Bد دوهم کوچنې د چاکلیټو د 

وینی  زده کونکيشکل وګورئ( ، نو د لیسی  2.3مپینګ وراضافه کړو) fترسیموو. که دغه شکل ته د 

 پر سیټ باندی ساده مپینګ دي.  Bد سیټ څخه د  Aمپینګ د  fچی د 
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،هغه وخت چي وغواړي یوه ټولګې پر دوو مساوي  د ورته کړنلاري څخه د سپورټ ښوونکي 

ګروپو یا ټیمونو ووېشې، کار اخلي. ټوله زده کونکې پر اول او دوهم باندي وېشي. هغه چي اول دی په 

یوه ګروپ او هغه چي دوهم دي په دوهم ګروپ کي راغونډېږي. که د زده کونکو شمېر جفت وي، نو 

 ټولګې د زده کونکو شمېر راته معلوم نه وي. دواړه ګروپه سره مساوي دي. که څه هم د

ځیر سو ، نو اصلآ هغومره  دي ، څه معنی؟ که دقیق ونهپنسل 65دا چي په یوه قطې کي  

لږوي. پدي معنی ، هغه وخت چي  65او یا طبیعي عددونه چي تر عددونه  2,1,...,65دي، لکه پنسلونه 

پوه یو چی د دغه سیټ د عنصرو شمېر دونه عنصره لري. یوازي پدی  n  ،n∈Nپوهېږو چي یو سیټ 

 سیټ. {k∈N; k<n}د سیټ د عنصرو شمېر. او یا لکه د  {n,...,1,2}دي لکه د 

د پورتنیو بېلګو څخه استدلال کولای سو چي زموږ دپاره اصلآ په لمړې قدم کي دغه واقعیت  

ه بیا دسیټو د عنصرو په زړه پوري دي چي کله دوه سیټونه مساوي شمېر عنصرونه لري . او وروست

شمېر)کله کله د عنصرو په شمېر پسي هم نه ګرځو( . موږته دغه په زړه پوري ده چی د عنصرو 

 شمېر یعنی څه؟

سیټونه دي. وایو   Bاو  Aد پورتنیو مفکورو سره یو شان نوی مفهوم تعرېفوو. فرضوو چي   

)حجم()په انګلیسی کي بوج سیټونه مساوی  Bاو  Aشمېر عنصرونه لری یا د مساوی   Bاو  Aچي 

Power  ورته وایې.( لری، لیکو یې|A|=|B|  که د ،A  د سیټ څخه دB  پر سیټ باندي ساده مپینګ

پر سیټ باندی بایجکشن وجود ولری.  Bد سیټ څخه د  Aوجود ولري. پدی معنی هغه وخت چي د 

معمولآ د دووسیټو د مساوي شمېر عنصرو سره افاده کوو. موږ  |A|≠|B|په د بیان نفی   |A|=|B|د

پر  |A|د سیټ د بوج د په نښه کولو دپاره د  Aپرځای د دوو سیټو د مساوی بوج په هکله ږغېږو. د 

Aځای د 


د نښې څخه هم کار اخیستل کېږي. دغه نښه د لمړې ځل د پاره کانټور را منځته کړه. پدی  

A ،په معادل ډول،  پر ځای   |A|=|B|ډول د  B
 

  .هم لیکلای سو 

 {0,1,2}سیټونه مساوی بوج لری. ځکه چي د  {a,b,c}او  {0,1,2}الف( د  1.1.بېلګه 

 پر سیټ بادی ساده مپینګ وجود لری ، چي هغه عبارت دی له: {a,b,c}دسیټ څخه د 

  f={[0,a], [1,b],[2,c]} 

دپاره د  x∈(0,1)انتروالونه هم مساوی بوج لري. ځکه چي د  (0,2)او  (0,1)ب( د  

g(x)=2x  پر انتروال باندی ساده مپینګ ترسېموي.   (0,2)انتروال څخه د  (0,1)تابع د 
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پر سیټ   2Nمپینګ د طبیعی عددو څخه د جفتو طبیعی عددو h(n)=2nدپاره د  n∈Nد ج(  

دی معنی چي د طبیعی عددو دسیټ بوج د جفتو طبیعی دی. پ |N|=|2N|ساده مپینګ دي. ددی اسیته 

عددو د سیټ د بوج سره مساوی دي. په بل عبارت د طبیعی عددو شمېر د جفتو طبیعی عددو د شمېر 

 سره مساوي دي.

چي پرنوموړی  Aمستقیمو خطوسیټ ممکنو سطحه عین بوج لری لکه د ټولوهغو  ρد د(  

د عمودیت نقطه )د خط پنده(  pد عمود خط په مقابل کي  p∈Aپه مپینګ کي دهر سطحه عمود دی .

دغه ډول اېږدو.کي په مقابل  یېدسطحې د تقاطع نقطه  ρاو د  pاېږدو. پدي معنی چي د عمود خط 

 ∎    پر سطحه باندی ساده مپینګ دي.  ρد سیټ څخه د  Aمپینګ د 

 صدق کوي. |A|=|A|دپاره  Aالف(د هر سیټ  1.1.قضیه  

 دی.  |B|=|A|وي ، نو  |A|=|B|ب( که   

 دي. |A|=|C|وي، نو  |B|=|C|، او  |A|=|B|که  ج(  

 پر سیټ ساده مپینګ دی.  Aمپینګ د  Aidثبوت. الف( د  

رBد وي ، نو |A|=|B|که  ب(  پ

1 1
f:A مپینګ دA  د سیټ څخه دB  پر سیټ باندی وجود

د همدی قضیې له مخې معکوس مپینګ وجود لري.  A:B1-fد  قضیې په استناد 2.2.2لري. د 

 کېږي.  |B|=|A|پر سیټ ساده مپینګ دي. ددی اسیته  Aدغه مپینګ د 

رBدی، نود  |B|=|C|، او  |A|=|B|ج(څرنګه چي   پ

1 1
f:A  اوBر پ

1 1
g:C   بایجکتیف

 مپینګ دي. هم بایجکتیف f∘g:A→Cمپینګونه وجود لري.بیانو د 

q.e.d 

بایجکتیف مپینګ وجود لري. په  f:(0,1)→(a,b)وي، نود  a<b∈Rکه الف(  2.1.بیلګه  

ځکه نو سره کښېږدو.  f(x)=(b−a)∙x+aدپاره   x∈(0,1)رشتیا هم کفایت کوي چي د

|(0,1)|=|(a,b)|  قضیې له مخې د اختیارې  1.1دي.دc<d, a<b, a,b,c,d∈R  دپاره|(a,b)|=|(c,d)| 

 صدق کوي.

,ب( د تانجنټ تابع د  
2 2

  
 
 

 3.3پر سیټ باندي بایجکتیف مپینګ دي)  Rد انتروال څخه د  

,شکل، وګورئ(.ځکه نو  R
2 2

  
  
 

 دي.  

تابع چي د  f:(0,1)→,0)∞(د ج(  
1

f(x)= 1
x
  پذریعه تعریف سوي ده، بایجکتیف مپینګ

 ځکه نو د الف(، ب( او لمړې قضیې له مخې لاندنئ مساوات صدق کوي. .شکل وګورئ( 3.4دي)

  |(0,1)|=|(0,∞)|=|R| 

∎ 



78 

 

. په لاندنیو سیټونو کي جوړه په جوړه د  c<d, a<b, a,b,c,d∈Rفرضوو چي  1.1.تمرین 

 هرو دوو سیټو ترمنځ بایجکتیف مپینګ تعریف کئ.

 ,(∞+ ,R, (−∞,a)∪<b ,(∞+,a) ,(a,∞−) ,(c,d) ,(a,b) ,(0,1) )الف 

3a b 3a b
a, ,b

4 4

   
 
 

 

0,1) )ب  , (a, b , (c,d , (−∞,a , a ,∞), a ,b), c ,d), {[x,y]∈R×R; 

x2+y2=1}; 

0,1 )ج  , a,b , c,d , 3a b 3a b
a, ,b

4 4

 
 . 

   

   

د سیټ تر بوج  Bد سیټ بوج د  Aاوس به نو دلته نور مفهومونه معرفې کړو.وایو چي د   

په سیټ  B د سیټ څخه د  Aساده مپینګ د  fپه نښه کوو، که د  |A|≦|B|کوچنئ او یا مساوي دي ، د 

وی ، خو   |A|≦|B|د سیټ تر بوج کوچنئ دي ، که  Bد سیټ بوج د  Aکی ولري. وایو چي د 

|A|=|B|  صدق نه کوی . په هغه صورت کي لیکو|A|<|B| . 

دهغه سره  د انتروال تر بوج کوچنئ اویا 0,1د انتروال بوج د  (0,1)د الف(  .1.3بیلګه  

(0,1)مساوي دي. ځکه چي د 
id  کي ساده مپینګ دي.  0,1څخه په  (0,1)مپینګ د 

د سیټ څخه  {0}د سیټ تر بوج کوچنئ دي. څرګنده ده چي د  0,1د سیټ بوج د  {0}ب( د  

 |{0}|=|0,1|، خودي |{0}|≧|0,1|په سیټ کي ساده مپینګ وجود لري، پدی معنی چي  0,1 د

 پر سیټ ساده مپینګ وجود نلري.  0,1د سیټ څخه د  {0}صدق نه کوي. ځکه چي د 

زموږ د غوښتنې ساده مپینګ  Aidصدق کوي. په یقین سره  |B|≦|A|وي ، نو  B⊆Aج(که  

 ∎دي. 
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د غیر مساوات په ثبوت کي اکثرآ د ستونځو سره مخامخ کېږو . یو ډول باید ثابت  |A|<|B|د  

په داسې حالتو کي باید تل د یو پر سیټ باندي ساده مپینګ وجود نلري.  Bد سیټ څخه د  Aکړو چي د 

 چم څخه کار واخلو. 

دپاره لاندنئ غیر مساوات  n∈Nپدی بیلګه کي به وښیو چي د هر طبیعي عدد  4.1.بیلګه 

 صدق کوي:

  |{k∈N;  k<n}|<|{k∈N;  k≦n}|   (1.1) 

پدی معنی چي د لمړې سیټ بوج ددوهم سیټ دي.  {k∈N;  k≦n}⊇{k∈N;  k<n}څرګنده ده چي 

تر بوج کوچنئ او یا ورسره مساوي دي. باید وښیو چي ددوی بوجونه سره مساوي ندي. مستقیم  یې 

 یاضي د استقراء څخه به مرسته وغواړو. نسو ثابتولای. خو د ر

 V(0)ادعا په نښه کړو. څرګنده ده چي  |{k∈N;  k≦n}|≠|{k∈N;  k<n}|به د  V(n) په  

 دي او دوهم سیټ غیر خالې دي.  ∅={k∈N; k<0}صدق کوي، ځکه چي 

 V(n+1)استنباط به په غیر مستقیم ډول ثبوت کړو. فرضوو چي  "V(n)→ V(n+1) "د   

پر  B={k∈N;   k≦n+1}د سیټ څخه د  A={k∈N;  k<n+1}پدی معنی چي د صدق نه کوي.

د بیان په صفت صدق  V(n)مپینګ وجود لري. دلته غواړو ثابته کړو چي  د بایجکتیف fسیټ باندی د 

دي. ) د جزئیاتو په  |A−{n}|=|B−{n+1}|نه کوي ، پدی معنی چي د هغه نفی باید رشتیا وي، یعنی 

 د تمرین د نتېجې څخه کار اخلو(. ج  2.1.2  هکله یې فکر وکې، دلته د 

 دوه امکانه لرو:

پر سیټ باندی د  B−{n+1}د سیټ څخه د  A−{n}د  f|A-{n}وي، نو   f(n)=n+1که  1. 

 شکل وګورئ. 3.5 –صدق نه کوي  V(n) بایجکتیف مپینګ دي. ځکه نو 

عددونه داسي وجود لري ، چي  l≦n, k<n, k,lدي. بیانو د  f(n)≠n+1فرضوو چي  2. 

f(k)=n+1  اوf(n)=l (د  .3.6دي .)شکل وګورئ
1 1

on
g : A B  :مپینګ داسي تعریفوو

g(n)=n+1, g(k)=l  او د ټولوi≠n,k, i∈A  دپارهg(i)=f(i) .په دي حالت کي بیا هم سره ایږدو

پر سیټ باندي  B−{n+1}د سیټ څخه د  A−{n}مپینګ د  g|A−{n}د لکه په لمړې حالت کي 

 ∎صدق نه کوی. په نتیجه کي ثبوت تکمیل سو. V(n)بایجکتیف مپینګ دي. پدی معنی چي 
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 دي.ثابت کي چي: n<m, n,m∈Nفرض کړو چي  2.1.تمرین 

  |{k∈N; k<n}|<|{k∈N;  k<m}| 

بیلګې د نتیجې معکوسه ادعا هم په خاص مفهوم سره صدق کوي. که  1.3پاملرنه وکئ چي د ج 

|A|≦|B|  وي، نو دC⊆B  داسي وجود لري ، چي|A|=|C|  وي. په رشتیا هم د|A|≦|B|  غیر مساوات

، چي د کېږيڅخه استنباط 
1 1f : A B  ساده مپینګ وجود لري. دلته کفایت کوي چيC=H(f) 

 سره کښیښودل سي. 

 بوج په هکله د غیر مساواتو دابتدائې خاصیتو ثبوت لوستونکو ته پریږدم.سیټو د د  

سیټونه دي .ثابت کئ چي د هغوی د بوج په هکله لاندنې  Cاو  B,Aفرضوو چي  3.1.تمرین 

 خاصیتونه صدق کوي:

 دی. |A|≦|B|وي، نو  |A|=|B|الف( که  

 دي. |A|≦|C|، نو  |B|≦|C|او  |A|≦|B|ب( که  

 دی. |A|<|C|، نو  |B|<|C|او  |A|=|B|ج( که  

ادعا د ثبوت  تکل ندی « طبیعی»لوستونکئ به هرومرو ځیر سوی وي،چي تراوسه مو د  

قیقت ووینو چي دغه ادعا حوروسته به یې دی.  |A|=|B|، نو |B|≦|A|, |A|≦|B|کړئ، هغه داچي:که 

 دونه ساده ندی. کي د نورو ثبوتو په څېر،  لري ، خو ثبوت یې ،پدی رساله

 نور تمرینونه 

 پر سیټ باندي ساده مپینګ ترسیم کړئ، پداسي حال کي چي: Bد سیټ څخه د  Aد  4.1. 

 دي. y∧=1 21)−+(y2;  x2R∈B={[x,y]≠{2او    A=Rالف(  

 دي.  B=R×R×(0,∞)سیټ په سطحه کي د ټولو قوسو سیټ دي او  Aد  ب(  

 دي.  =1,1×1,1Bاو  2y+2; x 2R∈A={[x,y]≧{1ج(  
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NAد(   N  اوB .د طبیعی عددو د ټولو غیر متنازلو لاړو سیټ دي 

 دي. =0,1Bاو   y2; x2R∈A={[x,y}+2 {1=ه(   

 دي. y2; x2R∈{[x,y}∪B=A+2=2{او    y2; x2R∈A={[x,y}+2 {1=ی(   

 دي ، پداسي حال کي چي. |A|≦|B|ثابت کئ چي  5.1.     

الف(   
N

A 0,1  پدی معنی چيA  په انتروال کي د ټولو عددي لاړو  0,1د

 د انتروال د ټولو متقاربو عددي لاړو سیټ دي.  0,1د  Bسیټ دي او 

   y2; x2R∈={[x,y}B+2> {1او     y2; x2R∈A={[x,y}+2≧2 {ب(   

ج(     
N

A 0,1 او دB   په انتروال کي د  0,1د انتروال څخه د   (0,1)سیټ د

 ټولو متمادی تابع ګانو سیټ دي. 

 Rڅخه په  Rد  Bکی د ټولو غیر متنازلو تابع ګانو سیټ دي او  Rڅخه په  Rد  Aد(   

 کی د ټولومتصاعدو تابع ګانو سیټ دي.

 د هېري د ضرورت په هکله 2.3. 
 

ددي دپاره چي په نښه کړو. تجرد  مساوی  بوج د مفهوموچي د سیټ او د سیټ د دلته به هڅه وکړو 

 چي ځنې شیان هېر کړو.نوموړې مفهومونه مو ښه درک کړي وي، نو لازمه ده 

خلاص انتروال بوج تر  (0,1)د تېري رسالي د څېړنو څخه استنباط کېږي چي د   

د انتروال تر بوج  )−(1,2، او دغه بوج بیا د تړلې انتروال تر بوج کوچنئ یا مساوي دي 0,1

 د انتروال د بوج سره مساوي دي، پدی معنی: (0,1)کوچنئ یا مساوي دي. او هغه بیا د 

  |(0,1)|≦| 0,1 |≦|(−1,2)|=|(0, 1)| 

د انتروال د بوج سره مساوي دي. پدی  0,1د انتروال بوج د  (0,1)ددي انتظار درلودلای سو چي د 

باندی ساده مپینګ وجود لري او برعکس هم حقیقت لري. خو دا  0,1څخه پر   (0,1)معنی چي د 

 عجیبه نده ؟

د سطحې  0,1×0,1او د  0,1چي د  کېږيد څلرم فصل د څېړنو په نتیجه کي استنباط  

په سطحه مساوي بوج لري.  R×Rاو د  Rانتروال هم مساوي بوج لري. حتی د حقیقی عددو محور 

لمړې نظر بی معنی برېښي . تر هغه وخته چي کانټورخپل نظریات معرفي کوله،  تر شلم قرن پوري 

 .  ریاضي پوهانو ته هم همداسي بی معنی برېښیدله

هڅه به وکو چي د موضوع پراصلی علت باندی رڼا واچوو. ولی د سیټ د تیوري نتېجې )چي  

زموږ د تصور سره مخالف دي. آیا غلطی د سیټ د تیوری په نتېجو په واقعیت کي به یې ثابت هم کړو( 

 کي ده او که زموږ په تصور کي؟ ممکن په تصور کي غلطي وي. 
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خط او یا دحقیقی  د انتروال تصور کوو ، نو خامخا د کرښې پر مخ د قطعه 0,1کله چي د 

 0,1.پدي معنی چي نه یوازي د تصور کوو عددو، چي د لوی والې له مخې سره ترتیب سوي وی،

هم د مشخصات  بلکه  د هغه د ساختمان مو هم سترګو ته ودریږي. علاوه پر هغه د سیټ په  اړون

د انتروال د بوج  0,2د انتروال د بوج مساوي والی د 0,1د  مو غوښتل  راسره مل وي. کله چي

د بیلګي په توګه د ضرب څخه. −څخه مو کار واخیستي« ساختمان »سره ثبوت کو، نو پردغو سیټو د 

 وه.  f(x)=2xدپاره   x∋0,1 د   fزموږ  د لټون تابع 

0,1د  0,1  په سطحه کی د انتروال تصور مربع ده ، چي دوه بعده لري حال داچي  د

مل هم قطعه خط یو بعد لري. دنوموړو سیټو سره زموږ په تصور کي اوتومات  د هغو ساختمان  0,1

ساختمانونه ځني معین خصوصیات هم منعکس کوي:لکه د ساختمان ترتیب یې  په اصل کي  د غهدي. 

مپینګ دي. متمادی مپینګ یې د توپولوژیکې ساختنمان جواب  monotoneیورنګه یا یکنواخت 

ورکونکئ دي.، او داسي نور. ددغه معلوماتو تر تاثیر لاندي هڅه کوو چي داسي مپینګ پیدا کړو چي 

په ډول متمادی  ر خلاف ، د بیلګينکئ وي. کله کله د خپلو تصوراتو پساختمان جواب ورکودهغه 

 ، که څه هم داسي مپینګ معمولآ وجود نلري.مپینګ لټوو

انتروال باندي متمادی  (0,1)انتروال څخه پر   0,1د بیلګي پر اساس د 2.5.6د  1.2.بیلګه  

باندي متمادی باجکتیف مپینګ وجود  0,1پر انتروال څخه  (0,1)مپینګ وجود نلري. و به ښیو چي د 

نلري. په غیر مستقیم ډول یې ثابتوو.فرضوو چي 
1 1

on
f : (0,1) 0,1  متمادی مپینګ دي. بیانو د

a,b∈(0,1)  عددونه داسي وجود لري ، چيf(b)=1, f(a)=0  دی. بیله دي چي عمومیت مو نقض

aد دی.   a<b<1>0دی معنی ، چي دي. پ a<bکړي وي ، فرضوو چي 
2f ( په انتروال  0,1دعدد  (

f(b)=1≦aکي دی.، پدي معنی ، چي 
2f ( )≦f(a)=0  پراساس د 2.5.2دی. د بلزانو د قضیې∈c

aداسي وجود لري ، چي  0,1
2f ( )f(c)=  دي ، خو دغه حالت زموږ فرضیه، چي دf  مپینګ ساده

 ∎ دي، را نقضوي. 

fد  وښیاست چي 1.2.تمرین   :A B  متمادی، بایجکتیف مپینګ وجود نلری، پداسي

یو دلاندنیو سیټ څخه دی: B≠A  ،B,Aحال کي چي    0,1 , 0,1 , 0,1 , 0,1 . 

,0وبه ښیو چي  د  2.2.بیلګه   1 0, 1   0پر, متمادي بایجکشن  وجود نلري. وبه  1

,0ښیو چي حتی د  1 0, 1  0د سیټ څخه د, په سیټ کي متمادي انجکشن وجود نلري. بیا به  1

هم مسئله د استدلال د تناقض په طریقه ثابت کړو. فرضوو چي  د 
1 1f : 0, 1 0, 1 0, 1  

 . دایږدوسره   b=f([1, 1]) , a=f([0, 0])متمادی  د انجکشن مپینګ وجود لري. 

 h,g : 0, 1 0, 1 0, 1    

شکل  7.3متمادي مپینګونه چي د لاندنیو فورمولو پذریعه تعریف سوي دي ، په نظر کي نیسو)

 وګورئ(. 

   h(x)=[x, x2] 
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   g(x) [x, x]  

متمادی مپینګونه   g∘f, h∘fدی. څرنګه چي  b, (h∘f)(0)=(g∘f)(0)=a=(1)(g∘f)=(1)(h∘f)بیا نو 

داسي عددونه وجود لري ، چي  c1c,2∋(1 ,0)له مخې د  2.5.2دي ، نو د بلزانو د قضیې 

1 2

a b
(h f )(c ) (g f )(c )

2


   1دي. پدی معنی چي 2

f (h(c )) f (g(c )) .کېږي 

    

1مپینګ ساده مپینګ دی ، نقض کوي. ځکه نو  fخو دا نتیجه هغه واقعیت چی د  2
h(c ) g(c )  .دی 

      ∎    

 د سیټو په صفت وڅېړو، 0,1او  (1 ,0)دوه پنده واخیسته: اول داچي که غواړو چي دلته مو 

 ، د هغه مشخصهسو او هغوی ته باید د کُل په صفت وګورود هغوی تر ساختمان او جوړښت تېر نو باید

امل په ریاضې کي ې په هغه کي ندی شامل. دغه ډول تعکي شامل دی او څه ش داده چي څه شې په هغه

د دوو کټه ګوریو ترمنځ مپینګ چي په تیوری کي   Categoryمعمول دي. د بېلګې په ډول د کټه ګورې

همداسی تعامل کوي.  (forgetful functor)په نامه یادېږي، هېرجن فنکټورونه  (functor)د فنکټور 

( په مقابل کي یو سیټ په داسي ډول اېږدي چي د ه ډول مپینګ د ګروپ ) یا ساختماندغپدی معنی چي 

 . «هېروی یې»وی د اصلی جوړښت څخه صرفنظر کوي هغ

باندی بایجکشن و موندو ، نو باید د  0,1پر   (1 ,0)دوهم پند دادی : که غواړو چي د  

متمادیت څخه تېر سو. پدی معنی چي باید د غیر متمادی بایجکشن په لټه کي سو. دا وظیفه به راتلونکې 

 رسالی ته پریږدو. 

 نور تمرینونه 

ئیدونکئ )غیر متنازل( مپینګ په سیټ کي نه ښو Ζد سیټ څخه د  Νد ، وښیاست چي  2.2. 

 وجود نلری.

پر سیټ باندی متمادی مپینګ وجود نلري، په داسي  Bد سیټ څخه د  Aوښیاست چي، د  3.2. 

 حال کي :
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2 2 2

a)A 0,1 0,1 B (0,1) 0,1 ;

b)A 0,1 0,1 B {[x,y] R ;x y 1};

c)A (0,1) (0,1) B 0,1 0,1 .

   

     

   

 

دونکې ، سیود بېلګي په ډول دافغانستان ا، خلکو ګروپ یا ټولنه )انجمن( په نظرکي نېسود 4.2. 

 کي سره راټول سوي دي. هغوی په مختلفو ټولنو

 (a  دوی ټولنې عین غړې ولري؟کیدای سي چي 

 (b د ټولنی او دهغي د غړو د سیټ ترمنځ تفاوت څه شي دي؟ 

 (c  د(b  کړې وای؟« هېر»په برخه کي مو باید څه شي 

 

 د پور لایتناهې پروسه 3.3. 
پدی رساله کي به بیله کاره د پیسو د لاسته راوړلو کړنلاره معرفی کړم ږ منتهی دغه کړنلاره یوه  

نیمګړتیا لري ، هغه داچي په لایتناهي پوری تړلئ دی. خو د مفکوری څخه د سیټو د بوج په اړوند کار عملې 

 اخلو.

 د پور اخیستلو یو پرنسیپ په لاندی ډول دی: 

افغانې پوروی او په هغه پیسو چړچي کوي. کله چي  0x صراف څخه 0Sد  P  پور اخیستونکئ 

 0Sافغاني پوروی، د  0x≧1xصراف څخه د  1Sد   Pد خپلو پیسو غوښتونکئ سي ، نو  0Sصراف 

بیا چړچي کوی. همدا ډول دغه کارته دوام ورکوی.  0x−1xپور بیرته ورکوی او په پاتی پیسو ، یعنی 

په صراف پور اداء کوي او  nSافغانې د nxافغانې پوروی ،په  nx≧n+1xصراف څخه  n+1Sد 

nx−n+1x پوری دوام ورکوی. ددی پروسی « لایتناهې»ه کار ته تر بیا چړچې کوی. په دغه ډول دغ

خو هڅه کوو عملی اړخ دلته نه څېړو ، ځکه چي بلاخره خبره تر پولیسو او محکمی پوری رسېږي. 

 چی ددغي مفکوری څخه په تېرورسالو کي د طرح سوی پرابلم د حل دپاره ګټه واخلو. 

د کړنلاري څخه په استفاده سره  Pرسالي د پندونو او د پور اخېستونکې  د تېري 1.3.بېلګه  

پر انتروال باندی د بایجکشن مپینګ ترسیم کړو. د  (1 ,0)د انتروال څخه د 0,1 هڅه کوو چي د

په منځ کي  (1 ,0)او د  0,1تېری رسالي د نتیجو پر بنسټ دغه ډول بایجکشن به متمادي نه وي. د 

تر انتروال   (1 ,0)یوازي یو عنصرتر انتروال په اصطلاح  0,1 یوازي دونه توپیر دی چي د 

 په هڅه کي یو. « ورکیدو»لری او هغه هم د یو عدد دی چي موږ به یې د « اضافه»

 رسیم کړو چي د یوه عدد به نیغ د موږ به خپل مپینګ پداسی ډول ت 
1

2
په مقابل کي کښېږدو.د   

0,1 په انتروال کي
1

2
هم سته ، خو هغه به د 

1

3
په مقابل کي کښېږدو، او داسي نور . پدی معنی چي  

 زموږ مپینګ به داسي و ښودل سي:
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1 1

f ( )
n n 1




 ...,n=1,2 پداسي حال کي چي      

 f(x)=x ; x∈(0, 1  , x≠
1

n
, n=1,2, ... 

 .دي ،څرګنده ده چي دغه مپینګ متمادي ندي په پاس ډول تعریف سوي مپینګ بایجکشن

      ∎ 

 

  

 د لاندنیو سیټو څخه د هرو دوو سیټو په منځ کي بایجکشن مپینګ تعریف کي. 1.3.تمرین  

   0,1 , 0,1 , 0,1) , 0,1  

  

اوس به نو داسي ادعا ثابته کړو چي عمومي بڼه ولري. ددی ادعا اساسی مفکوره په لاندنې  

 کومکي ادعا کي نغښتی ده. 

مپینګ  fاو د  Bf:A   ،Ag: B، مپینګونه دي gاو  fفرضوو چي  1.3.لیما  

2ساده دی.د  1 2 1
B ,B ,A ,A :سیټونه داسي وجود لري ، چي د هغو دپاره لاندنې اړېکي صدق کوي 

  

1 2 1 2

1 2 1 2

1 1 2 2

A A , B B (3.1)

A A A, B B B (3.2)

f (A ) B , g(B ) A (3.3)

   

   

 

 

1سیټ وای ، نو کافی وه چي پر Bد سیټ څخه د  Aمپینګ د  fثبوت: که د   1
B B, A A  

2او  2
A B   .ری څخه کار اخلو او فرضوو چي ود مفک« پور اخیستلو»دلته بیا د اېښې وای

0خالی لاس نه راځي یعنی د « پورونکي»
X B f(A)   سیټ خالی ندی. د هغه د اداء کولو په

0موخه د  0
Y g(X )  1« پور»سیټ پورو. پدی صورت کی نوی 0

X f (Y )  پیدا کېږی ، چي هغه

1 « پور»بیا د بل  1
Y g(X ) : په ذریعه اداء کوو. په عمومي بڼه 
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n n 1

n n

X f (Y ) (3.4)

Y g(X ) (3.5)





 

 شکل وګورئ(. 9.3سره ایږدو)د 

  

 اوس به نو:

   

2 n
n 0

1 2

2 n
n 0

1 2

A Y

A A A

B X

B B B











 



 

 

 په نښه کړو.

اړېکه هم صدق  (3.3)اړېکې صدق کوي. و به ښیو چي  (3.2)او  (3.1)څرګنده ده چي  

اړېکې  د سب سیټونو څلورکوي.دهغه د ثبوت دپاره کافی ده چي    1 1 1 1
) ,,  b f A B a  f A) B  

 2 2
c  g B) A 2اوA⊇)2d)g(B  :په ثبوت ورسوو 

 (a  1فرضوو چيA∈x   اوy=f(x)  1دی. کهB∉y  نه وای ، نو بیا به داسیN ∈n  وجود

اړېکې پر بنسټ  (3.4)دی. د   n>0دی، نو  f(A)⊆)1f(A∈y، څرنګه چي  nX∈yدرلودلای چي 

لاسته  y=f(z)2A∈z ,او  y=f(x), 1A∈xدي. وګوری چي  y=f(z)وجود لری چي  nY∈z−1داسی 

د تابع د ساده  fراغلل ، پدی معنی چي موږ ددوو عنصرو دپاره یو تصویر پیداکړي.  خو دغه حالت د 

 والې د فرضیې ضد دي.
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 (b  1فرضوو چيB∈y  1دی. البتهB⊇0X−H(f)=f(A)=B  دی. ځکه نوA∈x  داسي وجود

وای، پدي معنی  2A∈x، نو  1A∉x د سیټ عنصر نه وای یعنی 1Aد  x دي. که  y=f(x)لري چي 

دي. خو دغه حالت نا  2B⊆1+nX∈y=f(x)پر اساس  (3.4)وي. د  nY∈xد پاره به  nچي د کم یو ه 

 دي. 1f(A∈y=f(x)(او  1A∈xممکنه دي. ځکه نو 

 (c  فرضوو چي)2(B∈gx  دي. بیانو داسيN∈n  او nX∈y    به وجود ولري چيx=g(y) 

 دي.  2A⊆nY∈xپر اساس صدق کوی چي  (3.5)وي. د 

 (d  2برعکس کهA∈x  وي ،نو داسيn  به وجود ولري چيnY∈x  پر بنسټ  (3.5)دي. د

  دي.  2g(B⊆)ng(X∈x (دي . بیانو  x=g(y)وجود ولري چي  nX∈yداسي 

  q.e.d. 

د سیټو موجودیت د مجازو پرنسیبو  A2,A1,B2B ,1د جدی لوستونکې دپاره!(.د ) 2.3.تمرین  

د قضیې پر اساس د معرفي سوي ساختمان په صحت باندي ځان  2.2.4پر اساس نه دي ثابت سوي . د 

 ډاډمن کي. 

او  |A|≦|B|سیټونه دي. که  Bاو  Aقضیه (. فرضوو چي برنشټاین  –) د کانټور  1.3.قضیه  

|B|≦|A|  صدق وکي ،نو|A|=|B|   .دي 

دي. بیانو د  |A|≦|B|او  |B|≦|A|ثبوت . فرضوو چي د قضیې فرضیه صدق کوي ، یعنی  

Bf:A   اوAg: B  1لیما پر بنسټ د  (3.1)مپینګونه وجودلري. د, A2,A1,B2B 

پر اساس  (3.3)خصوصیاتو سره وجود لري. د  (3.1)−(3.3)سیټونه د 
1 1

2 2 ر پ2
g|B : B A 

2معکوس مپینګ  2g|B دي.پدی معنی چي د  2
: A B   هم وجود لري . دh : A B 

 مپینګ داسي تعرېفوو:

   h(x)=f(x)  که  x∈A1 

   h(x)=ψ(x) که  x∈A−A1=A2 

لمړئ لاندنئ مساوات ي. پر سیټ باندي ساده مپینګ د Bد سیټ څخه د   Aمپینګ د  hثابتوو چي د 

 اسانه شمېرلای سو:

 h(A)=h(A1∪A2)=h(A1)∪h(A2)=f(A1)∪ψ(A2)=B1∪B2=B 

 دي. اوس نو څلور امکانه وجود لري:  A∈2,x1, x2x≠1xفرضوو چي  

.11A∈2,x1x  ،.2 2A∈2,x1x  ،.3  2A∈2x ,1A∈ 1x  2 4.اوA∈1x ,1A∈ 2x  څرنګه چي د.f  اوψ 

دي. په دریم او څلرم حالت کي  2h(x≠)1h(x(مپینګونه ساده مپینګونه دي ، نو په لمړیو دوو حالتو کي 

اړه لري ، پدي معنی چي په خپل منځ کي  2Bاو بل یې په  1Bد عنصرو څخه یو په  2h(x,)1h(x(د 

 مپینګ ساده مپینګ دي.  hمختلف دي. ددي ځایه نتیجه اخیستل کېږي چي د 

 قضیې او لاندنې اړېکې : 1.3تمرین ،  1.1بېلګي د نتیجې ، د   2.1د  a) 2.3.بېلګه  

  (0, 1)⊆<0, 1)⊆<0, 1>⊆R 

 دپاره : a<b, a,b∈Rپر اساس د هر 
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 |(0, 1)|=|<0, 1)|=|<0, 1>|=|R|=|(a, b)|=|<a, b>| 

 صدق کوي. 

 (b  واضح ده چي
N N{0,1} {0,1,2}  .د  ديΦ  ساده مپینګ د 

N{0,1,2}  د سیټ څخه د
N{0,1} :په سیټ کي داسي تعریفوو 

     n n 0 n n 0
({a } ) {b } 

 
   

 پداسي حال کي چي:

    =02nb    0= کهna  وي. 2یا 

    =12nb   1= کهna  .وي 

    =02n+1b   0= کهna  وي. 1یا 

    =12n+1b   2= کهna .وي 

ځکه نو 
N N| {0,1,2}| |  قضیې پر اساس دواړه سیټونه مساوی بوج لري.  3.1او د  |{0,1}

       ∎ 

آیا د   (a .3.3 تمرینونه 
N{0,1}   د سیټ څخه د

N{0,1,2}  پر سیټ باندی د بایجکشن مپینګ

 جوړولای سي ؟

 (b  د
N{0,1}  د سیټ څخه د

N{0,1,2,3} . پر سیټ باندی د بایجکشن مپینګ ترسیم کئ 

تر اوسه نه وه  ه ناڅاپې ډول د سیټونو د بوج په منځ کي د غیر مساواتود تېره اړېکی څېړنه مو پ

 ځنډولی . تر تېری قضیې پوری د تېره غیر مساوات په هکله هیڅ هم نسو ثابتولای. 

(  |B|≦|C|او  |A|<|B|)یا  |B|<|C|او  |A|≦|B|سیټونه ،  C,B,Aفرضو چي  2.3.قضیه  

 د سیټ تر بوج کوچنئ دی( دی.  Cد سیټ بوج د  A)وایو چي د  |A|<|C|دی. بیا نو 

وای ، نو  |A|=|C|که صدق کوي.  په استنادد تمرین  (1.3bغیر مساوات د  |A|≦|C|ثبوت: د  

وای. مګر داحالت د  |C|=|B|قضیې پر اساس به   1.3هم وای. د  |C|≦|B|  اوبیا به |C|≦|A|بیا به 

  q.e.d       قضیې د فرضیې مخالف دی. 

دوو سیټو د »د تر اوسه مو څه شئ دي ، « بوج »بېله دي چي پدي پوه سو ، چي د سیټ 

اړېکې  څېړلي . د هغه پوهېدو ته « د یوه سیټ بوج دبل سیټ تر بوج کوچنئ دی»او یا « مساوی بوج

 هضرورت ورته پېدا نسی. په ځینو خصوصي حالتو کي بهم  تراوسه ضرورت نه ؤ او په آینده کي به 

به دمساوی بوج مفهوم او نورمفهومونه بل ډول اراء هغو حالتو کي  ل کړنلاره غوره کړو. خو پهبل ډو

سوی او هغوی ته بل ډول لنډونې یا مخفف غوره سویدي. له دی وروسته به د سیټ بوج د حروفو په 

m,n 0 ,ذریعه په نښه کوو، د بېلګي په توګه 
, α,β .او داسی نور . خو تل به مخفف اراء کوي 

 قضیه په داسي ډول فورمولبندی سي:  2.3زموږ په راتلونکي ترمینولوژي کي به  3.3.بېلګه 
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  دی. α<γدی، بیا نو  β<γ,α≦βداسی بوجونه دی چي  γ,β,αفرضوو چي 

     ∎ 

هغه څه دی چي د « بوج»په نامه یادېږي. تجرد  یوه مفهوم ددغه ډول حالتونه په فلسفه کي د

ټولوهغو سیټو دپاره چي مساوی بوج ولری مشترک دی. دبوج د مفهوم دقیق تعریف ته ضرورت نلرو. 

په مشکله به ووایاست چي ښکلا څه شی په ورځنې ژوند کي د دغه ډول حالتو سره ډیر مخامخ کېږو. 

هغه « ښکلا»ده یا نجلی ښکلی ده. ښایسته یقی ده، خو قضاوت کولای سی چي یو ګل ښایسته دی ، موس

د ګل ، موسیقی او نجلی سره مشترک دی. که بیرته ریاضي ته راوګرځو ، نو خصوصیت دی چي 

زموږ پاملرنه به طبیعی عددو ته ورڅرمه سي. موږ نه پوهېږو چي طبیعی عدد څه شي دی ، خو )لږتر 

یټ څه شئ دي.د ورته حالتوسره د نورو مفهومو په چي د ټولو طبیعی عددو سی بڼه ( پوهېږولږه په نسب

په مجرده توګه هکله هم مخامخ کېږو. ددغه ډول مفهومو ، لکه د سیټ بوج ، طبیعی عدوو ، په هکله 

 نه بلکه د حالاتو په اړوند قضاوت کولای سو . 

 نور تمرینونه

 پر سیټ باندي بایجکشن تعریف کئ ، پداسي حال کی چي : Bد سیټ څخه د  Aد  4.3.

(a A   ، 2په سطح کي د ټولو مستقیمو خطو سیټ ديB=R ؛ 

(b 1} ≦2+y2;  x2R∈A={[x,y]  ،<1}2+y2x; 2R∈B={[x,y] ؛ 

(c 1}≦2+y2x 0<; 2R∈A={[x,y]   ،  1}≦2+y2x; 2R∈B={[x,y] ؛ 

(d }1≦2+y2x ≦
1

2
; 2R∈A={[x,y]  ،1}≦2+y2x; 2R∈B={[x,y] ؛ 

 Bاو  Aتمرین د  5.1د کانتورـ برنشتاین د قضیې څخه په استفادي سره وښیاست چي د  5.3.

 سره مساوي دي(.صدق کوي.)پدي معنی چي د هغوی بوج  |A|=|B|دسیټو دپاره 

 

1او   B⊆Aفرضوو چي  6.3. 1f : B A  .دي=A 0=B , A0B  او) , n=f(Bn+1B

)n=f(An+1A  .سره اېږدو 

(a  0 وښیاست چيB⊆0A⊆1B⊆...⊆nB⊆nA⊆n+1B⊆... .دی 

(b  دغه حالت د یوه شکل پذریعه داسي انځور کي چي دnB  سیټونه به مربع وي اوnA  سیټونه

 به دایرې وي. 

(c  فرضوو چي دg  : مپینګ د لاندنې اصل پر اساس تعریف سوی دی 

 g(x)=f(x)  دپاره  n n
n 0

x (B A )




   د 

 g(x)=x  دپاره     x∈B   د پاته   

ر وښیاست چي 

1

پ

1g : B A  .مپینګ دی 
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(d  که دf  مپینګ دA  پر سیټ وي ، نو ثابت کئ چيg=f .دی 

د تمرین د نتیجو څخه په استفادی سره د کانتورـبرنشتاین د قضیې نوی ثبوت  6.3د  7.3.

 راوړئ.

 

 متناهې دیسیټ م ک 4.3 
  

 ځنې بنسټېز خاصیتونه به وڅېړو. و دهغهد متناهی سیټ مفهوم به تعریف ا

وي. که سیټ متناهې نه وي ، نو هغه د نا   |A|<|N|سیټ د متناهی سیټ په نامه یادوو که  Aد 

 متناهی )لایتناهی( سیټ په نامه یادوو. 

سیټونه لاتناهې سیټونه  R, Q, Z, Nسیټونه متناهې دي ، خو د  ∅ ,{1} ,{1,2}د  1.4.بېلګه 

 ∎  دي. 

 طبیعی عددوی ، نو : nکه 

  Nn={k∈N;    k<n}   (4.1) 

 0N∅=البته دی.  n|N=|||{n,  ...   ,1,2}دپاره   n>0په نښه کوو. په آسانې سره لیدل کېږي چي د 

سره یې لیکو ، که  A|=n|عنصرو درلودونکی دی )خاوند دی(،  nسیټ د  Aدی. وایو چي د 

|n|A|=|N  .وي 

عنصرونه لری، مطابقت کوي. ددی  nپاسنئ تعریف زموږ د هغه تصور سره چي سیټ  

اساسي نتیجه هغه ادعا ده چي وایې: یو سیټ یوازی او یوازی هغه وخت متناهی دی، که د رسالی 

فرضوو چي د غه ادعا هم د متناهي په هکله زموږ د تصور عنصرونه ولري.  nدپاره  n∈Nکوم 

 سره مطابقت کوي. 

 ددی ادعا د ثبوت دپاره ځني مرستندیونتیجو ته ضرورت لرو.  

بېلګي پر  1.4سیټ متناهي دي. په حقیقت کي د  nN دپاره د nدهر طبیعی عدد  2.4.بېلګه  

 اساس :

    |Nn|<|Nn+1| 

قضیې پر اساس  3.2د دی.  N|n+1|N|≧|دی، ځکه نو  Nn+1N⊇صدق کوي. د بلی خوا 

|<|N|n|N  .دی   ∎ 

nکه  a) 1.4.تمرین  
f : N N  وي، نوk∈N  داسي وجود لري ، چي د هرnm∈N 

 دی. د ریاضی د استقراء په ذریعه یې ثابت کی. k>f(m)دپاره 

 (b  د(a  په استفاده وښیاست چي دnN  څخه پرN  باندي مپینګ وجود نلری، پدی معنی چي

 سیټ متناهي دی.  nNد 

 A|=n|وجود لري ، چي  nد پاس له خوا محدود سیټ وي.نو داسي  A⊆Nکه  1.4.لیما  

 دی.
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 n∈Nسیټ دپاره داسي  mA⊆Nپه ذریعه لاندنئ بیان په نښه کوو: دهر   V(m)د ثبوت: 

 دی. A|=n|وجود لري، چي 

بیان صدق کوی ، نو ویلای سو چي د لیما ادعا  V(m)دپاره د  mکه دا ثابته کو ، چي د هر 

وی ، نو  0N⊆A=∅بیان په بدیهي بڼه صدق کوي. ځکه چي که  V)0(هم صدق کوي. د صفر دپاره د 

A=∅  او|A|=0 .دي 

 اوس نو دوه امکانات لرو:دي.  1mN⊆A+بیان صدق کوي او  V(m)فرضوو چي د 

(a m∉A  وي، بیا نوm⊆NA  دي او نظر د استقراء و فرضیې ته(m)V  صدق کوي، پدي

 دي.  A|=n|وجود لري،چي  n معنی چي داسي 

(b  کهm∈A :وي. دغه حالت باید پر دوو برخو ووېشو 

 .  A|=m+1|او څرګنده ده چي  m+1A=Nدي ، بیانو  l∈Aدپاره  l<mد هر  1. 

 .2 l<m   داسي وجود لري ، چيl∉A  د.B=(A−{m})∪{l}  .سیټ ملاحظه کوو

پر سیټ باندي، لوستونکئ په آسانې سره د بایجکشن مپینګ تعریفولای سي.  Bد سیټ څخه د  Aد 

وجود  nاو د استقراء د فرضیې پر اساس داسي  mB⊆Nدي. د بله پلوه  |A|=|B|پدي معنی چي 

  q.e.d     کېږي.  A|=n|دي . پدی حساب  B|=n|لري ، چي 

 دي سره سم هغه قضیه فورمولبندي او ثابته کو.علای سو چي د واوس نو کو 

و  nسیټ یوازی او یوازي  هغه وخت متناهي دي، چي داسي طبیعی عدد  Aد  1.4.قضیه  

 وي. A|=n|جود ولري ، چي 

د سیټ د بوج سره مساوي  nNوي ، پدي معنی چي دهغه بوج د  nد سیټ بوج  Aکه د ثبوت:  

 سیټ متناهي دي.  Aبېلګي د نتېجي پر اساس د  .2.4دي. ځکه نو د 

بیانو د .  |A|<|N|سیټ متناهي دي، یعنی  Aد معکوس استنباط ثبوت مغلق دي. فرضوو چي د 
1 1f : A N  مپینګ وجود لري. ددي مپینګ د قېمتو ساحه بهB=H(f)   سره په نښه کو. ځکه

رنو 

1

پ

1f : A B دي. پدي معنی چيB⊆N   او|B|=|A|  دي. ددي ځایه استنباط کېږي چي دB 

د پاس له خوا  Bبېلګې د نتېجي پر اساس د طبیعی عددو سیټ  8.2.2سیټ هم متناهي سیټ دي.د 

دي. ددی ځایه   B|=n|طبیعی عدد داسي وجود لري ، چي  nد  لیما په استناد  1.4محدوده ده. د 

  .q.e.d    دي.   A|=n|ویلای سو چي 

مو موندل چي طبیعی عددونه په حقیقت کي د متناهي سیټو بوج دي. ودی واقعیت ته به و 

غیر مساوات په دوو  n<mهمواره کړو.د « هکنډ او کپر» هوروسته بیا راوګرځو. اوس به دلته یو

ځ د غیر د دوو  طبیعی عددو تر من)په صحیح ډول( مختلفو ډولو سره تعبیرولای سو. یو دا چي 

څرګندونې په صفت درک کړو. د مساوات د  m|<|Nn|N|درک کړو او بل داچي د مساوات په صفت 

په هکله هم ورته استدلال کولای سو. اوس به وښیو چي دواړه تعبیرونه یو دبل سره معادل دي. موږ 

 د دواړو تعبیرو څخه د یوه د ټاکنې اختیار لرو. 
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)د طبیعی عددو د ترتیب په مفهوم   n<mطبیعی عددونه دي.  m,nفرضوو چي  2.4.قضیه  

همدغه ډول ادعا د تر بوج کوچنئ وي.  mNبوج د  nN(دي، یوازي او یوازي هغه وخت چي د 

 مساوات په هکله هم صدق کوي. 

 ثبوت: لمړئ به  

  (4.2)..... دي m|<|Nn|N| وي، نو   n<mکه    

 استنباط ثابت کو. 

 بېلګي پر اساس  2.4دي. د  n+1≦mد تمرین له مخي  c2.1.1)وي، نو د  n<mکه 

    |Nn|<|Nn+1|≦|Nm|  

 قضیې څخه استنباط کېږي. 3.2ادعا د  صدق کوي. زموږ

سره دي او یا   n=mنه وي ، نو یا   n<mمعکوسه ادعا به په غیر مستقیم ډول ثابته کړو. که 

n>m  دي. کهn=m  سره وي ، نو څرګنده ده چي|m|=|Nn|N  سره به وي ، خو دغه زموږ د

 حقیقت نلري.  m|<|Nn|N |فرضیې پر خلاف ده، یعنی 

 دي.  m|>|Nn|N |پر اساس   4.2په حالت کي د  n>mهمدا ډول د 

 د مساوات دپاره ثبوت مشابه دی. 

 q.e.d 

رساله کي مو د اقلیدس د اساساتو د یوی اکسیومي یادونه وکړه . هغه عبارت وه له :  1.1په  

ټکر خوري. په تېروبرخو کي مود سیټو  سیټونه ددی اکسیومي سره « . جزء تر کُل کوچنئ دي»

بېلګې راوړي ، سر بېره پردي چي د بل سیټ جزء ؤ ، خو د هغه سیټ سره یې مساوي بوج درلودي. 

 .و به یې ښیو چي دغه خاصیت و لایتناهي سیټو  ته منسوبیدلای سي. (1  ,0)او  Rد بېلګې په ډول 

دا دهغه څه سره سمون صدق کوي.  په اړوندځکه نو ویلای سو چي د اقلیدس اکسیومه د متناهي سیټو 

 کار کاوه. کوي ، چي په هغه وخت کي د یونان ریاضي یوازي د متناهي شیانو سره 

 دي. |A|<|X|، نو  A≠X, A⊆Xمتناهي سیټ وي،  Xکه  3.4.قضیه  

داسي وجود لري  A≠X, A⊆Xکړو. فرضوو چي ثبوت: قضیه به د تناقض په طریقه ثابته  

قضیې   4.1د وي.   |A|=|X|باید وي ، نو باید  |A|≦|X|حقیقت نلري. څرنګه چي  |A|<|X|چي 

سیټ خالي ندي. فرضوو چي  X−Aدي. د  X|=n|داسي وجود لري ، چي  n∈Nپر اساس 

a∈X−A  دي. بیا نوA∪{a}⊆X  دي. تر هغه ځایه چي|A|=|X|=n  دي ، خو|A∪{a}|=n+1  

 دي او دا هم زموږ د فرضیې سره تناقض دي.

قضیه کي ذکر سوي خاصیت ولري )پدي معنی چي هر د هغه خپل  3.4هر هغه سیټ چي په  

سب سیټ کوچنئ بوج ولري( د ډډکیند په مفهوم د متناهي سیټ په نامه یادیږي. پدي معنی چي هر 

د برعکس د ثبوت دپاره د سیټ د د ذکر سوي ادعا متناهي سیټ د ډډکیند په مفهوم متناهي سیټ دي. 

 رساله کي وڅېړو.  3.5تیوري نوی اکسیومي ته ضرورت لرو چي هغه به بیا په 

د بوج د مقایسی دپاره به دوه نو ر معیارونه هم راوړو ، چی اکثرآ کار ورڅخه اخیستل  

 کېږي. 
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اختیاري سیټ دي.  Bداسی متناهي سیټ دي چي خالي نه وي.  Aفرضوو چي  4.4.قضیه  

|A|≦|B|  یوازي او یوازي هغه وخت صدق کوي، چي د
ر fپ : B A  .سرجکشن وجود ولري 

صدق کوي، بیانو د  |A|≦|B|فرضوو چي  ثبوت:  
1 1g : A B  .انجکشن وجود لري

B⊆C=H(g)  .څرګنده ده چي سره په نښه کوو
1 1 1

ر پ
g :C A    وجود لري. څرنګه چي دA 

 وجود لري.  a∈Aسیټ خالي ندي ، نو 

د 
ر fپ : B A  :مپینګ په لاندي ډول تعریفوو 

   دپاره  C∈xد     
1f(x)=g (x)

  

  f(x)=a                    دپاره x∈B−Cد     

 بیان وایې : V(n)د 

 او    A|=n|که 
ر fپ : B A وي، نو|A|≦|B| .دي 

 بیان د ریاضي د استقراء په طریقه ثابتوو.  V(n)د 

او  n=0که 
ر fپ : B A وي، نو=∅B  .وي او زموږ ادعا په بدیهی ډول صدق کوي 

،   A|=n+1|صدق کوي ، فرضوو چي  n(V(فرضوو چي 
ر fپ : B A  .څرنګه چي دي

|A|=n+1>0  نو ،A≠∅  دي. فرضوو چيa∈A  .ديC={x∈B; f(x)≠a}  په نښه کوو . څرګنده ده

وجود لري. علاوه پر دی   C−B∈bدي او  B ⊆Cچي 
ر fپ | C:C A {a}  (شکل  3.10دي

دی معنی چي د کېږي، پ C| ≦{a}|-|A|د استقراء د فرضیې پر اساس وګورې(.
1 1h : A {a} C   انجکشن وجود لري. کهh(a)=b   1سره تعریف کړو ، نو 1h : A B 

  q.e.d      زموږ د غوښتنې مپینګ دي. 

    

که  نتیجه.
ر fپ : A B وي، دA  سیټ متناهې وی، نو دB  سیټ هم متناهې دي او

|B|≦|A|  .دي 
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 نتیجه ثبوت کي.ن. پورتني تمری 

د سیټ د متناهي والي و فرضیې ته مو ضرورت  Aد قضیې د ثبوت په لمړي برخه کي مو د  

نه درلودي. ځکه نو دغه برخه د هر اختیاري سیټ دپاره صدق کوي. خو د ثبوت په دوهمه برخه کي 

و موجچي د سرجکشن د مپینګ د موجودیت په نتیجه کي په معکوس مسیر کي د انجکشن دمپینګ د 

د قضیې ثبوت د اختیاري سیټ دپاره ، لکه د سیټ متناهي والي یو اساسي شرط ؤ.  Aدپاره د دیت 

 مخکی چی مو یادونه وکړه ، د سیټ د تیورې نوي اکسیومي ته ضرورت لرو. 

مردکو په منخ  8بېلګي ته راګرځوو. و مو ښودل چي د  .2.2.2ستاسو پاملرنه و  3.4.بېلګه  

د دوو تللو په نتېجه کي لاسته راوړلای سو. موږ ادعا کوو چي دغه بهترین حل دي، کي سپکه مردکه 

ه یو پپه رشتیا هم که سپکه مردکه لاسته راسي . پدي معنی چي د یو ځل تللو په نتیجه حتمي نده چي 

ید په بېلګه کي و جدول ته ورته جدول باید با 2.2.2ځل تللو سره د سپکي مردکي د موندلو وای ، نو د 

باندي باید {8 ,... ,1,2}وجود ولري، پدي معنی چي د ممکنو نتیجو د سیټ څخه د مردکو پر سیټ 

 =,<,>د تللو ممکنې نتېجي تر درو : بېلګه ورسره پرتله کي(. مګر د    b6.2.2)مپینګ وجود ولري

 ∎   قضیې پر اساس دغه ډول مپینګ وجود نلري.  4.4زیات ندي . د 

برېښې ، یوه سپکه مردکه، لږ مردکو په منځ کي ، چي په لیدلو ټوله مساوي  10د  3.4.تمرین  

 موندلای سو؟د څو تللو په ذریعه  تر لږه

 نور تمرینونه 

 وښیاست چي لاندي ادعاوي صدق کوي:متناهي سیټ دي.  Xفرضوو چي  4.4.

(a  که
ر fپ : X X  وي، نو دf .مپینګ ساده مپینګ دي 

(b  1که 1f : X X  وي، نو دf  مپینګ دX  .پر سیټ باندي دی 

 متناهې سیټونه دي. وښیاست چي لاندنې ادعاوي صدق کوي: B,Aفرضوو چي  5.4.

(a A∪B .متناهې سیټ دي 

(b  کهA⊆X  وي، نو دX .سیټ متناهي دی 

(c A×B .متناهي سیټ دی 

 ثابت کي چي د ټولو اولیه عددو سیټ لایتناهي سیټ دي. 6.4.

د  چيد تمرین د نتېجي څخه په استفاده سره د ریاضي د استقراء په طریقه ثابت کي   a5.4)د  7.4.

 ، متناهي سیټ دي.یو والي شمېر متناهي د متناهي سیټو ، 

هم متناهې سیټ  P(A)متناهې سیټ وي، نو  Aچي ، که د ریاضي د استقراء په طریقه ثابت کي  8.4.

 دي.
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  (Principle of maximum) (پرنسیپاصل )د اعظمي حد  5.3 
 

سیټو یو مهم خاصیت ثابت  (partially ordered)ترتیب سوينېمګړي پدي رساله کي به د متناهي    

کو. ددغه خاصیت څخه د ریاضي په مختلفو څانګو کي په پراخ ډول کار اخیستل کېږي. هڅه به وکو، چي 

ددي قضیې اصلي قوت  ستاسو پاملرنه به دهغه څخه د کار اخیستلو مختلف ځایونه وښیو. په پای کي 

 راوګرځوو.

ترتیب سوي سیټ ، سب سیټ  نیمګړیهي ي متناد هرغیر خالد اعظمی حد اصل(.)1.5.قضیه  

 لوی ترین او کوچنئ ترین عنصر لري. 

بیان داسي په نښه کوو  V(n)د  نېمګړي ترتیب سوی سیټ دي. ≧ ,Xثبوت : فرضوو چي  

«n=0  دي او یاn>0  دي او دX  د سیټ هرn عنصر لرونکئ سب سیټ ، اعظمی عنصر لري.» 

 V(0)  اوV(1)  فرضوو چي د په بدیهي بڼه صدق کوي.n≧1  دپارهV(n) صدق کوي او

A⊆X  ،|A|=n+1 ه ښیو چي د . وبA .سیټ اعظمی عنصر لري 

 nسیټ  Bپه نښه کوو. د  B=A−{a}وجود لري.  a∈Aدی، نو  A|>0|څرنګه چي  

سیټ اعظمی عنصر  Bدي. د استقراء د فرضیې له مخي د  B|=n|عنصرونه لري ، پدي معنی چي 

 سره ښیو.  bلري او هغه په 

د سیټ اعظمی  Aد  bوي ، نو  b≮aد سیټ اعظمی عنصر دي. که  Aد  aوي ، نو  b<aکه  

  q.e.d       عنصر دي.

ړه یې رقص کوي. درقص په کلب کي معین )متناهي( شمېر د هلکانو او نجونو جو 1.5.بېلګه 

 . سره رقصیدلي دههري نجلی د یوه هلک او ي هرهلک د یوي نجلی سره رقصیدلئ دیپدی پوهېږو چ

. غواړو چي وښیو ، چي  ندي رقصیدليهیڅ یو هلک د ټولو نجونو او هیڅ نجلی د ټولو هلکانو سره 

 داسي موندلای سو ، چي : n2n,1او دوي نجونې  h2h,1ددوی په منځ کي دوه هلکان 

 .هر یو د یوي نجلی سره رقصیدلئ دي .د هغوی څخهسره رقصیدلي دي in  ،i=1,2د  ihالف( 

. اول هلک د دوهمي نجلی او دوهم هلک د اولی نجلی ندی رقصیدليسره  1nد  2hسره او  2nد  1hب( 

 .ندی رقصیدلیسره 

کال کي د مجارستان د ریاضي په مسابقاتو طرح سوی وه( د  1964ددی مسئلی )دا مسئله په  

 یې په لاندي ډول ده: رحل دپاره ډیرې لاري وجود لري ، خو د حل ساده ترینه لا

ورسره  aدی، که د نجونو شمېر چي هلک  a<bداسي ترتیبوو، چي  نیمګړی Mد هلکانو سیټ  

د اعظمی حد د هلک ورسره رقصیدلئ دي، کوچنئ دي.  b رقصیدلئ دی ، د نجونو ترهغه شمېر چي د 

داسي نجلی  ، لري. د مسئلي د فرضیې پر اساس M∈1hسیټ لوی ترین عنصر ،  Mاصل پر بنسټ د 

2n  1وجود لری ، چي دh  2سره یې رقص ندی کړئ. خوn  2د کم هلکh  سره رقص کړیدی. څرنګه

تر هغو ورسره رقصیدلئ دي  2hد سیټ لوی ترین حد دي، نو د هغو نجونو شمېر چی  Mد  1hچي 

سره رقصیدلی دي ، پداسي حال  2nد  2h ورسره رقصیدلی دی ، ډیر ندي. خو  1hنجونو تر شمېر چی 

سره یې رقص  1hوجودلري، چي د  1n داسي نجلیسره نده رقیصدلی. ځکه نو 2nد  1hکي چي 

 ∎     سره نده رقصیدلي. 2hو د کړیدي، خ



96 

 

په  Xفرضیه ثابتوو:فرضوو چی  Sylvesterقضیې په مرسته د سلویستر  1.3د  2.5.بېلګه  

پوره دوي  د راکړه سوي سطحي هیڅ مستقیم خط سطحه کي د نقطو غیر خالي ، متناهي سیټ دي.که 

 ي. به پر یوه خط باندی پرتي وټولې نقطي  Xد سیټ په ځان کي ونلري، نو د  Xنقطي د 

 James Josephپورتني ساده ادعا انګلیسی ریاضی پوه جیمز یوسف سلویستر  

Sylvester(1814-1897)  کال  1936کال کي فورمولبندي کړه. ددی ادعا ساده ثبوت په   1893په

 معرفی کي. Tibor Gallaiکي د مجارستان ریاضي پوه تیبور ګالای

که یو عنصر ولري ، نو ادعا په سیټ یوازی دوی نقطی نسي درلودلای.  Xڅرګنده ده چي د  

خط  ی چي هغوی دری سره پر یوهسیټ لږترلږه دری نقطې لر Xبدیهي بڼه صدق کوي. فرضوو چي د

سیټ دي چی د  3X∈]3,A2,A1[Aد ټولو هغو مرتبو دریئېزو  Dفرضوو چي ندي پراته.  (کرښه )

سیټ خالي  Dد فرضیې پر اساس د پر خط باندي نده پرته.  2A1, A2A≠1Aنقطه د  3Aهغوی څخه د 

سیټ متناهي دي ، ځکه چي اضافه تر  Dندی. د 
1

n(n 1)(n 2)
2

   عنصرونه نلري ، په هغه

سیټ  D. د  وي)دغه حقیقت د څلرم فصل د نتېجو څخه استنباط کېږي( X|=n|صورت کي چي 

1نیمګړي ترتیب سویده ، پدی معنی چي  2 3 1 2 3
[A ,A ,A ] [B ,B ,B ]  3دي ، که دB  2 فاصله دB1B 

 د خط څخه زیاته وي. 2A1Aتر فاصلی د  3Aد خط څخه د 

وجودلري. د فرضیې له  D ∈]3,A2,A1[Aد اعظمی حد د اصل له مخي کوچنیترین عنصر   

جود لری ، چي د داسي و X∈Bکوي. ځکه نو د  ءد سیټ دوه عنصره نه احتوا Xخط د  2A1Aمخي د 

2A1A  1پر خط پرته ده اوA≠, B 2A≠B  ده. فرضو چيQ  3دA  2د نقطی څخه دA1A  پر خط

پر خط د عمود خط د  2A1Aد نقطی څخه د  3Aنقطه د  Qباندی د عمود پنده ده )پدی معنی چي د  

 .  (شکل وګورئ 11.3. د تقاطع نقطه ده

 

    

 

A,2, د بانديخط پر دوو نیمه خطو وېشې. لږ تر لږ ه پر یوه د هغو دوو نیمه خطو 2A1Aنقطه د  Qد 

1A  B  هغه نقطې په نقطې پرتی ديڅخه دوی د نقطو دریئېزه .Y, X  سره په نښه کوو. فرضوو چي

په سیټ  Dدریئېزه د  X]3[Y, A ,شکل وګورئ(. بیا نو د  3.12و نقطی ته نژدي ده) Qنقطه د  Xد 

د نقطی څخه د  3Aلږ ده. یعنی د ته و خط  Q3Aد خط څخه نظر د  3YAدنقطی فاصله د Xکی ده او د 

 2A1A  1 و خط ته . خو دغه حالت د 2 3
[A ,A ,A  د کوچنیترین والي سره په تضاد کي دی. ید نقط [
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nکه د ادعا ثابته کي: (dual)د سلویستر و فرضیې ته غبرګه  1.5.تمرین   2 1
p , ... ,p ,p 

مستقیمو خطو په منځ کي ، پداسي ډول چي ټوله خطونه په یوه سطحه کي پراته وي، داسي دري 

خطونه وجود ولري چي هغوي په یوه نقطه کي یودبله سره قطع نه کړي، بیانو داسي نقطه په نوموړي 

1سطحه کي وجود لري ، چي د  2 n
{p ,p , ... ,p  د سیټ فقط دوه خطونه تر تېریږي. {

 nکه یو سیټ »د اعظمې حد د اصل په مرسته د لاندنې ادعا نوی ثبوت و موندی 2.5. رینتم 

 «.عنصرونه ولري، نو هغه سیټ متناهي دي

د ګڼ ترتیب .سیټ لایتناهي دي Xسیټ وي،نو د سیټ ګڼ ترتیب سوی  ≧,Xکه د  3.5.بېلګه  

 x<yدوه عنصره داسي وجود لري چي  y,x∈Xد رساله وګورئ(  7.2سوي سیټ د تعریف له مخي )

.په نتیجه يلادرلود y0z>سیټ به اعظمي عنصر  X; z<y} ∈{zسیټ متناهې وای، نو د  Xدي. که د 

د  Xدلیل د  یڅ عنصر وجود نه درلودلای. وروستئد سیټ ه Xد عنصرو ترمنځ به د  0zاو  yکي د 

 ∎  سیټ د ګڼ ترتیب پر خلاف دي. 

 د متناهي بل تعریف –ضمیمه  

د متناهی سیټ تعریف کیدای سي په ډیرو ډولو فورمولبندي سي. موږ دلته هغه قوی ترینه  

رنګه چي یادونه مو کړېده ، د متناهي والي د ددکیند په مفهوم دي. د طریقه وټاکله . بله طریقه ، لکه څ

 Alfred Tarski (1901-1983)اعظمی حد پر اصل د متناهي سټ تعریف الفرید تارسکې 

سیټ د تارسکې پر اساس متناهې دی، که د نیمګړی ترتیب سوی سیټ  Aفورمولبندي کي. وایو چي د 

P(A),⊆  اعظمی عنصر ولري. وبه ښیو چي دغه تعریف زموږ د تعریف سب سیټ غیر خالي هر

 معادل دي. 

 سیټ دي. لاندنې شرطونه یو دبل سره معادل دي:  Aفرضو چي  2.5.قضیه  

   |A|<|N|سیټ متناهي دي، پدي معنی چي  A د  الف( 

کي اعظمی عنصر  ≧ ,X|≦| P(A)|, X|ب(په هر غیر خالي نیمګړي ترتیب سوی سیټ  

  ؛ي وجود لر

 د تعریف پراساس متناهي دي. سیټ د تارسکې  Aج( د  

سیټ نیمګړی ترتیب سوی  ⊇,P(A)ثبوت : د ب( څخه د ج( استنباط بدیهي دي.ځکه چی د  

 ب( . ⟶سیټ دي او د ج( د جزء شرطونه پر ځای کوي.پدی معنی چي ج(
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به د ریاضي د استقراء په طریقه، ثبوت کوو.لاندنی بیان په نظر کي د الف( څخه د ب( استنباط  

 کي اعظمی عنصر ≧ ,X|≦| P(A)|, X|وي ، نو په هر نیمګړي ترتیب سوي سیټ  A|=n|نیسو: که 

 لري. وجود 

سیت یوازي یو عنصر لري او هغه   Xدي معنی چي د دي ، پ {∅}=P(A)نو وي ،  n=0که  

نیمګړی ترتیب  Xاو د   A|=n+1|دپاره صدق کوي .  nیې اعظمی عنصر دي. فرضوو چي استنباط د 

ساده مپینګ  f:X ⟶ P(A)وی. ځکه نو د  |X|≦| P(A)|سوی سیټ داسي په نظر کي نیسو چي 

 سیټونه په لاندی ډول په نښه کوو: 2Xاو  1Xثابت عنصر دي. د  A∈aوجود لري. فرضوو چي 

 X1={x∈X ; a∈f(x)}, X2={x∈X; a∉f(x)} 

 دي.  X=2X∪1X , ∅=2X∩1Xڅرګنده ده چي  

AP 1)−{a}(   څرګنده ده چي  12:X2f|X  .د بلي خوا د دي{a} -g(x)=f(x)  مپینګ

نګ دي. د استقراء د فرضیې پر کي د انجکشن مپی  AP)−{a}(څخه په   1Xدپاره د  1X∈xد هر 

 Xارتباط زموږ د عمومي سیټ  xوجود لري. اوس به نو د  xپه سیټ کي اعظمی عنصر  2Xبنسټ د 

وجود  y>xپه سیټ کي  Xپه سیټ کي اعظمی عنصر نه وي، نو باید د  Xد  xپه اړونډ وڅېړو.که 

 دي. بیانو: y}≧; z 1X ∈Y={zاړه لري )ولي ؟(.فرضوو چي  1Xخامخا په  yولري. 

  |){a}−(AP ≦||1X |≦|Y|  دي. د استقراء د فرضیې له مخي دY  د په سیټ کيz  اعظمی عنصر

په  Xعنصر د  zپه سیټ کي هم اعظمی دي. اوس به وښیو چي د  1Xعنصر د  zوجودلري.  البته د 

 وي. خو :  2X∈uدپاره به   u>zسیټ کي هم اعظمی عنصر دي. که داسي نه وای ، نو د 

y>x≧u>z  دهغه حقیقت سره چيx  2دX  په سیټ کي اعظمي عنصر دي ، په تضاد کي دي.پدی ډول

 زموږ ادعا ثابته سوه. 

په پای کي به د ج( څخه الف( استنباط کو. بیاهم خپل ثبوت د تضاد په طریقه سرته رسوو.  

 فرضوو چي ج( صدق کوي او الف( صدق نه کوي. 

  A={X⊆A ; سیټ متناهي دي X د}   (5.1) 

پر   د ج(غیر خالي سب سیټ دي.   P(A)سیټ د  Aده، یعنی د  A ∋∅په نښه کوو.څرګنده ده چي 

متناهي سیټ  Aسیټ متناهي دي. د  Xته د  (5.1)وجود لري. نظر و  ∋A Xصراساس اعظمی عن

پدی صورت دي.  a∈A−Xدي. فرضوو چي  A≠Xندي )ځکه چي الف( مو نفي کړیدی( ، ځکه نو 

 د سیټ د اعظمی عنصر په څېر ، سره په تضاد کي دی.   Xخو دغه حالت د  دي. X∪{a}⊆Aکي 

 q.e.d. 
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 سیټونه  countableد شمېر وړ   6.3. 
 

 وباندي پیل کوو . دهغ Classificationپدی رساله کي د لایتناهي سیټو په ساده  صنف بندی یا کلاسیفیکیشن 

 په ضمیمهسیټوخاصیتونه  چي د هغوی بوج کوچنئ یا مساوی د طبیعی عددو د سیټ د بوج سره وي ، څېړو. 

 ځانګړي ځایوته اشاره وکو.د خاصیتو څخه د استفادی « د شمېر وړ سیټ»کي به د 

دی معنی هغه وخت چي وي، پ |A≦|N|دي ، که  countableسیټ د شمېر وړ  Aوایو چي د 

هغه سیټ چي د شمېر وړ نه ساده مپینګ وجود ولري.  کي د سیټ څخه د طبیعی عددو په سیټ Aد 

،  باط کېږي د تعریف څخه سمدستي استنسیټ په نامه یې یادوو.  Uncountableوی ، د بې شمېره 

د شمېر وړ دي ، خو متناهې   Nچي هر متناهي سیټ د شمېر وړ سیټ دي. د ټولو طبیعی عددو سیټ 

 ندي. 

البته د شمېر وړد سیټ هر سب سیټ بیا هم د شمېر وړ دي . پدی معنی چي د طبیعی عددو هر 

 سب سیټ د شمېر وړ دي. 

د  ℵویل کېږي. « الف صفر»سره ښیو. نوموړئ عدد  0ℵد طبیعی عددو د سیټ بوج په 

بوج یعنی څه؟ او هغه بیا  Nاوس بیا په هغه حالت کي یو چي د عبرانې ژبي د الفباء لمړئ حرف دي. 

د  ℵn≧0ده ؛او یا  |N|<|A|لیکنه پدي معنی ده چي  A|0ℵ|>سره ښیو. د بېلګي په ډول د  0ℵپه 

|N|≦|n|N ي. ومفهوم افاده ک 

د ډېرو مشخصو سیټو په هکله به څرګنده کو ، چي د شمېر وړ دي، او ددغه حقیقت څخه به 

. په مستقیم ډول هغه ډول مپینګ چي په تعریف کي زموږ څخه غوښتل کېږي ګټه واخلوډېر ځله ښه 

 نسو ترسیمولای. خو د هغه د ترسیم دپاره د یو لړ نوي مفهومو او قضیو څخه به کار واخلو.

( که د پییل کېږيلاړ په سیټ په لاړ کي اچول کېږي)  A وایو چي د
ر fپ : N A  مپینګ

مپینګ د لاړ په نامه یادکړئ  fپر سیټ مو د  Nدغه مفهوم کاملآ طبیعی دی، ځکه چي د وجود ولري.  

و  قضیې .5.4سیټ ددغه لاړ د غړو څخه عبارت وي. په څلرمه رساله کي د ) Aؤ، او غواړو چي د

 لاندنې قضیه صدق کوي. نتیجي ته ورته( 

غیر خالي سیټ یوازي او یوازي هغه وخت د شمېر وړ دي ، چي په لاړ کي  1.6.قضیه 

 واچول سي.

سیټ د شمېر وړ دي.  Aسیټ غیر خالي سیټ دي. فرضوو چي د  Aثبوت : فرضوو چي د 

1پدی معنی چي د  1f : A N  ساده مپینګ وجود لري. فرضوو چيN ⊆(f)HB=  دي. پدي

پر سیټ باندي د بایجکشن مپینګ دي. ځکه نو معکوس  Bد سیټ څخه د  Aمپینګ د  fحالت کي د 

1fمپینګ  : B A   هم وجود لري. څرنګه چي دA  سیټ غیر خالي سیټ دي، نو دA∈a  عنصر

وجود لري.د 
ر gپ : N A شکل وګورئ(: 13.3ینګ داسي ترسیموو)مپ 

 g(n)=f-1(n)    دپاره n∈B د  

 g(n)=a   دپاره n∈N−B  د  

 مپینګ مطلوب خاصیتونه لري. gالبته د 
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په لاړ کی اچول کېږي . پدی معنی چي د  سیټ  Aاوس نو برعکس د 
ر fپ : N A مپینګ

دي.کیدای سي  f(n)=xوجود لري چي  n∈Nدپاره داسي  x∈Aد سیټ د هر عنصر  Aوجود لري. د 

شکل وګورئ( ، چي هغه باید  14.3وجود ولري، خو موږ یوازي یوه ته ضرورت لرو )د  nچي ډیر 

ه عملی ټاکو.پ  nیو ډول وټاکو. دلته د طبیعی عددو د ترتیب څخه استفاده کوو او هغه کوچنئ ترین عدد 

 ډول سره داسي مخ ته ځو : 

 C={n∈N; (∀k<n)f(k)≠f(n)}  (6.1) 

   

hد  f | C:C A   .البته د مپینګ په نظر کي نیسوh  .که فرضآ یقینآ ، مپینګ ساده مپینګ دي

2n≠1n C ;∈2,n1n  2وي ، نو د بېلګي په توګه<n1n چي وي. څرنګه∈C2n  اړېکې پر  (6.1)دي. د

داسي وجود لري، چي  nوي، بیانو  A∈xکه صدق کوي.  )h(n2f(n≠)1)=f(n1nh=(2(اساس 

f(n)=x  سره کېږي، ځکه چي دf مپینګ سرجکشن دي. فرضوو چيn  کوچنئ ترین دغه ډول عدد

دي. ځکه  x=h(n)او  n∈Cدي. ددی ځایه استنباط کېږي ، چي  f(k)≠xدپاره  k<nدي. پدی معنی د 

 نو :

    1 1

ر hپ :C A


  

پدی لحاظ معکوس مپینګ 
1 1 1h : A C N   دی معنی چي د وجود لري. پA  سیټ د شمېر وړ

 دي. 
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سیټ د  Aوجود ولري او د  fپر سیټ د سرجکشن مپینګ  Bد سیټ څخه د  Aکه د .نتیجه 

 سیټ هم د شمېر وړ دي. Bشمېر وړوي ، نو د 

,0د  1.6.بېلګه   1 Q  سیټ د شمېر وړ دي.ځکه چي دغه سیټ په اسانې سره په لاړ

 پېیلای سو . 

1 1 2 1 2 3 1 2 3 4 1 2 n
0, , , , , , , , , , , ... , , , ... , , ...

1 2 2 3 3 3 4 4 4 4 n n n
   

,0 پاملرنه وکئ ، چي د  1 Q  د سیټ څخه دN  په سیټ کي د ساده مپینګ موندل یو ډیر پېچلئ

 ∎    پرابلم دي. ویې آزمویه!

 په لاړ کي پېیلای سو: fسیټ د شمېر وړ دي. ځکه چي هغه د  Zد  2.6.بېلګه  

 0, 1, −1, 2, −2, 3, −3, 4, −4, ... , n, −n, ... 

 لاړ د لاندني فورمول په ذریعه راکړه سوي دي: fد 

  n 1 n 1
f (n) ( 1)

2

  
    

 

 تابع په نامه یادوو. Pairedجوړه کونکې ساده مپینګ د  Nڅخه په  N×Nد  

 جوړه کونکئ تابع وجود لري. 2.6.قضیه  

 ثبوت: دلته به څو بېلګې د جوړه کونکو تابع ګانو راوړو.  

 ډیره ساده تابع د لاندنې فورمول پذریعه تعریفولای سو: fد الف(  

  f(m ,n)=2m.(2n+1)−1 

باندی بایجکشن دی ،  Nڅخه پر  N×Nد  fلوستونکئ په اساني سره خپل باور پدی هکله، چي 

 حاصلولای سي. 

 ې فورمول پذریعه تعریف سوی دي ، په شکل کي ښه څرګند یدلایمپینګ چي د لاندن gب( د  

 سي:

  g(n, m)=
1

2
(n+m)(n+m+1)+m 

 شکل وګورئ(. 15.3)

مساوي کېږي.  1,0 ,2 ,...په ترتیب سره په  n+m، د هغوي شمېرو جوړي [n, m]لمړئ د  

( ، نو هغوی  1+3او  3+1حاصل مساوي وي )د بېلګي په ډول  m+nپه هغه صورت کي چي د 

 k+1، پوره کېږي n+m=kجوړې ، چي دجمع حاصل یې  [n, m]شمېرو. د و تزاید ته  mنظر د 

 تر جوړي [n, m]. پدی معنی چي د  [k, 0] ,[k−1. 1] ,... ,[k ,0]دانې دي او هغه عبارت دي له:

 q<mدي ، خو   p+q=n+mاو هغه چي   p+q<n+mجوړي دمخه دي ، چي   [p, q]ټولې هغه

 دی. ځکه نو دهغوی شمېر :
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  1+2+ ... +(n+m)+m=
1

(n m)(n m 1) m
2

     

 دي.

   

 

ترسیم سو )په   1895په  ج( د ریاضي د تاریخ له مخي لمړئ مپینګ چي د کانتور پذریعه 

حقیقت کي کانتورنه غوښتل چي د طبیعی عددوجوړې په لاړ وپییې ، بلکه مثبت ناطق عددونه په لاړ و 

 شکل کي ښودل سوي دي. 16.3، په  پییې .(

   

شکل وګورئ( سره مخامخ سو. لوستونکئ په  17.3تابع ) ېد( وروسته به د لاندنې جوړه کونک 

   لګو کي د جوړه کونکې تابع خاصیتونه آزمویلای سي. په ټولو بېآساني سره 

  q.e.d. 



103 

 

  

0 نتیجه . 
|N N|=   

 اتحاد او کارتېزین ضرب ، د شمېر وړ سیټونه دي.د دوو د شمېر وړ سیټو  6.3.قضیه  

که د هغو څخه یو سیټ د بیلګې سیټونه د شمېر وړسیټونه دي.   Bاو  Aثبوت: فرضوو چي د  

دي. ځکه  ∅=A×Bاو   A∪B=Bخالي وي، نو ادعا په بدیهي شکل صدق کوي. ځکه چي  Aپه ډول 

قضیې پر اساس هغوي په لاړ پییلای سو. پدی  1.6سیټونه خالې ندي. د  Bاو  Aنو فرضوو چي د 

معنی چي د 
ر fپ : N Aر gپ : N B,  سرجکشن مپینګونه وجود لري. د دB∪A  سیټ

 پدي ډول په لا ړ پییو :

 f(0),g(0),f(1),g(1), ... , f(n),g(n), ....,  

 په مشخص ډول :

  
n

h(n) f
2

 
  

 
  که n جفت وي 

  
n 1

h(n) g
2

 
  

 
 که n طاق وي     

ایږدو. څرګنده ده چي 
ر hپ : N A B   دي ) د بېلګي په ډول کهA∈x  وي ، نو داسيn  وجود

 کېږي( .  h(2n)=xدي ، ددی ځایه   f(n)=xلري چي 

سیټونه د  B او  Aدهغه ځایه چي د . به بل ډول مخ ته ځو د کارتیزین ضرب په صورت کي 

شمېر وړ دي ، نو د 
1 1 1 1: B N, : A N      د انجکشن مپینګونه وجود لري . فرضوو

:چي  N N N    جوړه کونکي تابع ده. دj  مپینګ چي دj([a,b]) ( (a), (b))    په

 کي د انجکشن مپینګ دي.  Nڅخه په  A×Bذریعه تعریف سوی دي، البته د 

 q.e.d. 
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 د مپینګ د انجکشن په خاصیت ځانونه په جزئیاتو سره متیقین کي. jالف( د  1.6.تمرین  

)=jب( وښیاست چي  )  (برخه  2.202.دي )تمرین وګورئ( او ددغه واقعیت څخه د الف

 استنباط کي.

، چي په لاندی ډول تعریف سوي  کېږيد تعریف څخه استنباط  ود ناطقو عدد 3.6.بېلګه  

 : fمپینګ 

   
z

f z,n
n 1




   د z∈Z , n∈N دپاره  

سیټ د شمېر وړ  Z×Nقضیې پر اساس د  3.6بېلګي او  2.6پر سیټ ترسیموي. د  Qسیټ د  Z×Nد 

   شمېر وړ دي. د هم  Qد ناطقو عددو سیټ  د قضیې د نتیجي په استناد  1.6دي. د 

      ∎ 

 د شمېر وړ سیټونو د شمېر وړ یووالي بیاهم د شمېر وړ سیټ دي.  4.6.قضیه  

ثبوت: لمړئ خو به قضیه په دقت سره فورمولبندی کړو. قضیه وایې: که  
t

t T

A A


  د ،T 

 سیټ هم د شمېر وړ دي. Aي ، نو د سیټ د شمېر وړ و tAدپاره د  T∈tي او د هر سیټ د شمېر وړ و

غیر سیټ  tAدپاره هر T∈tد بېله دي چي عمومیت مو نقض کړي وي ، فرضولای سو چي  

tسیټ د   Tدي. )که داسي نه وي ، نو د خالي 
T ={t T; A }    سره تعویضوو(.د هرT∈t 

همدا ډول د مپینګ وجود لري. tfپر سیټ د  tAد سیټ څخه د  Nدپاره د 
ر gپ : N T  مپینګ

وجود لري. د 
ر hپ : N A .سرجکشن ترسیموو 

 N×Nڅخه پر  Nد   ηد جوړه کونکو تابع معکوسه تابع ده. پدي معنی چي   ηفرضوو چي  

(n)باندي مپینګ دي. فرضوو چي  [k,l]   دي. بیا نوg(k)
h(n)=f (l) .یو اوس به وښسره اېږدو

داسي وجود لري ، چي  T∈tبیا نو دي. A∈xپر سیټ باندي دي. فرضوو چي  Aمپینګ د  hچي د 

tA∈x  دي. څرنګه چي
ر پ

t t
f : N A  دي ، نو داسيl  وجود لري ، چي(l)=xtf  کېږي. د هغه

 t=g(k)داسي وجود لري ، چي  k∈Nپر سیټ سرجکشن دي، نو استنباط کېږي چي  Tد  gځایه چي 

(n)وجود لري چي   nسرجکشن دي، ځکه نو داسي  ηدي. بلاخره  [k,l]  :سره دي. بیانو 

   g(k) t
h(n)=f (l) f (l) x   

q.e.d. 

سیټ د  Fد طبیعی عددو ټولو متناهې لاړوسیټ دي. وبه ښیو چي د  Fفرضوو چي  4.6.بېلګه  

 شمېر وړ سیټ دي. 

nNفرضوو چي 

n
NF : ځکه نو ، 
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n
n

0





F F    

د شمېر وړ سیټ دي. دا کار به بیا د ریاضي په  nFهر  ثابته یې کو چي  نو کفایت کوي ، اوس 

 5.2د شمېر وړ سیټ دي. د استقراء په ذریعه په ساده ډول )د   0F}=∅{استقراء سره سرته رسوو. 

 رسالي ضمیمه وګورئ( لاندنئ مپینګ ترسیمولای سو:

   
n

1 1n

ر پ

n
: N


 F  

1Naپه حقیقت کي  د  N  پدي معنی ، چي(a  دپاره )1 یو دانه یې لاړ دي
(a) a(0)  .سره اېږدو 

1 بیانو : ر Nپ 1

1 11
: N N N


   .دي 

nNاوس نو که   n

1 1n

ر :پ N N


   ولرو )د استقراء فرضیه( ، بیانوn 1
 :داسي تعریفوو 

nد  1Na N  دپارهn 1 n n
(a) [ (a | N ), a(n)]


    .سره اېږدو 

قضیې په مرسته د ریاضي د استقراء په طریقه په اساني   3.6دي. د  |n|=|NnF |پدي لحاظ  

 د شمېر وړ سیټ دي.  nF دي. ځکه نو هر N| n|N|=|دپاره  N∈n>0, nسره ثابتولای سو ، چي د 

      ∎ 

nترمنځ د تفاوت په هکله فکر وکئ او د  nNاو  nFد  2.6.تمرین  
  د مپینګ وظیفه تشریح

 سره یې پرتله کي. څارنې ضمیمی دد رسالي د کي. 

سیټ  Kد ټولو متناهي سب سیټو ، سیټ دي. و به ښیو چي د  Nد  Kفرضوو چي  5.6.بېلګه  

سیټ متناهې دي،  Aوی ، د  A⊆Nانجکشن پدي ډول تعریفوو: که  Ψ: K⟶Fد شمېر وړ دي. د 

د سیټ عنصرونه د غټوالی پر اساس ترتیبوو:  Aد  کېږي.  A|=k|دپاره  N∈kبیانو د کم 

1-k<...<x1<x0x  1 {، پداسي حال کي چي-k, ..., x1,x0A={x  دي. فرضوو چيkNa N  د

ia(i)=x  .په ذریعه تعریف سوي دي(A)=a Ψ  .پدی معنی چي د سره اېږدوA  و سیټ ته متناهې

یم عنصر دي.  i–د سیټ  Aیمه دانه ، نظر و غټوالې ته ، د  i–لاړداسي تخصیصوو، چي د هغه لاړ  

 مپینګ انجکشن دي. ځکه نو : Ψالبته د 

    | K |≦|F|≦ℵ0 

          ∎ 

مناسب سرجکشن  Kڅخه پر  Fپداسي ډول ثابته کي چي د بېلګې ادعا  5.6د  3.6.تمرین  

 مپینګ ترسیم کئ.

قضیې ثبوت د نورو ثبوتو څخه بېل ؤ . په هغه ثبوت کي مو بېله دي چي لوستونکئ هغه  4.6د  

، څخه کار واخېستئ . Axiom of Choiceته ځیر کړو ، د یاده سوي اکسیومي ، د ټاکنې اکسیومه 

 درته وښیم چي چېري مو د ټاکنې د اکسیومي څخه کار واخیستي.اوس به یې 

اکثرآ دداسي حالت سره مخامخ کېږو،چي موږ پوهېږو ، چي یو شئ د ځېنو خصوصیاتو سره  

سیټ غیر خالي دي ، پدي  Aوجود لري او د هغو څخه یو را اخلو.د بېلګې په ډول پو هېږو چي د 
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او پدي ډول خپلې څېړنې ته ادامه « دي a∈Aفرضوو چي ». وایو چي  x∈A(x∃)معنی چي 

 دغه ډول عمل غلط ندي. ورکوو.

سیټ په لاړ پییلای سو.  tAقضیې په ثبوت کي وضع مغلقتره وه. موږ پوهېدلو چي هر د  4.6د  

 پدي معني چي:

   (∀t∈T)(∃f) f: N
ر  Atپ

مپینګ وټاکي. په حقیقت کي مو مپینګ ترسیم  tfیو د دپاره  T∈t هرموږ یو مپینګ و نه ټاکې ، بلکه د

سیټ مو ترسیم کي.  T}∈];  tt{[t,fمپینګ تعینوي. پدي معنی ، چي د  tfدپاره یو د  T∈tکي چي  دهر 

ځو د سیټ د ترسیم په پروسه کي مو د مجازو پرنسیپو څخه کار وانه خیستي. په حقیقت کي مو د دغه 

قضیې ثبوت نیمګړي دي. د هغې د ثبوت   4.6ډول سیټ موجودیت ندي ثابت کړي. پدی معنی چي 

پر اساس چي په لمړي  وقضیه د هغو پرنسیپ 4.6دپاره د ټاکنې اکسیومه ضرور ده. پدي معنی ، چي د 

 ، نسي ثابتیدلای. فصل کي مو یادونه وکړه 

، بلکه د کم « ویې ټاکو»مپینګ مجبوره نه یو چي  tfخو ځني مهم حالتونه وجود لري ، چي  

قضیه صدق کوي. هغه  4.6متمم شرط په وسیله یکړ )په یوه ستوي بڼه( تعیین کو.په هغو حالتو کي د 

د انجکشن مپینګ  nFپه سیټ کي د  Nدپاره باید د  nد هر ي څخه. بېلګ 5.6حالت عبارت دي د 

د  N→N×:N2gد تطابق مپینګ دي،  N→:N1gهغه پدي ډول سرته رسوو چي فرضوو «. وټاکو»

جوړه کونکي تابع ده. د ریاضي د استقراء  fقضیې د الف( د برخي په ثبوت کي د 2.6بېلګې په ډول د 

 :دپه طریقه 

    gn+1([x1,  ....  , xn+1])=f(g([x1,  ....  , xn]), xn+1) 

 مپینګ مو هم د استقراء په طریقه ترسیم کي . اوس نو که  nΦمپینګ ترسیموو. د 

   fn= Φn∘gn   

بېلګي ادعا د ټاکني د  4.6ځکه نو د سره کښېږدو، نو مطلوب انجکشن مپینګ به لاسته راغلی وي. 

ضیې څخه کار واخیستۍ ق .4.2.2اکسیومي پرته )ماسیوا ( صدق کوي.دریاضي د استقراء په هکله مود 

 د خنډ د ایسته کیدو په برخه کي یې مرسته راسره وکړه.  ، چي

 ضمیمه ـ د شمېر وړ خطي ترتیب سوي سیټونه.  

دلته به د شمیر وړ خطي ترتیب سوي سیټو په هکله دوي کلاسیکي قضیې چي د تېر قرن په  

ثابتیې کړي، راوړو. دواړه قضیې  Felix Hausdorff (1942-1869)سر کي فلیکس هاوزدورف 

اساسآ د شمېر وړ سیټو د خاصیتو څخه استفاده کوي. د لمړې قضیې په ثبوت کي د لاړ د پییلو په وخت 

 لري، کار اخیستل سوی دي. یوازي متناهی ډیراسلاف  «په هر قدم کي »حقیقت څځه چي کي دهغه 

د پاره د ناطقو عددو سب سیټ  ≽ ,Xد هر د شمېر وړ خطي ترتیب سوي سیټ  5.6.قضیه  

A⊆Q  داسي وجود لري، چيX, ≼  اوA, ≦ .ترتیب د لوی والې پر اساس  ≧)د سره آیزومورف دي

 دي(

په  Qد سیټ څخه د  Xخطي ترتیب سوي سیټ دي. د د شمېر وړ  ≽ ,Xفرضوو چي  ثبوت : 

نوم  Aد  باندیسیټ متزاید مپینګ باید ترسیم کو. بیانو کافي ده ،چي د هغه مپینګ د قیمتو پر سیټ 

 کښېږدو.
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 سیټ د شمېر وړ دي ، نو کولای سو چي هغه په لاړ وپییو: Xڅرنګه چي د  

   X={xn ; n∈N}   (6.2) 

 متزاید مپینګ د ریاضي د استقراء په طریقه ترسیموو. f:X⟶Qد 

 Q∈)=00f(x  سره اېږدو.فرضوو چيn>0   دي او د هرm<n  دپاره مو)mf(x تعریف کړي 

 تعریف کو.  nf(x(اوس به نو دي. 

سره اېږدو.  n)=f(xmf(x(دي ، نو څرګنده ده چي  n=xmx داسي وجود ولري ،چي  m<nکه  

 لاندنې سیټونه په نښه کوو: دي. nx≠mx دپاره m<nد هر  اوس به نو فرض کړو چي

  An={ f(xm); m<n ∧  xm⋖xn  }   (6.3) 

  Bn={ f(xm); m<n ∧  xn ⋖ xm }   (6.4) 

اړېکه صدق کوي، پدي معنی ،  nB <nAسیټونه د ناطقو عددو متناهې سیټونه دي.اود  nBاو  nAالبته د 

 صدق کوي.دری امکانه لرو: r<sدپاره  nB ∈, snA ∈rچي د 

 .1 ∅ ≠n, A=∅nB   د  (5.1)د اعظمی حد داصل پر اساسnA  ،سیټ لویترین عنصر لري

 لوی هر اختیاري ناطق عدد چي وي، ټاکو(. qسره ایږدو)او یا تر  q+1nf(x=(سره یې ښیو.  qچي په 

 .2  ∅= n, A∅≠nB  دی. دغه حالت هم و لمړي حالت ته ورته دي. منتهی دلته دnB  په هکله

 استدلال کوو.

 .3 ∅ ≠n, A∅≠nB  .د اعظمی حد داصل پر اساس د ديnA سیټ لویترین عنصرq   او دnB 

 دي.  q<rڅرګنده ده چي ، لري. rسیټ کوچنئ ترین عنصر 

    n

q r
f (x ) Q

2


   

پر اساس د  (6.2)دي.د  x,y∈X  ،x⋖yمتزاید مپینګ دي. فرضوو چي  fسره اېږدو. و به ښیو چي 

m, n  طبیعی عددونه داسي وجود لري، چيmx=x  اوny=x  دي. فرضو چي د بېلګي په ډولn<m 

سیټ خالي ندي. پدي معنی  mBکېږي. پدي معنی چي د  mB∈)nf(y)=f(xپر اساس  (6.4)دي. بیانو د 

د  mBد  mf(x( منځ ته راځې. په دواړو حالتو کيحالت  3.یا  2.په تعریفولو سره  x)mf(x)=f(چي د 

په صورت کي  n>mدي. د  n)<f(xmf(x(، ځکه نو  x)m)<Bmf سیټ کوچنئ ترین عنصر دي ، یعنی

 به مو په ورته شان عمل کړی وای. 

 q.e.d. 

د  Qکه د تېري قضیې ثبوت ته په ځیر سره وګورو، نووینو چي په هغه کي مو د ناطقو عددو  

 fسیټ د خاصیتو څخه ډیر لږ کاراخیستي دي. په مشخصه توګه د ناطقو عددو د سیټ خاصیتو ته مو د 

د سیټ د لوی ترین  Qحالت کي مو د  1.د مپینګ د جوړښت  په وخت کي ضرورت درلودي. په 

د سیت د کوچنئ ترین  Qحالت کي مو د  2.کار واخیستي.په ه درلودلو د خاصیت څخه عنصر د ن

د ګڼ ترتیب د خاصیت  Qحالت کي مو د  3.عنصر دنه درلودلو د خاصیت څخه کار واخیستي او په 

 څخه کار واخیستي. 
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 ≽ ,Xسیټ ګڼ ترتیب سوی سیټ دي،  ≧ ,Aدغه ادعا ثبوت کي: فرضوو چي د  4.6.تمرین  

 ≽ ,X او  ≧,Bسیټ داسي وجود لري ، چي  B⊆Aېر وړ خطې ترتیب سوی سیټ دي. بیانو د د شم

 آیزومورف دي. 

-طبعآ سوال طرح کېږي، چي آیا د خطي ترتیب سوي سیټو دپاره هم ورته ادعا ،لکه د کانتور 

برنشتاین ، صدق کوي؟ ډیربدیهي منفي جواب ورته لرو، هغه دا چي دوي خطي ترتیب سوي سیټونه د 

1≦, 1X  2,≧2اوX  لري چي : وجود 

  (6.5)    یودبله سره آیزومورف ندي

1≦, 1X  2دX (6.6)  د سب سیټ سره آیزومورف دی  

2≦,2X  1دX (6.7)  ید سب سیټ سره آیزومورف د 

سره  Q2X=∩0,1او  Q1X=او یا    2X=0,1او  1X(1 ,0)=په حقیقت کي کفایت کوي چي د 

 وټاکو.

 مخکنئ ادعا ثابته کي. 5.6.تمرین  

قت استوار دي چي یو سیټ بنسټ پر هغه حقی (counterexamlpes)د دواړه ضد بېلګې  

 یې نلري.  ن او لوی ترین عنصر لري او بل سیټکوچنئ تری

خطي ترتیب سوي سیټونه داسي جوړکي چي کوچنئ ترین او لوی د شمېر وړ دوه  6.6.تمرین  

 شرطونه پر ځای کي.  (6.5)-(6.7)د  خوترین عنصر ونلری 

دقضیې  1.3.3 شرطونه داسي قوي کړو چي د اکولای سو چي د ادعرخلاف د تېرو واقعیتو ب 

 ورته ادعا صدق وکړي. 

د شمېر وړ ګڼ ترتیب سوي سیټ دي ، چي کوچنئ ترین او  ≽ ,Xفرضوو چي  6.6.قضیه  

 سره آیزومورف دي. ≧ ,Qد نیمګړې ترتیب سوي سیټ  ≽ ,X لوی ترین عنصر ونلری. بیانو 

قضیې د ثبوت په  5.6پرطریقه بناء دی. که د « تک ـ تاک»د قضیې ثبوت په اصطلاح د ثبوت: 

متزاید مپینګ ترسیم کړو ، خو دغه  په سیټ کي Qد سیټ څخه به د  Xشکل  مخ ته ولاړ سو ، نو د 

نسی تضمینیدلای.د تېرې قضیې ثبوت موږ ته یوازي متزاید مپینګ  پر سیټ باندي Qمپینګ د 

تعریف سویدي. موږ د دوهم شرط و پر ځای کولو ته چي عبارت د دپاره  x∈Xچي دهر  تضمینوي

د سیټ  Xسرجکشن څخه دي ، هم اړتیا لرو.پدي معنی چي مپینګ باید نه یوازي متزاید وي ، بلکه د 

طریقه دواړه شرطونه تضمینوي. د مپینګ د ترسیم « تک ـ تاک»باندي وي. د  پر سیټ Qڅخه د 

کي لمړئ شرط تضمینوو او په طاقو قدمو « تک»پروسه پر جفت او طاقو قدمو وېشو. په جفتو قدمو 

نه ؤ « تاک –تک »قضیې ثبوت پر  5.6دوهم شرط پر ځای کوو. په دغه اصطلاح کي د کي « تاک»

 نو د قضیې و لنډ ثبوت راوګرځو. ولاړ ؤ. اوس به...« تک ، تک ، » رولاړ ، بلکه یوازي پ

 سیټونه په لاړ پییلای سو: Qاو  Xد  

   X={xn ; n∈N} 

   Q={rn ; n∈N} 
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د 
ر fپ : X Q .په عین حال کي د متزاید مپینګ د ریاضي د استقراء په طریقه ترسیمووX⊆nX 

 سیټونه داسي جوړوو ، چی : Q⊆nQاو 

   Xn⊆Xn+1 ,  Qn⊆Qn+1  (6.8) 

   
ر پ

n n
f : X Q    (6.9) 

   
n 0

n
X X





  , 
n 0

n
Q Q





   (6.10) 

 صدق وکي. 

 }0x ={0X  ،}0={r0Q  0اوr )=0f(x  سره اېږدو. فرضوو چي دn>0  دپاره مو دغه کار

 f(x)دپاره مو  mX ∈xسیټونه او د هر  m, QmXدپاره مو د   m<nیعنی د هر  سرته رسولی دي،

 دوه حالتونه باید تفکیک کړو. .تعریف کړی دي

 .  nX∉kx−1کوچنئ ترین طبیعی عدد دي چي  kعدد جفت دي. فرضوو چي  nتک( د  

}kx {∪1−n=XnX  قضیې د ثبوت په ډول داسي  5.6سره اېږدو.دQ∈r  وکولای سو »پیداکوو څو »

)=rkf(x  سره کښېږدو. دr} {∪1−nQ  سیټ پهnQ . سره په نښه کوو 

. اوس نو nQ∉kr−1کوچنئ ترین طبیعی عدد دي چي  kعدد طاق دي. فرضوو چي  nد  تاک( 

 په لاندي ډول مخ ته ځو:

    Yn={r∈Qn−1 ; r<rk} 

    Zn={r∈Qn−1 ; rk <r } 

 . nY  ،∅=nZ  ،.2 =∅nY  ،≠∅nZ  ،.3 ≠∅nY  ،≠∅nZ∅≠ 1.دلته بیا دري امکانه لرو: 

 rسیټ لویترین عنصر  nYد   (5.1)د اعظمی حد د اصل پر اساس حالت څېړو. 3.د بېلګي په ډول 

 nX∈x,y-1سره به یې وښیو. فرضوو چي  sسیټ کوچنئ ترین عنصر لري ، چي په  nZلري او د 

شرط تضمینوي. بیا نو  (6.9)جودیت د ودي. د هغوی م f(y)=sاو  f(x)=rداسي عنصرونه دي چي 

y≺x  دي. فرضوو چيm  کوچنئ ترین داسي طبیعی عدد دي ، چيy≺mx≺x  وي. دغه ډول عدد

 اوس نو :سیټ ګڼ ترتیب سوي سیټ دي. ≽,Xوجود لري، ځکه چي د 

  f(xm)=rk , Qn= Qn−1∪{ rk},  Xn= Xn−1∪{ xm } 

ددغه ډول جوړښت زموږ مطلوب آیزومورفیزم دي. په دی هکله لوستونکئ کولای سي سره اېږدو. 

  .q.e.d     چي خپل باور لاسته راوړي. 

 

 نور تمرینونه 

الف( ثابت کئ چي د ټولو هغو خلاصو انتروالو سیټ چي څوکي یې ناطق عددونه وي ، د شمېر  7.6.

 وړ دي. 
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  A∈2,I1, I2I≠1Iکي د ټولو هغو خلاصو انتروالو سیټ دي ، چي د  Rپه  Aب( فرضوو چي        

  12سیټ د شمېر وړ دي. Aصدق وکي ، نو ثابت کئ چي د   2I∩1I=∅دپاره 

سره ه دوه  یودبله په سطحه کي د ټولو هغو دایرو سیټ دي ،چي دوه پ Kج( فرضوو چي  

 سیټ د شمېر وړ دی.  K. ثابت کي د مشترکه نقطه ونلري، یعنی دوه په دوه سره بېل وي

تابع ده.ثابت کي چي  کي غیر متنازله Rڅخه په حقیقې عددو  Rد حقیقې عددو  fفرضوو چي  8.6.

 لندنې ادعاوي صدق کوي:

 لمیټدپاره یو اړخېزه  R∈aالف( د هر  
x a
limf (x)
 

, 
x a
limf (x)
 

 ؛وجود لري  

 تابع متمادي نده، د شمېر وړ دي. fد تابع د هغو نقطو سیټ ، چي په هغو کي د  fب( د  

 aتابع د  fکي تابع ده.یادونه کوو چي د  Rڅخه په حقیقې عددو  Rد حقیقې عددو  fفرضوو چي  9.6.

 نقطه( لري، که داسي اکستریم )پدي معنی چي تېره د انحطاط او یا تېره د تصاعد رهپه نقطه کي ، تې

ε>0 وجود ولري ، چي د ټولوx≠a  ،x∈(a−ε, a+ε)  دپارهf(x)<f(a)  دي او یا د ټولوx≠a  ،

x∈(a−ε, a+ε)  دپارهf(x)>f(a)  دي. ثابته کي چي دf  د تابع د تېره اکستریم د نقطو سیټ د شمېر

 وړ دي.

لاړو د سیټ د عنصرو تقریبآ ثابتو   Xباندی د  TK(X)سیټ خالي ندی. په   Xفرضوو چي د  10.6.

سیټ د ټولو هغو لاړو  TK(X)پدی معنی چي د سیټ په نښه کوو. 
N

n n 0
{x } X


  سیټ دی، چی د

 دی.  m=xnxدپاره  m≧nوجود لري ، چي د ټولو  mهر لاړ دپاره داسي 

د        {TK Q ,  TK N , TK 0,1 ,  T} K  د سیټو بوج به څو وی؟ {0}

کی د توپولوجي له مخي ګڼ وي ، پدي معنی  nRسیټ په  Xسیټ داسي پیداکي چي د  nR⊆Xد  11.6.

چي د هر 
n

1 n
a=[a ,... ,a ] R  0او هرε>  1دپاره د n

[x ,...,x ] X  نقطه داسي وجود ولری ، چي

 دی.  ε|ia−i|x>دپاره  i=1, ..., nد 

سره  نقطي Isolated تجرید سوي) منزوي( د سیټ په  Xنقطه د  xوي. د  nR⊆X, X∈xکه  12.6.

دپاره   X∈y,y≠xداسي وجود ولري ، چي د هر <0εیادوو ، که 
n

i i
i 1

| x y |


 .صدق وکي       

(1 n 1 n
y [y ,...,y ],x [x ,...,x ]   .ثابت کي چي د مجزاء نقطو سیټ د شمېر وړ دی .) 

د متناهی غوټه لرونکو ګرافو سیټ وي، پداسي ډول چي د نوموړی سیټ هیڅ دوه  Gکه الف(  13.6.

 سیټ د شمېر وړ سیټ دي. Gګرافونه یو دبل سره آیزومورف ندي. نو د 

نیمګړې ترتیب سوی سیټو ، سیټ وي چي هیڅ دوه نیمګړي ترتیب د ټولو متناهې  Lب( که          

 سیټ د شمېر وړ سیټ دي. Lي. نو ثابت کئ چي د سوي سیټونه په خپل منځ کي آیزومورف نه و

 د سیټو بېلګې داسي و موندي ، چي د هغو عنصرونه لایتناهي سیټونه وي. Lاو  Gج( د  

                                           
 وړ دي )ژباړن( پدی معنی چي د حقیقی عددو پر محور د ټولو خلاصو انتروالو سیټ چي دوه په دوه سره بېل وي ، د شمېر 12
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لاندنیو خطي ترتیب سوي خطې ترتیب سوي سیټ باید کم شرطونه پر ځای کي ، څو د  ≧ ,Xد  14.6.

 سیټو سره آیزومورف وي:

0,1 الف(  Q,  ؛ 

 ؛ ≧ ,Zب(  

 ؛ ≧ ,Rج(  

 ؛ ≧ ,Nد(  

 . ≧ ,R−Qډ(  

 

 ډیر دي. Uncountableددونه بی شمېرهحقیقی ع 7.3. 
سیټ د شمېر وړ ندي . د کانتور د قضیې کلاسیک ثبوت ، چي په  Rپدی رساله کي به وښیو چي د  

 اصطلاح د قطر پر پرنسیپ ولاړ دي، راوړو. په پای کي به د لاسته راوړیو نتېجو یوه مهمه عملی بڼه وڅېړو.

د شمېر وړ دي. تر اوسه مو د  Qاو د ناطقو عددو سیټ  Zو موښودل چی د تامو عددو سیټ  

شمېر وړ نه وي، نه درلوده. طبعآ سوال طرح کیږي ، چي آیا د حقیقې عددو دداسی سیټ بېلګه چي د 

م کال کي کانتور په خپل لیک کی و ددکیند ته طرح   1873هم د شمېر وړ دي ؟ دغه سوال په  Rسیټ 

کي. وروسته له څو اونیو څخه یې په خپله ، خپل سوال ته منفې جواب ورکي . ثبوت یې په هغه وخت 

دغه ثبوت دوهم ثبوت نشر کي.  Rره سیټ م کال کي یې د بې شمې 1890ؤ. وروسته په کي ډیر پیچلئ 

په اصطلاح د کانتور د قطر پر طریقه ولاړ دي. ددغه طریقی څخه د شلمي پیړي په ریاضي کی په 

پراخ ډول کار اخیستل سوي دي .د کانتور د قطر طریقه ډیر کلتوری ارزښت تر لاسه کي اودهغه 

په  ، ېرندلو په څو یا د ریمبراند د انځورونو د پېژپیر د لوبو، یا بیتهوفن د موسیقي اپېژندنه د شکس

 عمومي پوهه کي راځي. 

 د ټولو حقیقې عددو سیټ بي شمېره دي. 1.7.قضیه  

ثبوت: قضیه د تناقض په طریقه ثبوتوو. ثبوت په حقیقت کي د کانتور د ثبوت اصلی مفکوره  

انتروال هم د شمېر وړ سیټ دي ، پدي  (1 ,0)سیټ د شمېر وړ دي. بیانو د  Rتعقیبوي. فرضوو چي د 

 معنی چي هغه په لاړ پییلای سو. 

  (0, 1)={an ; n∈N, n>0} 

 کولای سو، نو: ارائهعدد د لسو پر قاعده  naڅرنګه چي د  

  
k

n nk
k 1

a a .10






  

څرګندونې ولري ، نو د هغوی څخه یې لایتناهې څرګندونه عدد د لسو پر قاعده دوی مختلفي  naکه د 

عددونه او دهغوی د لسو  nN, a∈0, n>nدي. د  nka≠0دپاره  kټاکو، پدی معنی چي د لایتناهی ډیرو 

 شکل( .   3.18نه( په جدول کی اوډو) پر قاعده ارائه)څرګندو
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داسی جوړو  n...b 3b2b1b=0,b...اوس نو د قطر د طریقی څخه کار اخلو او یو نوی عدد د  

  bسره اېږدو. پدی حساب د  1kb=وي ، نو  kka≠1سره اېږدو. که  9kb=وی ، نو  1kka=چي ، که 

سره  bna=وجود لری ، چي  nپه انتروال کي شامل دي. پدی معنی چي داسي  (1 ,0)عدد د 

عدد  bسره وي. ځو د  n=bnnaکېږي)ځکه چي ټوله عددونه مو په لاړ پییلې دي( . په خااص ډول باید 

 دی او دغه مطلوب تناقض دي. nb≠nnaدي. ځکه نو  kka≠kbد پاره   kمو داسي جوړ کي چي د هر 

 n...b 3b2b10,b..او  nn... an3an2an10,a ...ملرنه وکو ، چي د اپددی دپاره چي ثبوت تکمیل وي ، باید 

. ځکه چي لمړي څرګندونه متناهي نده د عین عدد د لسو پر قاعده دوی مختلفي  څرګندونه نسی کیداي 

 .دي 9او  1یوازی رقمونه یې او نظر و فرضیې ته دوهمه څرګندونه هم متناهې نده ، ځکه چی 

   

 q.e.d. 

د  وښیو چي د ټولوطبیعي عدد بهراولو. ود قطر په طریقه کي کوچنئ تغیرد کانټور 1.7.بېلګه  

Nلاړو سیټ  N  .د لاندنې ادعا څخه استنباط کېږي: که بی شمېره سیټ دي
NA N  د شمېر وړ

Nد سیټ وي، بیا نو  N∈h  لاړ داسي وجود لري ، چيA∉h  دي. په رشتیا هم ، فرضوو چيA  د

 سیټ په لاړ وپیېو.: Aطبیعی عددو د لاړو د شمېر وړ سیټ دي. بیا نو کولای سو چي د 

  A={fn ; n∈N} 

 په لاندي ډول تعریفوو: h(k)د طبیعی عددو لاړ دي(.  nf)هر 

   h(k)=fk(k)+1    (7.1) 

Nطبعآ  N∈h  دی، مګرA∉h  دي. کهA∈h  وای ، نو داسيn  به وجود درلودلای، چيnh=f  .وای

      دي.  nf≠h(n)(n)اړېکي ته  (7.1)نظر و 

     ∎ 

Nد   1.7.تمرین   Nډول نیمګړي ترتیبوو: سیټ په دیg⋖f  دي، که داسيN∈k  موجود وي

بېلګي د طرحي په بدلون سره ثابت کئ چي د   7.1د صدق وکي.  g(n)<f(n)دپاره  k>nچی د ټولو 
N N (هر دشمېر وړسب سیټ د پاس له خوا محدود دي(k)}+1k(k), ..., f0h(k)=max {f  سره

 وټاکئ(.

یې بنسټ  وي ادعامرستنې قضیې یو بل ثبوت راوړو چي لاندنې  7.1اوس به نو دلته د  

 څخه په راتلونکې کي په نورو څېړنو کي هم کار اخلو. د نوموړې ادعاؤ جوړوي.
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nایښودل سوي انتروالو پرنسیپ(. فرضوو چي )یو په بل کي  7.1.لیما   n 0
{I }

  د تړلو انتروالو

 داسي لاړ دي ، چي:

 دي, nI⊆n+1Iدپاره  nالف( د هر  

 د انتروال اوږدوالئ و صفر ته نژدي کېږي. nIب( د  

 بیانو د ټولو انتروالو مشترکه برخه
n

n 0

I




 ه بر کي نیسي.فقط یو حقیقي عدد پ 

nفرضوو چي ثبوت:  n n
I a ,b: دي. د الف( د شرط پر بنسټ 

a0≦a1≦ ... ≦an≦an+1≦ ... ≦bn+1≦bn≦ ... ≦b1≦b0  (7.2) 

 د ب( د شرط له مخې :دی . 

   
n n

n
lim(b a ) 0


     (7.3) 

nصدق کوي.لمړئ به وښیو چي د 
n 0

I




 مشترکه برخه حد اکثر یو عنصر احتواء کوي.  

nفرضوو چي  
n 0

I




∈x,y  دي. کهy≠x  واي ، نوy|>0 −=|xε  پر اساس داسي  (7.3)واي. د

 0n  0وجود لري، چي دn≧n  دپارهε|<na−n|b  .څرنګه چي دي
0n

x,y I : دي، نو 

 |x−y|≦|
0 0n n

b a |< ε=|x−y| 

 خو پورتنئ غیر مساوات تناقض دي. 

 پر اساس د : (7.2)ترسیم کړو. د اوس به نو د انتروالو په دغه مشترکه برخه کي عنصر  

    X={an ; n∈N} 

په ذریعه( او په څرګند ډول غیر خالي دي. ځکه نو  0bسیټ د پاس له خوا محدود )د بېلګې په ډول د 

α∈R  داسي وجود لري ، چيα =sup X  .دي 

 (7.2)حقیقت لري. د  α ≦naدپاره  nد سیټ پاسنئ سرحد دي ، نو د هر  Xد  αڅرنګه چي  

د سیټ دپاس له خوا  کوچنئ  Xد  αد سیټ د پاسنیو سرحدو څخه دي، څرنګه چي  Xد   nbپر اساس 

 دي. و مو ښودل چي : nα≦bدپاره   N∈nترین سرحد دي ، نود هر 

   an≦ α≦bn  

nځکه نو  دي،  ∋nIαپدي معنی چي 
n 0

I




α∈   .دي    q.e.d. 

,aفرضوو چي  2.7.لیما   b  ،تړلئ انتروالb<a  دي. د هر حقیقې عددR∈x  دپاره د

c, d  ،d<c :انتروال داسي وجود لري، چي 
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,cالف(   d∈x ؛ 

,aب(    b⊆c, d ؛ 

ج( 
1

d c (b c)
2

  . 

,aددی ادعا ثبوت بدیهی دی. د  ثبوت :  b انتروال پر درو مساوی )یودبله سره مشترکه

 وېشو: ( انتروالو non disjointبرخه ولري، 

1 1 2 2
a,a (b a) , a (b a),a (b a) , a (b a),b

3 3 3 3
         

,cعدد لږ تر لږه په یوه انتروال کي ندي شامل ، هغه انتروال د  xد  d.د انتروال په صفت ټاکو  

 q.e.d. 

قضیې سره معادله ده، ثابتوو:   7.1قضیې د بل ثبوت د ارائې دپاره لاندنې ادعا، چي د  7.1د  

 دي.  X≠Rسیټ د شمېر وړ وي، نو   X⊆Rکه د 

په ذریعه داسي  0Iد د حقیقې عددو د شمېر وړ سیټ دي.  N} ∈; nnX={aفرضوو چي  

,0په ځان کي ونلري ، په نښه کوو)د بېلګي په ډول د  0x انتروال چي اوږدوالي یې یو او  یا  1

2, انتروال  nI⊆n+1Iلیما پر اساس د   7.2انتروال ترسیم کي، بیانو د  nI. کله چي مو د انتروال( 3

ي تر نیمایې کوچنئ  او د د انتروال د اوږدوال nIداسي وجود لري چي اوږدوالي یې مثبت عدد او د 

n+1x  .عنصر په ځان کی نلري 

nد   n 0
{I }

 لیما شرطونه پر ځای کوي، ځکه نو   7.1د انتروالو لاړ دn
n 0

I




∈x  وجودلري. که

X∈x د کم وی، نوn  دپاره nx=x  دي. پدی معنی چيnI∈x  دي، خو زموږ د انتروالو ترسیم داسي ؤ

دي . ددی ځایه استنباط  X∉xدي . ځکه نو دغه دوه حالته یودبل سره مغایرت لري. ځکه نو  nI∉xچي 

   .q.e.d        دي. X≠Rکېږي چي 

د  ي نتیجه، کانتور د هغه پرابلمي په هکله د ج. کانتور لاسته راغلد حقیقي عددو دسیټ د بی شمېره وال 

دپاره چي دهغه په وخت کي یې حضور درلودي، په کار واچول. دغه موضوع به لږ څه په  حل

 جزئیاتو وڅېړو.

د یې ورځ  ورسېدل چي ننه هغه مفهومعددوتر د مفهوم د انکشاف په لار کي د بشریت د عدد 

هغه یادونه وکړه فیثاغورث او دمی رساله کي   2.1. لکه څنګه چي په عددو په نامه پېژنو ناطقو

چي هره د قطر اوږدوالي،شاګردانو تر میلاد دمخه په شپږمه پېړي کي په دی پوه وه ،چي دهغې مربع 

کاله ریاضي پوهانو ددی قدرت  2000ناطق عدد ندي. اضافه تر ،  2یو واحد وي، یعني یې ضلع 

پیدانه کي چي د غیر ناطقو عددو نور ډولونه ، دبېلګې په ډول ، نه یوازي دیوه عدد دوهم جذر بلکه 

n .چي  ،ښودلود اتلسمي پېړي په اوله نیمایې کي اویلر ـام جذر او دهغوي ترکیب، دی پیداکړيe  او

عدد  πو ښودل، چي د  Johan Heinrich Lambert(1728-1777)وروسته یوهان هاینریخ لامبرت 
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په «د ترکیب او د هغوی جذرو »طبعآ سوال طرح سو چي آیا دغه عددونه د دي. و عددوڅخهغیر ناطقد

      Adrien-Marie Legendreادریین ـ مارې لژاندر  پرتله د نورو مشخصاتو درلودونکې دي؟ 

غه پولینوم چي ضریبونه یې ناطق عدد د ه πهغه فرضیه فورمولبندي کړه چي د  (1752-1833)

عددونه وي، جذر کیدای نسي. پدی معنی چي د ناطقو ضریبو سره داسی پولینوم وجود نلري چي د هغه 

 عدد وي. دغه فرضیه بی درنګه ددی سبب سوه چي نوی مفهوم منځ ته راسي. πجذر دي د 

ناطق عددونه  ana , ... ,0 حقیقي )او یا مختلط( عدد د الجبري عدد په نامه یادوو ، که د αد  

د  α داسي وجود ولري، چي 
n

0 1 n
a a x ... a x    ،0 1 n

| a | | a | ... | a | 0     د پولینوم جذر

 عدد په نامه یې یادوو. Transcendentوي. هغه عدد چي الجبري نه وي ، نو دترانسندنت 

د تامو  αعددیوازي او یوازي هغه وخت  الجبري عدد دي، چي   αوښیاست چي د  7.2.تمرین  

 جذر وي.  د غیر صفری پولینومضریبو سره 

ترمنځ توپیر کاوه، او داسي فرضیه یې  کي د الجبری او ترانسندنت عددونو کال 1744اویلر په  

عدد یا الجبري او یا ترانسندنټ دي. د لژاندر   αد  ،بیا نو  s αr=ناطق عددونه وي  s,rکښیښودله: که 

څه نا څه سل کاله او د اویلر فرضیه دوه سوه کاله د خپل ثبوت په انتظار کي پاته سوه. )د فرضییې 

 Aleksandr Osipovitchشلمي پېړي په سر کي یو دبل څخه جدا الکساندر اوسیپوویچ ګلفاند 

Gelfond (1906-1968)   او ټ . شنایدرT.Schneider   تر اېښودل سوو فرضیو قوي ادعاوي

 ثابتې کړي. 

د نولسمې پېړي په لمړي نیمایې کي لا نه وه معلومه ، چي آیا تراسندنټ عدد وجود لري. په  

داسي قضیه  Joseph Liouville(1809-1882)کي فرانسوي ریاضي پوه ژوزیف لیوویل  1844

او ضریبونه یې ناطق عددونه وي،او  n، چي درجه یې  عدد د هغه پولینوم جذر وی  αثابته کړه : که د 

α  ناطق عدد نه وي، نو دc  مثبت عدد داسي وجود لري، چی د اختیاريp,q∈Z  ،q≠0  عددو دپاره

 لاندنئ غیر مساوات صدق کوي:

   
n

p c

q q
    

 د لیویل ددغې قضیې په مرسته په اسانې سره ثابتیدلای سي، چي هر عدد د

   k

k!
k 1

a

10





  , ak∈{0,1,...,9} 

 په بڼه، ترانسنډنټ دي. 

وښیاست چي د  7.3.تمرین  
2! 3! k!

1 1 1 1
... ...

10 10 10 10
     .عدد ترا نسنډنټ دي 

 πپدي ډول د ترانسنډنټ عدد دوجود و سوال ته جواب ورکړه سو. د لژاندر د فرضیې ثبوت د  

 Charlesمیټ کي چارلس هر 1873د عدد د ترانسنډنټ والي په هکله یو بل مهم ګام ؤ چي په 

Hermite (1822-1901)   پدی مسیرکي کانتور مهم بریالیتوب تر لاسه کي.  1874سرته ورسوي. په

ور تدغه بریالیتوب د سیټ د تیوري د زیږیدو سبب او دهغه و ارزښتو ته د قدر په سترګه وکتل سوه. کان
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وښودل چي د الجبري عددو سیټ د شمېر وړدي.پدی معنی چي دترانسنډنټ عددو سیټ بي شمېره سیټ 

 دي، یعنی بی شمېره ډیر ترانسنډنټ عددونه وجود لري. 

 ه وښیو چي د الجبري عددو سیټ د شمېر وړ سیټ دي.پدی بېلګه کي ب 7.2.بېلګه  

 وي ، نو : =n, ... , a0[af−1[ـئېزه، یعنی nد تامو عددو ترتیب سوي  nZ∈fکه  

 Pf={ α∈R; 
n 1

0 1 n 1
a a ... a 0


     } 

د هغه پولینوم د حقیقي جذرو سیټ دي. د الجبري عددو  fP پولینوم شفروې او fایږدو. پدي معنی، چي 

او د تامو عددو  n∈Nیوازي او یوازی هغه وخت الجبري عدد دي، که داسي αد تعریف پر اساس 

n [0 ,... ,0]ـئېزه ≠f  وجود ولري، چيfPα∈  :وي. ځکه نو 

  Alg
n

f
n N f Z {[0,...,0]}

P
  

      (7.4) 

سیټونه د شمېر وړ سیټونه دي. د الجبر څخه پوهېږو چي د  nZدپاره د  N∈nپه اساني لیدلای سو چي د 

fP  قضیې په مرسته استنباط کېږي،چي د   3.6.4څخه د  (7.4)دي. ځکه نو د سیټ هر سیټ متناهې

Alg .و  )پاملرنه وکي، چي دلته د ټاکنېسیټ )یعني د الجبري عددو سیټ (د شمېر وړ سیټ دي

 اکسیومي ته ضرورت نسته(.

که  7.4.تمرین  
n

0 1 n
a a x ... a x   کانتور د د تامو عددو د ضریبو سره پولینوم وي، نو 

 N=n−1+ 0 1 n
| a | | a | ... | a |    

وي،  Nد متناهې شمېر پولینومو چي ارتفاع یې   Nهر  پولینوم د ارتفاع په نوم یادوي. همدغه عدد د

الجبري عددونه وجود لري. نوموړي  Φ(N)دپاره متناهي  Nجواب ورکونکئ دي. پدي معنی چي دهر 

 توب استنباط سي. د سیټ د شمېر وړ  Algڅېړنه داسي دقیق کړي، چي دهغه څخه د 

د حقیقی کانتینووم )د هغه د ترتیب د ساختمان او توپولوجي( سره  Rولو حقیقي عددو سیټ د ټ 

Real Continuum  په نامه هم یادېږي. ځکه نو د هغه بوج|R|  د کانتینووم بوج په نامه یادیږي، او په

c .فلهذا: سره ښودل کېږي 

    c=|R|    (7.5) 

 قضیه وایې :  7.1پدي لحاظ 

    c>ℵ0    (7.6) 

 نور تمرینونه 

,0فرضوو چي  .7.5.  1⊆P  N,∈p>1, p  د بېلګې په ډول(p=9  د .)B  اوC  دوه لوبغاړئ

سیټ څخه رقمونه ټاکي. دقیق به ووایو  {p−1 ,... ,1 ,0}لایتناهې داسي لوبه کوي، چي په وار سره د 

 Cیعنی جفت رقمونه ټاکي او د  p∈2na ,... ,1 ,0}−{1دپاره  ... ,n=0, 1د  لوبغاړئ Bچي د 

لوبغاړئ ، لوبه ګټي که د  Bټاکي. د  p∈2n+1a ,... ,1 ,0}−{1لوبغاړئ طاق رقمونه یعنی 

k 1

k
k 0

a .p


 



  عدد دP  په سیټ کي شامل وي ، غیر له هغه څخه لوبه دC  .لوبغاړئ ګټې 
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لوبغاړئ داسي لوبه کولای سي ، چي لوبه  Cسیټ و شمېر وړ سیټ وي ، ثابته کي چي د  Pالف( که د 

 وګټي.

 قضیې بل ثبوت پیداکئ.  7.1ب( د الف( د نتېجي څخه په استفاده سره د 

قضیې په ثبوت کي د تعدیل )بدلون( په نتیجه کي ثابته کي چي د  7.1د  .7.6 
N{0,1}  سیټ د

 شمېر وړ ندي. 

Nګړئ ترتیب سوي سیټ متمرین کي نی 7.1په  7.7.  N  ترتیب سره، په نظر کي نیسو.  ⋗د

 ثابت کي چي:

الف( د  
N

n n 0
{f } N


 : لاړ داسي وجود لری، چي 

  f0⋗f1⋗  ... ⋗fn⋗ ... 

وي ، نو د  n nk=(m)د پاره  m∈Nتابع داسی تعریف کړو، چي د هر  nk که د ب( 
N

n
A {f N; ( n N); f k }     .سیټ خالي ند ی او کوچنئ ترین عنصر نلري 

nکه  .7.8  n 0
{a }

  اوn n 0
{b }

  د حقیقي عددو، د صفر څخه خلاف،  دوه لاړه وي، نو وایو چي

nد  n 0
{b }

  لاړ نظر دn n 0
{a }

 : لاړ ته ژر وده کوی )غټېږي( کهn

n
n

a
lim 0

b
 :وي. ثابت کي چي 

nالف( د هر   n 0
{a }

 لاړ وجود لري چي ژر وده کوي.  دپاره داسي لاړ 

سي لاړ وجود لري چي د هغه سیټ د هر لاړ په پر ب( د لاړو د هر د شمېر وړ سیټ دپاره دا 

 تله ژر وده کي. 

لیما کي د ب( د فرضیې څخه تېر سو ) پدی معنی چي د هغي فرضیې  1.7الف( که په   9.7. 

 څخه صرفنظر وکو( ، نو په لیما کي به څه تغیر راسي؟

 لیما د خلاصو انتروالو دپاره هم صدق کوي؟ 1.7ب(آیا د  

پر فیلډ باندي د  Kعدد ) حقیقي یا مختلط( د  αد حقیقي عددو سب فیلډ وي، نو د  Kکه  10.7. 

 الجبري عدد په نامه یادیږي، که داسي پولینوم 
n

0 1 n
p(x) a a x ... a x     وجود ولري چي

)=0αp(  اوK∈n, ... ,a1, a0a  وي. که دK  فیلډ د شمېر وړ وي ، نو ثابت کي چي داسی حقیقي عدد

 پر فیلډ باندي الجبري ندي. Kچي د  وجود لري ،

fباندي داسي تعریف سوي ده ، چي متمادي مشتق  Rتابع پر  fالف( فرضوو چي د  .7.11   

 دي.  α∈Rولري. فرضوو چي 

 M=max {1, sup { f (x) ; x∈ 1, 1    }} 

,1سره اېږدو. وښیاست چي د  1   x∈  دپاره| f (x) f ( ) M.| || x   .صدق کوي 
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ب(فرضوو چي  
n

0 1 n
f (x) a a x ... a x    د تامو عددو دضریبو سرهn  ـ درجه اي

د الف په برخه کي تعریف سوي سیټ او  Mدي. فرضو چي  )0αf=(دپاره  ∋Rαپولینوم او د 

 
1

c
M

   .که ديα  ناطق عدد نه وي ، نو د هر
p

Q
q
 : دپاره 

  
n

n i i

in
i 0

c
a q

p

q
p

q





    .صدق کوي 

 ج( د ب( د برخي د نتیجي څخه په استفاده سره د لیو ویل قضیه ثابته کي.  

 

 پرنسیپ  Dirichletشله یرد ی 8.3. 
 چي د لمړي ځل دپاره د پیتروږغېږو، په هکله او دهغه د استعمال  د هغه اصل پدی مقاله کي به 

 »یا«  جابو» اصطلاح د  په. دغه پرنسیپ له خوا په کار ولویدي  (1859-1805) ګوستاف لوژن ـ یریشله 

 د پرنسیپ په نامه هم یادیږي. « کوتر خاني 

 nد کوتر خاني پرنسیپ په ساده ډول داسي  فورمولبندي کوو:که په یوه کوتر خانه کي چي  

اضافه کوترې ځای پر ځای سي ، نو لږ تر لږه په یوه جابه کي به دوي کوترې ځای  nجابې لر ی تر 

 پر ځای سوي وي. 

 د ریاضي له مخي دقیقه فورمولبندي وکړو.اوس به یې 

داسي  Y2,y1, y 2y≠1y∋وي، نو  X⟶f:Yاو  |X|<|Y|که سیپ(. )د یریشله پرن 1.8.قضیه  

 دي. 2f(y≠)1f(y(وجود لري ، چي 

مپینګ باید ساده مپینګ  X⟶f:Yد وجود نه درلودلای ، نو   Y2,y1y∋که دغه ډول  ثبوت . 

سره تضاد  3.1.وي. خو دغه نتیجه د کانتور برنشتاین د قضیې  |Y|≦|X|وي. به هغه صورت کي باید 

  .q.e.d        دي. 

پدي بېلګه کي به وښیو چي د پراګ په ښار کي دوه انسانان چي پر سر باندي  1.8.بېلګه  

د پراګ د ښار د اوسیدونکو سیټ دي او  Yمساوي شمېر د وریښتانو لري ، ژوند کوي. فرضوو چي 

X  د
N500000 و چي سیټ دي. پوهېږ|X| >|Y|  ډیر  000 500دي )ځکه چي د پراګ نفوس تر

اېږدي.   f(y)په مقابل کي د هغه پر سرد وریښتانو شمېر  yمپینګ د پراګ د هر اوسیدونکي  fدي(.د 

په سیټ کي  Xمپینګ د  fاضافه وریښتان پر سر نلري، ځکه نو د  999 499څرنګه چي هیڅ انسان تر 

دي ، بدي  f(y1f(y=(2 (لري، چي  وجود  y2y,1کی قضیې پر اساس دوه مختلف اوسیدون 8.1دي. د 

    معنی چي مساوي شمېر وریښتان لري. 

     ∎ 

کتابتون کي چي ډیر شمېر کتابونه لري )د بېلګي په توګه وښیاست چي په هغه  1.8.تمرین  

( دوه مختلف کتابونه داسي وجود لري چي د صفحو شمېر یې سره مساوي دي.کولای  5000اضافه تر 

سي چي ثابته یې کی چي په ډیر لوی  کتابتون کي چی اضافه تر یو میلیون کتابونه ولري ، دوه مختلف 

 کتابونه داسي وجود لري چی د تورو شمېر یې سره مساوي دي؟
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داسي طبیعی عددونه دي چي یو پر بل دوېش وړ  ،تر یوه لوی nاو  mفرضوو چي  2.8.بېلګه  

 1د وېشلو په نتیجه کي  kmباندي د  nوجود لري چي پر  k<0نه وي. و به ښیو چي داسي طبیعی عدد 

 . کېږيباقي پاته 

د  imد سیټ( په نظر کي نیسو.  n+1, ... , m2,m1Y={m{عددونه )د  m2, ... , mn+1m,1د  

تخصیصوو .پدي معنی چي        i=f(mir(باندی د هغه دوېش باقي   nعدد و هر طاقت ته پر 

1}=X−{0,1, ..., n∈ir  دي. څرنګه چي|X|>|Y|  دي، نو دi,mjm  دوه مختلف طاقتونه داسي وجود

د وېش  nعدد پر  im−jmدي. بیا نود  j<iدي. فرضو دبېلګې په ډول  j)=rj)=f(mi=f(mirلري چي 

 imعددونه یوپر بل دوېش وړ ندي ، ځکه نو د  mاو   nدي. د  i−j(mi=mim−jm−(1خو وړ دي. 

وېشي. دلته کفایت کوي  i−jm−1عدد  nچي د  کېږيسره د وېش وړ ندي. ددی ځایه استنباط   nهم د 

 ∎    سره کښېږدو.  k=j−iچي 

د عدد یو د طاقتو  mسره د وېش وړ ندي، بیا نو د  5او  2عدد د  mفرضو چي د  2.8.تمرین  

 ثابت کئ.رقمونه څرګندېږي.  0001څخه په خپل د لسو پر قاعده د ارائي په وروستي ګروپ کي  د 

متره ده ، غواړو وني داسي کښېږدو چي د هرو  42×25په هغه باغچه کي چي  3.8.بېلګه  

سوو شرطو لاندي  فاصله وي. ثابتو چي په دغه باغچه کي تر راکړه 3mدوو ونو په منځ کي لږتر لږه  

 ونې نسو ایښودلای.   250

ونې تر   250ع ثبوت په غیر مستقیم ډول سرته رسوو، پدي معنی ، فرضوو چي موضود  

مربعات  240ضلعی په مربعاتو پوښو .   m 2,1راکړه سوي شرطو لاندی اېښودلای سو. باغچه د 

ونې   250غچه کي مو اکه په بشکل وګورئ(، دغه شمېر زموږ دپاره کافي دي.  3.19لاسته راځي )

په یوه مربع کي دوی ونې ایښودل سوی وي ) لږ تر لږه ایښودلی وای ، نو هرومرو به د مربعاتو څخه 

 . (ونه پکښي ایښودل سوی ده yهغه مربع ده چي د  f(y)د ونو سیټ او  Yدلته 

 

   

.2,1وي  2,1څرنګه چي د هغه مربع قطر چي ضلع یې  2 3 دي، نو په دي حساب ونې یو او بل ته

 نژدي دي. 3mتر 

 د یریشله د اصل یوی بلي بڼي ته پاملرنه وکي. 

د سیټو څخه یو سیټ  Bاو  Aلایتناهی سیټ وي، نو د  Xوي،  X=A∪Bکه  2.8.قضیه  

 تناهی دي. یلا
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سیټونه دواړه متناهی وي، نو بیا د هغو یو والی هم  Bاو  A ثبوت یې بدیهی دي. که د ثبوت: 

Nfسیټونه متناهی وي ، نو د  Bاو  Aمتناهې سیټ دي. پدی معنی که د  : n A  او
Ng : m B 

بایجکشنونه و جود لري. په اسانی سره د 
Nh : n m A B   .ددی سرجکشن رسمولای سو

 .کېږيقضیې څخه استنباط  6.4ځایه زموږ ادعا د 

q.e.d 

nد یریشله د پرنسیپ لاندی شکل ثابت کي: که  3.8.تمرین  
n 0

X A




  ،ويX  د شمېر وړ نه

 د سیټو څخه یو سیټ د شمېر وړ ندي.  nAوي و نو لږتر لږه د 

دسیټ د  Aد  xوي ، نو د  x∈Rاو A⊆Rلوستونکي ته دلته یو بل مفهوم ور پیادوو. که  

نقطه داسي  a∈A  ،a≠xدپاره د  ε>0په نامه یادوو که د هر  (Bulk Point)ازدحام یا تجمع د نقطي 

نقطې د ازدحام یا  bاو  aپه انتروال کي د  (a, b)دي. د بېلګي په توګه د  a−x|<ε|وجود ولري ، چي 

 تجمع نقطې دي. 

 محدود لایتناهي سب سیټ د تجمع نقطه لري.  هر Rد حقیقی عددو  4.8.بېلګه  

داسي عدد دي چي  R∈0, K>Kلایتناهي محدود سیټ دي.فرضوو چي  R ⊆Aفرضوو چي  

A K,K   دي. د استقراء په طریقه دn n 0
{I }

  لیما د  3.7.1داسي جوړوو چي د د انتروالو لاړ

(a  او(b د هر  سر بیره پر ديخاصیتونه ولري اوn  دپاره دA∩nI   متناهې وي. سیټ  غیر 

0څخه به یې راشروع کړو.  0Iد  
I K, K   .ایږدوA=A∩0I  .که د لایتناهې سیټ دي

n
I a,b  به صدق کوي: اړېکهانتروال مو ترسیم کړی وي، نو لاندي 

  n

a b a b
A I A a, A ,b

2 2

    
       

   
  (8.1) 

کي د مساوات په  اړېکه (8.1)د قضیې پر اساس په  2.8سیټ لایتناهي دي، نو د  nI∩Aڅرنګه چي د 

 سره ښیو.  n+1Iښې خوا کي لږترلږه یو سیټ لایتناهي دي. هغه انتروال په 

nلیما پر اساس  3.7.1 د  
n 0

x I




  .اوس به نو وښیو چي وجود لريx  دA  د سیټ تجمع نقطه

د هغوی  xد انتروالو اوږدوالي و صفر ته نژدی کیږي او  nIدي. څرنګه چي د  <0εده. فرضوو چي 

 nI∩Aدي. څرنګه چي د  ε, xε−(x⊆nI+(داسي وجود لري چي  nڅخه په هر یوه کي شامل دي، نو 

دي، په حقیقت کي دغه  εa|−|x>نقطه وجود لري . بیا نو  nI∩A ∈a  ،x≠aسیټ لایتناهي دي، نو د 

 زموږ غوښتنه وه. 

 Rهر بي شمېره سب سیټ د تجمع نقطه لري. آیا د  Rثابت کي چي د حقیقې عددو  4.8.تمرین  

 د شمېر وړسب سیټ وجود لري ، چي د تجمع نقطه و نلري؟
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 نور تمرینونه 

 1984الف( وښیاست چي داسي طبیعي عدد وجود لري ، چي د هغه د لسو پر قاعده ارائه کي د  5.8.

 دوېش وړ دي.  1983په ګروپ سره ختمېږي او پر 

د اختیاري عدد د لسو پر  a  1−nana ...0عددونه یوپر بل د وېش وړ نه وي او  10او  pکه د ب(       

د عدد  pرقمونه دي( ، نو داسي عدد وجود لري چي د  د هغه عدد iaقاعده ارائه وي)پدی معنی چي 

 په ګروپ ختمېږي. a  1−nana ...0 سره د وېش وړ وي او د لسو پر قاعده په ارائه کي د 

د شمېر وړ  nR⊆Xکي : که  هد تمرین د نتیجي څخه په استفادي سره لاندي دعوي ثابت 9.6.د  6.8.

 پوري اړه لري. Xد سیټ د تجمع نقطه داسي وجود لري ، چي هغه په خپله په  Xسیټ نه وي، نو د 

د  Bد  fسیټ دي. ، د سیټ د سب سیټو  Xد  Bدلته به داسي یو حالت وڅېړو: فرضوو چي  7.8.

,0سیټ څخه په   :داسي مپینګ دي، چي 

 دي. f(A)+f(B)=f(A∪B)وي، نو  ∅=A,B,A∪B∈ B ،A∩Bکه  1.

  f(A)≦f(B)وي، نو  A,B ∈ B ،A⊆Bکه  2.

 A∈ Bد او سیټ د سیټ د ټولو متناهې سب سیټو ، Xد  Bاختیاري سیټ دي ،   Xالف(فرضوو چي 

 مپینګ پورتنې دوه شرطونه پر ځای کوي. fوښیاست چي د دي.  |f(A)=|A دپاره 

nدي فرضوو چي  P=B(X)سیټ د شمېر وړ سیټ دي ،  N}∈;n nX={xب( فرضوو چي د  n 0
{a }

 

nد مثبتو حقیقي عددو لاړ داسي لاړ دي چي د 
n 0

a




  سلسله متقاربه وي. که دB ∈A : دپاره 

    f(A)=
n

n A n n
x A n 0

a (x ).a


 

    

 مپینګ پورتنې دوه شرطونه پر ځای کوي. fکښېږدو، نو وښیاست چي د 

 د انتروال اوږدوالی دي.  Aد  f(A)د ټولو محدودو انتروالو سیټ دي.  Bدي،  X=Rج( فرضوو چي 

 مپینګ پورتنې دوه شرطونه پر ځای کوي. fوښیاست چي د 

داسي سب  A⊆ Bدي. که   X∈ Bپورتنې دوه شرطونه پر ځای کوي،  X, B, fد(فرضوو چي  

، نو وي f(A)>0دپاره  A∈ Aهر او د  په خپل منځ کي سره بېل  هر دوه سیټونه Aسیټ وي چي د 

 سیټ د شمېر وړ دي.  Aثابت کي چي د 

او  ϱمختلفي نقطې راکړه سوي دي.ثابت کي چي د  11دي  Vدهغي ګلولي  په منځ کي حجم یې  8.8.

σ  سطحې داسي وجود لري ، چي هغوي دواړه د ګلولی تر مرکز تېریږي او د ګلولی یوه مقطع چي

حجم یې 
1

V
8

 نقطو څخه هیڅ نقطه په ځان کي نلري.  11دي داسي تعینوي ، چي د ذکر سوو   

تام عددونه داسي وجود   u,vدپاره د  ε>0غیر ناطق عدد دي. ثابت کي چي د هر  xفرضوو چي  9.8.

صدق کوي.  u+vx<ε>0لري، چي 
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 څلرم فصل

 اصولد متناهي او لایتناهې سره د شمېرنې      
  

په طبیعی ډول د شمېرنې بنسټیزې عملیې تعریفوو او د هغوی خاصیتونه د سیټو پر بوج باندي  

د متناهې بوج په اړوند به وګورو چي دغه عملیې د طبیعی عددو پر سیټ باندي، د عملیو به و څېړو. 

په اکسیوماتیکي بڼه در و رساله کي  1.2سره تطابق کوي.د طبیعی عددو پر سیټ باندی عملیې مو په 

ي ددي ، ځکه چي په تاریخي لحاظ لمړنې شمېرنې د سیټونو پر بوج بان قت طبیعيپیژندل. دغه حقی

 عملیې وي او وروسته بیا پر حقیقي عددو د شمېرنې اصول دهغه څخه استنباط سوي دي. 

ي هغه ؛په حقیقت کسیټو به په مقایسوی شکل خوار وي تناهي ید شمېرنې د عملیو نتیجې پر لا 

قضیه کي   4.7.1قضیه او 4.2.1،  ج( بېلګو 2.1، ب(  .1.1تمرین،  2.1. په نتیجي یوازي

 فورمولبندي سوي دي. 

په زړه پوری نتیجې د ترکیب په بڼه یعنی  ید متناهي سیټو پر بوج باندي د عملیو په هکله ډیر 

combinatorial charachter  رسالو کي به بحث پر وسي.  4.4-6.4لاسته راوړای سو، چي په 

 د شمېرنې عملیې د سیټو پر بوج باندي 1.4. 
  

پدی رساله کي د سیټو د بوج جمع ، ضرب او طاقت تعریفوو.و به ښیو چي د شمېرنې دغه ډول عملیې د سیټو 

 د شمېرنې و عملیو ته ورته خاصیتونه لري. او یا پر حقیقې عددو باندي  پر بوج باندي پر طبیعي عددو باندي 

(، چی پر یوه لاس دري ګوتې 4+3د لمړي ټولګي زده کونکي دري او څلور داسي جمع کوي )

او پر بل لاس څلور ګوتې اوږدي کي او بیا ددواړو لاسو اوږدي سوي ګوتې شمېري. په بله اصطلاح 

یې هغه سیټ چي بوج یې څلور لاس کي په یوه لاس کي یې هغه سیټ چي بوج یې دری دي او په بل 

دي را ښکاره کړه او په نتیجه کي یې دهغو دوو سیټو د یووالي بوج وشمېرئ. دغه کار بیله دي چي 

چي هغه دوه سیټونه باید مشترک عنصر ونلري . دغه ډول  ډول فرضويطبیعي په پدي پوه سي، 

 طبیعي کړنه زموږ دپاره د بوج د جمع د تعریف اساس ګرځي. 

په څېر به یې  |C|=|A|+|B|د د سیټو د بوج جمع ده،  Bاو  Aد سیټ بوج د  Cوایو چي د 

 :يشرطونه پر ځای ک لانديسیټونه داسي وجود ولري ، چي  1Bاو  1Aپه سیټ کي د  Cد که لیکو، 

    A1∩ B1=∅   (1.1) 

    A1∪ B1=C   (1.2) 

   |A1|=|A| , |B1|=|B|   (1.3) 

بوج  γ , β, αزموږ د قراردادو سره سم، کولای سو چي پورتنئ تعریف داسي هم فورمولبندي کو: که 

او  C  ،1Aکه د په څېر به یې لیکو،  γ=α+βد بوج د جمع حاصل دي،  βاو  αد  γوي، نو وایو چي 

1B  خاصیتو سره داسي وجود ولري ، چي  (1,2)او  (1.1)سیټونه د=β|1B|, =α|1A|  .وي 

ري ، بل ، یو داچي آیا تل د بوج د جمع حاصل وجود ل کېږيطبعآ سمدلاسه دوه سواله پیدا  

 دي؟ داچي آیا زموږ تعریف صحیح
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د سیټو په  Bاو  Aبوج د  |A|+|B|لمړئ به د تعریف درستوالي وڅېړو. په خپل ذات کي مو د  

نتیجه به په « تعریف» . آیا دد سیټ په مرسته تعریف کي C( او دنه د هغوی د بوج په مرسته )مرسته 

نه و ه د عین بوج سره راواخلو، تغیرهغه صورت کي چي د راکړه سوو سیټو په بدل کي نور سیټون

 ت کړای سو:دقیقآ باید لاندنئ استنباط ثاب  کي؟

 دي. |C|=|Z|وي، نو   |A|=|X| , |B|=|Y|,|Z|=|X|+|Y|,|C|=|A|+|B|که 

     ادعا په رشتیا صدق کوي. فرضوو چي: وبه ښیو چي پورتنې

+|B||C|=|A|+|Y|,,|Z|=|X|||Y=B|||X| =A|| 1دي. بیا نو دA  1اوB  (1.3)−(1.1)سیټونه د 

 Z=1Y ∪1X  ،=∅1Y ∩1Xسیټونه داسي وجود ولري ، چي  1Yاو  1Xخاصیتو سره او د 

، ||Y=|1Y||X| , =|1X| قضیه(  3.1.1دي. دبوج د مساوات د انتقالي خاصیت پر بنسټ )الف

|1|X=|1A|  1|اوY|=|1B| .پدی معنی چي د ديg,f  1بایجکشنونه دA  ،1B  1سیټوڅخه دX , 1Y  پر

 بایجکشن داسي ترسیموو: h:C→Zشکل وګورئ(. د  1.4سیټو باندي وجود لري )

 h(x)=f(x)دپاره  1A∈x د 

 h(x)=g(x)دپاره  1B∈x د 

 دي. h=f∪gپدی معنی  چي 

    

 باندي بایجکشن دي.  Zڅخه پر  Cمپینګ د  hوښیاست چي د  1.1.تمرین 

د دي. اوس به یې نو  دي ، یعنی زموږ تعریف صحیح |C|=|Z|پدي ډول مو وښودل چي  

سره کښېږدو، بیانو څرګنده ده  C=A∪Bوي، نو کافې ده چي  ∅=A∩ Bسئله حل کو. که موجودیت م

  Bاو  Aد وي ، نو بیا به څه کوو؟دلته ضرور دي چي  ∅≠A∩ Bدي. که  |C|=|A|+|B|چي 

پدی معنی چي یو دبله سره مشترکه برخه ونلري( ، کو. خو دغه کار په «)جدا»نه په یو ډول سره سیټو

، بیانو  1او  0دوه مختلف عنصرونه رااخلو، د بېلګې په توګه ډیره ساده ګې سره سرته رسیدلای سي. 

او         |B=|1B||A| , =|1A||چي  کېږيسیټونه جوړوو.لیدل  B1B=×{1}او  A1A=×{0}د 

=∅1B ∩1A  دي. اوس نو کفایت کوي چي=C1B ∪1A  سره کښېږدو او+|B||C|=|A|  .صدق کوي

 پدي ډول مو د بوج د جمع د موجودیت سوال ته هم مثبت جواب ورکي. 

 لاندنې اړېکه صدق کوي:الف(  1.1.بیلګه  
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 
1

(0, 1) (0, 1) , 1
2

   

1کفایت کوي چي 

1
A (0, )

2
  ،1

1
B , 1

2
  الف( د بېلګي د نتیجي یا د  2.1.3سره کښېږدو، او د

 ب( تمرین څخه کار واخیستل سي.  1.1.3

0رسالي د نتیجو پر اساس  6.3ب( د   0 0
   پدی معنی کېږي ،N N N  .دي 

1کافي ده چي  1
N A B   1سره داسي کښېږدو ، چي

A  1به د ټولو جفتو طبیعي عددو او
B  د ټولو

 طاقو طبیعی عددو سیټ وي. 

 دي A|=|A|+0|صدق کوي، پدی معنی چي  |∅|+|A|=|A|دپاره  Aج( د هر سیټ  

       ∎ 

)په یاد یې  c+c=cرسالو د نتیجو په پکار اچولو سره ثابت کي چي  3.3او  1.3د  2.1.تمرین  

 د کانتینووم بوج دي!( cولري چي 

د سیټو د  Bاو  Aد سیټ بوج د  Cاوس به نو د بوج د ضرب حاصل تعریف کو. وایو چي د  

Cبوج د ضرب حاصل دي،  A B  : لیکو، که 

     C A B     (1.4) 

Aوي. د حاصل ضرب موجودیت بدیهي دي ، ځکه چي  B A B    د تعریف د  کېږيدي. پاته

 صحیحوالي ضرورت . 

Aوښیاست که  3.1.تمرین   X , B Y   وي، نوA B X Y   .دي 

0الف( 2.1.بېلګه   A A 0 0     ځکه چي ،A A   .دي 

Aب(  1 A   ځکه چي ،A {0} A   دي.کفایت کوي چي دA∈x  دپارهf(x)=[x,0] 

A×    {0}کښېږدو او 
ر پ

1 1
Af:  .دي 

0قضیې نتیجه د  2.6.3ج( د   0 0
   .په شکل لیکلای سو 

A1=×{0}دي. دلته کافي ده چي  A+A2=∙Aد( 
A  {1}او×A =1

B  سره وټاکو. په

1نتیجه کي  1 1 1
A B A , A B     1او 1

A B A {0,1}   .دي 

     ∎ 

0دپاره  N∈nرسالي په مرسته د 6.3د  4.1.تمرین 
n  .تعین کي 
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Xرسالي څخه یې درپیاد کي چي د  2.2د ه د بوج د طاقت عملیه ده. یبله عمل   Y  پذریعه مو دX  د

د سیټ  Cو ګورئ(.وایو چي د  2.2.7په نښه کړي ؤ)په سیټ کي د ټولو مپینګو سیټ  Yسیټ څخه د 

د سیټ بوج دي،  Aد سیټ د بوج په طاقت د  Bبوج د 
B

C A  په شکل یې ارائه کوو ، که

BC A  وي. د 
B

A  د طاقت موجودیت د ضرب د عملیې په شان ، بدیهې دي.د تعریف د

له مخي لږ څه پیچلي دي. باید وښیو، چي که  درستوالي ثبوت هم دونه مشکل ندي ، خو د فکري تجرد

X A , Y B   وي، نو B YA X  .دي 

Xفرضوو چي    A , Y B   دي.پدي معنی چي دf :A X  اوg:Y B 

 دبایجکشنونه وجود لري)پاملرنه وکي چي د بایجکشنو مسیر په ډیره زیرکي سره غوره سوی دي(. 
B Y: A X   بایجکشن و ترسیم ته ضرورت دي.زموږ د غوښتني د بایجکشن ترسیم ساده دي

شکل وګورې(. که  4.2)
BA  وي نو

Y( ) g f X      .دي 

     

که فرضآ مپینګ بایجکشن دي.  Φو به ښیو چي د 
B

1 2 1 2
, , A       وي، نوB∈b  داسي

1وجود لري ، چي  2
(b) (b)   دي. څرنګه چي دg  مپینګ سرجکشن دي، نو د کمY∈y  دپاره

b=g(y)  1چي کېږيده. په آسانې سره لیدل 2
( )(y) ( )(y)      پدي معني چي

1 2
( ) ( )     .د بلی خوا که دي

Y X  وي، نو کفایت کوي چي
1 1g f    سره

کښېږدو. بیانو 
1 1( ) g f g (g f ) f        . پدی معنی چي  ديΦ  هم

 سرجکشن دي.

دپاره  Aدهر سیټ الف(  3.1.بېلګه 
0

A 1  صدق کوي. ځکه چيA { }    دي. په

Aهمدي ډول د    دپاره
A

0 0  دي، ځکه چيA   دي )پدی شرط چيA .)!وي 

دپاره  Aدهر سیټ  ب( 
1

A A  دي. ځکه چي د
 0: A A   مپینګ چي

Φ(x)={[0, x]}  .پر نسخه تعریف سوي دي، د بایجکشن مپینګ دي 

Aبېلګي د نتیجي پر بنسټ  2.5.6ج(د  
2|=(A)P |  دي. که)B×(AP ⊆B A  ، ته ځیر سو

 اختیاري سیټو دپاره : Bاو  Aد نو 

    AB B
A 2

     (1.5) 
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 صدق کوي. 

       ∎ 

دپاره  N∈nرسالي د نتیجو په مرسته د  6.3د  5.1.تمرین  
n

0
  .و شمېري 

د سیټو پر بوج باندي هغه عملیې چي سمدلاسه مو تعریف کړي، پر طبیعي عددو باندي عملیو  

دي معنی دي، پ monotoneخاصیتونه لري. د بېلګي په توګه ټوله عملیې یکنواخت )یو رنګه( ته ورته 

 وي، نو : |B|≦|Y|او  |A|≦|X|که  

    |A|+|B|≦|X|+|Y|    (1.6) 

    |A|⋅|B|≦|X|⋅|Y|    (1.7) 

    
B Y

A X      (1.8) 

ثبوت ساده دي ، اصلآ د هغوپه اړوند د تعریف د صحیحوالي  دثبوت په لږ تغیر سره  (1.7)او  (1.6)د 

حالت و څېړو. ځکه  ∅≠Xکفایت کوي چي د  ثبوت لږ څه پیچلی دی.اړېکې  (1.8)ثابتیدلای سي. د 

 الف( بېلګي د نتیجي څخه استنباط کیږي.  3.1  وي، نو نوموړي اړېکه د ∅=Xچي، که 

غیر مساواتو څخه د  |Y|≦|B|او  |X|≦|A|وجود لري. د  X0x∋دي، نو  X∅≠څرنګه چي  

f :A X انجکشن مپینګ او دY  د کوم سب سیټC  1دپاره د 1

ر gپ :C B


 ینګ بایجکشن مپ

موجودیت استنباط کیدای سي. د 
B Y: A X  (شکل  3.4انجکشن مپینګ داسي ترسیموو

 :وګورئ(

    

که 
BA  وي، نو( )    سره ایږدو.، پداسي حال کي چي دC∈y   دپاره

(y) g f (y)    او دC−Y∈y   0دپاره(y)=xψ  .دی 

 مپینګ انجکشن دي. Φوښیاست چي د  6.1.تمرین  

 ≧په غیرمساواتو کي ، یو غیر مساوات تېره )یعنی د |B|≦|Y|او  |A|≦|X|که د  4.1.بېلګه 

غیر مساواتو کي حتمی نده چي تېره غیر مساوات دي صدق  (1.8)-(1.6)وي، نو په  وي( >پر ځای

0د بېلګي په ډول  وکي. 0 0
0    0او 0 0

1    پر بنسټ  (1.5)دي. د

0 0 0 0 0

0
2 2 2       .صدق کوي 

     ∎ 
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د بېلګي په ټوګه د د بوج په جمع او ضرب کي د طبیعی عددو د شمېرنې اصول صدق کوي،  

 جمع عملیه تبدیلې خاصیت لري:

    |A|+|B|=|B|+|A|    (1.9) 

 اتحادي خاصیت لري:

   (|A|+|B|)+|C|=|A|+(|B|+|C|)   (1.10) 

 د ضرب عملیه تبدیلي خاصیت لري، یعني:

    |A|∙|B|=|B|∙|A|    (1.11) 

 اتحادی خاصیت لري:

   (|A|∙|B|)∙|C|=|A|∙ (|B|∙|C|)    (1.12) 

 د ضرب عملیه نظر د جمع عملیې ته توزیعي خاصیت لري:

  |A|∙(|B|+|C|)=(|A|∙|B |)+(|A|∙|C|)   (1.13) 

 اړېکې ثابت کئ. (1.13)– (1.9) 7.1.تمرین  

 د بوج د طاقت دپاره هم د طبیعی عددو د طاقت و خاصیتو ته ورته خاصیتونه صدق کوي: 

   
B C B C

A A A


       (1.14) 

   
C CC

( A B) A B       (1.15) 

   
B B CC

( A ) A


      (1.16) 

ثابت کو. طبعآ کافي ده چي د بایجکشن مپینګ د  (1.16)د نموني په ډول به  
C B( A)  د سیټ

Bڅخه د C A  پر سیټ باندي ترسیم کړو.که
C B( A)φ∈  وي ، نوφ  داسي مپینګ دي چي و هرC∈c 

Bته  A∈(c)φ  دي. د
B C A  مپینګ دC ×B∈[b,c]  لاندنې مساوان پذریعه تعریفوو:دپاره د 

   ψ([b,c])=  φ (c)(b)     (1.17) 

)که   )   سره کښیږدو ، نوΦ  زموږ مطلوب بایجکشن دي.یقینآ، که
C B

1 2
, ( A)    ،

1 2
    وي ، نو داسيc  1وجود لري، چي 2

(c) (c)   دي. پدي معنی چيB∈b  داسي وجود

1لري ، چي  2
(c)(b) (c)(b)    اړېکې څخه  (1.17)دي. د وروستې مساوات او

1 2
( ) ( )      کېږياستنباط. 

که 
B C A  ولرو ، نو کفایت کوي چيφ(c)=h   داسي تعریف کړو چيψ([b,c])h(b)=  .وي

)پدی صورت کي  )    د  دي . پدی معنی چيΦ  .مپینګ بایجکشن دي 

 مساواتونه ثابت کي.  (1.15)او  (1.14)د  8.1.تمرین  
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0(الف بېلګي پر اساس  1.2الف( د  1.5.بېلګه   0 02 2 2 2      ب  1.3صدق کوي. د)

0له مخي :  (1.14)بېلګي او  0 12 2 2    .دي 

0څرنګه چي  0
1   : کیږي، نو 

      0 0 02 2 2     

0بېلګي پر بنسټ  1.4د ب(  0

0
2   اړېکي پر اساس لاندنی مساوات  (1.16)صدق کوي. ځکه نو د

 صدق کوي:

    0 0 0 0 0 0 0

0
( ) (2 ) 2 2           

پدی معنی چي 
N N( N)  د لاړو د سیټ  1او  0یعني د طبیعی عددو د لاړو ، دلاړو سیټ د ټولو

N{0,  سره مساوي بوج لري.  {1

0 په استفادي سره   (1.15)ج( د   0 0 0 02 2 2 2        .لاسته راځي 

      ∎ 

 بوج وشمېري. 0nد  9.1.تمرین  

0که  6.1.بېلګه  
X   0وي ، نو

X X  .دي. نوموړي ادعا به ثبوت کړو 

0د  
X   چي د  کېږيڅخه استنباط ،X⊆A  0سیټ داسي وجود لري ، چي

A   .دي

0پوهیږو چي  0 0
    دي ، ځکه نو دA⊆C,B   داسي وجود لري چي∅C=∩C=A, B∪B 

، 0
|B|=|C|=  (4.4  .دي )چي :کېږيپه اساني سره لیدل شکل وګورئ، 

  |X|=|X−A|+|A|=|X−A|+|C|=|X−B| 

    

 دي. |X|=|X|+|B|دي. ځکه نو  |X|=|X−B|+|B|دبلي خوا 

      ∎ 

 Rعددو د سیټ بوج د حقیقي عددو R−Qپدي بېلګه کي به وښیو چي د غیر ناطقو  7.1. بېلګه 

 دي. R−Q|=c|د سیټ د بوج سره مساوي دي، پدي معنی چي 
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nدپاره  N∈nد طبیعی عدد غیر ناطق عدد دي. نو هرومرو  2پوهېږو چي   2  هم غیر

1ناطق عدد دي. پدي حساب د  1f (n) n 2, f : N R Q     بایجکشن مپینګ ترسیمولای

0سو. پدي معنی چي 
R Q   0دي. دتېري بېلګي پر اساس د

R Q R Q     اړېکه

0پلوه    هد بلصدق کوي. 
R R Q Q R Q      .لرو 

 لاسته راځي. R−Q|=|R|=c|په مجموع کي 

      ∎ 

 پر سیټ د بایجکشن مپینګ ترسیم کي. Rد سیټ څخه د  R−Qد  10.1.تمرین  

د سیسټم حاصل جمع داسي  بوج راکړه سوي دي. د بوج tαدپاره د  t∈Tفرضوو چي د هر  

t تعریفوو: د 
t T

  د جمع حاصل د داسي سیټC  بوج دي، چي د نوموړې سیټ دپاره د سب سیټو

 د لاندنیو خصوصیاتو سره وجود لري: t∈T} t{A ,سیسټم 

    
t

t T

A C


       (1.18) 

   t t
A A ; t t ; t, t T

         (1.19) 

    | At|= αt ; ∀t∈T    (1.20) 

tثابت کي چي د   11.1.تمرین  
t T

  د جمع حاصل تل وجود لري او دتعریف درستوالی

 ثابت کي. پاملرنه وکي چي دلته به مجبوره سي چي د غیر مجاز ساختمان څخه کار واخلي.

0الف( وبه ښیو چي  8.1.بېلګه  
n N

n


  دي. کفایت کوي چي دnA  ،n∈N  د سیټو سیسټم

n، داسي جوړ کړو، چي د نوموړې سیسټم سیټونه یو دبله سره مشترکه برخه ونلري 
n 0

A N




  وي

دپاره  n∈N, n>0د او  0A∅= دپاره   n=0کافي ده چي وي. nn|A=|او 

n

1 1
A {k N; n(n 1) k n(n 1)}

2 2
      .کښېږدو 

T|∙α t|=وي ، نو  αtα=دپاره  t∈Tپدي بېلګه کي به وښیو که د هر  ب( 
t T

  .دي

دپاره         t∈T. د کېږيسره مساوي  αاختیاري سیټ دي او بوج یې د  Aفرضوو چي 

={[t,x]; x∈A} tA  په نښه کوو. فرضوو چيC=T×A   دي. بیانو|C|=|T|∙α  او د

 خاصیتونه صدق کوي.  (1.18)−(1.20)
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وي ، بیا نو  tβ ≦tαدپاره   t∈Tج( که د هر  
T

t
t T t

t
 

 

    دي.ددی ادعا په ثبوت کي به

 څخه کار اخلود غیر مجاز ساختمان د ثبوت په کړنلاره کي زیرک لوستونکي دي ته متوجه سي چي 

 څخه.  (Axiom of choice)او هغه عبارت دي د ټاکنې د اکسیومي 

فرضوو چي  
t

t T

C


   خاصیتونه صدق کوي. همدا ډول  (1.18)−(1.20)دي او د

فرضوو چي 
t T

t
 D



   او, t∈T}t{B  دD  د سیټ د سب سیټو سیسټم دي د ذکر سوو خاصیتو

دي. ځکه نو د  tβ |=t|≦|Bt=|Atα دپاره  tد هر سره.فلهذا 
1 1

t t t
f : A B  انجکشن وجود

سره تعریفوو.  tf(x)=f(x)دپاره  tx∈Aپه سیټ کي د  Dد سیټ څخه د  Cانجکشن د  fد لري. 

 جزئیات پریږدم و لوستونکې ته چي خپل یقین حاصل کي.

 او ج( د بېلګو څخه په مستقیم ډول لاندي نتیجه لاسته راځي:  د( د ب( 

وي ، نو  ≧βtα α≧دپاره  t∈Tکه د هر 
t

t T

T T


   .دي  

∎ 

 3.1بېلګي د ج( او د( د ثبوت دپاره د  8.1سیټ متناهي وي، د  Tالف( که د  12.1.تمرین  

 رسالي اصول کفایت کوي. ثابت یې کي.

 بېلګي د الف( برخه د د همدي بېلګي د د( په مرسته ثابت کي. 8.1ب( د  

تعریفولای سو. د بوج د سیسټم حاصل ضرب هم په ورته ډول  
T

t
t

  دtA  سیټو د کارتیزین

ضرب 
T

t
t

A


  د بوج په صفت درک کوو، پداسي حال کي چي د هرt∈T  دپاره دtA   د سیټ بوج

tα  .دي 

د بوج د سیسټم د حاصل ضرب د تعریف درستوالئ ثابت کي. دلته هم د ټاکنې  13.1.تمرین  

 اکسیوم ته ضرورت لرو. 

 دي. بیا نو : T1T =∅ , T=2∩T1T∪2فرضوو چي  14.1.تمرین  

    
1 2t T t T t

t t
T

t
  

         (1.21) 

    
1 2t T t T t

t t
T

t
  

         (1.22) 

 پورتنې اړېکې ثابت کئ.

وي، بیانو tβ ≦tαدپاره   t∈Tالف( که د هر  9.1.بېلګه  
t t

t T t T 

    ، دي. په رشتیا هم

بیانودي.    tα |=t|A ,tβ |=t|Bدپاره  t∈Tفرضوو چي د هر 
t t

t T t T

 = A
 

     او
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t t
t T t T

 = B
 

   دي. د هرt∈T  دپاره|t|≦|Bt|A  دي ، بدی معنی چي دt t t
f : A B  د

انجکشن مپینګ وجود لري. د 
t T t T

t t
: Af B

 

   :انجکشن داسي تعریفوو 

 که 
t T

t
A



  وي ، نوψ)=φf(  د هر داسي اېږدو چيt∈T   دپاره(t))φ(t(t)=fψ  .وي 

Tوي، نو  αtα=دپاره   t∈Tد هر ب(که  

t
t T

   دي. که=|A|=αtα  وي ، نو د

T
t

t

A


  د هر کارتیزین ضرب ، پداسي حال کي چيt∈T   دپاره=AtA  وي ، دT  د سیټ څخه د

A  مپینګو سیټ ، یعنی  ټولوپه سیټ کي دT A (8.5.2دي .)بېلګه وګورئ 

0ج( وبه ښیو چي  

n 1

n 2






  {0}دي. څرنګه چي د هر−N∈n  0دپاره
n   دي، نو د

0الف( او ب( پر اساس  0

0
n 1

n 2


 



   چي  کېږيدي. په اساني سره لیدل
n 1 n 2

n n
 

 

   .په دي

لوی دي، ځکه نو ټوله د ضرب حاصل په مجموع کي  2وروستې ضرب کي بیا هم هر مضرب تر 

 ∎    لوی یا مساوي دي.  02تر 

 نور تمرینونه 

0دپاره د  Aوښیاست چي د هر سیټ  15.1.
A   شرط د|A|=|A|+1   .مساوات سره معادل دي 

0مساوات صدق وکي، نوثابت کی چي  |A|=|A|+|A|سیټ خالې نه وي او د  Aکه د 16.1.
A  

 دي.

وي، بیا نو لاندې اړېکې  |A|=|A|∙|A|سیټ لږتر لږه دوه عنصره لري او  Aفرضوو چي د 17.1.

 ثابت کي:

0   الف( 
A  ؛ 

0ب( 
A A  ؛ 

د پاره   m,n>0ج( د هر  
mnA A .دي 

2دپاره  ≦2αثابت کي چي د هر بوج  18.1. 2   .صدق کوي 

 اړېکې صدق کوي:ثابت کي چي لاندنې  19.1.

c=c+0 الف( 
 ؛ 

,c|=0 ب(  1×|Z ؛ 

c=c⋅0ج( 
      ؛ 
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 . c=n∙c=c∙2دپاره  n≠0, n∈Nد(د  

 )کانتینووم( دي. cوښیاست چي د ترانسندنت حقیقی عددو د سیټ بوج   20.1.

  t,α∈Tد بوج د سیسټم د جمع او ضرب د عملیې دپاره تبدیلي قانون ثابت کي. پدي معنی که  21.1.

 بایجکشن وي، بیا نو: T:Tφبوج وي او 

     t (
t T t T

t )
 

    

 او

     
t (

t T t T
t )

 

    

 تمرین په څېر فورمولبندي او ثبوت کي.  14.1د اتحادی قانون عموممي بڼه د  22.1.

 ثابت کي چي:بوج دي.  iαT, ∈T={0,1,...,n},iفرضوو  23.1.

   i 0 1 n
i T

...


       

   
0 1 nt

i T

...


       

 د کانتور قضیه 2.4. 
  

سیټ د بوج تحلیل کړو، د هغو د سپړلو په نتیجه کي د  پدي رساله کي به ځني پارادکسونه )تنقیضونه( 

 او او دسیټ د ټولو سب سیټو ترمنځ اړېکه ثبوتولای سو.

تراوسه مو پر بوج باندي د شمېرنې د عملیو په اړوند کم خاص د پام وړ نتیجه نده ثبوت  

کړي. علت یې دادي چي دغه ډول لاسته راوړنې  لږ دي. پدي رساله کي یو د کلاسیکو او مهمو غیر 

 به یې دبله سره راونښلوو. یمساواتو څخه ثابتوو. خو لمړ

پارادکس ؤ،  B. Russelد نولسمې پېړي په پای کي د ریاضي د پارادکسو څخه یو هم د رسل  

په لاندي ډول دخلکو پر ژبه ؤ: یوه کلي یو سلمان )دلاک( درلودي، هغه د خپل دکان پر سرلیک 

ږیره یې ورخروی. یوه  ، چي پخپله ږیره نه خروي، )لوحه( لیکلې وه چي د کلې ټولو هغو خلکو

که په خپله خپله ږیره ونه  ورځ یو چا د دلاک څخه پوښتنه وکړه چي ستا ږیره څوک درخروی؟

او که یې پخپله ، خپله ږیره خرولی  ياپه صفت باید ږیره یې چټه خرولي و« سلمان»خروي ،نود 

خپله نه خروی نو خپله ږیره پ چي، وخلکدوي، نو هغه ددی کلی اوسیدونکئ  ندی، ځکه چي د کلی 

 سلمان یې ورخروي.

پدی ډول یو تناقض منځ ته راغلی ، ددی حالت څخه دوتلو لار داده چي په دغه ډول  

 خصوصیاتوسلمان وجود نلري.

ټولنه په نظر کي نیسو. نوموړې د خلکو ړو. به نو موضوع لږ څه په غور سره وڅېاوس  

ټولنه مختلفي اتحادیې جوړوي ،فرضوو چي دوي اتحادیې سره مساوی دي که هغوی عین غړي 

ولري، پدی معنی چي اتحادیه بیله خاص ساختمان څخه د خلکو ګروپ دی. اوس نو فرضوو چی هر 
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ي. پدي معنی چي د حتمی نده، خوکیدای سي چي د هغي اتحادیې غړي واتحادیه یو کنترولر لري، 

چي  کېږيیوي اتحادیې کنترولر کیدای سي دهغی اتحادیې غړئ وي، خو حتمی نده. اوس نو سوال پیدا

آیا مختلفې اتحادیې مختلف کنترولران درلودلای سي؟ وبه ښیو، په هغه صورت کي چي ټولې ممکنې 

 اتحادیې جوړي کړو، داشئ امکان نلري. 

کنترولران درلودلای ، نو و هري اتحادیې ته مو یو که فرضآ مختلفو اتحادیو مختلف  

د  Eکنترولر اختصاص ورکي. د دغه تخصیص څخه د نوي اتحادیې یعنی د کنترولرانو د اتحادیې 

یو کنترولر د دباندنې کنترولر په نامه یادوو که هغه د یو ی اتحادیې کنترولر جوړښت دپاره کار اخلو. 

اتحادیه به د دباندنې کنترولرانو د اتحادیې په نامه یاد  E ه وي. د وي او پخپله د هغي اتحادیې غړئ ن

غړئ دي؟که  Eد  k، چي آیا کنترولر کېږيلري. اوس نو پوښتنه  kهم کنترولر  اتحادیه E د کړو. 

 Eد غړئ وي ، نو د اتحادیې د قانون له مخي هغه باید دباندنئ وي ، پدی حساب باید  Eد  kکنترولر 

 غړئ وي.  Eغړئ نه وي ، نو څرنګه چي هغه دباندنئ کنترولر دي ، نو باید د  Eغړئ نه وي. که د 

داتحادیو شمېرتر ممکنو  ندنئ کنترولر نسي درلودای.اتحادیه دبا   Eتشریح یې ساده ده.د

 کنترولرانو تر شمېرډېردي. 

 دپاره : X)د کانټور قضیه(. د هر سیټ  1.2.قضیه 

   |X|<|P(X)| 

 دي.

په سیټ کي په اسانې سره ساده مپینګ ترسیمولای سو. د  P(X)د سیټ څخه د  Xد  ثبوت. 

 ځکه نو :نوموړی مپینګ دي.  f(x)={x}دپاره   x∈Xبېلګي په ډول د 

    |X|≦|P(X)| 

اوس به نو ثابت کو چي په پورتنې اړېکه کي مساوات صدق نه کوي.په غیر مستقیمه بڼه یې 

ترمنځ دبایجکشن  P(X)د سیټ او د  Xدي. پدي معنی چي د  |X|=|P(X)|ثابتوو.فرضوو چي 

 P(X)  مپینګ 
ر پ

1 1
h:X  .وجود لري 

 پر اتحادیې ځانونه باورې کوو:« دباندنې کنترولرانو»د 

   E={x∈X ; x∉f(x)}    (2.2) 

مپینګ سرجکشن دي، نو د  fدي .څرنګه چي د  E∈ P(X)نو پدی لحاظ دي. E⊆Xڅرګنده ده چي 

k∈X «داسي وجود لري، چي « کنترولرf(k)=E  دي، خو دE  :د سیټ دتعریف له مخي 

     x∈E ≡ x∉f(x) 

 په خاص ډول :

     k∈E ≡ k∉f(k) 

 دي، نو: f(k)=Eڅرنګه چي 

     k∈E ≡ k∉E 
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 زموږ مطلوب تناقض دي. 

 q.e.d. 

 بوج دپاره : α  د هر  1.نتیجه  

     α< 2      (2.3) 

 صدق کوي.

 لویترین بوج وجود نلري. 2.نتیجه  

 د ټولو سیټو سیټ وجود نلري. 3.نتیجه  

وجود درلودلای، نو هر سیټ  Mثبوت. د تناقض په طریقه یې ثبوتوو. که د ټولو سیټو سیټ  

وي.خو دغه حالت د  |P(M)|≦|M|وای.بیا به نو  P(M)⊆Mبه د هغه عنصر وای. په خاص ډول 

  .q.e.d      قضیې د ادعا سره تناقض لري.  2.1

 تمرینونه 

مپینګ دي. ثابت کي چي  Pf:A(X)او  X⊆Aاختیاري سیټ ،  Xفرضوو چي  1.2. 

 مپینګ سرجکشن ندي. fد 

 ساده مپینګ ندي. hمپینګ دي.ثابت کي چي  X (X)P :h فرضوو چي 2.2. 

XXدپاره  Xد کم سیټ  3.2.  X  .صدق کوي 

 شمېرنې په هکله د طبیعی عددو سره د دوه ډوله 3.4. 
   

مو نه غوښتل ، خو  غېږو چي که څه هم په شعوري شکل پدي رساله کي به د هغه حقیقت په هکله وږ 

 په ظاهره د طبیعی عددو د دوه ډوله شمېرنو سره مخامخ سوو. دلته به وښیو چي دغه ډول شمېرنه درست ده.

یې په میراث رساله د حقیقې عددو څخه د جمع او ضرب عمل   1.2.طبیعی عددوپه   

هم زده کړه، پدی معنی چي د حقیقې عددو  کي مو پر حقیقي عددو د طاقت عملیه  واخیستي. په حساب

 څخه د طاقت عملیه هم په میراث اخیستلای سي. 

رساله کي مو قرارداد وکي ، چي د متناهې سیټ بوج به په طبیعی عدد سره ښیو. په  4.3په 

ځکه نو وایو چي د  تېره رساله کي مو د سیټو د بوج د جمع ، ضرب او طاقت عملیې زده کړي. 

شمېرنه کوو. که څه هم د عملیو تعریفونه یو دبل څخه بالکل بېل وه، ره په دوه رنګه طبیعي عددو س

خو وبه ګورو، چی هیڅ غلطې مو نده کړي. ددغی رسالی د ضرورت له مخي د جمع عملیه چي د 

نښه به د طبیعي عدد د  +په ډول څرګنده ؤ. د   ⨁حقیقې عددو څخه مو په میراث اخیستي ده ، د 

دغه څرګندونه په حقیقت کي د یوي شېبي دپاره خوندی کو. متناهي سیټو د بوج په صفت جمع دپاره د 

 ده، ځکه چي لاندنې قضیه به ثبوت کړو.

 دپاره لاندنئ مساوات صدق کوي: m,n∈Nد دوو اختیاري طبیعی عددو  1.3.قضیه  

    m+n=m⊕n    (3.1) 
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 دعوی څخه کار اخلو. د قضیې د ثبوت دپاره د مرستندوی 

 دپاره لاندنئ مساواتونه صدق کوي: m,n∈Nد دوو اختیاري طبیعی عددو  1.3.لیما  

    m+0=m    (3.2) 

    m+(n⊕1)=(m+n)⊕1  (3.3) 

مساوات  (3.3). و به ښیو چي د کېږيج( بېلګي څخه استنباط 1.1مساوات د  (3.2)د ثبوت: 

 صدق کوي.

،  A|=m|او  A∩B=∅, C=A∪Bڅرګندیږي، چي بوج  Cپه کیڼه خوا کي دداسي سیټ  

|B|=n⊕1  دي. په خاص ډولB≠∅  .فرضوو چي ديb∈B  اوD=B−{b}   .البته دي|D|=n  دي

دي ، پداسي حال  C=(A∪D)∪{b}دي. مګر  A∪D|=m+n|الف( تمرین وګورئ(. ځکه نو  1.1)

 (3.3)دي ډول دي. پ C|=|A∪D|⨁1|ب(تمرین ته  1.1دي. فلهذا نظر و  b∉A∪Dکي چي 

  .q.e.d      مساوات ثابت سو. 

 ادعاوی په جزئیاتو سره ثابت کي:« څرګنده» لاندنئ  1.3تمرین  

 دي ; X−{x}|=n|وي ، نو  x∈X, |X|=n⊕1الف( که  

 دي. Y∪{y}|=n⨁1|وي، نو   y∉Y, |Y|=nب( که  

دپاره د  mته ثابتوو. ثابتوو چي د هر  nقضیه د ریاضي د استقراء په طریقه نظر و  د قضیې ثبوت:

 مساوات صدق کوي. (3.1)

ته  (3.2)او نظر و  m⊕0=mدپاره  mدپاره زموږ ادعا بدیهي ده ، ځکه چي د هر  n=0د  

m+0=m  .ده 

ته  (3.3)مساوات صدق کوي. نظر و (3.1)دپاره د  mفرضوو چي د هر  

m+(n⊕1)=(m+n)⊕1  فرضیې له مخي دي. د استقراء دm+n=m⊕n ځکه نو:کېږي . 

 m+(n⊕1)=(m⊕n)⊕1=m⊕(n⊕1) 

q.e.d. 

 د دوو متناهې سیټو یووالئ ، متناهې سیټ دي. 1.نتیجه  

 , A|= n|وجود لري، چي  n,mمتناهې سیټونه وي. نو داسي  B,Aیقنآ ، که  ثبوت: 

|B−A|=m  دي. بیانو|A∪B|=|A|+|(B−A)|=n+m   دي. فلهذا نظر و ثابتي سوي قضیې ته د

A∪B  .سیټ هم متناهي دي       q.e.d.  

 د متناهي سیټو متناهې یووالی، متناهي سیټ دي. 2.نتیجه  

سیټ متناهي وی ،  tAدپاره د  T∈tمتناهي سیټ وي او د هر  Tپه دقیق ډول باید ووایو که  

نو 
t

t T

A


 متناهې سیټ دي. 

 په مرسته په آساني سره ثابتیدلای سي. 1ته ، د نتیجه  و بوج  Tد ریاضي د استقراء په طریقه نظرد 
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 پورتنې نتیجه ثابته کئ.  2.3.تمرین  

د طبیعي عددو د جمع  +قضیه موږته اجازه راکوي چي د جمع عین علامه 1.3.پدي ډول د  

او د سیټ د بوج د جمع دپاره په کار واچوو. ورته حالت د ضرب په هکله هم صدق ، خو دلته به د 

 هغوی د جلا کولو دپاره نوی نښه معرفي نه کړو. 

د حقیقي  A×B|=m∙n (m∙n|نو  B|=m, |A|=n|متناهې سیټونه وي ،  B,Aکه  2.3.قضیه  

 عددو د ضرب په مفهوم دي(. 

 جمع عملیې ته ورته لمړئ مرستندویه دعوی ثابتوو. د 

 دي. بیا نو: a∉Aسیټونه دي،   B,Aفرضوو چي  2.3.لیما  

|∅×A|=0      (3.5)  

|(A∪{a})×B|=|A×B|+|B|    (3.6) 

د لاندنې بدیهي مساوات پر اساس  (3.6). کېږياستنباط  ∅=A×∅( د 3.5)تقریبآ بدیهي دي.  ثبوت.

 صدق کوي:

  (A×{a})×B=(A×B)∪({a}×B) 

   A×B∩({a}×B)=∅ 

   |{a}×B|=|B| 

q.e.d. 

 mته دریاضي د استقراء په طریقه یې ثابتوو. و به ښیو چي د هر  nنظر و  د قضیې ثبوت: 

 صدق کوي.  A×B|=n∙m|دپاره 

،  X|=n+1| ه صدق وکي ، اردپ n.که قضیه د کېږي( څخه استنباط 3.5دپاره د ) n=0د  

|Y|=m  وي، نو کافې ده چیx∈X  پر بنسټ لاندي مساوات  (3.6)راواخلو او د استقراء د قدم او

 صدق کوي:

  |X×Y|=|(X−{x})×Y|+|Y|=n∙m+m=(n+1)∙m  

q.e.d. 

 د متناهې سیټو د کارتیزین سیټ متناهې سیټ دي.  1.نتیجه  

سیټ متناهې سیټ وي ، بیا نو د کارتیزین ضرب  tAدپاره د   T∈tکه دهر  2.نتیجه  

T
t

i

A


  .متناهې سیټ دي 

 ثابت کئ. 2و سیټ ته نتیجه  Tد ریاضي د استقراء په طریقه نظر د  3.3.تمرین  

د ریاضي د استقراء په طریقه په لاندي ډول راپیاد به کړو چي دحقیقې عدد طبیعي طاقت  

 تعریف سوی دي:

     a0=1      (3.7) 
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     an+1=a∙an     (3.8) 

که غواړو چي ثابت کو ، چي دغه ډول تعریف سوی د طبیعي عددو طاقت د سیټو د بوج و طاقت ته 

خاصیتونه صدق  (3.8)او  (3.7)ورته دي ، نو کفایت کوي چي د متناهي سیټو دپاره ثابت کو، چي 

 صدق کوي.  الف( بېلګي ته 3.1مساوات نظر و  (3.7)کوي. د 

. ځکه نو کېږيالف( بېلګي څخه استنباط  3.1او  (1.14)مساوات په مستقیمه توګه د  (3.8)د  

 لاندنی قضیه صدق کوي.

 وي، نو : B|=m, |A|=n|متناهې سیټونه ،   B,Aکه  3.3.قضیه  

   A nB m  

 درک کوو.دي، پداسي حال کي چي طاقت د حقیقي عدد دطاقت په مفهوم 

 په جزئیاتو ثابت کئ. 3.3اړېکي څخه کار واخلئ ، قضیه  (1.14)بېله دی چي د  4.3.تمرین  

Aمتناهې سیټونه وي ، نو  B,Aکه  نتیجه. B(A), P .متناهې سیټونه دي 

 نور تمرینونه: 

 سیټ تعریفوو.و ښیاست چي : max{k,l}=n} 2N∈={[k,l]nA ;د  5.3.

 دي.  mA∩nA=∅دپاره  m≠nالف( د  

 ; 2nn|A=|+1ب(  

دپاره  n<0ج( د  
n 1

n n i
i 0

N N A




  ; 

د(  
n

2

i 0

(2i 1) (n 1)


   ; 

ه( پورتنئ څېړنې )فیثاغورث ته په هغه وخت کي څرګنده وه( په مناسب ګراف کي ترسیم  

 کئ.

 ثابت کئ.د تېري بېلګي څېړنو ته ورته لاندنې مساواتونه  6.3.

الف( 
n

2 3

i 0

(3i 3i 1) (n 1)


    ; 

ب( 
2n

i 0

n n 1
i n n(n 1)

2 2


    . 

د سیټ د عنصرو شمېر یوازي او یوازي  Xمتناهې سیټ دي. و ښیاست چي د  Xفرضوو چي  7.3.

 داسي مپینګ وجود ولري ، چي :  Xf:Xهغه وخت جفت دي، که د 

 ; xf=id∘fالف(  

 دي. f(x)≠xدپاره  x∈Xب( د هر  
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 د راکړه سوی متناهې سیټ د سب سیټو شمېر څو دئ؟ 8.3.

 

 )د ترکیب د شمېرنې( عنصرونهCombinatoricsد کمبیناتوریک  4.4. 
 

د ځینو ساده متناهې سیټو ، چي په مختلفو اړېکو کي په زړه پوري دی، د عنصرو شمېر به  

د نوموړو سیټو څخه استفاده وڅېړو ، خو د هغوی د بوج  وو چيوشمېرو. دغه کار پدی موخه نه ک

 خصوصیت به موږته په زړه پوري وي.

 وي ، نو : n∈Nسیټ ،   Xنوی سمبول تعریفوو. که  

   
n[X] {A X; A n}    

 همدا ډول :

   
n[X] {A X; A n}   

   
n[X] {A X; A n}     

 په نښه کوو.  

0لوستونکئ هرومرو فکر کولای سي چي څه ډول به د    0 0 n[X] , [X] , [X] , [X]  
او  

 داسي نور سیټونه تعریفیږي. څرګندونې په پوره اندازه واضح دي. 

په سیټ کي د ټولو ساده مپینګو  Yد سیټ څخه د  Xپه ذریعه د  Pr(X,Y)علاوه پر دي د  

  Permutationد سیټ د اوښتون  Xد سیټ څخه پر خپل ځان باندي بایجکشن د Xسیټ په نښه کوو. د 

 سره یې ښیو.  Per(X)په نامه یادوو او په 

 دي. Per(X)=Pr(X,X)متناهې سیټ وي، نووښیاست، چي  Xالف(که  1.4.تمرین  

 دي. Pr(N,N)≠Per(N)وښیاست چي  ب( 

 ښیو چي :ه دي، وب  |A|=|B|, |X|=|Y|فرضوو چي 1.4.بېلګه  

 ; n|=|[Y]n|[X] |الف(  

 .  |Pr(X,A)|=|Pr(Y,B)|ب( 

1فرضوو چي :  1

ر fپ : X Y


   ،1 1

ر gپ : A B


 .دي.لمړئ به د الف( دعوی ثابته کړو 

وي ، نو  n[X] ∈Aتعریفوو. که  مپینګ په طبیعي توګه  n[Y] nF:[X]د   

A}∈F(A)=f|A={f(x); x  سره ایږدو. څرنګه چي دf  مپینګ ساده مپینګ دي ، نوF  دn[X]  څخه

 دي.  n[Y]مپینګ پر  Fچي د  کېږيپه اسانې سره لیدل کي انجکشن دي.  n[Y]په 

ته  پاملرنه وکئ چي نوموړې ملاحظات په لمړي رساله کي د بوج د طاقت د تعریف و صحیح والې

 صدق کوي.هم د لاندني ملاحظاتو په هکله  ورته دی. دغه حقیقت
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سره ایږدو  φ∘g ∘1−φ)=f(Φوي ، نو  ∋Pr(X,A) φددي برخي ثبوت ساده دي. که ب(  

 زموږ مطلوب بایجکشن مپینګ دي. Φ او 

      ∎ 

د سیټ د عنصرو شمېر په زړه پوري دي. نظر و  k[X]دپاره د  Xد متناهې سیټ  موږ ته 

 په سیټ ، دقیقآ د هغه په بوج ، پوري تړلی دي. ځکه نو : Xد بېلګي ته دغه شمېر 

  
k

n
[{0, ...,n 1}]

k

 
  

 
 

سره ایږدواو 
n

k

 
 
 

  .کېږيویل «kپر n»او  د ترکیبي عدد په نامه یادوو 

څرګنده ده چي  2.4.بېلګه  
n

n

k 0

n
2

k

 
  

 
 :صدق کوي. ځکه چي 

 P({0,1, ..., n−1})=
n

k

k 0

[{0, ...,n 1}]


  

 ∎   د مساوات و ښې لاسته سیټونه په خپل منځ مشترکه برخه نلري.

وي ، نو  n≦kکه  ثابت کي 2.4.تمرین  
n n

k n k

   
   

   
 دی.  

 دپاره لاندنئ مساوات صدق کوي: n>0وبه ښیو چي د  3.4.بېلګه 

  
n

n n n n
... ( 1) 0

0 1 2 n

       
            

       
    (4.1) 

د بایجکشن مپینګ داسي تعریفوو.  P  (X)P:Φ(X)دي. د  X, |X|=n ∈aفرضوو چي 

وي ، نو   a∉Aدي ، او که  Φ(A)=A−{a}وي ، نو  a∈Aدي. که  A⊆Xفرضوو چي 

Φ(A)=A∪{a} .د سره ایږدوA:سیټ داسي په نښه کوو} |A| جفت طبیعی عدد دي A ={A⊆X; .

 دي. البته :  |  A    |=|P(X)−A|دي، فلهذا  Φ(A  )= P(X)−Aبیانو 

   |A    |=
n n n

...
0 2 2k

     
       

     
 

 دي. په ورته ډول : 2k≦nلویترین داسی طبیعی عدد دي چي  kپداسي حال کي چي 

   P(X)−A    =
n n

...
1 3

   
    

   
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 . کېږياستنباط  (4.1)ددي ځایه 

     ∎ 

 دپاره وشمېرئ: 2k≦n<2k+2لاندنې عبارتونه د  3.4.تمرین  

n n n
...

0 2 2k

     
       

     
,  

n n n
...

1 3 2k 1

     
       

     
 

دپاره  n>kالبته د  
n

0
k

 
 

 
پاسکال د مثلث په د په اصطلاح دي. ځکه نو ترکیبې عددونه  

 شکل وګورئ(: 5.4بڼه لیکلای سو )

  

0

0

1 1

0 1

2 2 2

0 1 2

n n n

0 1 n

n 1 n 1 n 1 n 1 n 1

0 1 2 n n 1

 
 
 

   
   
   

     
     
     

     
     
     

             
         

         

   5.4 شکل 

د پاسکال په مثلث کي عددونه په زړه پوري خاصیت لري، هغه داچي په یوه کرښه کي د دوو  

عدد سره «په منځ کي »ګاونډیو عددو د جمع حاصل د هغي کرښي په تعقیب کرښه کي د هغو عددو 

 . دغه حقیقت لاندنې قضیه په دقت سره فورمولبندی کوي.کېږيمساوي 

 :وي، نو لاندنئ مساوات صدق کوي k≦n ≧0که  1.4.قضیه  

   
n n n 1

k 1 k k 1

     
      

      
    (4.2) 

 وي، دعوی بدیهې صدق کوي، ځکه چي : k=nثبوت. که 

  
n n n 1

0, 1
n 1 n n 1

     
       

      
 

 دپاره فرضولای سو.بیانو: k<nدي. پدي حساب د دعوی تصدیق د 

  
k 1

n 1
[{0,1, ...,n}]

k 1


 

 
 

 

 البته:
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k 1 k 1[{0,1, ...,n}] [{0,1, ...,n}] {A {0,1, ...,n}; A k 1 n A}          (4.3) 

 صدق کوي. 

مساوات په ښئ خوا کي سیټونه یو دبله سره مشترکه برخه نلري. د  (4.3)علاوه پر دي ، د 

 هغوی د لمړي سیټ د عنصرو شمېر 
n

k 1

 
 

 
اړېکي د ثبوت دپاره کافی ده چي وښیو  (4.2)دی. د  

مساوات په ښئ خوا کي ددوهم سیټ د عنصرو شمېر  (4.3)چي د 
n

k

 
 
 

 که ددی.  

  
k[{0,1, ...,n 1}]∈X  دپاره{n}∪(X)=XΦ  په نښه کو، نو واضح ده چي دΦ  مپینګ د  

k[{0,1, ...,n 1}] د سیټ څخه د{A {0,1, ...,n}; A k 1 n A}      پر سیټ باندي

 بایجکشن دي. په نتیجه کي دعوی استنباط سوه.

q.e.d. 

صدق کوي ، پدي قضیه  binomialدوه حدیزه  د طاقت په هکله ودحقیقې عدد 4.4.بېلګه  

 دپاره لاندنې اړېکه صدق کوي: n∈N, x,y∈Rمعنی چي د 

    
n

n k n k

k 0

n
(x y) x y

k





 
   

 
     (4.4) 

بدیهي ډول د شمېرنې  مساوات پهپر دپاره  n=0د ریاضي د استقراء په طریقه ثابتوو. د  پورتنې اړېکه

 صدق کوي. بیانو: (4.4)په نتیجه کي ځان باوري کولای سو.فرضوو چي 

 

n 1 n n

n n
k n k k n k

k 0 k 0

(x y) x (x y) y (x y)

n n
x x y y x y

k k



 

 

      

   
      

   
 

 

د 
i n 1 ix y  

په لمړي حد کي د  
n

i 1

 
 
 

ضریبو سره او په دوهم حد کي د  
n

i

 
 
 

ضریبو سره  

نوموړئ حد د  په مجموع کي قضیې پر اساس  (4.1)څرګندیږي. ځکه نود
n n n 1

i 1 i i

     
      

     
  

 ضریب سره څرګندیږي. ځکه نو :

 

n 1
n 1 i n 1 i

i 0

n 1
(x y) x y

i


  



 
   

 
  
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 پدي ډول مساوات ثابت سو.

       ∎ 

 قضیې څخه مستقیم د ترکیبي عددو د تعریف څخه ثابته کي. 1.4د دوه حدیزه قضیه بیله  4.4.تمرین 

 فکتوریال( عدد یادونه کوو: n) !nره په کاریږي. د دو د شمېرنې دپاقضیه د ترکیبې عد 1.4.

      0!=1 

     (n+1)!=n!(n+1) 

 دپاره لاندنئ مساوات صدق کوي: k≦nد  2.4.قضیه 

    
n n!

k k!(n k)!

 
 

 
   (4.5) 

مساوات په دواړو  (4.5)دپاره د  n=0ثبوت. قضیه د ریاضي د استقراء په طریقه ثابتوو. د  

 عدد لاسته راځي. 1خواوو کي د 

 دپاره به یې وشمېرو: k>0د قضیې څخه په استفادي سره د  (4.1)صدق کوي. د  (4.5)فرضوو چي 

    

n 1 n n

k k k 1

n! n!

(n k)!k! (n k 1)!(k 1)!

n!(n 1 k) n!k (n 1)!

(n 1 k)!k! (n 1 k)!k!

     
       

     

  
   

   
 

   

 

مساوات باندی خپل باور په مستقیم ډول د شمېرني په نتیجه کي لاسته  (4.5)دپاره پر  k=nاو  k=0د 

  .q.e.d    عدد لاسته راځي.  1د مساوات دواړو خواوته د  –راوړو 

 ملرنه د نورو سیټو د بوج و شمېرنې ته راواړوو.ااوس به بیرته خپله پ 

 دي. !Per(X)|=n|وي، نو   X|=n|که  3.4.قضیه  

سره مطابقت  1=!1=!0ثبوت. خالې او یو عنصره سیټ یوازي یو اوښتون لري، چي هغه هم د  

 کوي. 

( دي.  !Per(X)=n) یعنی  !nد اوښتونو شمېر  Xعنصر لرونکې سیټ  nفرضوو چي د  

 ټاکو. بیانو: a∈Aد سیټ څخه یو ثابت عنصر  Aلري. د  عنصره  n+1سیټ  Aفرضوو چي د 

  Per(A)=
x A

{f Per(A); f (a) x}


     (4.6) 

، یو والې څرګندېږي. وبه دوه په دوه سره جلا ديپه خپل منځ کي چي سیټو ، n+1په ښئ خوا کي د 

 ښیو چي :
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   |{f∈Per(A) ;   f(a)=x}|=n!    (4.7)   

د  Φتخصیص ورکو.، نو څرګنده ده چي   Φ(f)=f|(A−{a})ته  f∈Per(A)   ،f(a)=xکه هر  

الف( بېلګي ته  1.4پر سیټ باندي. نظر و  Pr(A−{a}, A−{x})نوموړي سیټ بایجکشن دي د

سره مساوي بوج لري.، او د استقراء د  Pr(A−{a}, A−{a})=Per(A−{a})وروستئ سیټ  د 

 8.1رساله کي د  4.3صدق کوي.زموږ مساوات په  (4.7)دي. پدی معنی چي  !nفرضیې پربنسټ 

  .q.e.d      . کېږياستنباط  دب( بېلګې  پر استنا

 وي، نو : n≦m , |Y|=m, |X|=n که  4.4.قضیه 

  
m!

Pr(X,Y)
(m n)!




    (4.8) 

 و:ثابتو)د بیان تابع( دپاره د ریاضي د استقراء په طریقه یې ثابتوو.لاندنې ادعا  nثبوت.د 

V(n)  د هر:m≧n  اړېکه صدق کوي. (4.8)دپاره د 

 V(0)  اوV(1)  په بدیهې شکل صدق کوي ، ځکه چي|Pr(∅, Y)|=1  .فرضوو چي  دي

V(n)  صدق کوي او|B|=m, |A|=n+1, n+1≦m  قضیې و ثبوت ته ورته چم  دي. دلته هم د تېري

د عنصر و  aسیټ نظر د  Pr(A,B)او د ټاکو  a∈Aعنصر ثابتد سیټ څخه یو Aورسره کوو.  د 

د عنصرتصویر چیري  ترسیمیږي، په هغه  aتصویرته وېشو، پدی معنی چي  نظر ودی ته چي د 

 نقطه کي نوموړئ سیټ وېشو:

 
x B

Pr(A,B) {f Pr(A,B); f (a) x}


       (4.9) 

 دپاره لاندنې اړېکه صدق کوي: x∈Bچي، د هر  کېږيپه اسانې سره لیدل 

 |{f∈Pr(A, B); f(a)=x}|=|Pr(A−{a}; B−{x})|   (4.10) 

د استقراء د فرضیې پر بنسټ وروستئ سیټ 
(m 1)!

(m 1 n)!



 
ب( د بېلګي په  8.1عنصرونه لري.د  

 ه راځي:مساوات څخه مطلوبه نتیجه لاست (4.9)مرسته د 

   
(m 1)! m!

Pr(A,B) m
(m 1 n)! (m (n 1))!


  

   
   

q.e.d. 

 مساوات ثابت کئ. (4.10) 5.4.تمرین 

موږ ته نور عددونه چي د شکل له مخې و تېرو عددوته ورته دي، هم په زړه پوري دي. د  

n

k

 
 
 

 عنصره پر سیټ باندي په نښه کوو.  kعنصره سیټ څخه د  nپه ذریعه دټولومپینګوشمېر د  

 لاندنې عددونه محاسبه کئ: 6.4.تمرین  
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n n 1 n n

, , ,
n n 2 3

       
       
       

 

عمومآ د 
n

k

 
 
 

شمېرنه پیچلي ده، موږ به یې په راتلونکي رساله وشمېرو. دلته به اوس یوه په زړه  

 پوري اړېکه ثابته کړو. 

 لاندنې اړېکه صدق کوي:دپاره  n,k∈Nد  5.4.بېلګه  

   
k

n

i 0

k n
k

i i

   
    

   
      (4.11) 

وي، نو د  i[A]∈Xدي. که  B|=n, |A|=k|فرضوو چي 
B{f A; H(f ) X}   د سیټ بوج

n

i

 
 
 

 

 دي. کافي ده چي در پیاد یې کي چي:

  
i

k
B B

i 0 X [X]

A {f A; H(f ) X}
 

    

 موږته په آشنا طریقه لاسته راوړلای سو.اړېکه  (4.11)دي، او د 

     ∎ 

غیر خالې سیټو ،  kعنصر لرونکي سیټ د تجزیې شمېر پر  nپه ذریعه د  n,kSد  7.4.تمرین  

،  |kA=|د سیټو شمېر دي ، پداسي ډول چي  n(NP⊆A(د  n,kSسره په نښه کوو. پدي معنی چي 

∅∉A .په  ديA  کي سیټونه په خپل منځ کي مشترک عنصر نلري ، پدي معنی چي هغوی په خپل

 دي. وښیاست چي : nNمنځ کي دوه په دوه جدا دي ، او د هغوي یووالئ 

   
n

k

 
 
 

=k!⋅ Sn,k      (4.12) 

غیر خالي سیټ څېړو.نوموړئ سیټ د الفباء د سیټ په نامه او د هغه عنصرونه د  Aد  

 )کلمي(د لغاتکي  Aپه  A nf:Nمتناهي لاړ  Aپه نامه یادوو. د الفباء د سیټ  )تورې(حروفو

 fدي او د کلمي د اوږدوالې په نامه یې یادوو. د  nد لاړ اوږدوالی ، طبیعي عدد  fپه نامه یادوو. د 

د الفباء سیټ وي ، نو  A={a,b,c,d,e}د بېلګي په ډول که لیکو.  f(n−1),...,f(1),f(0)کلمه به په 

aaa, a ،edeb, abeceda,abba  دA  د سیټ کلمې دي. د هغوی اوږدوالئ په ترتیب سره

 n≧mتر کلمي لاندي کلمه ده ، که  :A mN gکلمه د  :A nN fدي. د  4,7,4,3,1

 کلمي لاندي کلمې دي. abcedeaکلمې تر  abece, abe,aدي. د بېلګي په توګه د  |nN f=gوي، او 

ب( بېلګې وګورئ( . د  6.2.2او  2.2.2بیاهم د مردکو و بېلګي ته راګرځو) 6.4.بېلګه  

ځلې د ـ kد الفباء پذریعه ارائه کوو. په دقت سره باید ووایو که  {= ,< ,>}مردکو د تول نتیجه د  

 وو. الفباء کي ارائه ک {= ,< ,>}په اوږدوالې کلمي سره په  kورسېږي ، نو هغه د  هتول عملیه سرت
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اوس به نو دلته مشخصه کړنلاره ، ستراتېژي ، د سپکې مردکي د موندلو دپاره پیدا کړو. په  

الفباء کي کلمه په راکړه سوي  {= ,< ,>}بېلګه کي د ستراتېژي بېلګه ترسیم سوی ده. په  .2.2.2

رسیم تلنډ ترین لاړ داسی ستراتېژي کي قبوله سوي ستراتیژي کي صحیحه ده، که نوموړی کلمه په 

شکل په راکړه سوي بېلګه  2.2په بېلګه کي  2.2.2د. چي د هغه په نتیجه کي سپکه مردکه پیداسي کي

درستي  کلمي مختلفې کي ټوله صحیحې کلمې ترسیم سوی دي.که په قبول سوي ستراتېژي کي دوی

  هغوی به یو تر بل لاندي نه وي. وي ، نو 

      ∎ 

سره نښانې سوی دي.  n−,0 ,1 ,...,1مردکې راکړه سوي دي. هغوی په  kn=3 8.4.تمرین  

تمرین وګورئ( لیکو:  8.8.2عدد د درو پر قاعده ) n<iهر 
k 1

(i) j

j
j 0

i x 3




   . دk  په قدم کي د تللو

هغه دوي مردکې سره مقایسه کي چي  (j=1,2, ..., k)ـام تللوکي  jستراتېژي به داسی وي: په 
(i )

j 1
x 0


  او(i)

j 1
x 1


  .دي 

 ـمه مردکه سپکه ده. iصحیح کلمه په هغه صورت کي تعین کئ ، چي پوهېږئ چي الف(  

 ب(د راکړه سوی نسخي ټوله صحیح کلمي تعین کئ. 

دي، بیا نو د ټولوهغو  A|=n|ولرو، پدی معنی چي حروف )تورې(  nپه الفباء کي  Aکه د  

دي. دغه حقیقت په مستقیم ډول د بوج د طاقت د تعریف څخه  knوي،  kکلمو شمېرچي اوږدوالئ یې 

 استنباط کیږي. 

د تورو په سیټ کي د کلموداسي سیټ دي، چي لاندنې دوه  Aد  Aفرضوو چي  7.4.بېلګه  

 خاصیته لري:

 kاضافه نده، یا په بله اصطلاح هره کلمه یې تر  kد سیټ د هری کلمي اوږدوالي تر A د  1. 

 اوږده نده .

 تر کلمي لاندي نده. gکلمه د fدوي مختلفي کلمې وي، بیانود  د سیټ Aد  g,fکه  2. 

په اوږدوالې د  kد  د الفباء ، Aد  Bد سیټ بوج په زړه پوري دی. فرضوو چي  Aموږته د  

 دوه ئېزه اړېکه داسي تعریفو: R⊆A×Bد ټولو کلمو سیټ دي.

  [f, g]∈R ≡  دg  کلمه دf  .تر کلمې لاندي ده 

دي.  H(R)= Aدړهم شرط تضمینوي چي پورتنې اړېکه یو مپینګ دي او لمړئ شرط تضمینوي چي 

 دي.   A  (R)R:D   ،B ⊆D(R)پدی ډول د 

 دي. |kA||≦|Aقضیې پر بنسټ  5.4.3.دي. نو د  |k|Aد سیټ بوج  Bڅرنګه چي د  

        ∎   

 nتللو د لاړ دپاره داسي ستراتېژي وجود نلري چي د kوي ، نو د  n<k3که  4.8.بېلګه  

په غیر مستقیم یا د تناقض په طریقه به یې ثبوت کو. مردکو دپاره د سپکې مردکي موندل ممکن کي. 

باندي د نوموړې ستراتیژي ټول صحیح کلمې په   Aفرضو چي دغه ډول ستراتیژي و جو دلري. په 
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مپینګ داسي تعریفوو چي هر  fد مپینګ دي.  :n   A f ,... ,0,1}−{1نښه کوو. فرضوو چي 

مردکو  {n−1 ,... ,2 ,0,1}صحیحی کلمي ته د سپکي مردکي عدد تخصیصوي. څرنګه چي هره د 

قضیې پر اساس  5.4.3پر سیټ دي. د   {n−1 ,... ,2 ,0,1}مپینګ د  fڅخه ممکن  سپکه وي، نو د 

n≧|A|  بېلګي پر اساس  6.4.دي. د تیري بېلګي او د k3≦|A|  .دي او داهم مطلوب تناقض دي 

                ∎  

تللو د لاړ  kد   مردکوپه منځ کي د سپکې مردکي د موندلو دپاره  nوښیاست چي د  9.4.تمرین 

 وي.  n>k3دپاره یوازي او یوازي هغه وخت ستراتیژي وجود لري، چي  

چي پدي رساله کي مو وڅېړل ډېر پیژندل سوی  ههغه سیټون م یادونه کوو،په پای کي بیاه 

دسیټ  n[X]د سیټونه دي و دریاضي په مختلفو شقوقو کي تر مختلفو نومو لاندي تبارز کوي. 

ـام صنف )ټولګې( د ترکیب په نامه یادېږي. په راکړه سوی الفباء کي کلمې یا  nد سیټ  Xعنصرونه د 

په نامه یادیږي. د   variation بدلونـام صنف )ټولګې( د  nد سیټ عنصرونه د  nA معادل دهغه د 

, X)nPr(N  د سیټ عنصرونه دn  د )بدلونـام صنف )ټولګې variation   ،په نامه ، بېله تکراره

 یادېږي. 

 نور تمرینونه 

تمرین د جمع په شمېرنو باندي ځان باوري  3.4.بېلګي په مرسته د  2.4.مساوات او  (2.4)د   10.4.

 کي.

 قضیو په مرسته ثبوت کئ. 3.4.او  4.4قضیه د  2.4.الف(  11.4.

 قضیو په مرسته ثبوت کئ. 3.4.او  2.4قضیه د  4.4.ب(  

0NPr(N,N)وښیاست چي : 12.4. N 2   .دي 

، د سیسټم بوج  و ، غیر خالي، او دوه په دوه بېل سیټوعنصر لرونک kد سیټ د ټولو  nNد  13.4.

 څودي؟ دقیقآ یې داسي فورمولبندي کوو:

|{A⊆P(Nn)−{∅} ; |A| = k ∧(∀A,B∈A )(A≠B→A∩B=∅)}| 

 B f:Aدی. فرضوو چي  B|=k , |A|=n|متناهې سیټونه دي،   B,Aفرضوو چي  14.4.

 مپینګ دي.

   R=
1{f ({x}); x H(f )}   

 وي. f(y)=xدپاره  y∈Aدي ، که د هر    g(A)=xدپاره  A∈Rد  

 تجزیه ده. Aد  Rالف( وښیاست چي  

B1ب( وښیاست چي   1 Rg: .دي 

 په مرسته ترسیم کی. gاو  Rمپینګ د  fج( د  

 ثابت کئ.  (4.11)مساوات په مرسته  (4.12)الف(،ب( ،ج( او د(د  
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 وي ، نو  n>kثابت کئ ، که  15.4.

   
n n 1

i 1 j 0

n n n i n j

k 1 i k j k



 

         
                    
   

 دي. 

بېلګي لمړئ او دوهم 7.4په سیټ کي د کلمو داسي سیټ دي ، چي د  Aد  Aفرضوو چي  16.4.

د سیټ د بوج پورتنئ حدس چي په نوموړي بیلګه کي تقریبې شمېرل سوی  Aخاصیت پر ځای کوي.د 

کلمې وجود لري چي  nکي   په سیټ Aچي د ، دقت ته نژدي کئ پداسي حال کي چي پوهېږئ دي

 کوچنئ دي. kدهغوي اوږدوالي تر 

 نه وي. ساده مپینګمپینګ،  fبېلګه کي د  8.4، چي په کو د تول داسي ستراتېژي پیدا کړيد مرد 17.4.

په سیټ کي د هغو کلمو سیټ دي چي  Aد  Aده .  a∈Aمتناهې الفباء  Aفرضوو چي  18.4.

تورئ یوازي یو ځل په ځان کي  aپه سیټ کي د هغو کلمو شمېر چي د  Aد دي.  kاوږدوالئ یې 

 ولري، څودی؟

 لاندنې نښی تعریفوو: 19.4.

     

k

k

n
[X]

n
[

k
X

k

]

 
 

 

 
 

 

 

سره مساوي کېږي.ثابت کئ چي لاندنې  n اختیاري سیټ دي او بوج یې د Xپداسي حال کي چي 

 اړېکې صدق کوي:

   a)
n 1 n

k k k

n     
      

     
; 

   b)
k k k

n n n     
      

     
; 

   c)
n

n

k
2

 
 

 
 ; د k≧n دپاره , 

   d)
n

1
0

 
 

 
. 

د  20.4.
k

n 
 
 

او  
k

n 
 
 

 عددو دپاره د پاسکال مثلث رسم کي. 
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 Exclusion حذف – Inclusionشمولیت  5.4. 
  

به یو مهم مساوات ثابت کو ، او دهغو د استعمال ج په هکله متناهې  یووالې د بود متناهې سیټونو د 

 ځایونه به په څو بېلګو کي توضیح کو. 

 

د شرط غوښتنه ضرورده. د هغو دوو  ∅=A∩Bد وي ، نو |A∪B|=|A|+|B|که غواړو چي  

 مشترکه برخه ولري، څه ویلای سو؟ د بوج په هکله چي دوی په خپل منځ کي  A∪Bد اتحاد  وسیټ

 .کېږيساده جواب یې د لاندنې مساوات په ذریعه ارائه 

   |A∪B|+|A∩B|=|A|+|B|    (5.1) 

غوندې مساواتونه  (5.1)شکل کي چي ترسیم سویده، کولای سو په آسانې سره یې ثابت کو.  6.4لکه په 

 په اصل کي د متناهې سیټو په هکله په زړه پوري دي. 

   

ګډ سره  100 کوچني او د nد هغو طبیعي عددو شمېر به وشمېرو چي تر  1.5.بېلګه  

سره ګډ وېشونکئ یوازي او یوازي  100یو عدد د دي ، نو  2=2100∙25څرنګه چي . وېشونکئ ولري

د ټولو طبیعي عددو سیټ دي چي  Aفرضوو چي وي. دوېش وړ 5یا   2پر  وخت لري، چي هغه 

د  5او پر  nد ټولو طبیعي عددو سیټ دي چي کوچنئ تر  Bد وېش وړ وي او  2او پر  nکوچنئ تر 

 سره یې شمېرلای سو:د سیټ بوج باید تعین کو. په آسانې  A∪Bوېش وړ وي. د 

    
n 1

A
2

 
   

 

    
n 4

B
5

 
   

 

 د وېش وړ وي. پدي معنی چي: 10کوچنې او پر  nسیټ هغه طبیعی عددونه چي تر  A∩Bد 

    
n 9

A B
10

 
    

 

 پر اساس لرو: (5.1)پدي ډول د 
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n 1 n 4 n 9

A B
2 5 10

       
             

 

      ∎ 

 دپاره : C,B,Aوښیاست چي د درو سیټو په مرسته  (5.1)د  1.5.تمرین  

 |A∪B∪C|+|A∩B|+|B∩C|+|A∩C|=|A|+|B|+|C|+|A∩B∩C| 

د پورتنې تمرین مساوات ته کولای سو چي د اختیاري متناهې شمېر سیټو دپاره عمومیت ورکړو.موږ 

هر حالت کي د هغه تخصیص سوی ته به په خاص ډول د متناهې سیټو په اړوند په زړه پوري وي. په 

 د پرنسیپ په نامه یادیږي.   Exclusionاو حذف   Inclusionمساوات د شمولیت 

متناهې سیټونه دي. بیانو   A2A,....,nA,1)د شمولیت او حذف اصل(. فرضوو چي  1.5.قضیه  

 :لاندنئ مساوات صدق کوي

 

n n

i i i j
i 1 i ji 1

n 1

i j k 1 n
i j
j k
i k

A A A A

A A A ... ( 1) | A ... A |

 







   

       

 


  (5.2) 

 او یا معادل :

   
n n

T 1

i i
T {1,2,...,n}i 1 i T
T

A ( 1) A


 


      (5.3) 

که موافقه وکړو چي ،  تبصره : 
n

i i
i i 1

A A
 

  مساوات ځانته  (5.3)سره په نښه کو ، نو د

 ساده تره بڼه غوره کوي.:

   
n

T

i
T {1,2,...,n} i T

( 1) A 0
 

   

ثبوت: قضیه نظر د یووالې عنصرو وشمېر ته  
n

i
i 1

A


 ،  د ریاضي د استقراء په ذریعه ثابتوو. 

د  xفرضوو چي  
n

i
i 1

A


 A2, ...,Akn, A≦k≦1,1سیټو kیوازنئ عنصر دي.دغه عنصر د 

بیانو د دي.  Ank+1A ∉x,... ,دي او  k, ...,A1A ∈xغړی دي. کولای سو چي فرضیه کښېږدو چي 

k≦i  1=|دپارهi|A  دی او دi>k   0=|دپارهi|A  دي. همدا ډول دk≦i,j  1=|دپاره jA ∩i|A  او په

 .په عمومي ډول کېږينورو حالتو کي مساوي په صفر سره 
i

i T

A 1


  یوازي او یوازي هغه وخت

 اړېکې ښې خوا په: (5.2)وي. ځکه نو د  T⊆{1,2,,..., k}صدق کوي ، چي 
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k 1

k k k
k ... ( 1)

2 3 k

     
         
     

 

مساوات له مخې دغه عدد  (4.1). د کېږيسره مساوي 
k

1
0

 
 

 
مساوات صدق  (5.2)دی. فلهذا د  

 کوي.

 mمساوات د اختیاري داسي سیټو دپاره چي یووالې یې  (5.2)وس به نو فرض کړو چي دا 

داسي اختیاري سیټونه دي، چي  A2, ...,AnA,1فرضوو چي عنصرونه ولري صدق کوي. 
n

i
i 1

A m 1


   دي. د
n

i
i 1

A


څخه یو ثابت عنصر  
n

i
i 1

A


∈x  ټاکو. د تېر حالت په څېر دx  عنصر د

1,A2, ...,Ann, A≦k≦1  د سیټو  دn  ـئېزې څخه دk  په سیټو پوري اړه لري.بېله دي چي عمومیت

سره  i=AiM−{x}دپاره  i=1,2, ..., nد دي.  k...,A, 1A ∈xمو نقض کړی وي، فرضولای سو چي 

 البته لاندنې مساواتونه صدق کوي:سره ایږدو. i=AiMدپاره  k>iبیانو د ایږدو.

   |Ai|=|Mi|+1  , دپاره i≦k د ; 

   |Ai|=|Mi|  , دپاره i>k د ; 

  | Ai∩ Aj|=| Mi∩ Mj|+1 , دپاره i,j≦k د ; 

  | Ai∩ Aj|=| Mi∩ Mj|   په معکوس حالت کي . 

 په عمومي ډول لیکلای سو: 

  
i i

i T i T

A M 1
 

   T⊆{1, ... , k} که   ,

  
i i

i T i T

A M
 

 T که     {1, ... , k} 

 بیانو لاندني مساواتونه صدق کوي:

  
n n

i i
i 1 i 1

A M k
 

    

   i j i j
i j i j

k
A A M M

2 

 
     

 
   

 عمومي ډول لیکلای سو:په 

  i i
T {1,...,n} T {1,...,n}i T i T

T l T l

k
A M

l  
 

 
   

 
   

 پدی حساب لاندنې مساوات لاسته راځي:
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n
n 1

i i j i j k 1 n
i 1 i j i j

j k
i k

n

i i j
i 1 i j

n
n 1

i i j
i 1 i j

A A A A A A ... ( 1) | A ... A |

k
M k M M ...

2

k k k
M M M ...) k ... ( 1)

2 3 n



  



 



 

         

 
       

 

       
                 
        

  

 

 

 

د اړېکې په وروستئ برخه کي د جمع دوه حده دي.لمړئ حد یې د استقراء د فرضیې له مخې 
n

i
i 1

M m


 پر اساس  (4.1)او دوهم حد یې د  کېږي: 

n 1 k 1
k k k k k k

k ... ( 1) k ... ( 1) 1
2 3 n 2 3 k

            
                      
           

 

  .q.e.d      صدق کوي.  (5.2)ځکه نو .کېږي

کوچنئ د  nتر  φ(n): کېږيد عددونو په تیوري کي داسی تعریف  φد اویلر تابع  2.5.بېلګه  

1سره ګډ وېشونکئ ونلري. وپه ښیو چي که  nطبیعی عددو شمېر دي چي د  ke e

1 k
n p ... p  ، 

1 k
p ,...,p  اولیه عددونه دي اوi i

e 0,e N  : دي، بیا نو 

   
1 k

1 1
(n) n 1 ... 1

p p

   
        

   
   (5.4) 

 پهد وېش وړ وي ،  ipکوچنې او پر  nداسي سیټ په نښه کوو چي هغه ټوله هغه عددونه چي تر  iAپه 

 د لاندنې سیټ د عنصرو شمېر دي. φ(n). دلته نو  ipn ; l<={liA{  یعنی:، ځان ولری 

  {0,1, ...., n−1}−(A1∪...∪Ak) 

څرګنده ده چي 
i i i i

i

n
A 0, 1 p ,2 p , ..., 1 p

p

  
      

  
سیټ  iAصدق کوي.پدي معنی چي د  

i

n

p
 

،  Aj ∩iAدپاره   j≠iعنصرونه لري.همدا راز د 
i j

n

p p
 له مخې : (5.2)عنصره لري. ځکه نو د  

 
k

k 1

1 k
i 1 i j

i i j 1 k

n n n
| A ... A | ... ( 1)

p p p p ... p



 

      
 

   

 د لاندنې مساوات :

k
k 1

1 k
i 1 i j

i i j 1 k

n n n
(n) n | A ... A | n ... ( 1)

p p p p ... p



 

          
 

   
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 مساوات لاسته راځي.  (5.4)تر ساده سمبالولو وروسته 

      ∎ 

1فرضوو چي  2.5.تمرین   ke e

1 k
n p ... p    ،1 k

p ,...,p  ، 1 اولیه عددونه k
e ,...,e N  او

1 k
e ,...,e 0  دي. بیا نو د هغو طبیعی عددو شمېر چي ترm  کوچنې او دn  سره ګډ وېشونکئ ونلری

 په : کېږيمساوي 

  
k

i j k 1i 1 k

i 1 i j
i i j 1 k

m p p 1m p 1 m p ... p 1
... ( 1)

p p p p ... p



 

          
       

     
   

د  3.5.بېلګه  
n

k

 
 
 

عنصر لرونکې سیټ د ټولو مپینګو  nعدد به وشمېرو. نوموړئ عدد د  

او   A|=n|مه رساله وګورئ(. فرضوو چي – 4عنصر لرونکي پر سیټ باندي تعینوي) kشمېر د 

B={1,2,...,k}  دي. دi=1,  ... , k : دپاره 

   
A

i
M {f B; i H(f )}    

په نښه کوو. بیانو 
n

k

 
 
 

د 
k

A A

i i
i 1 i B

B M B M
 

    .د سیټ بوج دي 

وي. نو د  =|B⊆T  ،0>l|Tکه 
i

i T

M


سیټ د  
A (B T)  پدي معنی چي کېږيد سیټ سره مساوي .

n(k 1)  قضیې څخه په مستقیمه توګه لاندی مساوات لاسته راځي: (1.5)عنصرونه لري. د 

  
k

n n k 1 n

i
i 1

k k
M k (k 1) (k 2) ... ( 1) (k k)

2 k





   
             

   
 

 ځکه نو:

  
k k

n i n

i
i 0i 1

n k
k M ( 1) (k i)

k i

   
       

   
   (5.5) 

     ∎ 

د اوښتون د  fد  xوي. بیا نو   f(x)=xاو  permutationد سیټ اوښتون  Xد  fکه 4.5.بېلګه  

nثابتې نقطي په نامه یادیږي. د 
p  په ذریعه دn  عنصره سیټ د اوښتونو شمېر بېله ثابتې نقطي څخه په

iاو  X={1, ..., n}نښه کوو. د بېلګي په ډول فرضوو چي 
M {f Per(X); f (i) i}   .دي 

 بیانو :

    
n

n i
i 1

p Per(X) M


   
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 : دپاره  T|=l , T⊆{1, ... ,n}|چي د  کېږيپه اساني سره لیدل 

   
i

i T

M Per(X T)


  (n− l)! 

 قضیې پر اساس : (1.5)دي. فلهذا د 

  

n
n 1

i
i 1

n
i 1

i 0

n n
M (n 1)! (n 2)! ... ( 1) 1

1 2

n
( 1) (n i)!

i









   
            
   

 
    

 


 

 لاسته راځي.ځکه نو:

   
n

i

n
i 0

n
p ( 1) (n i)!

i

 
    

 
     (5.6) 

     ∎ 

وښیاست چي د ټولو اوښتونود شمېر نسبت و ټولو اوښتونو و شمېر ته بېله ثابتي  3.5.تمرین  

.پدي معنی چي کېږي)اویلر عدد( و عدد ته نژدي  eنقطی څخه د 
n

n

n!
lim e

p
 .دی 

 نور تمرینونه 

سیټونه دي )حتمی نده چي هغوی دی متناهې سیټونه وی( . د هغوی  AnA , ... ,1فرضوو چي  4.5.

 دپاره د شمولیت او حذف پرنسیپ فورمولبندی او ثابت کي.

په اوږدوالې څو کلمې وجود  kپه الفباء کي د  Aده. د  a∈Aمتناهي الفباء او  Aفرضوو چي  5.5.

 ـځله په ځان کي ولري؟ mتورئ دي  aلری، چي د 

 nد سیټ د تجزیې شمېر په  Aدي. وښیاست چي د  m,n>0, A={1,2,...,m∙n}فرضوو چي  6.5.

عنصره لري او هیڅ سیټ یې انتروال ندي ، مساوی دی  mسیټو باندی ، په داسي ډول چي هر سیټ 

 په:

  n

n n 1 n 2

(m n)! (m n m 1)! (m n 2m 2)!
... ( 1)

n!(m!) 1!(n 1)!(m!) 2!(n 2)!(m!) 

      
    

 
 

د خپلې خوښی چارو په ګروپو کي وېشل سوی دي. هر د  5زده کونکې په  64د یوي ښونځې  7.5.

غړې لري. هر دری ګروپونه لږترلږه یو مشترک غړی لري، هیڅ زده کونکئ د   19ګروپ لږ تر لږه 

 مشترک غړې لري.  5څلورو ګروپو غړئ ندي. ثابت کي چي دوه ګروپه وجود لري چي لږ تر لږه 

نقطو سیټ دي، پداسی ډول چي هیڅ څلور نقطې په یوه سطحه  5په فضاء کي د  Mفرضوو چي  8.5.

 صیات ولري:و سیټ دي، پداسي ډول چي لاندې خصوسطح 7د  R. فرضوو چي کي ندي پرتې

 د سیټ په ځان کي لري. Mد سیټ هره سطحه لږترلږه یوه نقطه د  Rد  1.
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 د سیټ په پنځو سطحو کي ندی پرتې.  Rد سیټ هیڅ نقطه د  Mد  2.

د سیټ د هیڅ  Rخط د  PQدوی مختلفې نقطي داسی وجود لری ،چي د  P,Q∈Mالف( ثابت کي چي د 

 دوو سطحو پر تقاطع ندی پروت. 

 د سیټو بېلګې د نوموړو خاصیتو سره پیداکړي. Rاو  Mد ب( 

 

  د پرنسیپ په هکله (DIRICHLET)بیاهم د یریشله  6.4. 
  

د عمومي بڼي دپاره لږ تر لږه په دوه مسیره کي هغه څه چي مو تراوسه زده کړه د یریشله د پرنسیپ  

ورڅخه کار اخلو. د وېش د اړېکې ډیر ساده خو ځانګړي حالتونه به، چي د سیټ د تیوري دپاره افزار سول، 

 وڅېړو.

 قضیې عمومي شکل ثابت کو.  1.8.3لمړئ به د  

داسي سیټونه دي چي د هغوی دپاره  Y,Xرنسیپ(. فرضوو چي )د یریشله پ 1.6.قضیه  

|Y|.α<|X| ؛α  اختیاري بوج په نښه کوي ؛ صدق کوي. فرضوو چيf  دX  د سیټ څخه دY  په سیټ

کوچنئ  یا مساوی،   د سیټ بوج {x∈X; f(x)=y}داسي وجود لري چي د  y∈Yمپینګ دی. بیانو کي 

 ندی. αتر 

 سره په نښه کوو. بیانو: X; f(x)=y} ∈={xyA ثبوت. 

    
y

y Y

X A


  

1دی. د  2 1 2
y y ,y ,y Y   دپاره

1 2y y
A A   صدق کوي. که د هرY∈y  دپاره≦α|y|A 

وای ، خو دغه حالت زموږ د فرضیې خلاف   |X|≦ α⋅|Y|بېلګو پر اساس به  ب(،ج( 8.1وای، نو د 

 ندی. αبوج کوچنئ  یا مساوی،  تر  yAوجود لری چي د  yدي. ځکه نو داسي 

 Y∈yوي ، نو داسي   n<m∙kدي. که  =|Y , |Y|=m, f:Xn|Xفرضو چي  1.نتیجه  

 عنصره لري. k+1سیټ لږترلږه  {x∈X; f(x)=y}وجود لری ، چي د 

. دلته کافی ده چي در په یاد یې کئ ، که د یوه سیټ بوج کوچنئ  یا مساوی،  ترطبیعی ثبوت 

 قضیې څخه کار اخلو.  1.6دلته د عنصره لری.  k+1نه وی، نوبیا هغه سیټ لږتر لږه   kعدد  

q.e.d. 

متناهې سیټ دي. بیانو داسي  Yلایتناهې سیټ او  Y f:X  ،Xفرضوو چي  2.نتیجه  

y∈Y  وجود لری ، چي د{x∈X; f(x)=y}  .سیټ لایتناهې دي 

  N∈ymسیټ متناهې وای، نو بیا به یې  X; f(x)=y}∈{xدپاره د  Y∈y. که د هر ثبوت 

 Y∈yوجود لري ، چي د  N∈mداسي عنصره درلودلای. بیانو د ماکسیمم )اعظمې( پرنسیپ پر اساس 

  .q.e.d   قضیې څخه کار واخلو. 1.6دي. اوس نو کافې ده چي د  m≦ymدپاره 
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فرضوو چي د  1.6.بېلګه   1 2 k
a ,a ,...,a2, ≧k  په الفباء کيK  د هغو کلمو سیټ دي ، چي

په سیټ کي هرې دوی مختلفې کلمې لږترلږه په دوو تورو کي یودبله سره  Kد دي.  nاوږدوالئ یې  

 د سیټ بوج به څو وي؟ Kفرق لری. د 

nدپاره  n≦2دریاضې د استقراء په طریقه به یې ثابت کو، چي د   1k ≦|K| .دي 

 iK، چي د ووېشوداسي  1K, ... ,  kKسب سیټو  kسیټ به پر   Kسره وڅېړو. د   n=2لمړئ خو به 

iد سیټ هغه کلمې ځای پر ځای کوو چي د  Kپه سیټ کي د 
a  .که په توري سره پېل کېږيk>|K| 

داسي کلمې لري، چي  یوازی دوی د سیټ Kد د سیټو په منځ کي داسي سیټ سته چي  iKوای، نو د 

 دي.  K|≦k|هغوی یوازي په دوهم توری کې یودبله سره بېل دي، خو دا امکان نلري. ځکه نو 

سب  kسیټ به پر   Kد تېر ځلې په ډول د دپاره صدق کوي.  n−1فرضوو چي زموږ قضیه د  

n. که نظر د کلمې و لمړي توري ته وېشو 1K, ... ,  kKسیټو  1k >|K| د   قضیې 1.6د  وای، نو

nو جود لري ، چي   iلمړې نتیجي پراساس داسي  2k >|iK |  .د دیM  سیټ دiK  د کلمو څخه د سیټ

په  k−1د سیټ کلمې په دي حساب د  Mداسي جوړو، چي په هغه کي لمړئ توري حذفوو. د 

د استقراء د اوږدوالې دي او هری دوي مختلفي کلمي لږترلږه په دوو تورو کي فرق سره لري.  

nفرضیې له مخې  2k ≦|M|  غایرت لري. . خو دغه حالت زموږ د فرضیې سره مدي 

nچي نوموړې خاصیتونه ولری او بوج یې  Kلوستونکئ دي هڅه وکي دغه ډول سیټ   1k  

 وي، پیداکړي. 

      ∎ 

د تعریف پ دعمومي بڼې یاوس به نو یو بل مفهوم تعریف کو، چي موږ ته د یریشله پرنس 

د سیټو)متناهي یا لایتناهي(  بوج دی،  β,αمعکوس لوري څخه برابروي. فرضوو چي  امکانات د 

m,n اړېکه: )تجزیې(مثبت طبیعي عددونه دي. د وېشلو 

     
m

n
      (6.1) 

پر ځای  nN)د  :nNm[X]Fدي او د هر مپینګ  αسیټ  چي بوج یې  Xپدی معنی ده چي هرد 

او د  =|β|Yوجود لری چي  n<iاو  X⊆Yوي ،هم ټاکلای سو( ، داسي سیټ  nبل سیټ چي بوج یې 

 اړېکي نفې به په: (6.1)دي. د  F(x)=iدپاره  m[Y]∈xهر 

    
m

n
   

 سره ښیو. 

مپینګ د رنګولو په نامه یادوو. ددي مپینګ قیمتونه رنګونه دي، چي په  Fپه پورتنې تعریف کي د 

1,01, ..., −n  په نښه کوو. د یې سرهX⊆Y  سیټ د متجانس یا یو رنګه سیټ په نامه یادېږي، که د

 m[Y]∈xوجود ولري چي د هر  n<iدي. پدي معنی که داسي  F(x)=F(y)دپاره  m[Y]∈∈y,xهر 

 وي.  F(x)=iدپاره 

ددغه ډول ترمینولوژي په مرسته کولای سو چي د    
m

n
   اړېکه داسي تعریف کو:د

α    په بوج سره سیټ دهرm  سیټ چي په سب عنصر لرونکيn  رنګه رنګ کېږي، یو رنګه سیټ
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قضیه، د  1.8.3په اسانې سره لیدل کېږي چي د یریشله پرنسیپ ، .13دی، وجود لري βچي بوج یې 

وي، نو   k>n: که د اړېکي په ذریعه ارائه کولای سومتناهې سیټو دپاره په معادل ډول د وېشنې 

  
1

n
k 2  په معادل ډول ارائه کولای سو: که  1قضیې نتیجه  1.6د دي. همداسيn>m∙k   

وي، نو  
1

m
n k 1   .دي 

n,فرضوو چي  2.6.تمرین   n ,      دي. ثابت کئ ، که 
m

n
   ،وي

نو  
m

n
    .دي 

دي. په دغه حالت کي په  m=2حالت اړېکي تر ټولو په زړه پوري  د وېشلو)تجزیې(  (6.1)د  

ګراف په تیوري کی موږته د څرګندو مفهومو په مرسته ، په بل نظر کتلای  د، مجموع کي پرابلم ته 

 سو. 

، غوټې لرونکئ  جوړه X2[X] ,د رنګولو عملیه ده. د  nN  2F:[X]فرضوو چي  

یې  Fد ګراف د غوټو سیټ او  Xدقیقآ ، کامل )بی مسیره( ګراف دي.  ، (Nodal Graph)ګراف

د موجودیت  Yد وېشلو )تجزیې( اړېکه د غوټو په کافي اندازه لوی سیټ  (6.1)دضلعو رنګ دي . د 

د سیټ غوټې یودبله سره نښلوي ، په عین  Yاو ټوله ضلعې چي د  Y|=β|داسي غوښتنه کوي، چي 

 رنګ ، رنګ سوی وي. 

 2.6.بېلګه   
2

2
5 3  شکل  7.4غوټې کامل ګراف کي ،  5صدق نه کوي.ځکه چي په

 وجود نلري. « یو رنګه مثلث »وګوري، چي د هغوی ضلعې په دوو رنګو رنګ سوي دي، 

     

پدي بېلګه کي به وښیو چي  3.6.بېلګه   
2

2
6 3  .کامل ګراف د شپږوغوټو صدق کوي

5 1 0
u ,...,u ,u په رنګ ،  1یا  0سره داسي په نظر کي نیسو، چي د هرو دوو غټو په منځ کي ضلع د

د هغوی په منځ کي یو رنګه مثلث وجود لري. یوه غوټه ، د بېلګي په رنګ سوي دي. باید وښیو چي 

0ډول 
u  .0، ټاکو

u  5د 1
u ,...,u  5سره نښلوو. په نتیجه کي نظر د ضلع و رنګ ته د 1

u ,...,u غوټې پر

 وېشو ، پدي معني : A1A,0دوو برخو )سیټو( 

   iA∈u≡  د,u}0
u{  ضلع دi(i=0,1) .په رنګ، رنګ سوی ده 

                                           
 mراکړه سوی وي او موږ وغواړو چي د هغه سیټ هر  په بوج سره سیټ   αنوموړئ واقعیت داسي هم فورمولبندی کولای سو: که د  13

رنګه رنګ کو، نو دهغوی په منځ کي به داسي یوسب سیټ وجود ولری، چي په یوه رنګ رنګ سوی وي او بوج  nپه  عنصر لرونکي سب سیټ

 دي.)ژباړن( βیې 
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قضیې د لمړې نتیجي پر اساس لږ تر لږه یو دهغو  1.6پنځه عنصره لري،نو د  0A∪1Aڅرنګه چي 

د همدي سیټ دري عنصره دي. دوه  1v, 2v, 3vاو د  | 0A|≦3فرضوو چي عنصره لري.  3سیټو څخه 

وصل  1دري سره غوټې په خپل منځ کي په رنګ  1v, 2v, 3vحالته منځ ته راتلای سي: یو داچي د 

. او که دغه حالت منځ ته شکل وګورئ(  8.4سوی دي ، بیانو دغه غوټې یو رنګه مثلث تعینوي)

0داسي وجود لري چي د ،  1v, 2v، د بېلګي په ډول رانسي، نو دوي غوټې 
u 0د غوټې سره په رنګ 

1v, 2v ,0پدي حالت کي بیا د وصل سوی دي. 
u  ( 9.4دري څوکې دي چي یو رنګه مثلث تعینوي 

 شکل وګورئ( .

      ∎ 

    

پدي بېلګه کي به وښیو چي  6.4.بېلګه   
2

2
24 4  صدق کوي.پدي معنی چي کامل

سره رنګ سوی  1او  0غوټو سره راکړه سوی دي، چي ضلعې یې په دوو رنګو یعنی  24ګراف د 

0دي. یوه ثابته غوټه  
u  د هغوی د غوټې داسي پیداکوو چي  12په نظر کي نیسو. د تېري بېلګي په څېر

د غوټو په منځ  1v, ... ,12vد رنګ سوی وي. ، iپه یوه رنګ  1v ,0{u}, ... , 12v ,0{u{ نښلېدو کرښې،

،      غوټې  6د غوټو په منځ کي  2v, ... ,12vسره ټاکو. د  1v= 1uکي یوه غوټه ، د بېلګي په ډول 

1w, ... ,6w  1{د داسي پیدا کوو چيw ,1}, ... , {u6w ,1{u  ضلعې یاد نښلېدو کرښې په عین رنګj  ،

غوټو په منځ کي دوي  1w, ... ,6wد وي، نو  j=iحالتونه و څېړو: که  اوس نو باید دوهرنګ سوی وي.

 10.4په رنګ ، رنګ سوي وي ) iضلع د  } 3u, 2u{داسي ټاکو چي د  2u, 3uغوټې ، د بېلګي په توګه 

په رنګ ، رنګ  iغوټې یو رنګه سب ګراف معرفی کوي چي د  0u, 1u ,2u, 3uشکل وګورئ(.بیانو د 

سب  1w, .. ,6w غوټو په منځ کی زموږ د نظر غوټې وجود ونلری، نو د 1w, ... ,6wسوی دي. که د 

 رنګ ، رنګ سوی دي.  i−1ګراف پخپله داسي یورنګه ګراف دی، چي په  
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شکل وګورئ(، مسئله ډیره ساده ده ،  11.4وي، نو په هغه صورت کي ) i≠jدوهم حالت که  

یو رنګه مثلث داسي پیدا  2u ,3u, 4uغوټو په منځ کي د  1w, ... ,6wپر اساس د بېلګي  3.6.ځکه چي د 

0وی، نو د i=kپه رنګ، رنګ سوی دي. اوس نو که  kکولای سو چي د هغه ضلعی د 
u  غوټه پر

وي، نو هرومرو به  i≠kیو رنګه سب ګراف لاسته راځي. که  0u ,2u ,3u, 4uاضافه کوو. پدي ډول د 

j=k  1سره وي. پدي صورت کي دu  1غوټه پر اضافه کوو او دu ,2u ,3u, 4u  یو رنګه ګراف لاسته

 راځي. 

      ∎ 

بېلګي څخه په استفاده ثابت کئ چي  3.6.د  3.6.تمرین   
2

3
17 3  .صدق کوي 

   

د قضیو ثبوت زموږ موخه ده، چی په خاص حالت کي د   Ramseyپدی رساله کي د رامسئ 

n=2  .دپاره یې ثبوت راوړو 

 :اختیاري طبیعی عددو دپاره  n , k(. د  Ramsey Theorem) 2.6.قضیه  
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    
n

0 0 k
       (6.2) 

 صدق کوي. 

طبیعی عدد  pاختیاري طبیعی عددو دپاره د  m,n , k(. د  Ramsey Theorem) 3.6.قضیه  

 داسي وجود لري، چي:

    
n

k
p m     (6.3) 

 صدق کوي. 

 n=2لمړئ به په ادعاؤ کي د ساده والی او څرګندوالي په خاطرځني لنډونې راوړو، ځکه نو  

 ره په لمړي ګام کي په زړه پوري وي.احالت به زموږ دپ

 k+1دپاره صدق کوي، نو د  k≧2قضیه د  3.6.پدي بېلګه کي به وښیو چي که  5.6.بېلګه  

وجود ولري،چي  pدپاره داسی  mدپاره هم صدق کوي، دقیقآ: که د هر  
2

k
p m  ، صدق وکي

وجود لري،چي  pدپاره داسی  mنو بیا د هر  
2

k 1
p m


  .صدق کوي 

دپاره صدق  kدي.فرضوو چي زموږ ادعا د  k≧2اختیاری طبیعی عدد او  mفرضوو چي  

داسي وجود لری ،  0pدپاره هم صدق کوي. ځکه نو  2دي. نو زموږادعا د  k≦2څرنګه چي کوي. 

چي  
2

0 2
p m  صدق کوي. همدا رازp  داسي وجود لري ، چی 

2

0 k
p p  صدق کوي. و

 به ښیو چي :

     
2

k 1
p m


     (6.4) 

 صدق کوي. 

فرضوو چي   
2

F: X {0,1,...,k} , X p   دي. د

 
2

H: X {0,1,...,k 1}  مپینګ داسي تعریفوو، چي د 
2

x X  دپاره کهF(x)<k  وي 

H(x)=F(x)   دي او کهF(x)=k  وی، نوH(x)=k−1  د » سره اېږدو. پدي معنی چيk−1  اوk  دوه

ب یو رنګ لږ سو ، ځکه نو د قضیې د فرضیې ځای او په یوه رنګ واړول. پدي حسامو سره یو« رنګه

پر اساس  
2

0 k
p p دH  د سیټ د رنګولو دپاره دX⊆Y  0یو رنګه سب سیټ  دp  په بوج وجود

په یوه رنګ، رنګ سوي وي، نو د د رنګو څخه  k−2, ...,1,0و غوټو د نښلولو کرښي د  Yلري. که د 

Y  سیټ دF   دپاره هم یو رنګه سیټ دي. څرنګه چي هرومروm≧0p  دپاره مو  (6.4)د دي.نو

 مطلوب سیټ وموندي. 

په رنګ رنګ سوی  k−1په سیټ کي د غوټو د نښلولو کرښې د  Yپه رنګولو کي د  Hکه د  

څخه ، رنګ سویدي. خو  kاو  k−1چي عبارت دی د په رنګولو کي هغوی په دوو رنګو  Fوی، نو د 

د   
2

0 2
p m پر اساس بیا دF  په رنګولو کي دY⊆Z  ،|Z|=m  .یو رنګه سیټ وجودلري 

دپاره ثابت  n=2قضیه د  3.6.اړېکه په ثبوت ورسوله. که غواړو چي د  (6.4)پدي ډول مو  

وجود لري  pدپاره داسي  mجو پر بنسټ کافی ده چي ثابت کو چي دهر کو، نود لاسته راوړه سوي نتی

 چي  
2

2
p m .صدق کوي 
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      ∎ 

قضیه د  2.6.دپاره  n=2وښیاست چي د  4.6.تمرین  
2

0 0 2
  .څخه استنباط کېږي 

موږ کولای سو چي د لاسته راوړه سوی نتیجو پر بنسټ د رامسئ دواړه قضیې مستقیم خو تر  

ډیره حده پیچلي ثابت کو. اوس به دلته یو نوی مفهوم معرفي او د هغه د خاصیتو په مرسته به بیا 

 نوموړې قضیې ثابت کو. 

د  u∈T، که د هر د ونې)درختي(  په نامه یادوو  T ,≧نیمګړئ ترتیب سوي سیټ  

u}<vT; ∈vT(u)={  ټوټه ترتیب سوي سیټ وي اوT  .شکل کي  12.4په کوچنې ترین عنصر ولري

 1, T2T  3ونې دي ، خو, T4, T5T  .ونې ندي 

 

 

د  ونيعنصرونه د  ونيپه نامه یادوو.د  (Root)د ریښې  د وني کوچنئ ترین عنصر د وني 

څېړو ، چي د هغي د هري  T ونيپدي رساله کي به یوازی هغه په نامه یادوو. (Summit)څوکي 

ټوټه متناهي وي. پدي معنی چي زموږ په ونو کي هره څوکه چي د ریښي څخه  T(v)د  دپاره  vڅوکې 

 T(v))ارتفاع( د  د څوکي جګوالی vد لري. )سلف( Predecessorوړاندیني  بلافاصلهخلاف وي ، یو

د  v دهغه سیټ بوج دي ، چي بلافاصله دد څوکي د څانګو درجه  vپه ټوټه کي د عنصرو شمیر دي. د 

څخه ظمی ځنځیر عبارت د اع (Bough)څانګه  د وني Tد څوکي په تعقیب څوکې په ځان کي ولري. 

 دد څانګې بوج ده چي په هغه کي بېله دي چي کړئ یې خلاصی کړو ، بله څوکه نسو اضافه کولای. 

 د ټولو څوکو سپریمم دي.  وني)ارتفاع( د جګوالی ونيڅانګي د اوږدوالي په نامه یادیږي.د 

په الفباء کي د ټولو کلمو سیټ دی چي د سب کلمي په اړېکه  Aد  Aفرضوو چي  6.6.بېلګه  

)ارتفاع( د کلمی  څوکي جګوالی ریښه ده، د ونيونه ده. خالی کلمه د  Aکي سره ترتیب سوی دي. 

)ارتفاع( جګوالی ونيد  Aد سیټ بوج ( دی.د  A)د  |A|څانګې درجه اوږدوالی دی. د هری څوکي د 

0
  څانګې به دلته معرفی کو. فرضوو چي دی. د نوموړې ونيNf A دی . د 

   {f|Nn ; n∈N}    (6.5) 
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د الفباء لایتناهي لاړ دي. که ددی لاړ د شروع ټول  Aد  fپه څرګند ډول د وني څانګه ده.  Aسیټ د 

څانګي جوړي کړي. په اساني سره لیدل کیږي، چي  (6.5)متناهي برخي راواخلو ، نو هغوی به د 

 بڼه لري.  (6.5)د وني هره څانګه د  Aمعکوسه ادعا هم صدق کوي ، یعنی د 

      ∎ 

په الفباء کي د ټولو هغو کلمو سیټ دي، چي اوږدوالئ یې تر  Aد  Bفرضو چي  5.6.تمرین  

k  .ددی وني جګوالی )ارتفاع( به څو وي، ټولي څانګي یې معرفي کي ، د څانګو شمېر به کوچنئ وي

 به یې څو وي؟  او د څانګو جګوالی یې څو وي

  

ه درجیوه او د ریښي د څانګو)ارتفاع( کي دوی وني دي. دلمړي وني جګوالیپه پورتنې شکل  

0 یې 
 0ده. د دوهمي وني جکوالی

 دی او هره څانګه یې متناهي ده. ددی واقعیتو په پرتله یو ډیره

 مهمه ادعا صدق کوي. 

د وني هره څوکه متناهي د څانګي  T ,≧لیما(. فرضوو چي د  König)د کونیګ  4.6.قضیه  

 کي لایتناهي اوږده څانګه وجود لري.  Tلایتناهي سیټ وي ، نو په  Tدرجه لري. که 

 قضیې دوهمه نتیجه په کار اچوي.  1.6د قضیې ثبوت په نمونهٔ بڼه د یریشله د پرنسیپ د  

 دپاره : v∈Tد هري څوکي  

  Av={u∈T ;  v<u}  

 د ټولو څوکو سیټ دي.د څوکي په تعقیب  v( سیټ په نښه کوو. یعنی د ود څوکي ټوله تالي )اخلاف vد 

 د څوکي په تعقیب وي ، نو : vداسي څوکي وي ، چي بلافاصله د  1v,  ..., nvکه 

  Av={ v1, ..., vn}∪Av1∪ ... ∪Avn   (6.6) 

0د وني لایتناهي څانګه ترسیموو. دوني ریښه په  Tد ریاضي د استقراء پذریعه د  
x  سره په

0نښه کوو. څرنګه چي د 
x د څانګي درجه متناهي ده ، نو

0x 0
A T {x }  .ځکه نو د لایتناهي ده

0څخه استنباط کیږي چي د   (6.6)یریشله د پرنسیپ له مخي د 
x )1بلا فاصله تالي)خلف

x داسي وجود

لري، چي 
1x

A لایتناهی څانګه ده.که دn
x  څوکه داسي ولرو چي

nx
A لایتناهي وي.ځکه نو د عین دلیل
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nپر اساس د 
xتا لي )خلف(  بلافاصلهn 1

x
 داسي وجود لري، چی

n 1x
A


لایتناهی سیټ دی. پدي ډول د  

n
{ x ; n N}  سیټ دT .په ونه کي زموږ مطلوبه لایتناهی څانګه ده 

 q.e.d. 

 Tسره ده. که د  kد وني د هري څوکی د څانګي درجه کوچني یا مساوي په  Tد  6.6.تمرین  

ونه لږ تر لږه 
n 1

i

i 0

1 k




  څوکي ولري، بیانو ثابت کي چي داسي څانګه وجود لري ، چي اوږدوالي یې

 زیات دي. د تېر ثبوت د تعدیل په نتیجه کي دعوی ثبوت کئ.  nتر 

ثبوت  ګو څېړني زموږ دبېل 4.6او  3.6قضیې په ثبوت لاس پوری کو. د  2.6اوس به نو د  

ظر باید په ن« ځنځیر » نورو په پرتله اساسآ ډیر اوږده دغه حالت کي د اساس تشکیلوي. څرنګه چي پ

 کي ونیسو، ځکه نو د وني د مفهوم څخه کار اخلو. 

تمرین پر بنسټ د  4.6قضیې ثبوت: د  2.6د   
2

0 0 2
    .ثبوت کافی دی 

2F:[X]  ،0⟶{0,1}رنګول دي  ،په دوو رنګو Fفرضوو چي  
X   غواړو چي د .X  د

د ټولو کلمو ونه  Tپه الفباء کي  {1 ,0}فرضوو چي د رنګ سوي سب سیټ پیداکو.  ،سیټ په یوه رنګ

 . عنصر، تخصیصوو vX ∈vaوي، نو  vX∅≠که  ،سیټ X⊆vXته د   T∈vهری څوکي   T. د ده 

فرضوو  .تخصیصوو X∅a∋د سیټ اختیاري عنصر  Xاو د  X∅X=ته  ∅د وني ریښي  Tد  

مو تعریف کړیدي.  vX ,vaکوچنئ یا مساوی وی ،    nدپاره چي جګوالی یې تر  vچي د ټولو څوکو

nد وني یوه څوکه ده. پدي معنی چي  Tپه جګوالي د   n+1د  T∈wفرضوو چي 

j j 0
{i }


∈w  ،

j
i {0, 1}  .ددی څوکي بلافاصله وړاندینئ په ديn 1

j j 0
{i } 


=v :په نښه او په لاندي ډول یې تعریفوو 

   Xw={x∈Xv ; F({x, av})=in }    (6.7) 

سره ایږدو.  wX=∅، نو تعریف سوی دي(  vaسیټ خالي نه وي )پدي معنی چي  vXاوس نو که د 

 د سیټ اختیاري ، خو ثابت عنصر دي.  wXد  waوي، نو  wX∅≠برعکس که 

د څوکي بلا  vدواړه د  2wاو  1wترمنځ اړېکه وڅېړو. که  wاو زوی  vاوس به نو د پلار  

 فاصله تالی)خلف( وي، نو هرو مرو به :

  Xw1∪Xw2=Xv−{av}    (6.8) 

 دپاره : u<vصدق کوي. ددی ځایه په اساني سره ثابتیدلای سي، چي د 

   Xv⊆Xu    (6.9) 

سیټ لایتناهي  Sڅخه استنباط کیږي، چي د  (6.8)سیټ په نظر کي نیسو. د  vT;  X∈v{=S∅≠ {د 

 په ونه کي Sپر اساس د  4.6.سب سیټ دي(.د کونیګ د لیما  Tد  Sد وني یوه برخه ده) Tد  Sدی. 

پر څانګه پرته وي، نو دهغه بلافاصله تالی  Aڅوکه د  vوجود لري. که د  Aلایتناهي اوږده څانګه 

په  Aد څوکي تالی)خلف( د v∈Aکه د د اضافه کیدو په نتیجه کي لاسته راغلی دي.  1یا  0)خلف( د 

ره په نښه کو. س 0Aد اضافه کیدو په نتیجه کي لاسته راغلی وي ، نو دغه څانګه به په  0څانګه کي د 
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د  1Aاو  0Aلایتناهي دي ، نو د  1A∪0A=Aسیټ تعریفوو. څرنګه چي  1Aپه عین ترتیب سره د 

 لایتناهي ده.  0Aڅانګو څخه ، لږ تر لږه،  یوه یې لایتناهي ده. فرضوو چي ، دبېلګي په توګه 

په رنګولو کي یو رنګه سیټ دي ، علاوه پر دي  Fسیټ د  0A∈v;   vY={a{وبه ښیو چي د  

 رنګ ، رنګ سوي دي.  0د غوټو نښلونکې ضلعی په کي  Yپه 

وي او یا به  w<vڅانګه ده ، نو یابه  0Aدي. څرنګه چي  Y∈w,av, a 0A∈w,vفرضوو چی،  

v≧w  وي.فرضوو چيw<v  .د ديw  څوکهk

j j 0
{i }


=w   لاړدي.څرنګه چيw<v  دي، نو داسي

k<l  وجود لري ، چيl

j j 0
{i }


=v .د ديv  د څوکي بلافاصله تالی )خلف( پهl 1

j j 0
{i } 


=1w  سره په نښه

lدي، نو هرومرو به  0A∈vکوو. څرنګه چي  1
i 0

   1پر اساس د هر  (6.7)وي ، او دwX∈x  دپاره

, x})=0vaF({  دي. څرنګه چيwX∈wa  ،w≦1w  پر اساس باید  (6.9)دي، نو د})=0w, avF({a 

 وي. 

 q.e.d. 

دپاره  k≦2ر ثبوت داسي تعدیل کي چي په مستقیم ډول سره د تې 7.6.تمرین  

 
2

0 0 k
    .ثابت کي 

تمرین د نتیجي څخه په استفاده سره ثابت کی چي  6.6د تیر ثبوت د تعدیل او د  8.6.تمرین  

 
2

2
m n  په داسي حال کي چي ،

2n 3
i 2n 2

i 0

m 1 2 2






   .دي 

کوچنئ  pد عدد موجودیت تضمینوي . په تیرو ثبوتو کي موندل سوي  pد  3.6د رامسئ قضیه  

تمرین کي د  8.6د بېلګي په ډول په ترین ممکن عدد ندي.  
2

2
m 3  4 16=دپارهm=2  ، دي

خو پوهېږو چي  
2

2
6 3  .صدق کوي 

پذریعه کوچنئ ترین طبیعی عدد په نښه کو ، چي دهغه دپاره  N(n, k)که د  

 
2

k
N(n,k) n  ، صدق وکي ، نو د رامسئ قضیه به یوازي د هغه د موجودیت تضمین وکي

شمېرل سوی  N(k,n)خو د هغه شمېرنه ډیر مشکل کار دي او تر اوسه یوازي په محدودو حالتو کي 

 دي. 

د اکسیومي څخه کار اخیستل سوی دي، که  وت کي د ټاکنېد کونیګ د قضیې په ثب تبصره: 

سیټ د شمېر وړ دي ، نو کولای سو چي په ثبوت کي د انتخاب د اکسیومي د  Tفرض کو چي د 

 xnAسیټ په لاړ پییو او لمړي عنصر چي د  Tاستعمال څخه صرفنظر وکو. هغه هم پداسي ډول چي د 

پدی  سره په نښه کوو.  n+1xقضیې په ثبوت کي په  4.6. هغه عنصر لکه د ټاکو، په سیټ اړه لري 

یې په ثبوت کي بیا د کونیګ د قضیې څخه د شمېر وړ سیټو دپاره کار اخلو او د ډول د رامسئ د قض

 د اکسیومي څخه صرفنظر کوو.  ټاکنې

 نور تمرینونه 

دوه  x,y∈Xلوی وي، نوثابت کي چي د   12د حقیقی عددو داسي سیټ وي چي بوج یې تر  Xکه  9.6.

 عدده داسي وجود لري:
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x y

0 2 3
1 xy


  


 

څوکوپه منځ کي داسي یوه څوکه وجود لري چي د  9د محدب څورلس دیوالي د ثابت کي چي  10.6.

 ضلعي راوزي.  5هغه څخه 

په  Kبېلګي ته ورته نتیجي په هغه صورت کي لاسته راوړي ، چي د  1.6هڅه وکي چي د  11.6.

 سیټ کي دوی کلمي یودبله سره لږتر لږه په درو ټکو کي فرق سره ولري. 

، چي په دوه رنګه ، رنګ سویدي، مکمل ګراف کيڅوکو لرونکي  5الف( ثابت کي چي په  12.6.

یورنګه مثلث ، په هغه صورت کي چي دواړه رنګونه په مساوي اندازه په کار اچول سوي وي، وجود 

  نه لري. 

څوکي لرونکي مکمل ګراف چي په دوه رنګه ، رنګ سوی وي او یورنګه مثلث  5ب( د 

 څو مختلف د رنګولو امکانات وجود لري؟ونلری، 

څوکو لرونکي مکمل ګراف کي، چي په دوه رنګه ، رنګ سویدي، لږ تر  6ج( ثابت کي چي په 

 لږه دوه یورنګه مثلثونه وجود لري. 

څوکو لرونکي مکمل ګراف کي، چي په دوه رنګه ، رنګ سویدي، لږ  11ثابت کي چي په  د(

 لري.یورنګه مثلثونه وجود  22تر لږه 

 د وېش )تجزیې( لاندي اړېکي ثابت کي: 13.6.

 

 

 

 

2

4

2

5

2

2

a)66 3

b)327 3

c)192 5







 

 بوج continuumم ود کانتینو 7.4. 
  

 کو. ه زړه پوري او ناوړي نتیجي به استنباطاو د هغه پ« وشمېرو»پدي رساله کي د کانتینووم بوج به 

 

0پوهیږو چي  په نامه یادکي. R|c|=د حقیقی عددو د سیټ بوج مو د کانتینووم  
>c  دي.دغه

ی عددو رحقیقت ډیری مهمی نتیجي لري.هغه داچي د بېلګي په توګه د ترانسندنتو عددو شمېر تر الجب

زیات دي. دلاندني مهمی  دعوی ثبوت نژدی لاس په لستوڼې راته پروت دي ،او ددی دعوی نتیجي به 

 هم وڅېړو.

 .  02=c 1.7.قضیه  
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,0بېلګو د نتیجو پر بنسټ د          2.8.4او  2.8.2د  ثبوت.  1(N)Pf:                          او

(N)P0, 1 h: .سمدستي د کانتورـ برنشتاین د قضیې څخه  ساده مپینګونه وجود لري

02(N)|=P =|R 0, 1  .استنباط کیږي 

  q.e.d. 

 دپاره:   n>0د  1.7.بېلګه  

     cn=c 0
 =c    (7.1) 

 صدق کوي. 

 قضیې پر اساس لیکلای سو: 1.7په رشتیا هم ، د 

  cn= 0 0 0nn(2 ) 2 2    = c 

 ډول:همدا 

  c 0
 = 0 0 0 0 0(2 ) 2 2      = c 

د لاسته راغلي مساواتو و نتیجو ته ځیر سئ. که په خپلو څېړنو کي د کارتیزین سیسټم را داخل کو . 

اړېکي پر اساس د  (7.1)د سطحی سره منطبق کړو. د  R×Rد مستقیم خط او  Rنوکولای سو چي 

 مستقیم خط او سطحي بوج سره مساوي دي. 

     ∎ 

تور دغه نتیجه معرفی کړه، نو د وخت د ریاضي پوهانو په منځ کي یې لږترلږه کله چي کان 

ښیدله ، چي د مستقیم خط او او سطحي د برې« بی معنی»کي. ځکه چي هغوی ته شور ماشور را ګډ 

غه نتیجه په لمړي نظر پارادکس یا ضد و نقیض معلومیده ، ځکه دوي.  «سره مساوی»نقطو شمېر دي 

چي د هغه وخت )د نولسمي پېړي په پای کی(  ریاضي پوهانو د مستقیم خط او سطحي د ساختمان د 

تصور څخه ځان نسوای خلاصولای. ځکه نو د کانتور ادعا یې داسی تعبیروله چي ګواکي مستقیم خط 

رساله کي مخامخ سوو. په عین حال  2.3ه ډول حالت سره موږ په د دغدي. « مساوي»او سطحه سره 

، «مساوی ندی»کي حقیقت خو دادی چي مستقیم خط او سطحه د هغوی د ساختمان له مخي یودبله سره 

د بېلګي په ډول د مستقیم خط څخه پر سطحه باندي متمادي بایجکشن مپینګ وجود نلري. دغه واقعیت د 

په انلایز کي د معکوس مپینګ د متمادیت په هکله، د مشهوری قضیې څخه بېلګي او د ریاضي  1.2.3

 استنباط کیږي. 

fالف(ثابت کي، که  1.7.تمرین   : 0, 1 0, 1 0, 1   متمادي بایجکشن وي، نو
1f   .متمادی دي 

,0ب(ثابت کي چي د   ,0څخه پر  1 1 0, 1 .متمادی بایجکشن مپینګ وجود نلري 

 متمادی انجکشن مپینګ وجود نلري. Rڅخه په  R×Rثابت کي چي د  ج( 

 متمادی بایجکشن مپینګ وجود نلري. R×Rڅخه پر  Rثابت کي چي د  د( 
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,0واضح ده چي د   1 0, 1 0څخه پر,  باندي ، متمادی د سرجکشن مپینګ وجود لري. 1

طبعآ سوال طرح کیږي، چي آیا معکوسه ادعا هم صدق کوي؟ متمادی سرجکشن مپینګ د  

0, ,0   څخه پر1 1 0, 1  باندی د پئانو د منحنی په نامه یادوو. ژوسیپه پئانو IUSEPPEG

PEANO (1858-1932)  په خپله لاندني ادعا سره هک پک کړه.ریاضي پوهان 

 د پئانو منحنی وجود لري. 2.7.قضیه  

څخه پر    Cثبوت:  ثبوت به پر دوو برخوو ووېشو. په لمړئ برخه کي به د کانتور د سیټ  

0, 1 0, 1  0 باندي متمادي مپینګ رسم کړو. په دوهم ګام کي به نوموړي مپینګ ته پر, 1

انتروال باندي پراختیا ورکړو. هغه لوستونکې چي دمتمادی مپینګو د پراختیا د قضیو سره په توپولوجی 

 کي آشنا وي و کولای سی چي د ثبوت ددوهمي برخي څخه صرفنظر وکي. 

iاو  N∈iبیانو د هر دي.  C∈xفرضوو چي  
x {0, 2}  دپاره دx  ارائه  دریئیزه

i 1

i
i 0

x x 3


 



   .دهw(x)=[y,z]  په داسی ډول ایږدو، چيi 12i

i 0

x
y 2

2


 



    او

i 12i 1

i 0

x
z 2

2


 



   وي. په آساني سره لیدل کیږي، چي
ر  پ 0, 1 0, 1 Cw: .مپینګ دي 

اختیاري مثبت   εاو  x∈Cمپینګ متمادی دي. د متمادیت د ثبوت دپاره فرضوو چي  wوبه ښیو چي د 

وي، بیانو د  y−x|<δ|، چيدپاره  y∈Cعدد داسي پیدا کړو، چي د هر  δعدد دي. غواړو چي د 

w(x) اوw(y)  ترمنځ فاصله ترε  کوچني وي. د ارشیمیدس د پرنسیپ پر اساسk  ، داسی وجود لري

k2چي 
2

 
  .2ديk3   ایږدو. اوس نو کهC∈y  اوx|<δ−|y  وي، نو دx  اوy  په دریئېز

مختصات)کورډینات( په دوه ئېزه  w(y)او  w(x)د رقمونه مساوي دي. بیا نو  2kارائه کي لمړي 

 رقمونه مساوي لري. پدي لحاظ د هغوی ترمنځ فاصله تر  kارائه کي لمړي 

   k 2 k 2 k(2 ) (2 ) 2 2        

 لویه نده. 

,0پاته سوه پرټوله  د تابع د پراخولو مسئله. فرضوو چي                   wانتروال باندي د 1

 C −0, 1∈x  پدي معنی چي کوچنئ ترین .n  داسي وجود لري، چيnC∈x (3.8.2  )بېلګه وګورئ

،                     C∈a,bپداسي حال کي چي        x∋(a, b)انتروالو یووالي دي، ځکه نو  n3د  nCدي. 

C −0, 1⊆n⊆C(a, b) : دي. اوس نو 

   
w(b) w(a)

w(x) w(a) (x a)
b a


   


 

شکل یې واضح  14.4د حقیقی عددو مرتبي جوړی دي.(.  ...,w(a),w(x)پاملرنه وکئ، چي  ) ایږدو.

 ترسیمولای سي. البته د تابع دغه ډول پراختیا ، متمادی پراختیا ده. 
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 تابع متمادی ده. wثابت کي ، چي د  2.7.تمرین  

د پئانو منحني د حقیقي عددواو د هغوی د خاصیتو  په هکله تصورات تر ډیره حده تر خپل  

تاثیر لاندی راوستل. د یوی خوا څخه د منحنیو نظریې او د هغوی توپولوژیکي خاصیتوڅېړني منځ ته 

 (Dimension)دبعُد پېل سوي. په هکله پلټنيدخاصیتود بېلوالی   2Rاو  Rراغلی، او د بلی خوا د 

دحیرانتیا دوهمه خبره مفهوم منځ ته راغی او ددی مفهوم چار چاپېر ډیره مهمه تیوری راوزیږیدله. 

کي د ټولو  Rڅخه په  Rکیدای سی، چي د حقیق عددو د متمادی تابع ګانو د سیټ د بوج مسئله وي. د 

 تابع ګانو د سیټ بوج:

    0 ccR ccR 2 2     

 ډیر دی. cته تر  1.2دي ، نظر د کانټور و قضیې 

 دي.  cبوج  Sکي د ټولومتمادی تابع ګانو د سیټ  Rڅخه په  Rد  3.7.قضیه   

  Φدي. فرضوو چي  |S |≦|R|ثابته تابع تعینوي. ځکه نو –ثبوت: هر حقیقی عدد متمادی تابع  
Qپه  Sد  R :په لاندی ډول تعریف سوی مپینګ دي 

   Φ(f)=f|Q 

دوی مختلفی متمادی تابع ګاني  S∈1,f2fمپینګ، ساده مپینګ دي. فرضوو چي   Φوبه ښیو چي د 

1دي.    2f ≠(x)1f(x)داسي وجود لري، چي  R∈xدي.بیا نو  2

1
f (x) f (x) 0

2
     سره په نښه

2کوو. د  1
f و 2تابع ګانو د متمادیت څخه د  fا 1

,   مثبتو عددو موجودیت داسی استنباط کیږي ، چي د

i=1,2  دپاره دi
x y    د شرط د پر ځای کیدو څخه دi i

f (x) f (y)    .شرط تصدیق کیږي

2د    δفرضوو چي  1
,  قضیې پر اساس ناطق عدد        1.2څخه کوچنئ ترین دي. بیانو د

)+δ, xδ−(x∈r  2وجود لري. بیانو 2 1 1
f (x) f (r) , f (x) f (r)      .ځکه نو دي

1 2
f (r) f (r)  1دي. فلهذا 2

f Q f Q  .دي 

Qپدي ډول مو د انجکشن مپینګ   R: SΦ :ترسیم کي. ددی اسیته 

   |S|≦| Q R |= 0c =c  
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         دي. 

 q.e.d. 

 نور تمرینونه 

,C 0دي. د  02بوج  Cرسالی په حواله د کانټور د سیټ  8.2د  3.7. 1 f:  د انجکشن مپینګ

 دي.  02=cتعریف او دهغه په مرسته ثابت کي،چي 

که  .7.4
k 1 k 1

k k
k 0 k 0

y y 2 ,x x 2 , x,y 0, 1
 

   

 

       .ويz=f(x,y)  ،سره داسي ایږدو

چي: 
2k 1 2k 2

k k
k 0 k 0

z x 2 y 2
 

   

 

     .وي 

fالف( ثابت کي چي د   : 0, 1 0, 1 0, 1   .مپینګ ساده دی 

 د مساوات د مستقیم ثبوت دپاره کار واخلی.  c.c=cب( د تیر ثبوت څخه د  

 تابع ولی غیر متمادی ده؟ دهغي د غیر متمادیت نقطي پیدا کړئ. fج( د  

  دي. nc=mcدپاره   n,m>0د تیر تمرین اندیښنو ته ورته وښیاست، چي د  5.7.

Nد حقیقی عددو د لاړو د سیټ   .76. R  بوج څو دی. د N 2

n n 0 n
n 0

{a } R : a 1







   د سیټ بوج

 څودي؟

 باندی متمادی بایجکشن ترسیم کئ.  C× Cڅخه پر  Cد کانټور د سیټ  7.7.

قضیې په ثبوت کي د پئانو ترسیم سوي منحني قیمتونه د  2.7د  8.7.
13 1 2 1

, , ,
54 2 3 3

 په عددو کي پیداکئ.

د  9.7.     0 0 n

R , R , R
 

 بوج څو دي؟  

،  a,b∈Xد ګڼ سیټ په نامه یاد کي، که د اختیاري  X⊆Rدوه مفهومه بیا هم ذهن ته راوړي. د  10.7

a<b  دپاره(a, b)∩X≠∅   که .A⊆R  ،x∈R  وي، نو دx+A  پذریعه د{x+y; y∈A}  سیټ په

 تعریفوو. لاندنې ادعاوی ثابتي کي. x−Aنښه کوو ، همدا ډول 

 سیټ هم ګڼ سیټ دي. a+Xوي، نو د  a∈Rګڼ سب سیټ او Rد  Xالف( که  

Bب( که   و  داسي وجود لری، چي  R∈aد سیټ د شمېر وړ سب سیټونه وي، بیانو  Rد  Aا

(a+A)∩B=∅  .دي 

داسی وجود لري ، چي  Aد شمېر وړ سیټ وي، بیانو د شمېر وړ ګڼ سیټ  X⊆Rج(که  

A∩X=∅  .دي 

  د، بیانود شمېر وړ سیټ وي X⊆Rکه  د( 
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  } f  دX−R∈x  په هره نقطه کي متمادی ده;R R∈={fxS 

 دي. (c)د سیټ بوج کانتینووم 

زل ، غیر متزاید، غیرمتنازل( تابع ګانو د سیټ بوج کي د متزایدو)متنا Rڅخه په  Rه( د  

 دي. (c)کانتینووم 

 دي. P|=c|لوبغاړئ ، د ګټلو ستراتیژي ولری ، نو  Bبېلګه کي د  5.7.3ثابت کي، که په  11.7.

داسی وجود  ε>0دپاره  x∈R−Aیټ د تړلي سیټ په نامه یاد کړی ؤ، که د هر س A⊆Rد  12.7.

سیټ په نامه   Perfect غیر خالي ، تړلئ سیټ د بشپړ Aوي. د  R−A⊇(x−ε, x+ε)  ولري، چی

په الفباء کي د  {1 ,0}د  Tبېلګه وګورئ( ونلری. فرضوو چي  9.6.3یادیږي ، که منزوی نقطې ) 

 بېلګه وکورئ( .  6.6کلمو ونه وي) ټولو )متناهي(

nالف( فرضوو چي   n 0
{I }

 لیما د  1.7.3ی چي د  د تړلو انتروالوداسي لاړد(a  او(b 

nدپاره  nتړلئ سیټ وی او د هر  Aکه ، لري خاصیتونه
I A   وي، نوn

n 0

I A




 .دي 

مپینګ داسي تعریف کړي،  fپر سیټ باندي د  Tد .سیټ بشپړ سیټ دي Aب( فرضوو چي د  

 چي د هغه قیمتونه تړلې انتروالونه وي او لاندنې ادعاوی صدق وکي:

 وي. ∅≠f(x)∩Aدپاره  x∈Tد هر  1. 

 دي. f(x)⊆f(y)وي، نو  x≦y, x,y∈Tکه  2. 

2که  3.  1
y ,y  دT∈x  1د څوکي بلافاصله تالی)خلف( وي، نو 2

f (y ) f (y )  .دي 

 چنئ دی.کوn2د انتروال اوږدوالئ تر  f(x)وي، نو د   nد څوکي جګوالئ  T∈xکه د  4. 

 دي. cثابت کي، چي د بشپړ سیټ بوج ج( 

 دي. cد( ثابت کي، چي دهر تړلي او بي شمېره سیټ بوج  
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 پنځم فصل

 په هکله Well Order )اوډلو(د ښه ترتیب

  

ښه ترتیب د ریاضی د استقراء غوندی پیاوړی وسیله زموږ په دسترس کي  Nد طبیعی عددو  

د نورو سیټو دپاره طبیعی غوښتنه وه. د ښه څېړنه د عمومیت د امکان ایږدي. ځکه نو ددغه مفهوم 

ترتیب سوي سیټو تیوری نن ورځ ډېره بډایه او د لایتناهی سیټو دپاره پیاوړی نتیجي وړاندی کوي.  

 سره ر فصل، چي د بېلګي په توګه د تېموږ به دلته یوازي په لنډه توګه د هغو مهمو نتیجو یادونه وکو

 نژدی اړېکي لري. 

رساله مو  2.5رساله کي به د ښه ترتیب سوی سیټو مهمترین خاصیتونه وڅېړو.  1.5په  

 3.5 .وقف کړیده ټو د بوج جمع او ضرب په هکله دهیسنبرګ قضیو تهدلایتناهی ښه ترتیب سوی سی

اص اختص د اکسیومی په اړوند ټاکنېد ته رساله پر راکړه سوی سیټ د ښه ترتیب د موجودیت سوال 

  سوی ده. 

وم فکر کذهنی انتخاب دي. د راغونډولو د اکسیومی په اړوند د یو لړمسئلو ټاکنېرساله د  4.5 

بېلګي( د  3.4−5.4و څېړنه )عنصر لرونکي سیټو په منځ کي د اړېک nداکسیومی او  ټاکنېچي د 

 د اکسیومی د اساسی دندی په درک کي ډیره مرسته کوي.ټاکنې 

  

 او دهغوی اوډنه Ordinal Types (ونهیپ)ټترتیبي ډولونه 1.5. 
  

تونه خاصیمهمترین به تاسوته در وپېژنواو دهغوی د ښه ترتیب سوی سیټو په اړوند اساسی مفهومونه  

 تمرینو په شکل وړاندی سي. د خاصیتونه بهوڅېړو. د هغوی نور به 

 

11د  
X 22او  ,

X ښه ترتیب سوي سیټونه دي. متزاید ساده مپینګ  ,
ر  پ

1 2
f : X X  د

2
X  11پر سیټ باندي د

X 22او  ,
X د سیټو د آیزومورفیزم )هم شکله( په نامه یادیږي.که دغه  ,

11ډول آیزومورفیزم وجود ولري، نو وایو چی د 
X 22او  ,

X . لری سیټونه مساوي ترتیبي ټیپ,

 دغه واقعیت په لاندی ډول لیکو:

    t( 11
X , )=t( 22

X , )   (1.1) 

همدا ډول لکه د بوج مفهوم چي مو تعریف نه کئ، د ترتیبي ټیپ مفهوم هم نه تعریفوو، خو برسېره 

سره ښیوو. که دمتن څخه څرګنده وي، چي  ξ, ζ, η, λ, α, βپردي هغوی په یوناني کوچنیو حروفو  

 لیکو. t(X)پر ځای یوازي  X,(t(دي، نو د هدف مو کم ترتیب 

الف( ثابت کئ چي د مساوی ټیپ اړېکه انعکاسی، تناظری او انتقالی خاصیتونه  1.1.تمرین  

 لري.
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ب( ثابت کئ چي دوی ښه ترتیب سوي متناهی سیټونه یوازی او یوازی هغه وخت مساوی  

 بوج سره مساوی وي.ترتیبی ټیپونه لری ، که د هغوی 

n د  
N او یا په ساده ډول یوازی په  0ωترتیبي ټیپ به په  ,Nاو د  nترتیبي ټیپ  به په ,

ω  .سره ښیو 

11فرضوو چي  .اوس به نو ترتیبي ټیپونه واوډو  
X 22او  ,

X ښه ترتیب سوي سیټونه  ,

11. وایو چي د  دي
X 22ترتیبي ټیپ د  ,

X  په لاندي ډول یې لیکو:تر ترتیبي ټیپ کوچنئ دي،  ,

    t( 11
X , )<t( 22

X , )   (1.2) 

11داسي وجود ولري، چي د   2X∈aکه 
X 22ترتیبي ټیپ د ,

X (a), ې سره مساوي ترتیبي د ټوټ

 ټیپ ولري. 

 دي.  ωn>، پدی معنی ، چي  t<)n(Nt(N) دپاره  N∈nالف( د هر  1.1.بېلګه  

ترتیب مو د ترتیبي ټیپ په صفت تعریف کي. په آسانې سره لیدل « نوی»ب(د طبیعی عددو  

څخه په میراث ورپاته سوی دي،  Rکیږي، چی دغه تعریف ، دهغه تعریف سره چي طبیعی عددو ته د 

 منطبق دی. 

 ښه ترتیب داسی تعریفوو: Rپر سیټ باندی د  Nد ج( 

≡nRm (n  جفت اوm )طاق دي∨ (m, n  دي او)دواړه هم جنسه )یا دواړه جفت او یا دواړه طاق

n≦m )دی 

سره مساوي  N(1), Rد  ,Nانځور سوی دي. البته ښه ترتیب سوی سیټ  N, Rشکل کي د  1.5په 

 دي. t <) N,(t(N, R)ترتتیبی ټیپ لري ، ځکه نو 

      ∎ 

  

 اړېکه انتقالي خاصیت لري. « کوچنئ ترتیبي ټیپ درلودل»وښیاست چي د  2.1.تمرین 

پوښتنه کیږي، چي آیا د ترتیبي ټیپو د اوډلو تعریف درست دي؟ پدی معنی چي آیا دغه اړېکه د  

بېلګي په ډول ، ضد انعکاسي ده. په اساني سره لیدل کیږي ، چي د بېلګي په ډول خطی ترتیب سوی 

تې سره آیزومورف )هم شکله( دي.خو دغه حالت د ښه ترتیب سوي سیټ په ټود خپلي  ≧ ,Rسیټ 

 هکله محال دی. 

11فرضوو،چي 1.1.لیما  
X 22او  ,

X د   g,fفرضوو چي  ښه ترتیب سوي سیټونه دي. ,

11
X 22 څخه د  ,

X  دي.  f=gپر یوي ټوټې باندی آیزومورفیزمونه دي. بیا نو ,
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ثبوت: اصلآ د ریاضي د استقراء په طریقه ثابتیږي. په غیر مستقیم ډول به یې ثبوت کو.  

 دي.  f≠gفرضوو،چي 

    A={x∈X1 , f(x)≠g(x)} 

غیر خالي سب سیټ دي. پدی معنی چي هرومرو به  1X د  Aسره په نښه کوو. نظر و فرضیې ته 

 ولري. a∈Aکوچنئ ترین عنصر 

     f(a)≠g(a)     (1.3) 

   f(x)=g(x) 1 څخه استنباط کیږي
x a  (1.4)    د

2پر اساس به یا  (1.3)د 
f (a) g(a)  2او یا

g(a) f (a)  وي. د تناظر په خاطر کافي ده، چي یو

2حالت ، دبېلګي په ډول 
f (a) g(a)(2.5په نظر کي ونیسو .)شکل وګورئ  

دي. فلهذا  H∈f(a)(g)د سیټ ټوټه ده، نو  2Xد  H(g)د مپینګ د قیمتو ساحه  gڅرنګه چي د  

1X∈b  داسي وجود لري،چيf(a)=g(a)  اړېکي ته  (1.3)دي. نظرa≠b  پر اساس  (1.4)دي او د

1
b a  1ندي.ځکه نو باید

a b  2وي. بیانو هرومرو
g(a) g(b) f (a)   صدق کوي، خو

 وروستې اړیکه زموږ د فرضیې خلاف ده. 

 q.e.d. 

   

ریعه ه ذ. هیڅ یو د ښه ترتیب سوي سیټوڅخه د خپل داسي ټوټي سره چي د یوه عنصر پ نتیجه

 هیڅکله:په هکله   ,X. پدي معنی چي د ښه ترتیب سوي سیټ تعین سوی وي آیزومورف ندي

    t( X, )<t(X, ) 

 صدق نه کوي. 

 یوازنئ آیزومورفیزم دي.  ,X د  xidپه رشتیاهم د لیما پر اساس پر خپله ټوټه باندي  
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 د ښه ترتیب سوي سیټو په هکله یوه د مهمترینو قضیو څخه ثابتوو. 

11فرضوو،چي  1.1.قضیه  
X 22او  ,

X دلاندنیو درو حالتو  ښه ترتیب سوي سیټونه دي. ,

 .یوازي یوحالت منځ ته راتلای سيڅخه 

1. t( 11
X , )=t( 22

X , ), 

2. t( 11
X , )<t( 22

X , ), 

3. t( 11
X , )>t( 22

X , ). 

ثبوت : باید ثابته کو ، چي د پورتنیو امکاناتو څخه په عین وخت کي دوه امکانه نه پیښیږي او بل داچي 

 تل یو د پورتنیو امکاناتو څخه صدق کوي. 

 :د صدق وکي، نو  3.او  2.که فرضآ په عین حال کي  

  2 1 12 1 2 21
g : و Xا , X (b), X , X (a),f :   

11د  g∘fبه په نښه کو. په اساني سره لیدل کیږي، چي  c=g(a)آیزومورفیزمونه وجود لري. 
X , 

11 څخه د 
X (c), نقضوي.  1.1پر ټوټه باندي آیزومورفیزم دي. مګر دغه حالت  لیما 

آیزومورفیزم  fصدق نه کوي، د  3.او  1.مغلقه ده. فرضوو چي د قضیې د ثبوت دوهمه برخه  

11د 
X 22دسیټ څخه د ,

X (a),  1∅≠پر یوه ټوټه باندي ترسیموو. فرضوو چيX .دي 

د سیټ  2Xد سیټ کوچنئ ترین عنصر ته د  1Xمړئ خو به د ترسیم مفکوره افشاء کو. د ل 

 چنئنو بیا هم کو، ینګ په کمه نقطه کي نه وي تعریف سویمپ fکه د ترین عنصر تخصیصوو.  کوچنئ

چي تراوسه لا په کار نه وی »د سیټ هغه کوچنئ ترین عنصر  2Xترین عنصر ټاکو او هغه ته بیاد 

دغه ډول کړنلاره تعقیب کړه او بیا مود هغي رسالي   رساله کي مو  2.2تخصیصوو. په « اچول سوي

ورته دلته هم پر مخ هغي کړنلاري ته په ضمیمه کی په مشخصه توګه تاسوته عملی لار دروښودل . 

 ځو. 

د   H(h)د سیټ یوه ټوټه ،  1Xد   D(h)سیټ دي،چي  hد ټولو هغه مپینګو  Fفرضوو چي  

2X  د سیټ یوه ټوټه اوh  د(h)D   څخه پر(h)H   باندي آیزومورفیزم دي. دF  سیټ خالي ندی، ځکه

 دي.  F ∋∅چي د بېلګي په ډول 

hD =1A)1 (دي. بیانو  F ∈2,h1hمسئله معرفی کو. فرضوو چي اوس به یوه ډیره مهمه  

)2(hD =2A  1دX  2د سیټ ټوټې دي ، پدي معنی چي یا بهA ⊆1A  1او یا بهA ⊆2A  وي. فرضوو

د ټوټي آیزومورفیزمونه  1Aپر ټوټو باندی د  2Xد A2,h1h|1دي. بیا نو  2A ⊆1Aچي د بېلګي په ډول 

 پر اساس باید: 1.1دي او د لیما 

   h1(x)=h2(x)  دپاره x∈ A1 (1.5)    د 

 د مپینګ د تعریف اجازه راکوي: Fمساوات موږته په لاندی ډول د  (1.5)صدق وکي. د 

  F(x)=y ≡(∃h∈F)(x∈D(h)∧h(x)=y)   (1.6) 
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 D (F)د  Fاو  د سیټ ټوټه 2X د H(F)،   د سیټ ټوټه 1X د D(F)په اساني سره لیدل کیږي، چي 

 دي. F∈Fباندي آیزومورفیزم دي. بر سېره پر دي  H(F)څخه پر 

  1X≠(F)Dباندی دي. په غیر مستقیم ډول یې ثابتوو. فرضوو چي 1X=(F)Dچي وبه ښیو  

صدق نه کوي، نو دا هم  3.دي. څرنګه چي  1X=(F)D(a) دپاره  1X ∈aپدی معنی چي د کم دي. 

دي. کفایت کوي چي  2X=(F)H(b)دپاره  2X∈bوي. ځکه نو د کم  2X=(F)Hامکان نلري، چي 

H=F∪{[a, b]}  سره کښیږدو.پدی معنی چيH  دa  په عنصر کي دF  ) د مپینګ پراخیدنه )توسعه

دی او داهم هغه تناقض  a∈ D(F)پر اساس  (1.6)ده او د   H∈Fده. واضح ده چي  H(a)=bده او 

 .دي چي موږیې په لټه کي ؤ

آیزومورفیزم دي. ددی  1Xد سیټ پر ټوټه باندي د  2Xد  Fاو  1X=(F)Dوموښودله، چي  

 صدق کوي.  2.اسیته 

 q.e.d. 

د هغوی  Fد سیټو ټوتې او  X2X,1د  D(F), H(F)ثابت کئ ، چي په ترتیب سره  3.1.تمرین  

 آیزومورفیزم دي.

یوازي او یوازي هغه وخت د ترتیبي  ≧,Xالف( غیر خالی ښه ترتیب سوی سیټ  2.1.بېلګه  

ټوټه لوی ترین عنصر  X(x)دپاره د  x∈Xخاوند دی، که لوی ترین عنصر ونلري او د هر  ωټیپ 

 ولري. 

خو وای.  t(X(x))=ωداسي وجود درلودلای،چي  x∈Xوای، نو  t(X,≦)>ωپه حقیقت کي که 

سیټ لوی ترین عنصر  X، نو بیا به د وای t(X,≦)<ωدغه ټوټه لوی ترین عنصر نلري. که 

 وي.  t(X,≦)=ωقضیې ته باید  (1.1)نظر د درلودلای. 

ب( ښه ترتیب سوی سیټ یوازي او یوازي هغه وخت متناهي دی، چي دهغه هره ټوټه لوی ترین 

بیانو دي. t(X,≦)≧ωقضیې پر اساس  (1.1)متناهي نه وي،نو د  ≧,Xولري. په رشتیا هم که  رعنص

 د سیټ یوه ټوټه بېله لوی ترین عنصر څخه ده.  Xد 

       ∎ 

 سیټ هم ښه ترتیب سوي سیټ ≧,X(a)وي. بیانو د  a∈Xښه ترتیب سوي سیټ او  ≧,Xکه  

 د ټوټي ترتیبي ټیپ درک کوو.  ≧,X(a)د عنصرد ترتیبي ټیپ تر مفهوم لاندي د  aدي. د 

اضح ده چي دهغوی بوج هم که دوه ښه ترتیب سوي سیټونه مساوي ترتیبي ټیپ ولری ، نو و

د  |ξ |ترتیبي ټیپ وي، نو  ξیبي ټیپو د بوج په هکله ږغېدلای سو. که سره مساوي دي.ځکه نو د ترت

 n|=n|وي، بوج په نښه کوي. د بېلګي په ډول  ξاختیاری ښه ترتیب سوی سیټ ، چي ترتیبي ټیپ یې 

0او 
  .دي 

قضیې پر اساس یوازي یو د درو امکاناتو  (1.1)ترتیبي ټیپونه وي، بیانو د  η, ξکه  3.1.بېلګه 

صدق کوي. وبه ښیو چي ترتیبي ټیپونه ښه ترتیب سوی دي. پدی معنی  η> ξ, η< ξ, η= ξ، یعنی 

که یوسیټ ولرو او یا د ترتیبي ټیپ یو معقول خاصیت ولرو، بیانو که لږترلږه یودغه ډول وجود ولري 

خاصیت « معقول»د ترتیبي ټیپو  V(ξ)فرضوو چي ، بیانو د هغوی څخه کوچنئ ترین هم وجود لري. 

 ξV)0(داسي وجود لري، چي  0ξاو فرضوو چي  رسالي پېل وګورئ( 2.5)د بېلګي په ډول د  دي
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دپاره  0η< ξکه دهیڅ  دي.  0ξترتیبي ټیپ   ,X≧ښه ترتیب سوي سیټ  د صدق کوی. فرضوو، چي 

(η)V  0صدق ونه کي، نوξ کوچنئ ترین ترتیبي ټیپ دي، چي دهغه دپارهV .که  خاصیت صدق کوي

0η< ξ  دV :د خصوصیت سره وجود ولري، نو د 

A = {x∈X ; t(X(x), ≦) د  خاصیت لريV } 

ترتیبي ټیپ زموږ مطلوب  X(a)لري. بیانو د  a∈Aغیر خالي دي، فلهذا کوچنئ ترین عنصر سیټ 

 خا صیت لري.  Vکوچنئ ترین ترتیبي ټیپ دي، چي د 

      ∎ 

تجریدسوي)منزوي( ترتیبي ټیپ دي،که داسي  ξوایو،چی ترتیبي ټیپ دي. ξفرضوو چي  

ترمنځ بل ترتیبي ټیپ وجود   ηاو  ξچي د هغوی ترمنځ ، بعني د وجود ولري،  η< ξترتیبي ټیپ 

نزوي دي، ترتیبي ټیپ یوازی او یوازي هغه وخت م ≧,Xونلري. په آساني سره لیدل کیږي ، چي د 

 limitلوی ترین عنصر ولري. د صفر څخه خلاف ترتیبي ټیپ چي منزوي نه وي ، د سرحدي  Xچي 

 ټیپ په نامه یادیږي. 

ترتیبي ټیپ  ωد صفر څخه خلاف هرمتناهي ترتیبي ټیپ ، منزوی دي. د  4.1.بېلګه  

 هم سرحدي دي. ج( د بېلګي دی(  .1.1د  Rترتیبي عددونه ) Rاو  Nسسرحدي ټیپ دي. د 

      ∎ 

11فرضوو،چي  
X 22او  ,

X ، چي مشترکه برخه ښه ترتیب سوي داسي سیټونه دي ,

1ونلري. دهغوی یووالی  2
X X  1داسي ترتیبوو، چي دX  2د سیټ عنصرونه دX  د سیټ تر

باندی دهغوی اصلي ترتیب حفظوو. ددغه ډول ښه ترتیب سوي  2Xاو  1Xعنصرو کوچني دي. پر 

11(سیټ ،ترتیبي ټیپ د 
X ,(t     او)22

X ,(t  او په                        د ټیپو د جمع په نامه یادیږي

)11
X ,(t⊕)22

X ,(t  سره یې ښیو. په اساني سره لیدل کیږي، چي دغه ډول د جمع عملیه اتحادي

 خاصیت لري، خو تبدیلي خاصیت نلري. 

  n⊕ω=ω≠ω⊕nالف(  5.1.بېلګه  

 دي. t(N,R)=ω⊕ωد سیټ ښه ترتیب دي. بیانو  Nج( بېلګي د 1.1د Rفرضوو،چي ب( 

λ)=11.ځکه چي که  η⊕ λ ⊕ ξ<λ وي، نو ξ<ηج( که  
X ,(t  ،η)=22

X ,(t       او

ξ)=2 2
X (a),(t  وي ، نو⊕ ξλ )(a))=1 2

X X((t .کیږي 

 پر سیټ ښه ترتیب و لاندنیو ټیپو ته ترسیم کئ: Nد  4.1.تمرین  

   ω⊕ω⊕ω ،ω⊕ω⊕ω⊕ω  .او داسي نور 

 وجود لري .  1ξ⊕ ترتیبي ټیپ  14دپاره تر هغه کوچنئ ترین لوی)مشر( ξد هر ترتیبي ټیپ  

 نوموړي ترتیبي ټیپ تل منزوی وي. البته هر منزوی ترتیبي ټیپ دغه ډول بڼه لري. 

                                           
 په درو خوندو او وړونو کي کشر ترین په نظر کي ونیسي، نو میانځوی یې د هغه کوچنئ ترین مشر دي.)ژباړن( 14
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11د دوو ښه ترتیب سوي سیټو  
X 22او  ,

X (a),  1کارتیزین ضرب 2
X X  د قاموس

 په ډول)لکسیکوګرافیک(اوډو:

  [u, v]<[x, y] ≡ (u <1x)∨(u=x ∧ v<2y)  

1ثابت کئ، چي  5.1.تمرین   2
X X ,  سیټ دی. ښه ترتیب سوي 

د ترتیبي ټیپو ضرب د ترتیبي سیټو د کارتیزین د ضرب د ټیپ په شکل ، خو په معکوس  

 سره ، تعریفوو، یعنی:ترتیب 

   t( 2 2
X , )⊕t( 1 1

X , ) =t( 1 2
X X ,  ) 

زموږ په څېړنو کي د ترتیبي ټیپو طاقت ته ضرورت نه پیداکیږي، ځکه نود هغه تعریف 

 لوستونکو ته یې  د تمرین په شکل پریږدم. 

تراوسه ټوله هغه ترتیبي سیټونه چي موږ و څېړل، د شمېر وړ سیټونه وه. طبعآ پوښتنه کیږي، 

چي آیا بي شمېره ښه ترتیب سوی سیټ وجود لری؟ پدی معنی چي بي شمېره ترتیبي ټیپ سته او که 

نه؟ددی پوښتني جواب مثبت دي، خو د بی شمېره ښه ترتیب سوی سیټ جوړښت ډېر مجرد)ابسترکت( 

 دی. 

 Uncountable Ordinal Typeترتیبي ټیپبی شمېره  –ضمیمه 

یو ښه ترتیب سوی بی شمېره سیټ به دلته تشریح کو.نوموړی سیټ په ریاضي کي زښت مهم 

رول لوبوي او د هغه جوړښت او د جوړولو طریقه یې ددغه ډول سیټو دپاره نمونه ده.ددغه جوړښت 

 دی.  HENRI LEBESGUE (1875-1941)مبتکر آنري لبیګ 

د سیټ سره،  Qقصیې ته هر ښه ترتیب سوي د شمیر وړ سیټ د ناطقو عددو  5.6.3نظر د 

 ξځکه نو د هر د شمېر وړ ترتیبي ټیپ ته ترتیب سوی وی، آیزومورف دي.  ≧چي نظر و لوی والي  

  .  ξ=t(X,≦)داسي وجودلري، چي  X⊆Qدپاره 

 وي. ω⊗ωپیداکئ، چي دهغه ترتیبي ټیپ  X⊆Qد ناطقوعددو داسي سب سیټ  6.1.تمرین 

 لاندنئ سیټ به مطالعه کو:

  D= { X⊆Q ; ښه ترتیب سوی دي X,≦}  (1.7) 

 داسي تعریفوو : Eپر سیټ د معادلیت اړېکه  Dد 

   [A, B]∈E ≡t(A, ≦)= t(B, ≦) 

دوه سیټونه هغه وخت معادل دي، که هغوی عینی )مساوي ( ترتیبي ټیپ  A, B∈ Dپدي معنی ، چي د 

د  ERد  E, [A]E[B]د سیټ تجزیه ده. که  Dدمعادلیت په ټولګیو باندي د  ERفرضوو چي ولري. 

 تجزیې دوي ټولګې وي، نو :

   [A]E⋖[B]E ≡ t(A, ≦)< t(B, ≦) 
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بېلګي له مخي  3.1سیټ خطي ترتیب سوی دي. د  ER ,⋗قضیې پر اساس د  (1.1)سره ایږدو.د 

  ,A≧دټوټي ترتیبي ټیپ د E([A]ER(دپاره د  ER ∈E[A]هر غه سیټ ښه ترتیب سوی دي. البته دهمد

  د ترتیبي ټیپ سره مساوي دي.

 پورتنې ادعا په جزئیاتو سره ثابت کئ. 7.1.تمرین  

سیټ  ERوبه ښیو، چي د ټوټه د شمېر وړ ده.  (proper)ه هره مناسب E([A]ER (پدي ډول د  

 D ∈Aد شمېر وړ وای، نو بیا به  ERثبوت به د تناقض په طریقه سرته ورسوو. که  بی شمېره دي. 

دي.  E([A]ER(t=)≦, ER(t,( ≧ (وای. لاکن  t)ER ,≧(= A, t)≧(داسي وجود درلودلای، چي 

 لیما  نتیجه نقضوي.  1.1دغه حالت د 

پدی ډول مو ښه ترتیب سوي بی شمېره سیټ پیدا کئ، چي د هغه هره مناسبه ټوټه د شمېر وړ  

ده. البته د دغه ډول خصوصیت درلودونکي هر دوه سیټونه یو دبل سره آیزومورف دي، پدي معنی چي 

1او د هغه بوج په  1ωد هغوی ترتیبي ټیپ سره مساوی دي. د دغه ډول سیټ ترتیبي ټیپ په 
  سره په

 فلهذا:نښه کوو. 

   ω1= t(RE, ≦),   1
 =| RE|=| ω1| 

 وي.  1ω<ξترتیبي ټیپ یوازي او یوازي هغه وخت دشمېر وړ دی، چي  ξپه یاد یې ولرئ، چي د 

0وښیاست چي  8.1.تمرین   1
   دی، او دX  0داسي سیټ وجود نلري، چي 1

X  

1وي. پدي معنی چي 
  0د

  .تالی)بلافاصله خلف(دي 

د تېر ساختمان کوچنئ تعدیل د لبیګ د تجزیې په نامه مشهوره دی او د حقیقی عددو د څېړنو  

سیټونو په ترسیمي تیوري کي ، چي د بحث مسئله یې دپاره یوه زښته مهمه وسیله ده. د بېلګي په ډول د 

سته و د لا،څه ډول د حقیقی عددوځنې سیټونه ساده تعریف سوی دي ، د لبیګ تجزیه دیو لړ مهمو نتیج

 وګورې(.  [7]راوړلو دپاره ښه وسیله ده)د بېلګي په ډول 

پدی معنی چي هغه په لاړ کي اوډلای د شمېر وړ دي.  Qپوهېږو، چي د ناطقو عددو سیټ  

x. که  n∈N}  nQ ={ r ;سو 0, 1  حقیقي عدد وي، بیانو دهغه عدد دوه ئیزه ارائه

n 1

n
n 0

x x 2


 



   وجود لري، )که فرضآ دوی ارائې وجود ولري، نوهغه ارائه به وټاکو چي متناهی

 په لاندي ډول تخصیصوو: f(x)ناطقو عددو سیټ و عدد ته د  xوي( . د 

   f(x)={rn ; xn=1} 

,0مپینګ د  hاوس نو د   څخه پر ټولو د شمېر وړ ترتیبي ټیپو پر سیټ یعنی پر هغه ټیپو، چي تر 1

1ω  کوچني وی، تعریفوو. تعریف یې ساده دي:که≦ f(x),  ښه ترتیب سوی سیټ نه وي، نوh(x)=0 

سره ایږدو ، یعنی  h(x)=t(f(x), ≦)  وي، نو  ښه ترتیب سوی سیټ ≧ ,f(x)سره ایږدو، اوکه 

h(x)  د ناطقو عددو دسیټf(x)  ترتیبي ټیپ دي، چي د حقیقی عددx  کړئ دي. « شفر»پذریعه

Lدپاره >1ω ξ فرضوو چي د {x 0, 1 ; h(x) }

     .1بیانو دي

{L ; }


    0د, د  1

1انتروال پر 
  غیر خالی سیټو تجزیه ده. دغه تجزیه د لبیګ د تجزیې په نامه یادیږي. ددی تجزیې
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,0اصلی مفهوم د    یعنی دغه مپینګ د تعریف سوي مپینګ دي. « ښه»نسبتآ  hپر انتروال باندي د 1

یعنی پرداسي سیټ کوچني وی، 1ωد بوج سیټونه پر هغو سیټو چي د هغوی ترتیبي ټیپ تر  cکانتینووم 

1چی بوج یې  
 دی ، تعریفوي.دc  1او

 اړېکه ده. « ښه»ترمنځ دغه یوازنې 

 نور تمرینونه 

 دي.  Y⊆X ،ښه ترتیب سوی سیټ  ≧ ,Xفرضوو چي  9.1.

  R={[y, x]∈Y×X ; t(Y(y), ≦)=t(X(x), ≦)} 

 په نښه کوو.

 کي مپینګ دي. Xڅخه په  Yد  Rالف( ثابت کئ، چي  

 . t(Y, ≦)≦t(X, ≦) ب( ثابت کئ، چي  

1د دوو اختیاري نیمګړی ترتیب سوي سیټو  10.1. 1
X 2او  , 2

X دپاره کولای سو د مساوی ټیپ  ,

 مفهوم تعریف کو. 

هڅه وکئ چي د نیمګړي ترتیب سویو سیټو ټیپونه سره  الف( نوموړئ تعریف فورمولبندي او 

 پرتله کئ.

 ب( د نیمګړي ترتیب سوی سیټود ټیپونو جمع او ضرب تعریف کئ.  

 لویوالي پر اساس ترتیب سویج( لاندنې مساواتونه او غیر مساواتونه ثابت کئ)ټوله سیټونه د  

 دي(

 t(Q)⊕t(Q)=t(Q)⊕1⊕t(Q)=t(Q)  

 t(R)⊕t(R)≠t(R)⊕1⊕t(R)=t(R) 

 t(Q)⨂t(Z)=t(Q) ⨂t(N)=t(Q) 

 t(R)⨂t(Z)≠t(R) ⨂t(N)≠t(R) 

 t( 0, 1 )⨂t(N)=t( 0, 1 ) 

ټیپ وي، نو  X, Rد نیمګړې ترتیب سیټ   ηد( که  
  د

1X, R
ټیپ دي. لاندنې مساواتونه  

 ثابت کئ:

  t (Z, )   

  t (Q, ) (Q, )   

  ( )      

، دپاره تعریف سوی ده، او دهغي قیمتونه  λکوچنئ تر   ξتابع دهر ترتیبي ټیپ  fفرضوو چي د  11.1.

 هم ترتیبي ټیپونه دي. 
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limfغیر متنازل وي،  fالف( که   ( )
 

  .ولی دغه تعریف یوازي د لمیټ تعریفووλ  دپاره په

 زړه پوري دي؟

 عددو ي، نو (لمیټ  سرحدي)λتابع متزایده وي او  fب( ثابت کئ ، که د  

limf ( ) sup{f ( ); }
 

       

مساواتو ته ورته  (3.5),(3.6)او  (3.2),(3.3)ترتیبي ټیپو د جمع اوضرب دپاره و  د12.1. 

 مساواتونه صدق کوي:

 α⨁0=a    α ⨂0=0 

 α⨁(β⨁1)=( α⨁β)⨁1  α⨂ (β⨁1)=(α⨂ β) ⨁ α 

 ( وي، نو :لمیټسرحدي ) βکه 

 α⨁β= lim( )
 

    α⨂ β= lim( )
 

  

 الف( پورتنې مساواتونه ثابت کئ. 

د طبیعي عددو جمع او ضرب د ب( د پورتنیو مساواتو څخه په استفاده سره وښیاست، چی  

ترتیبي ټیپو په صفت د هغه جمع اوضرب سره، چي د حقیقی عددو څخه په میراث راته پاته سوی دي، 

 مطابقت لري. 

فرضوو چي 13.1. 
1 1

X  او  ,
2 2

X کي  2Xڅخه په  1Xښه ترتیب سوي سیټونه دي.د  ,

1X دټولو مپینګو سیټ 

2
X سیکوګرافیک( ترتیب کو:)لککولای سو چي د قاموس په بڼهf<g   دي، که د

 صدق وکي. لاندنې ادعاوی ثابتي کئ: >g(x)2f(x)وي ،  g(x)≠f(x)، چی  1X∈xکوچنیترین 

1Xالف(  

2
X  خطي ترتیب سوی سیټ دي. ,

ب(  
N{0,  خطي ترتیب سوی سیټ ندی.  ,{1

1Xمتناهي سیټ وي ، نو   1Xج( که  

2
X  خطي ترتیب سوی سیټ دي. ,

فرضوو چي  14.1. 
1 1

X او ,
2 2

X د  2Xد  αاو  2X∅≠ښه ترتیب سوي سیټونه دي،   ,

1Xباندی د هغو تابع ګانو سیټ  Yپه سیټ کوچنئ ترین عنصر دی. 

2
f X  په نښه کوو، چي دهغوی

پر سیټ د قاموسي ترتیب پر خلاف ترتیب تعریفوو.  Yد سیټ متناهي وي. α; f(x)1X∈{x≠{دپاره د

سیټ لوی ترین  α}g(x) α∨≠; f(x)1X∈{x≠داسي تعریفوو، که د  g ⋖fوي، نو  Y ∈f,gکه 

 صدق وکي.  )0g(x2)<0xf(دپاره  0xعنصر

 سیټ ښه ترتیب سوي سیټ دی.  Y ,⋗د الف( ثابت کئ، چي  

 د سیټ ترتیبي سیټ د  Y ,⋗د ب(  
1 1

X او ,
2 2

X طاقت په نامه تیبي ټیپو د د سیټو د تر ,

 یادوو او داسي به یې لیکو:
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   t(Y, ⋖)=t  1 1t (X , )

2 2
X ,  

( ترتیبي ټیپ دی( دباره  لمیټحدی ) λاختیاري ترتیبي ټیپو دپاره )  α,β, λدثابت کئ ، چی  

 لاندی مساواتونه صدق کوي:

    α0=1 

    αβ⊕1=αβ⊕α 

    lim 


    

ترتیبي ټیپ پوری ترتیب  سیټ داسي پیداکي، چي د لوی والي پراساس تر  Q⊆Xج( د  

 سوی وي. 

 دي. δ γ, β α ترتیبي ټیپونه دي.  δ, γ, β, αفرضوو، چي  15.1. 

 الف( وښیاست، چي لاندی اړېکي صدق کوي: 

    

 

  

  

 

 

 وي، نو الف( په برخه کي هم تېره غیر مساوات صدق کوي.  γ< δب( ثابت کئ، چي که  

وي ، نو بیا هم حتمې تېره غیر مساوات صدق کوي؟ په عکس  α< βج(که د الف په برخه کي  

 حالت کي ضده بېلګه پیدا کئ. 

بایجکشن دي، پدی معنی، چي جوړه کونکئ تابع  NN×h:Nفرضوو چي،  16.1. 

وي، نو  N⊆Aراکړه سوي. که 
1h (A)

 دوه ئېزه اړېکه ده. پر سیټ  Nد  

سیټ داسي وجود  N⊆A دپاره د  ξالف( ثابت کئ، چي د هر لایتناهي د شمېر وړ ترتیبي ټیپ  

لري، چي 
1N,h (A)

 سره دي.  ξښه ترتیب سوي  سیټ د ترتیبي ټیپ  

د سیټ مپینګ د ټولو  P(N)ترسیم کئ،پدي معنی ،چي د « لبیګ تجزیه»د سیټ د  P(N)ب( د  

 د شمېر وړ ترتیبي ټیپ پر سیټ باندي ترسیم کئ. 

فرضوو، چي  17.1.  t t
X , ; t T  د ښه ترتیب سوی سیټو سیسټم دي. فرضوو، چيN  

سیټ دي، چي دمساوي ترتیبي ټیپ د عنصرو څخه اودل سوی وي. پدي « تارو»ددغه سیسټم د ټولو 

 وی او لاندی خصوصیات ولري: D(f)⊆Tیوازی او یوازی هغه وخت چي  f∈ Nمعنی، چي 

 دی. f(t)∈Xدپاره  t∈ D(f)د هر  1. 

دپاره  D ∈2,t1t(f)د هر  2. 
2 t2

t
(X (f ))t=

1 t1
t

(X (f ))t  1دي ، یعني د
f (t 2او  (

f (t ) 

 عنصرونه د مساوي ترتیبي ټیپ خاوندان دي.
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 .3 D(f)  دT  د سیټ اعظمی سب سیټ دي. پدي معنی، چي کهt∈T− D(f)  وي، نو پهX 

 په ترتیبی ټیپ عنصر وجود نلري.   f(s)دپاره د  s∈ D(f)کي د 

سیټ په طبیعی ډول ترتیب کو، بیانو ښه ترتیب سوی سیټ لاسته راځي. )ثابت  Nالف( که د  

 یې کئ(.

ترتیبي ټیپ تر  Nدپاره د  T∈tدهر ثابت کئ،چي ب(  t t
X ,t .لوی اویا مساوی دي 

tثابت کئ،که  ج( 
{ ,t T}  د ترتیبي ټیپو سیسټم وي، نوt

sup{ ,t T}    .وجودلري 

 

 ښه ترتیب سوي سیټونه او بوج 2.5. 
 

بوج او د هغوی د شمېرني په هکله  پدي رساله کي د ښه ترتیب سوی سیټو د خاصیتو څخه د سیټو د 

 دغیر بدیهی معلومات دلاسته راوړودپاره په کار واچوو. 

  

 ≧ ,X(α)ترتیبي ټیپ دهغه د ټوټي  ≧ ,Xوی،نود   α∈Xښه ترتیب سوی سیټ او  ≧ ,Xکه  

کیدای تر ترتیبی ټیپ لوی دي. خو دغه خاصیت دهغوی د بوج په هکله حتمي نده چی صدق وکي. 

ج(بېلګه وګوری.د ترتیبي ټیپو په ژبه ویلای سو، چي داسي  1.1.5وي.  |X|=| X(α)|سي، چي 

ب( د بېلګو نتیجې کولای سو، چی 5.1.ج( او 1.1دي. د   |ξ|=|η|لري،چي وجود  η<ξترتیبي ټیپونه 

0د 
( )     .دبلی خوا داسی ترتیبي ټیپ د مساوات پذریعه ارائه کوζ  وجود لري،چي د

ζ<ξ  دپاره    ،0صدق کوي.د بېلګي په ډول هر طبیعی عدد دغه ډول دي 1
,   هم ، همدا

 ټیپ د ابتدائې ټیپ په نامه یادوو.  ζډول دي. دغه ډول 

 |ξ|=|η| داسي وجودلري،ξ ، ξ≦ηدپاره ابتدائې ترتیبي ټیپ  ηترتیبي ټیپ دهر1.2.قضیه  

 دي. 

د هغه ترتیبي ټیپ ښه ترتیب سوی سیټ او فرضوو، چي  ≧ ,Xفرضوو، چي  ثبوت : 

η=t(X, ≦)  د هغه ابتدائې ترتیبي ټیپ ندي. پدي معنی، چي دα∈X  عنصر داسي وجود لري، چي

|X|=| X(α)|  دي. څرنګه چي دX  کوچنئ ترین عنصرسیټ، ښه ترتیب سوی سیټ دي، نو α∈X 

 ξ=t(X(α), ≦)دنوموړې خاصیت سره لري. لوستونکي په آساني سره ځان باوري کولای سي، چي 

 مطلوب ابتدائې ترتیبي ټیپ دي. 

  q.e.d. 

 بېلګي د مفکورو سره پرتله کي.  3.1.قضیې ثبوت تکمیل کي او د  2.1.د  1.2.تمرین  

وجود لري، چي  ηلایتناهي ترتیبي ټیپ وي، نو د عین بوج سره ترتیبي ټیپ  ξکه  1.2.بېلګه  

η> ξ  ونه ندي. او هغوی ابتدائې ترتیبي ټیپ 
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بېلګي پر بناء    6.1.4اود  ξ ≦ ωقضیې پر اساس  1.1دپه رشتیا هم 

n       او داسي نور. برسېره پردي   کوجنې ترین سرحدي

 سره د مساوي بوج درلودونکي دي.  ξلوی، خو د  ξ( ترتیبي ټیپ دي، چي تر لمیټ)

       ∎ 

 ( دي. لمیټلایتناهي ترتیبي ټیپ وي، نو بیا سرحدی ) ξکه  2.2.تمرین  

 رتیبي ټیپو جوړښت ته د بله اړخه ځیرسو. راسي چي د ت

 ترتیبي ټیپونه داسي وجود لري، چي : λ,n∈Nدپاره د   ξدهرترتیبي ټیپ 2.2.قضیه 

  λ=0  سرحدي دي  یا λ    (2.1) 

  ξ= λ⊕n      (2.2) 

 دي.  (unique)یوه ستوي  ترتیبي ټیپونه λ,nغه ډول برسیره پر دي د 

سره  n=0او  λ= ξیا سرحدي ترتیبي ټیپ وي، نو بیا کافی ده چي  ξ=0که  ثبوت: 

 سیټ په لاندي ډول په نښه کوو: Aد منزوی ترتیبي ټیپ دي.  ξکښېږدو.فرضوو، چي 

   A={ η< ξ; (∃n∈N) η⊕n= ξ} 

 λدي. فرضوو چي  α∈Aدي.ځکه نو  ξ= α ⊕1دپاره  αسیټ غیر خالی دي، ځکه چي د کوم  Aد  

 λ≠0صدق کوي. که  (2.2)داسي وجود لري، چي  n∈Nد سیټ کوچنئ ترین عنصر دي. بیانو  Aد 

دي. پدي  ξ= β ⊕(n+1)وای. بیانو  λ= β ⊕1دپاره   β< λسرحدي نه واي، نو د کوم  λاو یا 

هم  (2.1)پیداکړي. فلهذا  د کوچنئ والي د فرضیې سره تناقض λدي. دلته مو د  β∈Aمعنی، چي 

 تمرین څخه استنباط کېږي. 14.1صدق کوي. یوه ستوی والي یې د 

  q.e.d. 

 یوه ستوي والئ ثابت کي. nاو  λقضیه کي د   2.2په مستقیمه توګه په  3.2.تمرین  

 ξ د د جمع په حاصل باندي موږته دا اجازه راکوي، چي λ ⊕nتجزیه د  ξد ترتیبي ټیپ  

 ξپدي معنی چي د په جفت او طاق باندي ووېشو. د عدد وجفت یا طاق ته،  n، نظر د  ترتیبي ټیپ

عدد جفت وي، غیر له هغه طاق دي. فلهذا ټوله سرحدي ترتیبي ټیپونه  nترتیبي ټیپ جفت دي، که د 

 جفت دي.

0څخه د  بېله کمي ستونځي  0 0
   (1.1.4مساوات ثبوت ته عمومي بڼه ورکولای سو 

 لمړئ به یوه ساده کومکي دعوی ثبوت کو.ب( بېلګه وګورئ(.

 دي. λ⊕ω≦ αمنزوی نه وي، بیانو  λ<αلایتناهي ابتدائې ترتیبي ټیپ وي،  αکه  1.2.لیما  

ابتدائې ترتیبي ټیپ دي ځکه نو کوچنئ ترین لایتناهي   λ⊕ω=ωوي، نو  λ=0ثبوت: که  

λ⊕ω≦ α  .دي 
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بېلګي پر اساس  1.2سرحدي، پدی معنی چي لایتناهي دي. د  λوي، بیانو  <0λکه  

    او څرنګه چيα  ابتدائې ترتیبي ټیپ دي، بیانو    قضیې په  1.1دي. ددي ځایه )د

 استنباط کیږي. λ⊕ω< αمرسته (  

 q.e.d. 

لایتناهي، ښه ترتیب سوی سیټ دي.بیا  ≧ ,Xفرضوو،چي  (G.HESSENBERG) 3.2.قضیه  

 نو:

    |X|+|X|=|X|     (2.3) 

 ابتدائې دي.  ترتیبي ټیپ، α=t(X, ≦)قضیې پر اساس فرضولای سو، چي د  2.1ثبوت: د  

 لاندنې سیټونه په نښه کوو:

    A={ a∈X;   جفت دی a} 

    B={ a∈X;   طاق دی a} 

د  X(a)عنصرونه په بر کي نیسي، چي د  a∈Xسیټ هغه  Aپه رساله کي دموافقي له مخي د  1.5د 

دي. ځکه نو کافي ده چي  ∅=X=A∪B  ،A∩Bپه هکله. البته  Bترتیبي ټیپ ټوټه جفته ده. همدا ډول د

|A|=|B|=|X|  .ثابت کو 

fد   : X A  بایجکشن به ترسیم کو. کهX∈a  وي، نو د )a(X  د ټوټی ترتیبي ټیپ د

لیما پر اساس  2.1دي. د  λ⊕n  خاصیتونه ولري،  (2.2)، (2.1)،چي د دپاره  nاو  λمناسب 

λ⊕2n< λ⊕ ω ≦α  دي. ځکه نو دb∈X  عنصر ، هغه هم یوه ستوی!، داسی وجود لري، چي

t(X(b), ≦)= λ⊕2n  .ديf(α)=b  سره ایږدو. البته دf  مپینګ ساده دي. کهx∈A  وي، نو

t(X(x))= δ⊕2n  دي اوy∈X  داسي وجود لري، چيt(X(y))= δ⊕n  دي. بیانوf(y)=x  ،دي

 مطلوب بایجکشن مپینګ دي.  fځکه نو 

 q.e.d. 

 دي.  |Y|+|X|=|X|، بیا نو  |Y|≦|X|ښه ترتیب سوي سیټ،  ≧ ,X. فرضوو چي نتیجه  

 لاندي اړېکه صدق کوي: ثبوت: په رشتیا هم ، په ترتیب سره 

  |X|≦ |Y|+|X|≦|X|+|X|=|X| 

 q.e.d. 

0په ورته ډول د   0 0
    مساوات ثابتولای سو. ګرهارد هیسن برګ ERHARDG

HESSENBERG (1874-1922)  .په اصل کي ددی مساوات عمومي بڼه په ډیره پیچلې شکل ثابته کړه

ښه د یوه ښه ترتیب څخه کار اخلو.  X×Xد کارتیزین ضرب  ≧ ,Xموږ د ښه ترتیب سوی سیټ 

 ترتیب پدي ډول تعریفوو: 
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[u, v]⋖[x, y]  سره ایږدو ، کهmax{x, y}<max{u, v}  وي، یاmax{x, y}=max{u, v}  او

شکل وګوري او د  3.5دي ) y≦vاو  x=uیا  x<uدوه ئېزي په قاموسي ډول ترتیب سوي دي، یعنی 

 شکل سره یې پرتله کي(.  17.3

    

 ښه ترتیب سوي ، سیټ دي. X,×X ⋗ثابته کي چي  4.2.تمرین  

د ابتدائې ترتیبي ټیپ لایتناهي ښه  ≧ ,X. فرضوو چي  (P. E. B. JOURDAN) 2.2.لیما 

 ترتیب سوي سیټ دي. بیانو :

    t(X×X, ≦)= t(X, ≦)   (2.4) 

 ادعا استنباط کیږي.د لیما څخه په مستقیمه توګه لاندنې  

 ښه ترتیب سوي لایتناهي سیټ وي، بیانو: ≧ ,X. که  (G. HESSENBERG) 4.2.قضیه  

    |X|∙|X|=|X|     (2.5) 

یوه ټوټه وي، نو   A=X(a)لمړئ خو دی حقیقت پاملرنه وکي: که دلیما ثبوت:  

A×A⊆X×X([a, a])⊆(A∪{ a})×(A∪{ a})  .دي 

لایتناهي  Aظاهرآ به پیاوړي ادعا ثابته کو ، چي دهغه څخه بیا د لیما ثبوت استنباط کیږي. که  

د ټوټو ترتیبي ټیپونه سره مساوي  A×A ,⋗او   ,A≧د سیټ ټوټه وي، نو د  Xاو ابتدائې ترتیبي ټیپ د 

 دي. 

پ او  د سیټ ابتدائې ترتیبي ټی Aفرضوو چي،زموږ ادعا حقیقت نلري، پدی معنی چي د  

A×A  .د سیټ ابتدائې ترتیبي ټیپ ، داسي ټوټه وجود لري، چي دوی په خپل منځ کي سره مساوی ندي

ټوټه د ذکر  A دسیټ ښه ترتیب سوي سیټ دي، نو کولای سو فرض کو، چي  ≧ ,Xڅرنګه چي د 

 ده. سوي خاصیتو سره د کوچنئ ترین ترتیبي ټیپ درلودونکي 

رتیبي ټیپ، ابتدائي دي، د ټوټي ت Aدي. د  |A×A|≧|A|سیټ خالي ندي، نو  Aڅرنګه چي د  

 ځکه نو باید :

    t(A×A, ⋖)≧t(A, ≦) 
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 A×A∈[x, y]وای، نو د  A×A, t)⋗(<A, t)≧(وي. که تېره غیر مساوات صدق کولای، یعنی 

ټوټو به مساوی ترتیبي ټیپونه درلودلای. فرضوو  A×A([x, y])او  Aداسي وجود درلودلای ، چی د 

،  A(z)=A(v)∪{v}او  z∈Aد هغه بلافاصله تالي)خلف( دي. البته  zاو  v=max{x,y}∈Aچي 

 بیانو :

  A×A([x, y])⊆ A×A([v, v])= A(z)× A(z)   (2.6) 

ټوټه به هم متناهي وای. خو دغه حالت دهغه حقیقت  A(z)×A(z) ټوټه متناهي وای، نود A(z)که د 

مساوي ترتیبي ټیپ ، یعنی لایتناهي بوج لري، مغایرت لري. په څېر  Aد  A×A([x, y]) سره چي 

داسي وجود لري، چي                      u≦ zقضیې پر اساس  2.1د  ټوټه لایتناهي ده. A(z) ځکه نو د

| A(u)|=| A(z)|  دي او دA(u)  د ټوټي ترتیبي ټیپ ، ابتدائې دي. دA(u)  ترتیبي ټیپ دA  د ټوټي تر

او  )uA( ×)uA(, ⋗ اره قضیه صدق کوي ، یعني د ټوټی دپ )uA(ترتیبي ټیپ کوچنئ دي. ځکه نو د 

A(u), ≦ مساوي ترتیبي ټیپونه لري ، ځکه نو مساوي بوج هم لري : 

    | A(u)× A(u)|=| A(u)|  

 پر اساس : (2.6)ګام پر ګام د 

|A|=| A×A([x, y])|≦| A(z)×A(z)|= | A(u)× A(u)|=| A(u)| 

ترتیبي ټیپ لري ، مغایرت کوي، پدي ابتدائې  Aلاسته راځي. خو دغه حالت دهغه واقعیت سره چي 

 دي.  |A(u)|<|A |معنی چي 

 q.e.d. 

غیر خالي داسی سیټ وي،چي  Y، لایتناهي ښه ترتیب سوي سیټ وي ≧ ,X.که  نتیجه 

|Y|≦|X| : وي، نو 

    |Y|∙|X|=|X|. 

له دغه مسئد سیټ ښه ترتیبوالي د بوج په طاقت راوستلو کی زموږ سره مرسته نسي کولای.  

 رساله وګورئ. 4.6 -مشکله ده، په خاص مفهوم سره یې جواب نلرو

 په هکله استقراء   Transfiniteیټانای د ترانسف –ضمیمه  

د ریاضي د استقراء د ثبوت طریقه د طبیعی عددو د سیټ د ښه ترتیب پر خاصیت باندی  

پدي هیله یو چي د دغه ډول ثبوت طریقه د ښه . ځکه نو  قضیې ثبوت وګورئ 2.1.3د  –استوارده 

لیما ثبوت ، دغه ډول یو ثبوت ؤ. دلته به ددغه ډول ادعا  2.2ترتیب سوي سیټ دپاره هم وموندو. د 

 عمومي بڼه فورمولبندي کو.

ښه ترتیب سوي سیټ  ≧ ,X)د ترانسفای نایت استقراء په هکله( . فرضوو چي  5.2.قضیه  

که د :»استنباط  IS(Induction Step)د بیان تابع ده.که د  يتعریف سوپر سیټ باندي  Xد  Vدي. 

د هر عنصر  x∈Xد  V(x)، بیانو « صدق کوي V(a)صدق وکي، نو  V(x)دپاره  x<a∈Xهر 

 دپاره صدق کوي.

ته  تفاوت قایل سو.ځکه نو لاندي دعوي  (IS)کله کله بهتره ده ، چي د استقراء ګامو  

 فورمولبندي کوو. 
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ښه ترتیب سوي سیټ  ≧ ,Xفرضوو چي  )د ترانسفای نایت استقراء په هکله( . 6.2.قضیه  

 پر سیټ باندي تعریف سوي د بیان تابع ده. فرضوو چي لاندنې شرطونه صدق کوي: Xد  Vدي. 

 1IS  :(x)V  دX  د سیټ د کوچني ترین عنصرx ؛دپاره صدق کوي 

 2IS  که :(x)V  ،نو د صدق وکيx  )د تالی)بلافاصله خلفy  دپاره(y)V صدق کوي؛ 

 3IS  که :x  د ترتیبي ټیپ سرحدي )لمیټ( عنصر وي او د هرx<y   دپاره چي(y)V  صدق

 هم صدق کوي. V(x)وکي، بیا 

 صدق کوي. V(x)دپاره  x∈Xبیانو د هر 

 قضیې ثابتي کئ. 6.2.او  5.2. 4.2.تمرین  

استقراء د ثبوت د طریقي دپاره هم ورته کړنلاري ته قضیې په څېر د ترانسفای نایت  4.2.2د  

 ضرورت سته. 

ښه ترتیب سوي  ≧ ,Xفرضوو چي )دترانسفای نایت استقراء د ساختمان په هکله(. 7.2.قضیه  

 Y(Y)P×g:Xاو  Y∈a  ،YY×f:X،  یر خالي سیټغ Yفرضوو چي .سیټ دي

 د لاندنیو خاصیتو سره وجود لري: YF:Xکي یوازنئ مپینګ  Yڅخه په  Xبیا نو د دي. 

  (2.7)    دي؛ F(x)=aکوچنئ ترین عنصر وي ، نو  Xد  xکه  

  (2.8)   دي؛ F(y)=f(x,F(x))تالی )بلافاصله خلف( وي، نو  xد  yکه  

  (2.9) دي.  F(x)=g(x,{F(y); y<x})سرحدي )لمیټي( ټیپ وی، نو  x∈Xکه  

 Fمپینګو سیټ  Fد قضیې و ثبوت ته ورته دي. د ټولو  4.2.2ددي قضیې ثبوت هم د  ثبوت: 

و به ښیو ، را اخلو.د سیټ پر یوه ټوټه تعریف سوي دي Xاو د  خاصیتونه ولري (2.9)−(2.7)چي د 

لوستونکې کولای سي چي دثبوت جزئیات په خپله د کاغذ پر مخ زموږ مطلوب مپینګ دي. Fچي 

 راوړي او یا په اړونده کتابو کي پیدا کړي. 

 q.e.d. 

د  ⋗د واحد عنصر درلودونکئ رینګ دي. فرضوو چي   ,+ ,K∙ 1 ,0 ,فرضوو  2.2.بېلګه  

K .و به ښیو چي د د سیټ د ښه ترتیب اړېکه دهK  د رینګ هر آیډیالJ  دK  په کم اعظمی د رینګ

د رینګ  Kد آیډیال د ترانسفاینایټ استقراء په طریقه ترسیموو.  Iدي. د  I⊇Jکي نغښتئ ، یعنی  Iآیډیال 

د رینګ  Kد  F(x)دپاره  x∈Kمپینګ تعریفوو، پدي معنی چي د  Fڅخه د هغه د آیډیالو په سیټ کي د 

 آیډیال دي. دغه مپینګ به لاندنې خاصیتونه ولري:

 دي. F(y)⊆F(x)⊆J،  دپاره  K∈x,y   ،y⋖xد هر  1. 

په ځان کی  xداسي آیډیال وجود نلري، چي  Mدي او یا د  x∈F(x)دپاره یا  x∈Kد هر  2. 

 وي.  F(y)⊆Mدپاره  y⋖xوي، او د ټولو  x∈Mي، یعنی ولر
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که 
x K

I F(x)


  سره په نښه کو ، نو په اساني سره لیدل کیږي، چيI  اعظمی آیډیالJ⊇I  دي. په

اعظمی نه  Iدي. که  I⊇Jآیډیال او  Iد آیډیال تضمین کوي، پدي معنی چي  Iرشتیا هم لمړئ شرط د 

،  x∈M−Iوای. پدي حساب  M≠I, M⊇Iآیډیال داسي وجود درلودای، چي  Mنو بیابه د وای، 

x∉I   به وجود درلودلای، چيx∉F(x) نه درلودای جود وهم شرط پر بنسټ به داسي آیډیال و. فلهذا دد

د  Mعنصر په ځان کي ولري. دغه حالت د  xد  آیډیال ته داسي پراختیا ورکي چي F(x)، چي د 

 موجودیت سره مغایرت کوي. 

مپینګ د ترانسفای نایټ استقراء په طریقه ترسیموو. لمړئ خو دلته د الجبرد یوه  حقیقت  Fد 

 وی، نو : x∈Kد رینګ آیډیال ،  Kد  Mیادونه کوو.که 

  M[x]={y+ax ; y∈M, a∈K} 

 0xمپینګ تعریف کو. که   Fاوس به نوددي.  M[x]=Kوی، نو  M[x]∈1آیډیال دي او یا که  M[x]یا 

 K0J[x=[آیډیال وي، او که  0F(x(دي، که   x)x0F]J=(0[کوچنئ ترین عنصر وي، نو  K،  ⋗د 

تالي) بلافاصله خلف(  xد  yتعریف کړی وي او  F(x)سره ایږدو. همدا ډول که مو  x)J0F=(وي، نو 

 F(x)[y]=Kسره ایږدو، که  F(y)=F(x)آیډیال وي او  F(y)سره ایږدو، که  F(y)=F(x)[y]وي، نو 

سرحدي ټیپ وي، نو xکه  وي.
y x

F(y) د آیډیال دي اوF(x)  قیمت یا
y x

F(y) [x]
 
 
 

او یا   

y x

F(y)   .دي. البته پاسنئ لومړی او دوهم شرط پر ځای کیږي 

     ∎ 

مپینګونه ، چي په تېره مسئله کي مو کار ځني واخیست  gاو  fقضیې د  7.2.د  5.2.تمرین  

 ترسیم کئ. 

مپینګ د ترانسفای نایټ استقراء په طریقه  Fقضیې په ثبوت کي مو د  1.1د  6.2.تمرین  

 مپینګونه ددغه جوړښت دپاره ترسیم کئ. gاو  fقضیې د  7.2.تعریف کي، د هغه جوړښت تشریح او د 

 

 نور تمرینونه 

ثبوت مو ښه درک کړئ وي، په عین ترتیب سره د  لیما  2.2قضیې او  4.2ددی دپاره چي د  7.2.

1 1 1
    .خاص حالت ثابت کئ 

عنصرونه دلوی والی پر اساس ترتیب سوي دي(  X)د  ≧ ,Xسیټ داسي وي، چي   X⊆Rکه د   8.2.

 سیټ د شمېر وړ دي.  Xښه ترتیب سوي ، سیټ وي، نو ثابته کئ چي د 

 د حقیقي عددو ښه ترتیب دي.  ⋗فرضوو چي  9.2.

 دپاره : x,y∈Xی سب سیټ وي، چي د هر داس X⊆Rالف(که 

   x⋖ y  ≡ x≧y 

 سیټ دي. د شمېر وړ Xد عنصرو ترتیب د لوی والي پر اساس په نښه کوی(، بیا نو  ≦صدق وکي)
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0ب( ثابت کې، چي   2

1 2
2 ( )  .دي 

جفت او طاق والي د هغوی داجزاؤ د  ξ⊗ ηاو  ξ⨁ ηترتیبي ټیپونه دي. د  ξ, ηفرضوو چي  10.2.

 جفت او طاق والي په اړوند څه ډول رابطه لري؟

 15فاینل ري منحصر کانوپ λپه  υ ( ترتیبي ټیپونه وي، وایو چي لمیټسرحدي ) υاو  λکه  11.2.

)finaln(Co که د دي ،ξ);  ξ<λ}{f(  ،چي ترتیبي ټیپو داسي متصاعد لاړ وجود ولري

limf ( )
 

   (.10.1وي  )تمرین وګوري 

 استنباط کیږي.  f(ξ)< υ دپاره ξ<λالف( ثابت کئ چي د تعریف د شرطو څخه د  

په   υوجود لري، چي  λدپاره داسي ترتیبي ټیپ  υثابت کئ چي د هر سرحدی ترتیبی ټیپ ب(  

λ پوري منحصر (Confinal)  .دي 

 cf(υ)سره ښیو .ثابت کئ چي  cf(υ)ده په  منحصره پوري υ پهچي  λج(کوچنئ ترینه  

 ابتدائې ترتیبي ټیپ دي. 

 وي.  cf(υ)<υد( هغسي سرحدي ترتیبي ټیپ پیداکئ، چي  

ترتیبي ټیپ  αدپاره د  Xتمرین د نتیجو څخه په استفاده سره ثابت کئ، چي د هر سیټ  16.1د  12.2.

 صدق نه کوي.  |α|≦|X |داسي وجود لري، چي 

 

 هر سیټ ښه ترتیبولای سو؟ 3.5. 
پدي رساله کي به وښیو چي دهر سیټ د ښه ترتیبولو امکان د سیټ د جوړیدو د نوی پرنسیپ سره ،  

 یعنی د انتخاب د اکسیومي سره معادل دي .

( داسي جوړښت  2.2.، بېلګه  4.2.، قضیه  3.2.ري رسالي مهمې نتیجي )قضیه د تې 

د ښه  ≧ ,X.... خاصیتونه لري. د ادعا په فرضیه کي د  Xوي، نو  يښه ترتیب سو ≧ ,Xدرلودی:که 

تنباط د نتیجي د استرتیب ، غوښتنه کوو. د استنباط په نتیجه کي به مو پر ښه ترتیب سترګي پټي کړي. 

سیټ ښه ترتیب  ≧ ,Xچي د  دوه ئېزي اړېکي د موجودیت تثبیت په داسي ډول کافی دی، ≧دپاره د 

دوه ئېزه اړېکه داسي  ≧، که د  )د ښه ترتیب وړ دی(سیټ ښه ترتیبولای سو Xوایو چي د سوي وي. 

 3.2.قضیه پدی معنی چي، دبېلګي په ډول،  سیټ ښه ترتیب سوی وي.  ≧ ,Xوجود ولري، چي د 

 دي.  |X|+|X|=|X|سیټ ښه ترتیبیدلای سي، نو  Xداسي هم فورمولبندي کولای سو: که د 

متناهي سیټ وي، نو  Xاهي سیټ ښه ترتیبیدلای سي. په رشتیا هم، که هر متن 1.3.بېلګه  

 د بایجکشن مپینګ دي. nnNf: X ,... ,1 ,0}=−{1وجود لري، چي  nداسي طبیعی عدد 

 فرضوو، چي:

   R={[x,y]∈X×X;   f(x) ≦f(y)} 

 ښه ترتیب سوي سیټ دي.  X, Rپه اساني سره لیدل کېږي، چي 

                                           
 وایې )ژباړن( cofinalکلمه په انګریزی ، انګلیسي کي مروجه ده، په امریکایې انګلیسی کي ورته  confinalد  15
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     ∎ 

 Xسیټ ښه ترتیبیدلای سي ، نو د  Yوي اود   |X|=|Y|الف( ثابت کئ چي، که  1.3.تمرین  

 سیټ هم ښه ترتیبیدلای سي.

سیټ د شمېر وړ وي، یا  Xثابت کئ، چي که د ب( 
1

|X|=  وي، نو دX  سیټ ښه ترتیبیدلای

 سي.

 Rطبعآ پوښتنه کېږي، آیا هر سیټ ښه ترتیبولای سو؟تر اوسه پوری خو د حقیقي عددو سیټ  

 ښه نسو ترتیبولای.

 ښه ترتیبولای سو؟ Rآیا د حقیقي عددو سیټ  2.3.تمرین  

داسي  F⊆P(X)سیټ او  Xفرضوو چي د ایښودل سوي پوښتني د جواب مقدمات به برابر کو.  

دپاره د  Fمپینګ د  :X F fدي. د  P⊆F(X)− {∅}، پدي معنی، چي  ∌∅Fسیټ دي، چي 

 Xمپینګ د  fوي. پدی معنی چي د  f(A)∈Aدپاره  A∈ Fپه نامه یادوو، که د هر  Selectorټاکونکئ 

 د سیټ د هر سب سیټ څخه یو عنصر ټاکي. 

دپاره ټاکونکئ وجود  F، نو د  {∅} −F⊆P(X)سیټ ښه ترتیبیدلای سي  Xکه د  2.3.بېلګه  

 لري. 

ښه  ≧د سیټ دپاره د  Xسیټ ښه ترتیبولای سو، نو د تعریف پر اساس د  Xڅرنګه چي د  

په ترتیب کي، د هغه  ≧و هر سیټ ته د A∈ Fټاکونکئ داسي تعریفوو، چی د  fد ترتیب وجود لري. 

 داسي لیکلای سو:د فورمول په ذریعه یې سیټ کوچنئ ترین عنصر تخصیصوي. 

  f={[A, x]∈F×X ; x∈A ∧ (∀y∈A)(x≦y)} 

          ∎ 

دپاره یوازي او یوازي هغه وخت ټاکونکئ  {∅}−F⊆P(X)ثابت کئ، چي د هر  3.3.تمرین  

 دپاره ټاکونکئ وجود ولري. ∅−P(X)وجود لري، چی د 

د غیر  T}∈t ;t{Aد تخنیکي دلایلو پر اساس اوز نور مفهومونه هم تعریفوو. فرضوو چي  

ه نامه یادوو، د سیټو د سیسټم د ټاکونکئ پ T}∈; tt{Aمپینګ د  fپر سیټ د Tخالي سیټو سیسټم دی. د 

 وي.  tA ∈f(t)دپاره  T∈tکه دهر 

د سیټ دغیرخالي سب سیټو، سیټ  یوازي او یوازي هغه  Xثابت کي ،چي د  4.3.تمرین  

 ب سیټو سیسټم ټاکونکئ ولري. د سیټ هر د غیر خالي س Xوخت ټاکونکئ لري، که د 

سره هرومرو د ریاضی په انالایز کي د هاین د تابع ګانو د متمادیت د معیار  3.3.بېلګه  

په نقطه کي یوازي او  aد fدي.  a∈Rکي تابع او  Rڅخه په  Rد  fفرضوو چي لوي لري: پېژندګ

یوازي هغه وخت متمادي ده، چي د حقیقي عددو د هر لاړ 
n n 0

{x }


دپاره ، چي  

n
n
limx a


  ،وي

n
n
limf (x ) f (a)


  .صدق وکي 

ته استنباط په اساني سره ثابتیږي. و معکوس استنباط ته په غور سره ګورواو  ښئڅخه و کیڼد  

په نقطه کي نده متمادی او راځو  aتابع د  fپدي معنی، فرضوو چي د په غیر مستقیمه توګه یې ثابتوو. 
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داسي لاړ
n n 0

{x }


ته تقارب کوي)نژدي کېږي(   aلټوو، چي و  

n
n
limx a


 خو د ،
n n 0

{f (x )}


لاړ  

په نقطه کي نده  aتابع د  fته تقرب نه کوي)نه نژدي کېږي(.د هغه واقعیت څخه ، چي د  f(a)و 

وجود  δ, aδ−(a∈x+(دپاره داسي  <0δموجودیت استنباط کېږي چی دهر  <0εمتمادی،دداسي 

fلري، چی  (x) f (a)  ده: نلاري مفکوره یې په لاندي ډولدي. د کړ
1

n 1
 


سره اېږدو    

اوحقیقي عدد 
n

1 1
x a , a

n 1 n 1

 
   

  
داسي )ټاکو!( ،چي  

n
f (x ) f (a)   وي. تاسو

چي هر څونه هڅه وکي د لمړې فصل د پرنسیپو په مرسته دغه ډول سیټ ـ  
n n 0

{x }


لاړ نسئ 

 سره د ټاکونکې مفهوم مرسته کوي. تعریفولای!دلته زموږ 

n

1 1
A x a , a ; f (x) f (a)

n 1 n 1

  
       

   
په نښه کوو. د فرضیې پر بنسټ د  

n n 0
{A }


د سیټ دغیر خالي سب سیټو سیسټم دي . زموږ مطلوب لاړ  Rلاړ د  

n n 0
{x }


ددغه سیټو د  

سیسټم ټاکونکئ دي. فلهذا د هاین دقضیې ددغي برخي د ثبوت دپاره د سیټو د یوه معین سیسټم د 

 دي.ضرور کونکئ موجودیتټا

      ∎ 

مو د   ج( 8.1.4.په بېلګه  4.3.بېلګه  
t t

t T t T 

    غیر مساوات دT∈t ،
t t

   د بوج

داسي سیټونه دي، چي  Bاو  Aنه ؤ. فرضوو چي « پاک»ثبوت ښه سم د سیسټم دپاره، ثابت کی. 

t
t T

A


   او
t

t T

B


   دي. بیانودT}∈; tt{A  او دT}∈; tt{B  د سیټو سیسټمونه داسي وجود

صدق کوي.  (4.1.18) ,(4.1.20)لری ، چی په خپل منځ کی دوه په دوه مشترکه برخه نلري او 

دپاره   T∈tڅرنګه چي د هر 
t t

   دي. بیانو د
t t

f : A B  د انجکشن مپینګ وجود لري . د

T}∈, tلمړې فصل د پرنسیپو په مرسته د 
t t t

f : A B{  نه سو ترسیمولای. د انجکشن سیسټم

 ځکه نو داسي کړنلاره غوره کوو، فرضوو:

  Φt={f: 
t t

A B  {f ساده مپینګ دي ;

دفرضیې پر اساس  
t t

 ځکه نو دي ،≠∅tΦ  دي. فرضوو چيT}∈; tt{f  دT}∈; ttΦ{  د

د سیټ  Aد انجکشن د سیسټم په مرسته په اساني سره د  T}∈; tt{fسیسټم ټاکونکئ دي. اوس نو د 

 په سیټ کي انجکشن رسمولای سو.  Bڅخه د 

      ∎ 

هر سیټ یوازي او یوازي هغه وخت ټاکونکئ  P⊆F(X)−}∅{ثابت کي چي د  5.3.تمرین  

انجکشن داسي وجود ولري، چي  Xg: Yسرجکشن دپاره د  Yf: Xلري، چي د هر 

Yf=id∘g  تمرینونه د ددغي نتیجي سره پرتله کئ. هغه لوستونکئ چي د  2.2.17.او  2.2.16.دي. د

غیر خالي ه اساني سره درک کولای سي، چي د ضمیمه یې په غور سره لوستي وی، پي رسال 2.5
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د ټاکونکي موجودیت د دي ادعا سره معادل دي، چي ددغه سیسټم ضرب  T}∈; tt{Aسیټو د سیسټم 

t
t T

A


  .غیر خالي دي 

هر سیټ  خالي سیټو دغیر ټوله دغه یاد سوي بېلګې موږ ودی حقیقت ته څرمه کوي، چي د 

 دپاره باید د ټاکونکي موجودیت فرض کړو. دغه غوښتنه د اکسیومي په څېر فورمولبندي کوو.

دپاره ټاکونکئ  F. د غیر خالي سیټو د هر سیټ  (Axiom of Choice)د ټاکني اکسیومه  

 وجود لري.

بېلګي د ټاکني د اکسیومي څخه استنباط کېږي. خو تر هغوی قوی  3.4او  3.3پدي حساب د  

 تره ادعا صدق کوي. 

  Xسیټ ټاکونکئ ولري، نو د  {∅}−P(X)قضیه(. که د  Zermelo لو)د څرم 1.3.قضیه  

 سیټ ښه ترتیبیدلای سي. 

ثبوت یې موږ دلته په لنډ ډول راوړو. لوستونکئ کولای سي چي مفصل ثبوت په نورو کتابو  

ټاکونکي دي. د ثبوت   {∅} −P(X)د  fکي وګوري او یا یې جزئیات په خپله ثبوت کي. فرضوو چي 

ئ ترین عنصر دي ، د هغه څخه کوچن f(X)(∈X)سیټ داسي ترتیبوو، چي  X مفکوره داسي ده،  د

 وي، او داسي نور. f(X−{f(X)}ن لوی عنصر به کوچنئ تری

د  Rقضیو په ثبوت کي پر مخ ځو. فرضوو چي  2.2.4 ,.5.1.1 ,5.2.7معمولآ لکه د   

R⊆X×X :د ټولو دوئېزو اړېکو سیټ دي ، بداسي ډول، چي لاندی ادعاوي صدق کوي 

 A⊆X  داسي وجود لری، چيR⊆X×X  اوA,R  (3.1) ښه ترتیب سوی سیټ دي  

  (3.2)     صدق کوي xRA−f(X=((x)دپاره  A∈xد هر  

 ګام پر ګام د لاندنیو ادعاوو ثبوت په اسانې سره سرته رسیدلای سي:

 دي؛ 1R⊆2Rاو یا  2R⊆1R وي، نو یا  R ∈2,R1Rالف( که  

 اړه لری.  Rسیټ په  R={[x, y]∈X×X; ∃R∈ R :[x, y]∈R}⋃ب( د  

 ښه ترتیب سوي سیټ دي.  X, ⋃Rج(  

  q.e.d.  

 د الف( ، ب( او ج( ادعاوي ثابت کئ.  6.3.تمرین  

 مستقیمآ لاندنې قضیه صدق کوي. په استناد  2.3.او بېلګي  1.3د قضیه  

 ده.  هسره معادل« سیټ ښه ترتیبولای سوهر» اکسیومه د د ټاکني  2.3.قضیه  

 قضیه د تېري رسالي د نتیجو سره یو ځاي اوز مهمې نتیجي لري.  ورملد څ 

هرو دوو سیټو دپاره یا   B,Aد ټاکني د اکسیومي څخه استنباط کېږي ، چي د  3.3.قضیه  

|A≦|B|  او یا|B|≦|A| که د  صدق کوي. سر بېره پر ديA  اوB  د سیټو څخه یو سیټ یې لایتناهي

 صدق کوي.  A|+|B|=|A|⋅|B|=max{|A| , |B|}| وي، نو
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 Sاو  Rد قضیې پر اساس د  څرملوفرضوو چي د ټاکني اکسیومه صدق کوي. بیا نو د  ثبوت. 

له  1.1ښه ترتیب سوی سیټونه دي. د قضیې  B, Sاو  A, Rدوه ئېزي اړېکي داسي وجود لري، چي 

د سیټ څخه  A, Rوي.په لمړي حالت کي د  t(B, S)≦ t(A, R)او یا  t(A, R)≦t(B, S)مخي به یا 

د سیټ پر ټوټه  آیزومورفیزم داسي وجود لري، چي نوموړی آیزومورفیزم په عین حال کي د  B, Sد 

A  د سیټ څخه دB  په سیټ کي د انجکشن مپینګ دي.فلهذا|A|≦|B|  کېږي. په عین ډول د دوهم حالت

 استدلال مخ ته وړو. 

قضیو د نتېجو څخه استنباط  4.2و ا 3.2د بوج د جمع او ضرب په هکله ادعاوي مستقیمآ د  

 کېږي. 

 q.e.d. 

د ټاکني د اکسیومي څخه استنباط کېږي ، چي په هر رینګ کي چي واحد عنصر  4.3.قضیه  

 ولري، کولای سو هر آیډیال و اعظمی آیډیال ته پراختیا ورکړو. 

د  Kد  د قضیې په استناد څرمیلود واحد عنصر لرونکي رینګ دی. د  Kفرضوو چي  ثبوت. 

 نتیجه په کار واچوو.  2.2اوس نو کافي ده چي د بېلګيښه ترتیب وجود لري.  ≧رینګ 

 q.e.d. 

د ډدیکینډ پر اساس د متناهي »رساله کي مو  3.4و مفهوم ته راګرځو. په « متناهي سیټ »د  

تناهی پر اساس هر متناهي سیټ ، د ډډیکینډ په مفهوم هم م 3.4.3.مفهوم معرفي کي. د قضیې « سیټ

 دي. معکوس استنباط یې د ټاکني اکسیومي ته اړتیا لري. 

د ټاکني د اکسیومي څخه استنباط کېږي ، هر متناهي سیټ د ډډیکیند په مفهوم  5.3.قضیه  

 متناهي دي. 

 |N|≦|A|او یا  |A|<|N|له مخي یا  3.3سیټ متناهي ندی. د قصیې   Aفرضوو چي د  ثبوت : 

انجکشن مپینګ وجود لري. فرضوو چي  Af:Nدي. لمړئ حالت منځ ته نه راځي، ځکه نو د 

X=A−{f(0)}   دي. لیدل کېږي چي|X|=|A|  اوX≠A, X⊆A   دي. فلهذا دA  سیټ د ډډیکینډ په

 مفهوم هم متناهي ندي.  

 q.e.d. 

د لوستونکو د معلومات دپاره د ریاضي ځني مهمې قضیې ، چي په خپل ثبوت کي د ټاکني  

ددی قضیو په هکله سر بېره پر دي پوهېږو چي بیله ټاکني د ، معرفی کو. څخه کار اخلیاکسیومي د

اکسیومي څخه د هغوی ثبوت ناممکن دی. په لمړي قدم کي د انالایز دریاضي یو لړ قضیې دي، چي د 

یوازي او یوازي هغه وخت تړلی  Aو معیار ته ورته دي. د بېلګي په ډول د حقیقي عددو سیټ هاین 

بله بېلګه یې د لبیګ د اندازي پوري اړه ولري.  Aد سیټ د هر متقارب لاړ لمیټ په  Aد دی، چي 

Lebesgue Measur  دσ  ـ ادیتیف(σ-Aditive) (σ  په هکله ادعا ده. د تفاضلي معادلاتو د )ـجمع

د  (Numerical Mathematics)د محاسبوي ریاضي حل د موجودیت په هکله د پئانو قضیه یې بله بېلګه ده. 

تدریجي حل د میتودو ډیري  قضیې دي،لکه هره وکټوري فضاء بیس )قاعده( لری،  چي د ټاکني 

څانګو کي، لکه توپولوجي، د اندازي تیوري، د احتمالاتو  د ریاضي په بېلواکسیومي ته اړتیا لري. 

یوه ضروره وسیله ده. د تابع ګانو د انالایز په تیوري، او د تابع ګانو په انالایز کي د ټاکني اکسیومه 

د قضیې ثبوت،  اساسآ د ټاکني پر  (Hahn-Banach)اصطلاح بنسټېزه قضیه ، د هاهن ـ باناخ 
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فضاؤ د  (Compact)لوجي کي د تیخونوف قضیه ، د ټوپولوژیکي تړلي اکسیومي ولاړ دي. په توپو

 ، په خاص مفهوم سره ، د ټاکني د اکسیومي سره معادله ده. ضرب په هکله قضیه 

له بده مرغه د ټاکني اکسیومه اوز بي ډوله نتیجي هم لري، د بېلګي په ډول د ټاکني د اکسیومي  

 ی سو ، چي هغه د لبیګ په مفهوم د اندازي وړ ندي. په مرسته د حقیقي عددو داسي سیټ جوړولا

  (Zorn Lemma)د څورن لیما  –ضمیمه  

د قضیې، یعنی د سیټو د ښه ترتیب،  په  څرملومهمي نتیجي مو د د ټاکني داکسیومي ډېري  

وسیله لاسته راوړي. ریاضي پوهان د هغو طریقو د لټولو په هڅه کي سوه، چي هلته د سیټو د ښه 

ترتیب څخه کار نه وي اخیستل سوي او هغوی هغه څه چی لټول ، وموندل. حتي ډیر امکانات یې پیدا 

ریاضي پوه ماکس څورن ادعاوه ، که څه  ریالي ادعا د جرمني ـ امریکایې مشهوره او بکړل.تر ټولو 

 KAZIMIERهم په ورته بڼه لس کاله تر هغه دمخه پولنډی ریاضي پوه کازیمیر کوراتوسکي 

KURATOWSKI(1986-1980)  .فورمولبندي کړي وه 

سوي سیټ په  (Inductive ordered)د استقرائې ترتیب  ≧ ,Xنیمګړئ ترتیب سوي سیټ  

 په سیټ کي د لوړي خوا محدود وي.  Xنامه یادوو ، که هر ځنځیر د 

د داسي رینګ دي چي واحد عنصر ولري.  K, +, ⋅, 0, 1فرضوو چي  الف( 5.3.بېلګه  

سره په نښه کوو او د سب سیټ د اړېکي پر بنسټ یې  Mلو سیټ په انوموړي رینګ د ټولو آیډی

 سیټ استقرائې ترتیب سوی دي.    Mترتتیبوو.و به ښیو چي د 

وي او یا  2J ⊆1Jوي، نو یا به  R∈2, J1Jدی معنی، چی که پځنځیر دي،  M⊆Rفرضوو چی  

 لاندنئ سیټ په نښه کوو: وي. 1J ⊆2Jبه 

    I={x∈K; (∃J∈R) x∈J}   (3.3) 

د لوړی خوا محدود دي، کافی ده  Rدي. پدي ډول ، که غواړو ثابته کو، چي  J⊆Iوي، نو  J∈ Rکه 

آیډیال، دي. لوستونکئ کولای سي په نورو خاصیتو یې په خپله ځان باوری  I، یعنی  I∈Mچي وښیو 

 x+y∈Iدی، نو وبه ښیو چي  x,y∈Iکي. موږ به دلته یوازي دهغه یو خاصیت ثابت کو. فرضوو چي 

دي. څرنګه  2J∈yاو  1J∈x داسي وجود لری، چي   R∈2, J1Jآیډیالونه 2Jاو  1Jته د  (3.3)دي. نظر 

 2J ⊆1Jوي. دبېلګي په ډول که فرض کو، چي  1J ⊆2J، او یا  2J ⊆1Jځنځیر دي، نو باید یا  Rچي 

 I∈x+yپر بنسټ  (3.3)دي. بیاهم د  2J ∈y+xخو آیډیال دی ، بیانو  2Jدي. مګر  2J ∈x,yدي، نو 

 دي. 

او  D(f)⊆Aباندی د ټولو ساده مپینګو سیټ چي  Fسیټونه دي. په  B,Aفرضوو چي ب(  

H(f)⊆B  .دی، په نښه کووF  د سب سیټ د اړېکي له مخي ترتیبوو. فرضوو چيR  پهF  کي ځنځیر

 دي. د پاس په شان ورته :

  F={[x, y]∈A×B ; (∃f∈R)[x,y]∈f} 

 Fلوړنئ سرحد دي. پدي معنی ، چي  Rد  Fاو  F∈Fایږدو. په اساني سره ښودلای سو ، چي 

  ∎    استقرائې ترتیب سوی دي.
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 (3.1)داسي سیټ دي، چي  R⊆X×Xد ټولو دوه ئېزو اړېکو  Rفرضوو، چي  7.3.تمرین  

 صدق کوي.ثابت کئ :

که د سب سیټ د اړېکي له مخي ترتیب کو،نو په هغه صورت کي چي  R الف( 
0

≧|X| 

 وي، استقرائې ندي ترتیب سوي.

کي ټوټه  R2A ,2په  1Aاو  1A×1(A∩2=R1R(دي که   2R⋖1Rکه داسي ترتیب کو:  R ب( 

 ترتیب سوي دي.  استقرائې R ,⋗ده، بیانو 

وي، نو لوی ترین عنصر  x∈Xاستقرائې ترتیب سوي سیټ ،  ≧ ,Xد څورن لیما داسي ادعا کوي: که 

a∈X  داسي وجود لري، چيa≧x  .دي 

بېلګي نتیجه  .2.2الف( بېلګي د نتیجي او د څورن د لیما څخه د  5.3.الف( د  6.3.بېلګه  

 استنباط کېږي. 

قضیې لمړي برخه استنباط  3.3د ب( بېلګي د نتیجي او د څورن د لیما پر اساس  5.3.ب( د  

وای، نو بیا  H(f)≠B, D(f)≠Aلویترین عنصر دي. که  f∈Fکېږي. په رشتیا هم، فرضوو،چي 

a∈A−D(f)  اوb∈B−H(f)  را اخلو اوf :پراخوو، یعني 

     f f {[a,b]}    

F∈fالبته    دي اوf⊇f f, ≠f   .دي. خو دغه حالت د عنصر د لوی والي په مقابل کي تناقض لري

دي او که  |A|≦|B|وي، نو  D(f)=Aلوی ترین عنصر دي. که  fځکه چي موږ ویلی ړه، چي 

H(f)=B  وي، نو|B|≧|A|  .دي 

 استنباط کېږي. « هر سیټ  ښه ترتیبولای سو»ثابت کئ، چي د څورن د لیما څخه  8.3.تمرین  

 د څورن لیما د ټاکنې د اکسیومي سره معادله ده. 6.3.قضیه  

راکړه  {∅}−F⊆P(X)د ثبوت لنډه طرحه راوړو: فرضوو چي د څورن لیما صدق کوي. او  

د ثبوت مفکوره پدي کي ده ، چي موږ د ټولو نیمګړي دپاره باید ټاکونکي پیداکړو. Fسوي دي. د 

د ټولو  Sدقیقآ، فرضوو ، چي دپاره ټاکونکئ دي.  Fد او دهغه لویترین عنصر را اخلو  Sټاکونکو سیټ 

سیټ، چي د سب  Sدي. د  f(A)∈Aدپاره  A∈ D(f)او د  D(f)⊆Fسیت دي، چي  fداسي مپینګو 

نو لویترین عنصر وي،  Sد  fسیټ د اړېکي له مخه ترتیب سوی دي، استقرائې ترتیب سوي دي. که 

الف( د بېلګي په ډول پراختیا  6.3.ته داسي د  fوي.که داسي نه وي، نو کولای سو چي  D(f)=Fباید 

 ورکړو. 

 برعکس، که د ټاکني اکسیومه صدق کوي، نو کولای سو ، دبېلګي په توکه ، داسي کړنلاره غوره کو:

پر  Xوي. د څرملو د قضیې پر بنسټ د  X∈xاستقرائې ترتیب سوي سیټ ،   ,X≧فرضوو، چي  

مپینګ داسي  Xf:Xنایټ استقراء په طریقه د ښه ترتیب وجود لري. د ترانسفای ⋗سیټ د 

لري او د  aپه ترتیب کي ځنځیر جوړ کي. دغه ځنځیر لوړترین سرحد  ≧د  H(f)تعریفوو، چي 

مپینګ داسي  fدي. د  a≧xیې په عین حال کي لویترین عنصر او  aجوړښت څخه استنباط کېږي، چي 

سره  x0f(x=(د سیټ کوچنئ ترین عنصر دي. بیانو  Xپه ترتیب کي د  ≧د 0xجوړوو: فرضوو، چي 

په ترتیب کي،  ≧تعریف کي، او سربېره پردي هغوی د fدپاره مو  z⋖yاېږدو. فرضوو، چي د هر 
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د کوچنئ ترین عنصر په  wپه ترتیب کي  ≧دغه ځنځیر د لوړي خوا محدود دي.  دځنځیر تشکیلوي. 

 f(y)=yوي، نو  y>wلوړترین سرحد وي. که  د سیټ  {f(z); z⋖y}صفت داسي را اخلو، چي د 

د  Xدځنځیرد جوړښت په وخت کي د  H(f)سره اېږدو. د  f(y)=wنه وي، نو   y>wسره اېږدو. که  

 ، پدي ترتیب ددغه ځنځیر لوړترین سرحد لوترین عنصر تضمینوي. «آزمویو»سیټ هر عنصر 

 q.e.d. 

 نور تمرینونه 

  ثابته کئ.  4.6.3.د ټاکنې د اکسیومي څخه په استفادي سره  قضیه 9.3.

د سیټ د  A⊆Rدلاندنې ادعا په ثبوت کي ، د ټاکني د اکسیومی د استفادي ځاي وښیاست.که د  10.3.

 12.7.4.سیټ تړلئ دي. )د تړلي سیټ تعریف د تمرین  Aاړه ولري، نو د  Aپه  لمیټهر متقارب لاړ 

 څخه راواخلئ(.

 دپاره ټاکونکئ دي.  ∅−P(X) د fاستقرائې ترتیب سوي سیټ دی.  ≧ ,Xفرضوو، چي   11.3.

لوی ترین ځنځیر وي، نو دهغه لوړترین سرحد ، دهغه لوی ترین  A⊆Xالف( ثابت کئ، که  

 عنصر دي.

د لاندنیو خاصیتو  Aد سیټ ټوله ځنځیرونه   Xباندي د  Rدي. په  x∈Xب( فرضوو، چي  

 سره په نښه کوو:

 .1 x∈X .دي 

د ځنځیر لوړ ترین  {u∈A; u<y}د  B، بداسي حال کي، چي  y=f(B)دپاره  y∈Aد هر  2. 

 سرحد دي. 

 لویترین عنصر لري.  Rثابت ک، چي 

 ج( د ټاکني د اکسیومی څخه د الف( او ب( څخه به استفادي سره د څورن لیما ثابته کئ. 

د نتیجي څخه په استفادي سره ثابت کئ، چي د ټاکني اکسیومه د لاندنې ادعا سره  12.2ین د تمر 12.3.

 معادله ده:

 دي. |Y|≦|X|او یا  |X|≦|Y|سیټونه وي، نو  Y,Xکه 

  

 د ژوند په هکلهڅخه  ټاکني اکسیوميبېله  4.5. 
  

پدي رساله کي به اوز اکسیومي وڅېړو ، چي د ټاکني تر اکسیومي کمزورې دي، خود ریاضي  په مختلفو 

 څانګو کي د مهمو ادعاؤ د ثبوت دپاره کفایت کوي. 

د سیټ په تیوري کي د ټاکني اکسیومه خاص ځای لري. په اصل کي د نوی سیټونو د جوړولو  

بنیاد (nonconstructive)« نه جوړونکي»رسالي په پرتله یې توپېر د هغه په  3.1.د بل پرنسیپ دي. 

رساله موږ ته د سیټ موجودیت تضمینوي، چي دخپلو خاصیتو په ذریعه په یوه ستوي  3.1.کي دي. د 

یکړ دي. د ټاکني اکسیومه ،  دغه ډول سیټ ، که وجود ولري ، نوډول تشریح سوی دي. په بل عبارت، 



196 

 

ټاکونکئ راته تضمینوي، خو هغه په یوه ستوی بڼه نه تعینوي. امکان –سیټ موجودیت  که څه هم د

لري، چی دغه ډول ټاکونکئ ډېر وي. پاملرنه وکي، چي د ټاکني د اکسیومي سره د معادلیت په ادعاؤ 

کي حالت ورته شانته دي. د څرملو قضیه د راکړه سوي سیټ ښه ترتیب تضمینوي ، خو دغه ترتیب په 

د هغو نتیجو په پرتله چي بېله ټاکني اکسیومی څخه ثابت سوي ستوي بڼه ندي تعین سوي. ځکه نویوه 

نېکه مرغه  دباید د ټاکني اکسیومي په مرسته ثابتي سوي نتیجو ته ډېرد احتیاط په سترګه وګورو.  دي، 

« پرتو »کومو ـام فصل په جزئیاتو سره وګورئ( که د ټاکني د اکسیومي د استفادي په نتیجه کي د 6)

 لاسته راوړای سو. هم یې )یعنی تناقض( سره مخامخ سو، نو بېله هغه څخه 

رسالي ټولی نتیجي بېله  2.5.او  1.5فصل پوري ،  1−4دغه کتاب داسي لیکل سوی دي ،چي  

)خو د هغی نتیجي بیا د ټاکني اکسیومي ته استثناء ده  4.6.3ټاکني اکسیومي څخه ثابتي سوي دي. قضیه 

ته و دغه حقیقت  –ه ج( هم مستثنی و 8.1.4یا نلري( . د بوج جمع او ضرب ، دبېلګي په ډول بېلګهاړت

 مي په مناسبه شېبه کي ، ستاسو پاملرنه څرمه کوله. 

په یقین سره کیدای سي چي لوستونکئ اعتراض وکي او ووایې ، چي د ریاضي انالایز بېله  

کي  10.3.هاین د معیار څخه د متمادیت په اړوند او یا بېله د تړلي سیټ د معیار څخه ، جي په تمرین 

وري ړه پمو یادونه وکړه ، ډیره خواره ده. په حقیقت کي ریاضي بېله ټاکني د اکسیومي څخه دونه په ز

وګورئ( بې ډوله نتیجي هم لري.ځکه نو ښه به دا وي ، چي  [7]د بله پلوه د ټاکني اکسیومه یو لړ )نده.

د ټاکني داکسیومي کمزوره بڼه ولټو ، څو د بي ډوله نتیجو مخنیوي وسي، خو د ډېرو مهمو نتیجو ثبوت 

 به سره پرتله کو. راته میسر کي. ددغه ډول اکسیومو څخه به اوز معرفي او دهغوی قدرت 

په نښه سره AC (Axiom of Choice  )د ټاکني اکسیومه به ، لکه په نورو کتابو کي ، په   

 کو. 

 د ټاکني اکسیومي اوز کمزوري  بڼې به معرفی کو.  

پر سیټ باندي  Xد  Rاکسیومه: که  DC  (Dependent Choice)ټاکنی  (متعلقيتابعي )د  

 چي:داسي دوه ئېزه اړېکه وي، 

   (∀x∈X)(∃y∈X)(xRy)   (4.1) 

 مپینګ د لاندنیو خاصیتو سره وجود لري: Xf:Nدپاره د  X∈aبیانو د هر 

   f(0)=a      (4.2) 

   f(n)Rf(n+1)         دپاره n∈N دهر      (4.3) 

 تړلئ سیټ ندي.  Aدي،  A⊆X, X=Rفرضوو، چي  1.4.بېلګه  

zفرضوو،  A A   دي ، پدي معنی چيA∉z  0دي، خو د هرε>  دپاره≠∅A∩)+ε, zε−(z 

 په لاندی ډول سره تعریف سوي ده:اړېکه  Rدي. فرضوو،چي د 

  [x, y]∈R ≡(x,y∈A ∧|x−z|>2⋅|y−z|) 

عي تابخاصیت پر ځای کوي ) ثبوت یې لوستونکي ته ورپرېږدم(.د  (4.1)پرسیټ  Aاړېکه د  Rالبته د 

او د  A⊆(f)Hمپینګ موجودیت داسي استنباط کېږي، چي  Rf: Nټاکني اکسیومي څخه د 

n
limf (n) z A


   وجود لري.)دa  وظیفه دA  1د سیټ اختیاري عنصر ، چي<z|−|a  وي، اجراء
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سیټ یوازي او  A⊆Rڅخه استنباط کېږي، چي د  DCفلهذا د تابعي ټاکني اکسیومي کولای سي. 

 ∎ په سیټ کي شامل وي.  Aد  لمیټد عنصرو د متقارب لاړ  Aیوازي هغه وخت تړلئ دي ، چي د

 څخه د هاین معیار استنباط کېږي. DCثابت کئ چي د  1.4.تمرین  

 P⊆F(X)− {∅}او د هر  Xوایې : د هر سیټ  αACکم بوج په نښه کوي.  αفرضوو، چي  

 دپاره ، چي :

   A∈ F → |A|=α   (4.4) 

 صدق وکي، ټاکونکئ وجود لري.

دپاره ټاکونکئ  |P⊆F  ،≦α|F(X)−}∅{او د هر  Xد هر سیټ اکسیومه وایې:  αACد  

 وجود لري. 

وایې: که      CAW(Weak Axiom of Choice)، د ټاکني کمزوري اکسیومه بلاخره  

N}∈, n nΦ{د سیټونو داسي سیسټم وي،چي  c
n

n 0





  ،بیانو د نوموړي سیسټم دپاره ټاکونکئ وي

 وجود لري.

 څخه لاندي ادعاوي استنباط کېږي: WACثابت کئ چي د  2.4.تمرین  

 الف( د هاین د متمادیت معیار. 

 د تړلو سب سیټو د تقارب معیار. Rکي مو فورمولبندي کړه، د  1.4.بېلګهب( لکه په  

 د شمېر وړ سب سیټو د شمېر وړ یووالی، د شمېر وړ سیټ دي. Rج(د  

0ACالبته د  2.4.بیلګه  
0ACڅخه   DCاستنباط کېږي. و به ښیو چي د  WACڅخه  

 

د شمېر وړ دی. ځکه نو ) البته کولای  {∅}−F⊆P(X)سیټ دي او  Xاستنباط کېږي. فرضوو چي 

Fدي(  F∅≠سو چي فرض کو 
ر  اړېکه په لاندي ډول  Rباندي د  X×Nوجود لري. پر  F:Nپ

 تعریفوو:

  [n, x]R[m, y]=(m=n+1∧x∈F(n)⋀y∈F(m)) 

مپینګ داسي   N×Nf:Nته د  CDدي. نظر و  F(0)∈aصدق کوي. فرضوو چي  (4.1)البته 

د سیسټم دپاره هم ټاکونکئ تعینوي.  Fد  fصدق کوي. بیانو  (4.3)او  f(0)=[0, a]وجود لري، چي 

 سره کښېږدو. g(n)=x≡f(n)=[n, x]اوس نو کفایت کوي چي    

      ∎ 

0ACهمدا ډول  CAW ته ورته ښودلای سو ، چي  2.4.و تمرین  
څخه د ریاضي د  CDاو  

مه ده ، چي ټوله ذکر سوي اکسیومي د ټاکنې په عین حال کي معلو ټولي مهمی ادعاوې ثبوتوي.انالایز 

 تر اکسیومي کمزورې دي. 

د اکسیومو ترمنځ د  nACدپاره د  N∈nپه پای کي به خپله پاملرنه په زړه پوري ، اساسآ د  

 ترکیبي شمېرنې د اړېکو و پرابلم ته وقف کړو.
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پدی معنی دي: د هرو دوه عنصره سیټو د سیټ دپاره ټاکونکئ وجود  2ACد بېلګي په ډول  

د دوه عنصره سیټو سیسټم وي، بیانو د هغوي  T}∈; tt{Aلري. او یا په معادل ډول ویلای سو: که 

کارتېزین ضرب 
t

t T

A


  .غیر خالي سیټ دي 

 استنباط کېږي.  mACڅخه  nACعدد وېشي ، نو  nعدد د  mکه د  3.4.بېلګه  

په کار   nACددي دپاره چي دپاره باید ټاکونکئ پیداکوو.  Fدي. د  m[X]⊆Fاو  k∙n=mفرضوو، چي 

 عنصره سیټ جوړوو، ددي دپاره لاندنئ سیټ تعریفوو: nڅخه  Fلمړئ د واچوو، 

  G={A×{1,2, ...,k} ; A∈ F}⊆[X×{1,2, ...,k}]n 

په مقابل کي  f(A) د کافي ده ، چيدپاره  F ∈Aټاکونکئ وجود لري. د  gدپاره د  Gته د  nAC نظر و 

  Fد  fلمړئ جزء کښېږدو. البته  د ترتیب سوي جوړي g(A×{1,2, ...,k})∈A×{1,2, ...,k} د

 دپاره زموږ مطلوب ټاکونکئ دي. 

      ∎ 

استنباط کېږي. بیانو نظر و پاسني بېلګي ته دوي  4ACڅخه  2ACوبه ښیو، چي د  4.4.بېلګه  

ټاکونکی  Gد  gاو  F  ،2=[X]G⊇[X]4 فرضوو، چي سره معادل دي.  4ACاو  2ACدواړه ، یعنی 

د ټاکونکي په  fد  دپاره F استنباط کېږي(. دنوموړې ټاکونکي څخه د  2ACدی)موجودیت یې د 

لنډ بیانوو. فرضوو، چي           د جوړښت د طرح مفکوره  fجوړولو کي ، کار اخلو. لمړئ د 

F ∈}4, a3, a2, a1A={a  دي. پهin  2سره د[A]  د سیټ د هغوعنصرو شمېر په نښه کوو،چي دg 

، زموږ په خصوصي حالت د عنصر په مقابل ایږدي. څرنګه چي  A∈ii=1,2,3,4, aټاکونکئ یې د 

 6=کي، 
4

2

 
 
 

|=2|[A]  64=دي، نوn+3n +2n+1n   4دي. فرضولای سو،چيn≦3n ≦2n≦1n   

دي. د بلی  B∈1aپه یقین سره ویلای سو، چي لږترلږه دي.  niA; n∈iB={a=1{دي. فرضوو، چي 

د وېش وړ ندي( . فلهذا د  4پر  6نسي کیداي)ځکه چي  4n=3n =2n=1nدي ، ځکه چی  A≠Bخوا 

B  عنصره ولري. په هرحالت کي د  3او یا   2,1سیټ بایدA  د سیټ څخه یو عنصر ټاکلای سو: که

|B|=1  وي، نو دA  د سیټ څخه هغه یوازنئ عنصر چي دB  په سیټ کي دي ټاکو؛ که|B|=2  وي،نو

g(B)  ټاکو او بلاخره که|B|=3  وي، نو دA−B څخه یوازنئ عنصر ټاکو. 

پر اساس رسالي د پرنسیپو  3.1.ټاکونکي ساختمان د  fددی حقیقت د ښودلو دپاره، چی د  

او  A∈ Fمپیینګ داسي تعریفوو: د  Φدلته راوړو. د لنډه طرحه د پورتنې مفکورو  صورت نیولئ دي،

x∈A : دپاره 

  Φ(A,x)=|{X∈[A]2 ; g(X)=x}|    (4.5) 

 مپینګ داسي تعریفوو: Ψدي. علاوه پر دي د  i)=ni(A, aΦسره اېږدو.پدي ډول 

  Ψ(A)={x∈A; (∀y∈A) Φ(A,x) ≦ Φ(A,y)}  (4.6) 

سره  3Fاو  1F  ,2F پر درو برخو ، یعنی  Fدي. اوس نو  B(A)Ψ=په ساده ګي سره لیدل کېږي، چي 

 وېشو: د لاندنې نسخي مطابق یې 
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   Fi={A∈ F;  | Ψ(A)=i}    (4.7) 

سره ایږدو، پداسي حال کي، چي  f(A)=xوي ، نو  1F ∈Aداسي تعریفوو: که  fټاکونکئ 

}(A)={xΨ 2؛ که ديF ∈A  وي، نو)(A)Ψf(A)=g(  3او کهF ∈A  وي، نوf(A)=x  پداسي حال،

 ∎دي. لوستونکي کولای سي چي پر جزئیاتو یې خپل ځان باوري کي. A− Ψ(A)={x}کي، چي 

 استنباط کېږي.  8ACڅخه  3AC ∧2ACپدي بېلګه کي به وښیو، چی د  5.4.بېلګه  

 G[X]=2او  F⊇[X]8ري ته لږ څه تعدیل ورکړو. فرضوو ومفکبېلګي و .4.4دلته به په اصل کي د 

 (4.6)او  (4.5)په ډول د مپینګونه د تېري بېلګي  Ψاو  Φدپاره ټاکونکئ دي. د  Gد  gدي. فرضوو 

د سیټ،داسي سب سیټ دي، چي           Aسیټ د  Ψ(A)اړېکو په ذریعه تعریفوو. په نتیجه کي د 

≦7 |(A)Ψ ≦|1د دي .F  1 اړېکی پذریعه پر اوو برخو (4.7)سیټ دF  ,2F , ...,7F  1وېشو.دF7اوF  

  5Fاو3Fپه مرسته( عملی کېږي، د 2ACپذریعه )یعنی د  gڅخه ټاکنه د   6Fاو2Fدڅخه ټاکنه بدیهی ده. 

په مرسته ټاکنه صورت نیسي  4AC ټاکنه د څخه  4F په مرسته صورت نیسي او د  3ACڅخه ټاکنه د 

 پر اساس صدق کوي( .  4.4)دغه ټاکنه د بېلګي 

      ∎ 

  3.4.تمرین  

 ادعاوي په جزئیاتو سره ثابت کئ.  5.4.د بېلګي الف( 

 استنباط کېږي. 8ACڅخه  5AC ∧2ACوښیاست، چي د  ب( 

 استنباط کېږي. 6ACڅخه  3AC ∧2ACوښیاست، چي د ج( 

 نور تمرینونه 

 صدق کوي. nCAدپاره  N∈0, n>nد ریاضي د استقراء په طریقه ثابت کئ، چي دهر  4.4

  استنباط کېږي. ACWڅخه  cACثابت کئ، چي د  5.4.

ثبوت بېله ټاکني اکسیومی څخه معرفی سوی ؤ، ځکه نو ډېر پیچلئ ؤ. نوموړی  3.8.2د قضیې  6.4.

 په مرسته ثبوت کئ. WACقضیه د 

 د وېش وړ دی.  pپر  n>p  ،nاولیه عدد،  pفرضوو  7.4.

ثابت کئ، چی د  الف( 
n

p

 
 
 

 د وېش وړ ندی.  nعدد دپر  

بېلګو ته ورته  4.5او  .4.4دپاره ټاکونکئ دي. و  Gد  gاو  p=[X]Gاو  n[X]⊆Fفرضوو  ب( 

 مپینګونه تعریف کئ.  Ψاو  Φد 

 څخه لاندنې ادعا استنباط کېږي: pACثابت کئ چي د  ج( 

دپاره  F ∈Aمپیمګ داسي وجود لري، چي د هر  :PF F(X)وي، نو د       n[X]⊆Fکه  

∅≠F(A)⊆A  ،F(A)≠A  .دي 
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 ه استفاده سره لاندنې استنباطونه ثبوت کئ:رین د نتیجو څخه پج( تم 7.4د  8.4.

 ;AC2∧ AC3∧ AC5→ AC15 )الف  

 ;AC2∧ AC3∧ AC5→ AC16 )ب  

 ;AC2∧ AC3∧ AC11→ AC16 )ج  

 ;AC10→ AC8 )د  

 ;AC2∧ AC5∧ AC7→ AC10 )ه   

 .AC2∧ AC3∧ AC7→ AC14 )ی  
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 شپږم فصل
 

 Metamathematicsد تیوری ماوراء )مافوق( ریاضي د سیت
 

سیټ د تیوري د  ـ فرنکلڅرملورساله کي د  1.6په دغه فصل تر ډېره حده معلوماتي خصوصیت لري. 

اکسیوماتیک سیسټم به و څېړو او دهغه اړېکه به زموږ له خوا په تېرو فصلو کي معرفی سوي تیوری 

رساله فقط یوه جزئې څنډه د هغه څخه چي د هغه عنوان یې وعده ورکوي، تاسوته در  2.6.سره وښیو. 

 کي موندلای سی.  [18]معرفي کوي. نور یې لوستونکئ ، د بېلګي په ډول په 

ریاضي ځني مهم (Meta)رساله کي مو د سیټ د تیوری د ماوراء  4.6.ه ددی دپاره چي پ 

رساله کي په ډېر لنډ ډول سره د ثبوت د تیوري  3.6.په خصوصیات مو تاسوته در پېژندلي وي، نو 

 بنسټیز مفهومونه درته معرفی کوو.

 Axiomtization of set thoeryدسیټ د تیوري اکسیوماتیک کول  1.6. 
دلته به د سیټ د تیوری د اکسیوماتیک کولو د ډولو څخه یو ډول تشریح او د هغو څخه به زموږ  

 رساله کي مو معرفی کړه ، استنباط کړو.  3.1.پرنسیپونه ، چي په 

درلودلو د اړېکي څخه. اړه د زموږ بنسټیز مفهومونه عبارت دي له سیټ او په سیټ پوری  

سره ښیو.  ∋سره ښیو او د اړه درلودلو اړېکه به په   ,y,x u,v,...,1,x2x,...,X,B,A,سیټونه به دلته په

 ضروردی، چي د سیټ د تیوری د فارمول مفهوم دقیق معرفي کو. 

د حروفو  yاو  xبڼه لري، پداسي حال کي چي د  x=y, x∈yاتومیک )نه تجزیه کیدونکئ( فارمول د 

د سیټ د تیوري فارمول د پر ځای ، چي سیټونه په نښه کوي، نور اختیاری حرفونه ځای نیولای سي. 

په مرسته د اټومیک فارمولو څخه  ∃ ,∀او کوانټیفیکاتورو  ∨,∧,→,≡,¬منطقي تړونکو )عملیو( 

 لاسته راځي. 

 قرارداد موکړئ ؤ، چي د سیټ د تیوري فارمول : 1.1.بېلګه  

   (∀x)( x∈y → x∈z) 

 ښیو.   y⊆zپه لنډ ډول سره 

 همدا ډول د :

   (∀v)(v∈u ≡ (v=x ∨ v=y)) 

 په نښه کړي ؤ. u=[x, y]فارمول مو په لنډ ډول لکه 

       ∎ 

 د سیټ د تیوري لاندنې فارمولونه مو څه ډول لیکل؟ 1.1.تمرین  

  (∀x)( x∈y ≡( x∈u ∨ x∈v)) 

  (∀x)( x∈y ≡( x∈u ∧ x∈v)) 
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  (∀x)( x∈y ≡( x∈u ∧ ¬x∈v)) 

د سیټ د تیوري اکسیومي به معرفي کو. ټولي اکسیومی)د هغوی شمېر لایتناهي دی( د سیټ د تیوري 

فارمولونه دي. د آسانتیا په خاطر به دهغوی په لیکلو کي، د هغه لنډیزو څخه ، چي مخکي مو اشاره 

 ورته وکړه ، کار اخلو. 

  Axiom of Extensionalityد پراخېدو اکسیومه  

  x=y ≡(∀u)(u∈x ≡ u∈y) 

  Axiom of Pairingاکسیومه  د جوړه کېدو 

  (∀x)(∀y)( ∃u) u={x, y} 

  Axiom of Power Setد بوج اکسیومه  

  (∀x)( ∃y) (∀z) (z∈y ≡ z⊆x) 

  Axiom of Infinityد لایتناهي اکسیومه  

  (∃A)(∃x) x∈A ∧ (∀y)(y∈A→y∪{y}∈A)) 

 Axiom Schema of Sub Setsد سب سیټو د اکسیومي شیما  

 :، بیا نولاندي  فارمول اکسیومه دهنه احتوا کوي  Aد سیټ د تیوري داسي فارمول وي، چي  φکه 

 (∀x1)...(∀xn)(∀x)(∃A)(∀y)(y∈A ≡ (y∈x ∧ φ(y, x1, ..., xn))) 

  Axiom Schema of Replacementد تعویض د شیما اکسیومه  

 نه احتوا کوي ، بیا نولاندي  فارمول اکسیومه ده: Aد سیټ د تیوري داسي فارمول وي، چي  φکه  

 (∀x)(∃z)(∀y)( φ(x, y, x1, ..., xn)≡y∈z)→ 

→(∀B)(∃A)(∀y)(y∈A≡(∃x)(x∈B∧ φ(x, y, x1, ..., xn))) 

  Axiom of Regularityد نظم اکسیومه 

(∀x)[(∃y)(y∈x)→(∃y)(y∈x ∧ ¬(∃z)(z∈y ∧ z∈x))] 

سره په نښه کوو. پاس  ZFد اکسیومو سیسټم به په  Zermelo-Fraenkelد څرملو ـ فرنکل  

ذکر سوي اکسیومې د نوموړي اکسیوماتیکي سیسټم اکسیومي دي. که پر نوموړو اکسیومو د ټاکنې 

 .دي(   ZFC= ZF+ACد اکسیومو سیسټم لاسته راځي)یعنی  ZFCاکسیومه اضافه کړو ، نو د 

اوس به نو په لنډ ډول د اکسیومو ورول ته ځیر سو. د لایتناهي اکسیومي څخه استنباط کېږي،  

سره ښودلئ دي(. د سب سیټو د شیما د اکسیومي  Aچي لږ تر لږه یو سیټ وجود لري )هغه مو دلته په 

 سیټ داسي وجود لری،چي: Bد پر بنسټ 

  (∀y)(y∈B≡(y∈A ∧ ¬y=y)) 

 ∅دي(.د پراخېدو د اکسیومي پر بنسټ دغه ډول سیټ یکړ دي او په  y=y¬فارمول  φ)دلته زموږ د 
 په نښه کي. 
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یعنی څه: پدي « د بیان ښه تابع»په اصل کي اوس ویلای سو، چی  5Pرساله کي د  3.1.په  

پرنسیپ د سب سیټو د شیما د اکسیومي څخه  5Pمعنی چي هغه د سیټ د تیوري فارمول دي او د  

د بوج د اکسیومي څخه  4Pجوړه کېدو د اکسیومي څخه استنباط کېږي. پرنسیپ د  1P استنباط کېږي. د 

 استنباط کېږي. 

 رساله کي مو لاندنې نښه معرفي کړه: 5.2.په  

  x= y ≡ (∀u)(u∈x≡(∃z)(z∈y ∧ u∈z)) 

اړه لري. پوهېږو ، چي لاندنې اړېکه  yد هغو سیټو د یووالي سیټ دي ، چي په  xپدي معنی ، چي 

 صدق کوي:

    x∪y= {x,y}     (1.1) 

 دپاره: T} ∈; tt{Aاو د سیټو د سیسټم 

    
t t

t T

A A ; t{ }T


     (1.2) 

 x∈yوجود لري. ددی موخي دپاره کافي ده ، چي د  =BAدپاره  Bوبه ښیو ، چي د هر سیټ دي. 

 د فارمول دپاره د تعویض د شیما د اکسیومي څخه کار واخلو. بیانو د استنباط فرضیه صدق کوي

  (∀x)(∃z)(∀y)(y∈x ≡ y∈z) 

 وټاکو( فلهذا: z=x)کافي ده ، چي 

  (∀B)(∃A)(∀y)(y∈A ≡ (∃x)(x∈B ∧ y∈x)) 

 یعنی:

  (∀B)(∃A) A= B  

پر  (1.2)پرنسیپ استنباط کېږي. د  2Pد موجودیت څخه د  Bاړېکي پر بناء د  (1.1)د  

رساله  .5.2.د یوه پلوه پهاساس د سیټو د یووالي د سیسټم موجودیت استنباط کېږي ، او دغه موجودیت 

تمرین کي د کارتیزین سیسټم د موجودیت دپاره ضرور  8.5.2.کي دهغه دتعریف دپاره او د بله پلوه په 

 ؤ. 

ترتیب سوي جوړه څه شي ده، پدی هکله باید یودبله موافقي ته ورسېږو. د تعریف د امکاناتو  

 څخه یو امکان یې په لاندی ډول دي:

   [x, y] = {{x, x}, {x, y}}    (1.3) 

 (1.3.4)څخه یوازني غوښتنه دا وه ، چي د  د مرتبي جوړيرساله کي مو  5.1.پیاد مودي ، چي په 

 بیا صدق کوي.  (1.3.4)پذریعه تعریف کو، نو  (1.3)د  [x, y]که اړېکه باید صدق وکي. 

 اړېکه وي، نو : Rکه  

   D(R)={x ; (∃y)[x,y]∈R} 
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   H(R)={x; (∃y)[y, x]∈R} 

په غیر مجاز ډول تعریف سوي دي، نه پوهېږو ، چي آیا وجود  H(R)او  D(R)تراوسه خو  

دي. بیانو  R⊆A×Bلري. په متن کي مو پر دغه پرابلم سترګي پټي کړي وی، او تل مو فرضول، چي 

 موجودیت د سب سیټو د شیما د اکسیومي څخه استنباط کېدلي. ځکه چي: D(R)د 

   D(R)={x∈A ; (∃y)[x,y]∈R} 

 په هکله استدلال کوو.  H(R)دي. همدا ډول د 

 له نېکه مرغه په اسانې سره موندلای سو، چي په عمومي ډول : 

   D(R)={x∈ R  ; (∃y)[x,y]∈R} 

د  H(R)په اکسیومو کي تضمین دي. همدا ډول د  ZFد سیټ موجودیت د  D(R)صدق کوي. فلهذا د 

 سیټ موجودیت تضمین دي. 

په مرسته(  (1.3)لوستونکئ په اساني سره )د پر پرنسیپ د باور کولو مسئله.  3Pپاته سوه د  

 ثابتولای سي، چي:

 A×B={u∈P(P(A∪B)); (∃x∈A)(∃y∈B) u=[x, y]} 

د موجودیت او د سب سیټو  P(P(A∪B)) , P(A∪B), A∪Bد سیټ موجودیت د  A×Bدي ډول د پ

  د شیما د اکسیومي څخه استنباط کېږي. 

رساله کي کار اخلو. ټوله پاته اکسیومي موپه کار واچولي،  2.6د لایتناهي اکسیومي څخه په  

 پاته سوه یوازي د نظم اکسیومه.

ل ډو د بېلګي په دنظم اکسیومه یوازي تخنیکی خصوصیت لري او دونه بنسټیز رول نه لوبوي. 

په رشتیا هم، د نظم په اکسیومه کي صدق کوي.  z∉zدپاره  zد نظم د اکسیومی څخه د هرسیټ 

x={z}  سره اېږدو. بیانوy∈x  داسي وجود لري، چيy∩x=∅  دي. خو دy∈x  ،څخه استنباط کېږي

 دي. z∉zاو ددی ځایه استدلال کولای سو، چی دي ،  ∅=z∩{z}دي، پدي معنی  y=zچي 

 تمرینونه 

یا دستور « مقرره»د سیټ د تیوري فارمول دي، چي د مپینګ دتعریف دپاره  φفرضوو چي  1.1.

 وضع کوي ، پدي معنی چي :

 (∀x)( ∀y1)( ∀y2)(φ(x, y1) ∧ φ(x, y2)→ y1= y2) 

 ، چي:)مپینګ( سیټ داسي وجود لري fدپاره د  Aثابت کي، چی د هر سیټ 

   [x, y]∈f ≡ (x∈A ∧ φ(x, y)) 

 صدق کوي.

 دي. x≠x∪{x}دپاره  xوښیاست ، چي د هر سیټ  2.1.

1Rداسي سیټ دي چي دهغه هر عنصر ترتیب سوي جوړه ده، وښیاست چي  Rفرضوو، چي  3.1.  

 وجود لري.
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 سیټ وجود نلري. وثابت کي د ټولو سیټ 4.1.

 وجود نلري. y∈xاو  x∈yسیټونه ، چي دهغوی دپاره  y,xالف( ثابت کي، چي د  5.1.

 وی، وجود نلري. x∈y∈z∈x سیټونه ، چي دهغوی دپاره z,y,xثابت کي، چي د  ب(       

 

 د سیټ په تیوري کي د حقیقي عددو د جوړښت په هکله 2.6. 
د اکسیومو پر اساس د حقیقي عددو سیټ  ZFپه دي رساله کي به په لنډډول وښیو ، چي څه ډول کولای سود 

خاصیتو سره ترسیم کو. لوستونکئ کولای سي ددی موضوع جزئیات په نورو کتابو کي ، د  (2.1.1)-(2.1.8)

 کي ولولي. [18]بېلګي په توګه په 

 (2.1.10)او  (2.1.9)لمړئ د طبیعی عددو د سیټ جوړول ضرور دي. نوموړئ سیټ به  

چي نه په پوهېږو البته«. کارکوي»ولري او پر هغه به د ریاضي د استقراء د ثبوت طریقه خصوصیات 

د صفر په بدل کي هر شي چي وي ټاکلای سو.منتهی د تخنیکی دلایلو په څه شي دي.  x+1صفراو یا 

څخه متفاوت وي. د  xعملیه ، تل یو نوی شئ ایجابوي او هغه باید د   x+1سره اېږدو. د  ∅=0سبب 

را اخلو. فلهذا هغسي سیټ غواړو ، چي لاندني  x∪{x}پر ځای  x+1پراساس د  2.1تمرین 

 خصوصیات ولري:

      ∅∈X    (2.1) 

 (2.2) که   x∈X وی،نو   x∪{x}∈X دي.     

 دي. X⊆Yخاصیتونه ولري، نو  (2.2)او  (2.1)سیټ  Yکه د   (2.3)            

استقراء په طریقه د  رساله کي موږ ته د ریاضي د 1.2غوندي خاصیت په  (2.3)در پیاد یې کي ، چي 

 ثبوت امکان برابراوه. 

په  (2.2)او  (2.1)رسالي ته ورته مفکوروپر بنسټ ثابت کئ، که د  1.2د  1.2.تمرین 

 خاصیتونه ولري. (2.1)−(2.3)خصوصیاتو سیټ وجود ولري، نو داسي سیټ وجود لري چي 

د سیټ موجودیت د لایتناهي د اکسیومي څخه  Xخصوصیاتو سره د  (2.2)او  (2.1)په  

استنباط کېږي. خو بله کړنلاره مو هم غوره کولای سوای. د لایتناهي اکسیومه په دوو نورو اکسیومو 

خصوصیاتوباندي سیټ  (2.2)او  (2.1)په » او « لږ تر لږه یو سیټ وجود لري» الیشوو، هغه داچي 

د موجودیت دپاره په کار ده، ترهغه وروسته کولای  ∅لمړې اکسیومه مو د خالي سیټ «. وجود لري

سو چي دوهمه اکسیومه فارمولبندي کو. که لوستونکئ دی ته تیار وي چي د سیټ د تیوري په 

استثناء قبوله کي، نو بیا مجبوره ندي چي د لاندنې قضیې اندېښنه اکسیوماتیکی سیسټم کي دغه ډول 

 ورسره وي. 

 په خصوصیاتو باندي سیټ وجود لري.  (2.2)او  (2.1)د  1.2.قضیه  

 ټکې راوړو او جزئیات بدجوله دي. موږ دلته دهغه بنسټیزېتخنیکي پلوه یې ثبوت  ثبوت : د 

 یې لوستونکئ ته پرېږدو.

فارمول  φدي. د  a∈Aسیټ دي، موجودیت یې د لایتناهي اکسیومه تضمینوی ، او Aفرضوو  

عنصر تعیین کي، نو د  yو عنصر ته د  xتعیینوي.که د  ∅عنصر ته  aداسي لیکو،چي د « مپینګ»
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x∪{x}  عنصر تهy∪{y}  .په دغه ډول تعریف سوي مپینګ کي د تعیینويA  د سیټ تصویر د

 په خصوصیاتوباندي یوسیټ دي. دغه ادعا زموږ د ثبوت دپاره کافي ده.  (2.2)او  (2.1)

 فارمول لاندي بڼه لري: φ(x,y)د  

 (∃z)([x,y]∈z ∧[a, ∅]∈z ∧ (∀u)(∀v)([u, v]∈z→ 

    →[u∪{u}],  v∪{v}]∈z)) 

سیټ داسي  Xدغه فارمول د تعویض د اکسیومي د شیما فرضیې پر ځای کوي. ځکه نو د  

 وجود لري، چي:

    y∈X ≡ (∃x∈A) φ(x,y) 

 خاصیتونه لري.  (2.2)او  (2.1)سیټ د  Xپه اسانی سره لیدل کېږي، چي د 

 q.e.d. 

 پورتنې قضیه په جزئیاتو سره ثابته کئ.  2.2.تمرین  

د           تمرین په استناد ویلای سو چي  1.2.اکسیومو( او « ذکرسوو»د قضیې )او یا د  

خاصیت موږ ته نوموړي سیټ یکړتوب او یا  (2.3)په خصوصیاتو سیټ وجود لري. د  (2.1)−(2.3)

ه په طبیعي عددو سره ښیو. علاوه پر سره او دهغه عنصرون Nبیساري توب تضمینوي. دغه سیټ په 

،  1لکه  1+0سره ایږدو. زموږ د عرف او عادت سره سم  x+1=x∪{x}دپاره  x∈Nاو د  ∅=0دي 

 نور، لیکو. او داسي ... 3 لکه 1+2،  2 لکه 1+1

 دي.  {{∅} ,∅}=2،  {∅}=1وښیاست، چي  2.3.تمرین  

 اړېکه داسي تعریفوو: ≧پر سیټ د  Nد  

   x≦y ≡ (x=y ∨ x∈y)   (2.4) 

  ب سوي سیټ دي. سیټ ښه ترتی ≧ ,Nد  2.2.قضیه  

 لمړئ و کمکي دعوا ته ضرورت لرو.  

 دي.  y∈xاو یا  x∈yدپاره یا  x,y∈N  ،x≠yد هر  1.2.لیما  

ځکه نو خاصیتونه موږ ته د استقراء په طریقه د ثبوت اجازه راکوي.  (2.1)−(2.3)ثبوت: د  

 تعقیب کو. لمړئ به دوه سیټونه په نښه کو:دغه کړنلاره به 

  By={x∈N; y∈x ∨ y=x ∨ x∈y} 

  A = {y∈N; By=N} 

 مساوات ثابت کو.  A=Nد لیما د ثبوت دپاره کفایت کوي چي د 

پر اساس د  (2.3)بیانو د خصوصیات لري. (2.2)او  (2.1)سیټ  Aلمړئ خو به وښیو،چي د  

 لیما ادعا صدق کوي. 



207 

 

وي،  ∋B x∅دي. که  ∋∅ B∅دي. البته،  N∅B=یعني  ∋∅Aپه لمړي ګام کي په وښیو ،چي  

دي.  B ∈{x}∪x∅دي. ځکه نو  ∋∅ x∪{x}وي. په دواړه حالتو کي  ∋∅xاو یا  ∅=xنو یا باید 

 دي.  N∅B=خاصیتونه لري، پدي معنی ، چی  (2.2)او  (2.1)سیټ د  B∅فلهذا د 

N=وي ، نو  NxB=په عین ډول د استقراء ګام اخلو: که  
 x x

B


 دي.  

 q.e.d. 

N=څخه  NxB=دپاره د  N∈xثابت کي، چي د هر  4.2.تمرین 
 x x

B


 استنباط کېږي.  

الف( تمرین پر بنسټ  5.1اړېکه انعکاسي ده. د  ≧ثبوت ته: د  2.2.اوس به نو راسو د قضیې 

 x≦zوي، نو  y=zیا  x=yدي. که  y≦zاو  x≦yنوموړي اړېکه ضد تناظري ده. فرضوو، چی 

یا  x=zپه استناد یا  1.2.د لیما  دي. y∈zاو  x∈yدي. بیانو  y≠zاو  x≠yبدیهي ده. فرضوو، چي 

x∈z  او یاz∈x  دي. دx=z  الف(  5.1الف( تمرین پر بنسټ منځ ته نه راځي. همدا ډول د  5.1حالت د

 اړېکه انتقالي ده.  ≧دي، یعنی د  x∈zحالت منځ ته نه راځي. ځکه نو  x∈zتمرین له مخي د 

وجود لري، چي  a∈Aداسي غیر خالي دي. د نظم د اکسیومي پر اساس  A⊆Nفرضوو، چي 

a∩A=∅  دي، پدي معنی ، چي دx∈A  دپارهx∈a  په استناد د  1.2.ځکه نو د لیما نه کوي. صدق 

x∈A دپاره a≦x  یعنی ،a  دA  .د سیټ کوچنئ ترین عنصر دي 

 q.e.d. 

 اوس نو ضرور دي، چي د طبیعي عددو جمع او ضرب تعریف کو.

 یوازنئ مپینګ په لاندې خصوصیاتو وجود لري: NN×f:Nد  .2.3قضیه

   f(x, 0)=x    (2.5) 

  f(x,y+1)=f(x,y)+1    (2.6) 

قضیې په شان کولای سو  1.3.4به دلته کاپی کړو. د آشنا جوړښتونه او مفکوري  تهثبوت: موږ

ثابت کو، چي دغه ډول مپینګ نهایت یو وجود لري. پاته سو ددغه ډول مپینګ د موجودیت سوال. 

قضیې و ثبوت ته ورته دی.لاندنئ سیټ په نښه  .4.2.2ترجزئیاتو یې تېریږو ، ځکه چي جوړښت یې د 

 کوو:

F= {h⊆N3 ; مپینګ دي h , [0,0]∈D(h), دپاره (2.6) او (2.5) صدق کوي[x,y], 

[x,y+1]∈D(h) د}  

 زموږ مطلوب مپینګ دي. f=⋃Fبیانو 

 په جزئیاتو ثبوت کئ. 3.2.قضیه  5.2.تمرین 

شرطونه موږته د طبیعي عددو پېژندل سوي د جمع خاصیتونه را پیادوي.پد ی  (2.6)او  (2.5)

 طبیعي عددو د جمع په نامه یادوو.  x,y∈Nپه بڼه لیکو او د  x+yقیمت د  f(x,y)ډول د 

 د طبیعي عددو د ضرب موجودیت ثابت کئ. 6.2.تمرین  
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او پر لرو، چي پر هغه باندي جمع او ضرب تعریف سویدې ،  Nاوس نو د طبیعي عددو سیټ  

سیټ ښه ترتیب سوي سیټ  ≧ ,N، )ځکه چي «کارکوي»هغه د ریاضي د استقراء د ثبوت طریقه 

یو شي  μد ته پراختیا ورکو. و رینګ  Zسیټ ته د تامو عددو  N(. موږته په آشنا کړنلاره باندي د دي

 n–مرتبه جوړه په  [μ, n]دي. د  {{∅}}=μیا  μ=[0, 0]ډول رااخلو، د بېلګي په  Object)څېز( 

 سره ښیو.

    Z=N∪({μ}×(N−{0})) 

د دوو عنصرو  Zد دي.  =n−zدپاره   N∈n−{0}د کم  یا N∈zوي، نو  Z∈zایږدو. پدي معنی،که 

Z∈2,z1z  2دپاره دهغوی جمعz+1z z= :داسي تعریفوو 

یعنی د هغوی د جمع حاصل د طبیعی عددو د جمع  zطبیعي عددونه وي، نو  N∈2,z1zکه  1. 

 دي.  2z+1zحاصل 

دي، خو د  =m−1z zدپاره    m ≧1zوي، نود N∈1z  ،m−=2z  ،{0}−N ∈mکه   2. 

m <1z   1(دپارهz −(m−z= .دي 

 دي. =m)+(n−zوي، نو  n−=1m, z−=2z {0},−N∈n,mکه  3. 

 وي، نو و دوهم حالت ته ورته پر مخ ځو. n=−1N, z∈2zکه   4. 

انتګرال دومین  Zاو پدي هکله چي د سیټ ددوو عنصرو ضرب تعریفوو.  Zپه ورته شان د  

Integral Domain  ،تبدیلي رینګ دواحد عنصر درلودونکي، پر صفر دوېش دوړتوب ماسیوا( دي(

د ددکینډ د مقطع په مرسته د هغه  د سیټ جوړښت او Qدفیلډ په صفت د  –ان باوري کو. بل ګام خپل ځ

زه باور لرم ، چي لوستونکئ د موضوع سره آشنا او یا د هغه په هکله په کتابو  –و فیلډ ته  Rپراختیا د 

 د سیټ د ZFی سي. البته دغه ټوله جوړښتونه د ( لوستلا [7],[9],[17],[18]کي )د بېلګي په ډول 

 عملي سوي دي.په چوکاټ کي تیوري 

 نورتمرینونه 

 صدق کوي.  n={0,1,2, ..., n−1}دپاره  n∈Nثابت کئ، چی د هر طبیعی عدد  7.2.

اړېکي په ذریعه په  "x∈y ∨ x=y"سیټ داسي وجود لري، چي د  X⊇Nثابت کئ، چي د  8.2.

 ښه ترتیب سوي دي. پوري    ω+ω ترتیبي ټیپ 

اړېکي په  "x∈y ∨ x=y"په نامه یادوو، که د  Ordinal Numberسیټ د ترتیبي عدد  Xد  9.2.

 دي.ثابت کي : x⊆Xدپاره  x∈Xذریعه ښه ترتیب سوي وي، او د هر سیټ 

 ترتیبي عدد دي؛ n∈Nهر   الف( 

 ترتیبی عدد دي؛ Nب(  

 ترتیبي عدد دی.  N∪{N}ج(  

ثابت کئ، چي دوه ترتیبي عددونه یوازي او یوازی هغه وخت یودبله سره مساوي دي، چي  10.2.

 مساوي ترتیبي ټیپ ولري.
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په استناد ، یوازنې( ترتیبي عدد وجود  10.2ثابت کئ، چي د هر ښه ترتیب سوي سیټ دپاره )د  11.2.

 قضیې ثبوت کاپې کي( . 1.2.لري، چی د نوموړي سیټ سره مساوي ترتیبي ټیپ لري ) فقط د 

 

 د دریم د طرد قانون صدق نه کوي؟ 3.6. 
  

په دي رساله کي به په لنډ دول د ثبوت د تیوري بنسټېزي تشریح کو ، څووکولای سو تاسوته په راتلونکي 

 رساله کي د سیټ د تیوري د مافوق ریاضي ځنې مهمې نتېجي در وپېژنو.

ریاضي د بحران سره مخامخ سوه. د بحران د 16کي د تېري پېړې په پای او ددي پېړي په سر 

نتېجي د یوی برخي سره لوستونکئ آشنا دي: د سیټ تیوري منځ ته راغله ، او دهغه په اړوند ژوري 

نتېجي ، دبېلګي په ډول د حقیقي عددو په هکله، لاسته راغلي. خو په عین حال کي ځني پاردکسونه 

ډیر یې بېله سیټ د مفهوم ېکه مرغه ددغو پارادکسو څخه  )تنقیضونه( هم ورسره رامنځ ته سوه. د ن

څخه هم فورمولبندي کیدای سوای. ځکه نو هغه د ریاضي د منطق او یا په مجموع کي دریاضي 

پارادکسونه ګڼلای سو. د بېلګي په ډول د دلاک )سلمان( پارادکس ، چي د کلی د ټولو نارینوو، چي په 

 ې ورخروله ، د سیټ ومفهوم ته ضرورت نلري. خپله خپله ږېره نه خروي،  ږېره ی

غه حالت ریاضي پوهان دي ته وهڅول ، څود ریاضي و بنسټېزي ته په ځېر سره پاملرنه د 

څخه  دهغو ستنوریاضي ولاړه ده ، ټینګې کي. ټوله د هغه بنسټېزي ستنې، چي پر هغوی لمړئ وکي او 

 ت تیوري، ده. دثبو–یې یوه ستن د ریاضي منطق او دهغه اساسي برخه 

، چي په ریاضي کي ثبوت څه نه پوهېږيدي اصلآ په  و دی ته پام سو، هغوی د ریاضي پوهان 

 په دقیق ډول فورمولبندي کړه. و دهغه په اړوند نژدي مفهومونه. ځکه یې نو د ثبوت مفهوم اشي دي

رساله  1.6.کله چي په لمړئ خو باید پاملرنه وکو، چي ریاضي تل په مشخصه ژبه ویل کوي.  

 ∋,=کي مو د سیټ تیوري ترسیموله ، نو زموږ په ژبه کی سربېره پر حرفو ، دوي نښې )سمبولونه( ، 

)د میم په زور و)اټومي فارمولو څخه( د منطقي مفصلاحتوا کولي. ټوله پاته فارمولونه مو یوازي د 

طبیعی عددو تیوري په  که غواړو چي د او د کوانټورو په مرسته ارائه کوله. سره، یعنی تړونکې(

نښې )سمبولونه( احتوا کوي. ټوله  =,≧,1,0 ,+,...اکسیوماتیکه بڼه څرګنده کو، نو زموږ ژبه به د 

فارمولونه چي د طبیعی عددو په هکله ویل کوي، ددغو نښو )د هغوی په اړوند اټومي فارمولو څخه( د 

 فورمولبندي سوي دي. منطقې تړونکو او کوانټورو په مرسته 

د ژبي او اکسیومو په ذریعه راکړه سوي دي. تیوري دریاضي د تیوری فورمالیزم د هغه  

په ژبه او په  ∋,=د سیټ تیوري د  ZFاکسیومي د تیوري په ژبه کي فارمولونه دي. د بېلګي په ډول د 

او  =,∙,1رساله کي د اکسیومو په ذریعه راکړه سوي ده. د ګروپ د تیوري د فورمالیزم ژبه  1.6.

اتحادي قانون، د معکوس عنصر موجودیت او داسي اکسیومې یې د ګروپ د تیوري اکسیومې دي) 

نور( . امکان لری چي لوستونکئ دی د طبیعی عددو د تیوري د فورمالیزم سره ، چي ژبه یې         

 او اکسیومي یې د پئانو اکسیومې دي، آشنا وي.  ≧,1,0 ,+,.

ه غوښتنې دي، چي پر حقیقت بناء دي. ځني فارمولونه تل د تیوري اکسیومي د ریاضي هغ 

 حقیقت لري، هغوی د تاوتولوجي په نامه یادېږي. د بېلګي په ډول لاندنې فارمولونه تاوتولوجي دي:

                                           
 کي )ژباړن(د نولسمي پېړي په پای او د شلمي پېړې په سر  16
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  V→V , V1→(¬ V2→ V1) , (∀x) V(x)→(∃x) V(x) ,  

  (∃x)( V1(x)∨ V2(x))→(∃x)( V1(x)∨ (∃y) V2(y) 

ثبوت څه شي دي؟ په ثبوت کي ریاضي پوه غواړي چي ځانته قناعت ورکړي، چي هغه  

پدي شرط حقیت لري، چي دهغي تیوري اکسیومی چي موږ کار ارائه کوي، « قضیه»فارمول چي 

پکښي کوو ، حقیقت ولري. د ثبوت ساده ترینه بڼه مستقیم ثبوت دي، چي ګام پر ګام تر هغه وخته د 

یوازي هغه فارمولونه راوړو، چي حقیقت ړل دي څو د قضیې ثبوت لاسته راسي. حقیقي فارمولو راو

 ولري اود لاندنیو درو دلیلو پر بنسټ د هغوی څخه استنباط سوي وي. 

 راوړل سوي فارمول د تیوري اکسیومه ده 1. 

 راوړل سوي فارمول تل حقیقت لري، یعنی تاوتولوجي ده. 2. 

 ترهغه د مخکني فارمول څخه استنباط سوی دي.« ډولساده »راوړل سوي فارمول په  3. 

د تیوری په ژبه کي  Vباندی د د ریاضي د تیوری فورمالیزم په نښه کوو. فرضوو چي  Tپه  

د فارمول ثبوت ، چي د هغي تیوري اکسیومي په کار اچوي، وجود ولري، نو  Vفارمول دي. که د 

په  Tفارمول د  Vپه تیوري کي د ثبوت وړ دي) یا په بله اصطلاح د  Tفارمول د  Vوایو چي د 

فارمول د ثبوت  Vپه تیوري کي د  Tپه شکل یې لیکو. که د  T⊢ V  تیوري کي ثابتیدلای سي( او د

د سیټ د تیوري یو پیچلئ فارمول   Vد بېلګي په ډول که په شکل یې لیکو.  T⊬ Vوړ نه وي ، نو 

 قضیه وایې: 1.2.4ده، نو  (|X|<|P(X)|)(x∀)ه یې معرفي کي ، چي لنډه بڼ

    ZF ⊢ V 

پوري هغه واقعیت ارائه کوي ، چي د هغوی اړوند فارمولونه د  5.څخه تر  1.همدا ډول پاته قضیې د 

 کی د ثبوت وړ دي.البته دغه څرګندونه په ساده ډول ده.  ZFCاو یا  ZFپه 

فارمول پیدا یوداسي   V یو حالت دي ، چي د)یا پارادکس( داسي تناقض په تیوري کي  Tد  

وړ په نوموړي تیوري کی د ثبوت  T⊢¬ Vاو د هغه نفي  یعنی  T⊢ V، چي هغه پخپله  یعنی کوو 

تیوري   contradictoryمتناقضي هر څه ثابتولای سو. دغه ډول تیوری د کي تیوري  دي. په دغه ډول

په نامه یادوو. البته د یوي تیوري د معقولیت ساده ترین معیار دادی ، چي باید متناقضه نه وي. د کانتور 

د سیټ تیوری هغه ډول چي کانتور جوړه کړي وه ، د فورمالیزم په چوکاټ کي لا نه وه راغلي،خو په 

ده. ددي پېړي په سرکي ) دشلمي هغه کي د پاردکسو د موندلو په نتیجه کی معلومه سوه ، چي متناقضه 

 ABRAHAM اوابراهام  فرنکل  E.ZERMELOڅرملو  ارنستو پېړې په سر کي( 

FRAENKEL(1891−1965)  دZF  د سیټ فورمالي )صوري( تیوري ترسیم کړه او د هغي په هکله

ریاضي پوهانو وموندل، چي که د تر نن ورځي پوري چا د هغي تناقض ندی په ګوته کړی. پدی لړ کي 

ZF  پدي معنی چي تر نن ورځي «. ثابتید لای»تیوري غیر متناقضه وي ، نو د هغي عدم تناقض نسي

تیوري په غیر متناقض والي  ډاډه   ZFدم تناقض ندی ثابت سوي ، نو موږد پوري که د دي تیوري ع

ده. په تعقیب یې زموږ  متناقضه تیوري غیر ZFځکه نو په ښه نیت سره فرضولای سو، چي د  و.ی

 ټوله څېړنې پر دغه فرضیه استواري دي.

حلیل او تجزیې په نتیجه هر ت د مخکنېاوس نو ستاسو پاملرنه د مسئلي و بنسټ ته راګرځوم.  

 2000خطو په هکله ، در پیاد کئ،  پنځمه اکسیومه، د موازي  څه ثابتیدلای سي. د اقلیدیس د هند سي 
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 ، چي آیا د اقلیدس د هندسی پنځمه اکسیومه صدق کوي یا نه ، لا ینحل پاته ؤ .کاله دغه سوال 

دنوموړي مسئلي حل په نولسمي پېړي کي لوی بحث راوپاراوه، ځکه چي ډېر خلک په هغه نه پوهیدل. 

 Tدغه ناپوهی د سوء تفاهم اصلي علت ؤ. که د اقلیدس د هندسي تیوری ، بېله پنځمي اکسیومي څخه په 

 .ذکر سوي لاینحله مسئله دوه تعبیره لريد اقلیدس پنځمه اکسیومه په نښه کي، نو  Vاو ښیو، سره و

ه ړي تعبیر جواب پ؟ دي. دلم T⊢¬ Vیا   T⊢ V؟ دوهم تعبیر یې  V ∨T⊢( V ¬   (لمړئ دا چي

 T⊢¬ Vاو نه  T⊢ Vدي. ددوهم تعبیر جواب نفي دي، نه  V ∨T⊢( V ¬   (بدیهي بڼه، هو ، یعنی 

صدق کوي. هیله ده چي لوستونکئ می پدي ډاډه کړی وي، چي د مفهومو د تعریف او تشریح څخه 

می هدف د ثبوت د وړتیا مفهوم دي او بېله ماسیوا د پورتنیو سوالو درک مشکل دي. دمفهومو څخه 

ه ن» که څوک وغواړي یا نه ، بیدرنګه یې دوهم تعبیر په فکر کي راګرځي، یعنی دغه مفهوم څخه ، 

V  صدق کوي اونه¬ V .».خو دا حقیقت نه لري، ځکه نو درک یې ستونزمن دي 

ورته حالت د سیټ په تیوري کي هم ؤ. د ډېرو مهمو فارمولو په هکله پوښتنه پیدا سوه ، چي  

کي( . څرګنده سو چي پدي حالتو کي د دریم د طرد  ZFC) او یا په  ZF⊢¬ Vاو یا  ZF⊢ Vآیا 

 ZF⊢¬ Vاونه  ZF⊢ Vدپاره نه Vقانون صدق نه کوي، پدي معنی، چي دډېرومشخصو فارمولو 

 مه رساله کي به پدي هکله مشخصې بېلګي راوړم.  4.6صدق کوي. په 

د نوموړې  Vتیوري او  Tد محتوی تفصیل به دلته په دقیق نظر وګورو. که د وروستیو ادعاؤ 

 تیوري په ژبه فورمول وي، نو بیا څلور امکانات لرو:

 ؛T⊬¬Vاو  T⊢ Vالف ( 

 ؛T⊢¬ Vاو  T⊬Vب( 

 ؛T⊬¬V او T⊬V ج(

 .T⊢¬ Vاو T⊢ V د(

د د( حالت البته وایې ، چي زموږ تیوري متناقضه ده. زموږ دپاره یوازي هغه تیوری ګانې په زړه 

پوري دي، چي متناقضي نه وي. په هغه صورت کي د الف( ، ب( یا ج( حالت منځ ته راځي. د الف( 

دای . خو کیصدق کوي V ¬که  یا Vپه تیوري کي  Tاو ب( حالتونه پدي هکله فیصله کوي، چي آیا د 

د تیوري د نه فیصله  T فارمول د V سي چی دریم حالت ، یعني ج( رشتیاوي. پدغه ډول حالت کي د  

د بېلګي په ډول د اقلیدس پنځمه اکسیومه په هندسه کي قضیې  په نامه یادوو.  Undecidableکیدونکي 

بدیلي تیوري کي ت نه فیصله کېدونکي ده.نوري ساده بېلګي هم وجود لري: د بېلګي په ډول د ګروپ په

 قانون نه فیصله کېدونکئ دي. 

یوفورمول دي.  Vتیوري او  Tپه پای کي د یوي مهمي اړېکي یادونه غواړم. فرضوو چي  

په څېر یې  T+Vورکړی ده )د  extensionپه اکسیومه پراختیا  Vتیوري ته مو د  Tوایو چي د 

 T⊬¬V. په نتیجه کي لاسته راغلی تیوری یوازی او یوازی هغه وخت غیر متناقضه ده ، چي  لیکو(

 وي. لوستونکي په اساني سره ددغه حقیقت په هکله فکر کولای سی. 
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 د سیټ د تیوري نه فیصله کېدونکې قضیې 4.6. 
 

 ړوځنې ساده بېلګي به راو کي دي،دسیټ د تیوری د هغو پرابلمو ، چي د سیټ په تیوري کي نه فیصله کېدون

د ویانا ریاضي پوه کورت ګدل  1938لمړئ خو به د ټاکنې د اکسیومي په هکله درته ووایم، چي په 

KURT GÖDEL(1906-1978)  څرګنده کړه، چي که دZF موړی تیوري غیر متناقضه وي نو نو

هم غیر متناقضه ده. دغه حقیقت داسی هم تعبیرولای  ZFC، یعنی تیوري د ټاکني د اکسیومي په ګډون

سو، که د سیټ په تیوري کی د ټاکني داکسیومي په شمول تناقض ثابت کړای سو ، نو د سیټ په تیوري 

وښودله،  PAUL J. COHENکي کوهن  1963په اکسیومي څخه هم تناقض ثابتولای سو. کی بېله ټاکني 

په تیوري کي نه فیصله کېدونکي قضیه ده. د   ZFسیومه د . پدي معنی چي د ټاکني اک ZF⊬ACچي 

او اندږئي   A. Fraenkelتېري پیړي په دېرشو کلو کي پدي هکله ځني قسمې نتیجې و فرنکل 

په تیوري کي د مشخص  ZFته څرګندي وي، خو هغه هم د  ANDRZEJ MOSTOWSKIموستوسکي 

تعدیل په نتیجه کي. د نوموړي نتیجي د لاسته راوړلو د طریقو د صیقل په نتیجه کي کیدای سوای ، چي 

په تیوري کي نسی ثابتیدلای ، که یو سیټ متناهي وي نو د ددکینډ په مفهوم هم   ZFدثابته سی ، چي 

 متناهي دي. 

په تیوري کي  ZFCاکسیومی په شمول ، یعنی اوس به نو خپل وخت د سیټ د تیوري د ټاکني  

 نه فیصله کېدونکو قضیو ته وقف کړو.

په تیوري کي د  ZFCرسالي د نتیجو پر بنسټ پوهېږو، چي د  3.5.د  
1

  02او  بوج په

0هکله پوهېږو 

1
2 0یا

1
2    .څرنګه چي د صدق کوي

1
  تر بوج یوازني کوچنئ ترین بوج

0
  په حقیقت کي د(

1
  په استناد  1.2.4.بوج مو دغه ډول تعریف کړی ؤ( دي، نو د کانتور د قضیې

0نسی کیدای چي 

1
2  : وي، ځکه نو 

     0

1
2       (4.1) 

 فرضیه:باید صدق وکي. 

     0

1
2       (4.2) 

په نامه یادېږي. د کانتور په شمول ډېرو ریاضي   Continuum Hypothesisد کانتینووم د فرضیې  

پوهانو هڅې کړیدی چي نوموړي فرضیه ثبوت کي. د نوموړي فرضیې معادل د حقیقي عددو په ژبه 

 دي.  |X|=|R|د شمېر وړ سیټ نه وي ، نو  X⊆Rداسي وایې: که 

کال کي د   1938د کانتینووم د فرضیې  څخه ډېري په زړه پوری ادعاوي استنباط کېږي. په  

په تیوري کي د  ZFCکال کي د کوهن د علمي مقالي پر بنسټ د  1963ګدل د علمي مقالي او په 

په تیوري کي هر یو د  ZFCکانتینووم فرضیه نه فیصله کېدونکي قضیه ده. علاوه پر دي د 
0 0 0

12 3
2 ,2 ,2  


    .او داسي نور مساواتو څخه ، نه فیصله کېدونکي ادعاوي دي ، 

په تیوري کي به یوه بله نه فیصله کېدونکي قضیه راوړم. دحقیقي عددو خطي ترتیب  ZFCد  

 لاندي خاصیتونه لري: ≧ ,Rسوي سیټ 

  (4.3)    کوچنئ ترین او لوی ترین عنصر نلري  
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  x<z<y   (4.4)داسي وجود لري، چي  zوي ، نو  x<yکه   

  (4.5)     د ددکینډ پرنسیپ صدق کوي  

   (4.6)    احتوا کوي Q شمېر وړګڼ سب سیټد   

 کي په خپل منځ کی یودبل څخه جلا )یعنی چي مشترکه Rپه   

  (4.7)  برخه ونلري( خلاصو انتروالو هر سیټ د شمېر وړ دی  

 6.6.3.خاصیت هم لري. د  (4.7)خاصیت ولري ، نو  (4.6)البته هر خطي ترتیب سوي سیټ، چي 

 (4.3)-(4.6)قضیې څخه په استفاده سره په اساني ثابتیږي چي هر خطي ترتیب سوي سیټ چي د 

سره آیزومورف )هم شکله( دي. میخائیل یاکوفلیویچ  Rخاصیتونه ولري ، نو د حقیقي عددو د سیټ 

کي فرضیه طرحه کړه ،  1919په  MICHAEL JAKOVLEVITSCH SUSLIN(1894-1919)سوسلین 

ټ هر خطي ترتیب سوی سی یادیږي. د سوسلین فرضیه وایې، چي نن ورځ د سوسلین د فرضیې په نامه

په سره آیزومورف دي. Rخاصیتونه ولري د حقیقي عددو د سیټ  (4.7)او  (4.3),(4.4),(4.5)د ،چي 

او ستانلئ تا ننباوم  ROBERT SOLOVY، روبرت سولووئTHOMAS JECHد توماس یېخ شپېتو کلو کي 

STANLEY TANNENBAUM  د علمي مقالي په استناد څرګنده ده ، چي د سوسلین فرضیه دZFC  په

 تیوري کي نه فیصله کیدونکي قضیه ده. 

یوه بله په زړه پوري بېلګه  په تیوري کي د نه فیصله کیدونکي قضیې ZFCپه پای کي د  

اتو سره پېژندګلوي لري. که د اندازي د تیوري د اساس. فرضوم چي لوستونکئ د لبیګ د راوړم

A 0, 1 0, 1   0سیټ د لبیګ په مفهوم د اندازي وړ وي او د هر, 1∈x  مقطع د دپاره د هغه

A}∈; [x, y]0, 1∈={yxA  وي، بیانو نژدي د هري مقطع : 1اندازه مساوي په 

    yA ={ x∈ 0, 1 ; [x, y]∈A} 

د قضیې سره ، د څو بعدي انتګرالو 17ده، دغه اساسي نتیجه ده، چي  د فوبینی 1اندازه مساوي په 

رالنډونه و یو بعدي انتګرال ته، اړوند لري. دسیټ د اندازي دوړتوب فرضیه دلته بنسټیز رول لوبوي. 

سیټ هم ترسیمولای سو، چي د اندازي  Aچي د ټاکني د اکسیومي څخه په استفادي سره داسي د  ځکه

مبالغي تر پولی پوری  چي کولای سو د البته پوښتنه کېږيوړ نه وي او نوموړئ خاصیت به ونلري. 

Aسیټ دضد فوبینی سیټ په نامه یادوو ، که  Aولاړ سو او ووایو چي:د  0, 1 0, 1   د ،xA  د

سره وي. پوهېږو چي  د  0د مقطع اندازه مساوي په yAاو هره د   1هري مقطع اندازه مساوي په 

ZFC  .په تیوري کي د ضد فوبینی د سیټ دموجودیت مسئله د فیصلي وړ نده 

 

 نتیجه ؟ 5.6. 
  

هڅه مو وکړه ، چي لوستونکو ته د سیټ د تیوري ځنی بنسټیزي او کلاسیکي مفکوری ، چي  

دریاضي پوهانو پر لایتناهي د موټه د راګرځولو نتیجې دی، ور وښیو. په پای کي غواړم چي یوازي پر 

 یوه شي ټینګار وکړم ، هغه داچي ، لکه څنګه چي په څو ځله مي تکرار کړه، د سیټ تیوري د ریاضي

                                           
 )ژباړن(ایټالوي ریاضي پوه  1879Guido Fubini)-1943(ګیډو فوبینی  17
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رسالي تېر سو ، نو د سیټ تیوري د  4.6.د لایتناهي د تیوري په صفت منځ ته راغلي ده. که تر 

لایتناهي یوازنې تیوري ده. د اقلیدس هندسه د په پېړیو یوازنې د فضاء تیوري وه.د هغي خاصیتونه مو 

ي او دغه اساسآ هغه وخت ښه درک کړای سوای، چی په څنګ کي یې نوري ، غیر اقلیدسي، تیوریګان

وي، که نه ډول مجرد مفهومونه لکه توپولوژي، منځ ته راغلي. فکر کوم د افرضیه به هم پر ځای 

، چی په څنګ کي یې د هغه د څېړنې دپاره نوري ووایو چي لایتناهي هغه وخت ښه درک کولای سو

 تیوریګانی منځ ته راسي؟ 

وري څخه فرق لري، د سیټ د لیکوال ته تراوسه د لایتناهي یوازنې تیوري چی زموږد تی 

او د هغه  1935NKAĚOPV ETRP)-201(5 18د پیتر وپیینکا Alternative Set Thoeryتیوري بدیل 

ممکن بل نظر به هم پر لایتناهی په په هڅه منځ ته راغلی او پراختیا ورکړه سوي ده.  [19]د ښوونځي 

  زړه پوري وي.

 

 

 

 

                                           
 پیتر وپیینکا چکئ ریاضی پوه او فیلوسوف.)ژباړن( 18
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 اندکس 
 

 

 ا

  30   ارشیمید

  14   ارسطو

  11 اړېکه، دوه ئېزه)غبرګوني(

 11  انتقالي −

  11  انعکاسي −

  11  تناظري −

  11 غبرګیزه   −

  11  معکوسه −

  12  معادلیت −

  155 د وېشلو)تجزیې( −

  11 ضد انعکاسي −

  11 ضد تناظري −

− n 11  ـ ئېزه  

 اکسیومه

 202 داکستنزیونالیټي  −

 202  بوجد  −

 197 دتابعي ټاکني −

  192  د ټاکني  −

 198 دټاکنې کمزوري −

 202 د جوړه کیدو  −

 202 لایتناهي د −

 202 دشیما د تعویض  −

  202  د نظم  −

 202 اکسیومي د سیټ د تیوری

 181   الفباء

  81  الکوئین  د یورک

 127   الیف

 2     اقلیدیس

  21  انتروال ، تړلئ 

  21  خلاص −

 28   انجکشن

  63   انفیمم 

  160  اوږدوالی ، څانګې

 144  کلمي  −

  138   اوښتون 

 14  اویدوکسوس

 60   اویلر، ل

 65  آیزومورفیزم 

 ب

  31   بایجکشن

 146   بدلون 

  146 بېله تکراره −

  Bolzano, B 2بلزانو

  77   بوج

  165  کانتینووم −

  79 کوچنئ یا مساوي −

  77  مساوی −

  124  طاقت −

 5  فورتې ، -بورالي

 پ

 1  پارادکس)تنقیض(

  19  پرنسیپ د ارشمید 

  15  ددکینډ −

  118  دیریشله −

  95 داعظمی حد −

  149  حذف −

  149  شمولیت −

 6 د سیټ د جوړولو −

  112  د قطر  −

 یو په بل کی اېښودل سوی انتروالو −

 113  

  166  پئانو ، ژ . 

  166  د پئانو منحني

  209  د پئانو اکسیومي 
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 ت

  31   تابع

  151  د اویلر   −

  47 د سیټ کرکتري  −

  103 جوړه کونکي  −

  4  بیانې    −

 97   تارسکي ، ا. 

 64  تالي )خلف(

 213  تاننباوم ، س . 

  209  تاوتولوجي 

  13  تجزیه ، د سیټ 

  177  لبیګ −

  60 ترتیب )اوډل( نیمګړې

  64  خطي −

  64  ښه  −

  176 لیکسیکوګرافیک −

  171  ترتیبي ټیپ

  176  بوج −

 138   ترکیب  

 v,201   تړونکي

 210 تناقض په تیوری کي 

 8  تفاضل ، متناظر

 209  تیوری د ثبوت 

  دریاضي فارمولیزیشن  −

  209  

  د سیټ د تیوری بدیل −

  214  

  210  متناقضه  −

  210 غیر متناقضه −

  210 عدم تناقض −

 ټ

  189   ټاکونکئ 

  189 د سیټو د سیسټم  −

  64   ټوټه 

  64  مناسبه −

  64 په عنصر تعین  −

  170  ټیپ ترتیبي

 181  ابتدائې −

  178 نیمګړی ترتیب سوی سیټ −

  170  مساوي −

  175  منزوي −

  188  کانفاینل −

  175 ترتیبی سرحدي −

  171  کوچنئ −

  171  مساوی −

  182  جفت  −

  182  طاق −

 ث

  210  ثبوت، مستقیم

 ج

  160  جګوالی د څانګې

  160  دوني −

  123  جمع د بوج

  175 ټیپود ترتیبی  −

  66  سلسلو  −

 129 دبوج د سیسټم  −

 6 جوړه ،مرتبه)اوډلي(

 ح

   145  حرف)توری(

 څ

  73 پر قاعده pڅرګندونه د 

  پر قاعده دورانی pد −

 73  

  پر قاعده حقیقی عدد pد −

 74  

  52  څرملو، ا 

 193  څورن، م.

 ځ

 62   ځنځیر
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 د

  15  ددیکیند، ر

  10   دریئېزه 

 118 دیریشله ، پ، ج، ل

 ډ

  61  ډیاګرام ، ها سه

  10   −د وین 

 ر

  5  رسل ، ب . 

 5  ریچارد ، ی 

  155   رنګول

 ژ

   58  ژۍ )ضلع(

 س

  23  ساحه ، د تعریف

  23  د قیمتو −

  6  سب )لاندی(،سیټ

  59  ګراف −

  117  فیلډ −

  160  کلمه −

 15,63   سپریمم

 30  سرجکشن

  63  سرحد، کښتنئ

  63  پورتنئ −

 15پورتنئ د حقیقي عددو −

  53  ستراتېژي

  54  د ګټلو −

  2  سلسله ، د فوریر

  66  عددی −

  66  متقاربه −

  67  هندسې −

  96  سلوستر ، ج.ی. 

  213  سوسلین، م. ی. 

 213  ، ر سولووئ

  42  سیسټم د سیټو

 د څرملوـفرنکل د اکسیومو  −

202 

  213 سیټ ، ضد فوبیني 

  70  د کانتور −

   نیمګړئ ترتیب سوی −

60 

  64 ترتیب سويښه  −

  155  متجانس −

  164  ګڼ  −

  64 ګڼ ترتیب سوي −

 استقرائې ترتیب سوي −

−   193   

  155  یورنګه  −

  90  متناهي −

  92 ددیکیند په مفهوم  −

  97 د تارسکي په مفهوم  −−

  64 خطي ترتیب سوي −

  90  لایتناهي −

  99 دشمېر وړ −

  99 بی شمېره  −

  169  بشپړ −

  7  طاقت −

  6  خالي −

  20 د تامو عددو −

  15 دحقیقي عددو −

  16 د طبیعي عددو  −

  20 دناطقو عددو −

  15 دلوړي خوا محدود −−−

  100 په لاړ پېیل کېږي −

  189 د ښه ترتیب وړ −

  53 دخوځښتو −

  170  تړلئ −

  45تصویر په مپینګ کي −

  64 د کښتې خوا محدو −

  64 دلوړې خوا محدود −

 8  سیټونه ، یودبله بېل



218 

 

 8 مشترکه برخه −

  8  تفاضل −

  ش

  Inclusion  6شمول 

  115  شنایدر ، ټ . 

  202 شیما،د سب سیټ داکسیومو

  202 د تعویض −

 ض

  123  ضرب ، د بوج 

  130 د بوج د سیسټم  −

  7 د سیټو کارتیزین  −

  11 سیټو  nد  −

  176 د ترتیبي ټیپو  −

  50 د سیټو د سیسټم  −

 ط

  111 طریقه ، د کانتور د قطر

 108 تاک  –تک  −

 ع

 عدد

  20  ناطق  −

  115  الجبری −

  115 ترانسندنت −

 16  طبیعی  −

  14  حقیقي −

  139   ترکیبي −

  67 پر قاعده pد  −

  208  ترتیبي −

  67  عدد مکمله برخه

  62  عنصر کوچنئ

  62  لوی −

  62 کوچنئ ترین −

  62 لوی ترین −

 62 عنصرونه ، د پرتلې وړ

 ف

  209  فارمول ، اټومي

  209 د سیټ د تیوری −

 210 د ثبوت وړ یپه تیوری ک−

 فرضیه 

  212 د کانتینووم  −

  96 د سلویستر  −

  213 د سوسلین  −

 210  فرنکل ، ا 

 9  فضاء ، بنسټیزه 

 142   فکتوریال

 ق

  22   قاعده

 diagonal   12قطر 

  141  قضیه د دوه حدیزه

  49  بلزانو −

  د ترانسفاینایټ استقراء −

  186 

 191  څرملو −

  158  رامسئ −

 17 دریاضی د استقراء −

د استقراءپه مرسته د جوړښت په  د ریاضی −

   32  هکله

  133  کانتور −

  87 کانتورـبرنشټاین −

  48 وایرشتراس −

  د نه فیصله کېدونکي  −

  212  

 ک

  5  کانتور، ج

  70 دیس کانتینووم  –د 

  116  کانتینووم ، حقیقی 

 58   کړۍ 

  144  کلمه )لغات(

  144  صحیحه −

  v ,201     کوانتیفیکاتور
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  193  کوراتوسکي ، ک. 

  15  کوشې ، ا،ل

 212  کوهن ، پ

 ګ

  2  ګالیله، ګ 

  96  ګالای ، ت 

  2  ګاوس ، ک . ف . 

 ګراف

  58 غوټې لرونکۍ  −

  58 مسیر لرونکي  −

  58 بی مسیره  −

  59 کامل )مکمل(  −

 115  ګلفاند ، ا. او. 

 ل

  31   لاړ

  71 بلزانوـ کوشي −

  31  متناهي −

  66  متقارب −

  117 کوي ژر وده −

  114  لامبرت ، ی. ه .  

  1  لایتناهي ، آني

  1  ممکن −

 176  لبیګ ، ه . 

 115  لژاندر ، ا. م. 

  66   لمیټ

  52   لوبه

 54 ختمیدونکي  −

  52  دلوبي نتیجه

  52  لوبغاړی یې ګټي

  14  لایبنتڅ، ګ . و. 

  161  لیما ، د کونیګ 

  193  دڅورن −

  3  لیرخ ، م .

   115  لیوویل ، ژ . 

 م

  12   معادلیت

  189  معیار، د متمادیت 

  52  د ګټلو −

  22   مپینګ 

  30 بایجکتیف −

  30  انجکشن −

  28  تطابق −

 28  ساده −

   30 سرجکشن −

  28  معکوس −

  27  مپینګونه ، ترکیب

  140  مثلث د پاسکال 

  9  مشترکه برخه

  43 دسیټو د سیسټم −

  60  مفهوم ، غبرګ 

   62 غبرګېځان  −

 65  مقطع ، ددیدیکیند 

  212  موستوسکي، ا.

  15  مېرئ ، چ .

 ن

 نقطه 

   121 د ازدحام یا تجمع −

  110 تجریدسوی)منزوی −

  152 د اوښتلو، ثابته −

 14   نیوټن ، ا

 و

  15 وایرشتراس ، ک . 

  160   ونه 

  160  د وني ریښه 
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  160  دونی څانګه 

 160  دوني څوکه 

  160  درجه −

 ه

  106  هاوزدورف ، ف. 

  115  هرمیټ ، چ. 

  183  هیسنبرګ ، ګ. 

 ی

  3  یارنیک ، و. 

  7  یووالې د سیټو

  47 د سیټو د سیټ  −

  47 د سیټو د سیسټم −

 213   یېخ ، ت.
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دلته ندي راوړی او یا د سیټ د تیوري مهمې برخي به بر کی نیسۍ، چي موږ یا  [18]او  [10] 

کتاب د سیټ د تیوري ډیر ښه او په متوسطه سویه درسي کتاب  [12]مو ډیر په لنډ ډول راوړی دي. 

ډېري کلاسیکي او په زړه پوری  لوستونکئ دي. [13]دي. په نړي کي یو د منتشرو کتابو څخه 

ډیري په زړه دی ، خو  کتاب لوستل لږ څه مشکل [5]که څه هم د  موندلای سي.کي  [16]مفکوري په 

پوري برخی ، په خاص ډول د لایتناهی کمبیناتوریک )ترکیب( ، په بر کي نیسي. د زده کړي دپاره ښه 

او   [2]دي. د مسئلي نوري څېړنې د بېلګي په ډول په   [15]او   [14]مرستندوي د سوالو مجموعي 

یب پېچلې مسئلي څېړل سوي دي، خو کتاب کي د لایتناهي ترک [2]کتابو کي راوړل سوي دي. په   [7]

کي لکه لوستونکئ چی د نامه څخه پوهېدلای سی، دسیټ په تیوري کي  نه فیصله کېدونکو  [7]په 

کتاب څخه  [11]قضیو په هکله ژور معلومات لاسته راوړای سي. تاریخي معلوماتونه تر ډېره حده د 

 رااخیستل سوي دي.

 

 

 

 

 

 

 

  

 



 د ژباړن یادداشت 
  

راسي چي پنځوس کاله مخکې د لیسي ددوری د هندسی و کتاب ته مراجعه  

وکو. تر هغه ځایه چي زما پیادیږي ، نقطه دهغه هندسي شکل په صفت چي ابعاد 

ونلري ، یعنی طول،عرض او ضخامت ونلري، تعریف سوی وه. هیڅ چا د هغي 

ابعاد  په موجودیت باندی اعتراض نه کاوه ، پدی معنی آیا داسي یو شي چي

ونلري، وجود لری ؟ یو مستقیم خط د )لایتناهي؟( نقطو څخه تشکیل سوی دي. د 

مستقیم خط په لیدوسره څنګه کولای سم چي د هغه یوی معینی نقطی ته ورسېږو؟ 

د بلي خوا په لرغوني یونان کي د اټوم کلمه د نه تجزیه کیدونکي ذری دپاره په کار 

نالوژي هغه اټوم هم تجزیه کي. آیا نقطه اچول سوی وه، خو معاصر فزیک او تک

هم تجزیه کېږي؟ که جواب مثبت وی ، نو تر کمه حده؟ څه ډول کولای سو د هغه 

عمق ته ورسېږو؟څونه نقطې باید یودبل په څنګ کي کښېږدو، څو یو قطعه خط 

 لاسته راسی؟  

 د اقلیدس د هندسی ددوو  اصولو یادونه کوم. 

یوپربل منطبق وی ، نو هغوی سره هر دوه هندسی شکلونه ، چي  1

 مساوی دي.

 کُل تر جزء لوی دي.  2

د لایتناهي مفهوم که په ساده ډول په نظر کي ونیسو ، نو هر هغه شئ چي 

متناهي نه وی ، لایتناهي دي. طبیعی عددونه لایتناهي دی ، خو طبیعی جفت 

عددو جزء عددونه هم لایتناهي دی، که څه هم طبیعي جفت عددونه د ټولو طبیعی 

دي. د هر طبیعی عدد په مقابل کي یو جفت عدد اېښودلای سو. حقیقي عددونه هم 

لایتناهي دي. خو که د هر طبیعی عدد په مقابل کي پر مستقیم خط یوه )نقطه ؟( 

کښېږدو ، مستقیم خط به مو سوری سوری وی، د بېلګې په ډول د یوه او دوو 

وی تخصیص سوی.  پوښتنه کېږي چي  ترمنځ ټولې نقطې به کم طبیعی عدد ته نه

 آیا دواړه لایتناهي سره مساوی دی؟ 

د مسئلی تاریخي تکامل نه یوازي ددی کتاب په مقدمه کي ، بلکه په هر 

فصل کي تعقیب سوی دي، خو دونه باید ووایم چي دغه ډول پوښتنې وی ، چي 

 ریاضي پوه دچکي ریاضي پوه برنارد بلزانو او وروسته د هغه پر اساس د الماني

جورج کانتور په ذریعه، د نولسمي پېړي په پای او د شلمي پېړي په سر کي،  د 

سیټ د تیوري دزېږیدو منشاء وګرځیدي. دریاضي په ټولو څانګو ، په فزیک او 

نورو علومو کي، هر چیري چي د لایتناهي د مفهوم سره مخامخ کېږو نو هلته به 



ری. ځکه نو وایو چي دسیټ تیوری د هرومرو د سیټ تیوري خپل ښاغلئ ځای ل

 لایتناهي تیوری ده. 

په تېره پیړي کي د سیټ د تیوری د تحقیقاتو په پرمختګ کي درو 

ښوونځېو ډیر مهم رول لوبولی دي. مرکزونه یې په روسیه ، پولینډ او د وخت په 

چکوسلواکیا کي وه. د چکسواکیا ښوونځي د چکي تکړه ریاضي پوه او فیلوسوف 

ر پیتر وپېینکا په لارښونه ، چي ددی کتاب مؤلف پروفیسر بوکوفسکي هم پروفیس

 دهغه سمینار غړی ؤ ، لاس په کار وه. 

کال د سپټمبر پر نهمه  د مرکزي سلواک  1939پروفیسر بوکوفسکي د 

پود کریوان په کلی کي زیږېدلي دی. د لیسی په دوره کي د ټول سلواک د ریاضی 

.  دکمینیوس په پوهنتون کي یې د ریاضي په څانګه کی د مسابقاتو اتل راوتلي دی

دعالي تحصیلاتو څخه وروسته خپله دوکتورا د پراګ د چارلس په پوهنتون کي 

اخیستی ده. لکه چي مخکي مي یادونه وکړه په پراګ کي د پروفیسر وپېینکا د 

 سمینار د تکړه او فعاله غړو څخه شمېرل کیدي. 

یسر بوکوفسکي د کوشیڅ د ښار د پاول زما د تحصیل په وخت کي پروف

یوزف ښافاریک د پوهنتون د ساینس د پوهنځي په چوکاټ کي د سیټ د تیوری 

سمینار رهبری کاوه او پدی برخه کي وځانته د یوه خاص مکتب درلودونکي ؤ. 

بنده ددغه سمینار د غړیتوب افتخار درلودی او په دغه برخه کي یې خپل 

 تحصیلات پای ته وروسول.

د حقیقي عددو د محور د ساختمان په هکله د پروفیسر بوکوفسکي اثر د 

نړي په سطحه یو د مهمو آثارو څخه دي. سیټونه او دهغوی په هکله واقعیتونه د 

پروفیسر صاحب هغه اثر دی چي ترجمه یې د ریاضي مینه والوته وړاندی کوم. 

ی ډیر مجرد پدی اثر کي پروفیسر صاحب په ډیر مهارت سره د سیټ د تیور

مفهومونه په مشخصو بېلګو کی معرفی کړیدی. دی کتاب د ژباړني ځانګړتیا پدی 

کي هم ده ، چي ډیرنوی مفهومونه او تعریفونه د پښتو وژبي ته په لمړي ځل 

داخلیږی. هڅه سوی ده چي موضوعات د ریاضي د وچ فارمول د چوکاټه بهر د 

د ښکلا  سره ملګری پاته سي. د  ژبې د ښکلا په چوکاټ کي د خپل دقت او معرفت

بېلګې په ډول د ریاضي په مروجو کتابو کي د ترادف مفهوم مأ نوس دی، خو دلته 

ما دهغه دپاره د لاړ د لغت څخه کاراخیستی دی . زما په نظر په ترادف کي د 

سیټ د عنصر و د قطارولو پر ځای د سیټ د عنصرو په لاړ پېیل، هدف ډیر 

 کوي.  څرګند او واضح افاده



د سیټ د عنصرو شمېر ، چي دسیټ د تیوری ډیره مهمه برخه ده په 

ویل سوی دی . دلته ما د سیټ د   Power of Setانګریزی ژبو کتابو کي ورته 

بوج کلمه ورته ټاکلی ده. د بوج لغت می د جمع او مفرد  په مفهوم استعمال کړی 

نو دلته هدف د بوج د  دی. کله چي وایم پر بوج باندی د جمع او ضرب عملیې ،

لغت څخه د ژبی له مخه د هغه د جمع بڼه ده.په ورځني ژوند کي ، د بېلګي په ډول 

د بوجی کلمه  )یوه بوجي اوړه او لس بوجي اوړه( هم د مفرد او هم د جمع په بڼه 

د کتاب په متن کي د هر مفهوم  د سوء تفاهم د مخنیوی دپارهاستعمال سوی ده. 

 ی معادل هم راوړه سوی دی. سره د هغه انګلیس

تراوسه پوری د ریاضي په اړوند زما لیکني او ژباړني د معاصرو 

ریاضایاتو د بنسټېزو معرفی او نشر دی . پدی اثر کی نه یوازی د سیټ د تیوری 

بنسټیزه  بلکه د هغی د استعمال بېلګې د ریاضی په نورو څانګو کي هم معرفی 

 سوی دی. 

Bad Vilbel 13.04.2020 

 س.ا.  نیازمن

 



    Abstract 

"In spite of belief that, the world around us is essentially finite, 

mathematics, physics and some other natural sciences cannot exist without 

a concept of infinity “([7a] Introduction). 

I am very happy that Prof. Dr.Lev Bukovský, DrSc. allowed me to 

translate his book "Sets and all that about them" into the Pashtu language.  

The book is intended for all those who are interested in 

Mathematics and who at least have the knowledge of Lycée level. 

The book is structured into six chapters. In the first chapter, the 

language and basics of naïve set theory will be introduced. Here the term 

of infinity is dealt with in details, it is clarified which possible sets exist, 

which operations can byße executed on them and finally is defined the 

term of relation. 

The second chapter tells us about the use and misuse of the term of 

sets, introduces us to the set of real numbers and some properties of their 

smallest subset, i.e. natural numbers. After introducing the term of 

mapping, there follows some basic application of set theory in other 

sections of mathematics, such as geometry, theory of games, or the 

equation solution. Binary relation on a given set determines the simplest 

mathematical structure. Having more details about real numbers is 

necessary to deal with the term of sequence. 

The question how many elements are contained in a set, is dealt 

with in the third chapter. Here the terms cardinality of sets, finite sets as 

well as some of their properties, and countable or uncountable sets are 

introduced. Based on the Cantor diagonal method, the uncountability of the 

set of real numbers is proven. 

The arithmetic operations on cardinal numbers, some elements of 

combinatorics, Cantor theorem and the cardinality continuum is the content 

of the fourth chapter. 

Well-orders of sets and their relation to its cardinality will be 

explained in the fifth chapter. This chapter slowly dives into the abstract 

world of theory of sets. Here the relation of well-ordered sets to the axiom 

of choice is explored. 

Chapter five examines questions regarding the well-order of sets 

and gives us answers to whether it is possible to make every set well-



ordered, and if yes, under which conditions. Here the axiom of choice 

respectively weak axiom of choice play substantial role. Some examples of 

theorems in mathematical analysis are shown, which use the axiom of 

choice in their proof, as they are not provable otherwise. 

A brief excursion into the metamathematics of set theory is taken in 

the last chapter of this book. It also introduces the Zermelo-Fraenkel 

axiomatization of set theory, considers some terms of proof theory und 

shows some undecidable theorems of the set theory.  

This book transfers the knowledge about sets in detail, rich on 

examples and exercises and contributes excellently to the teaching of 

mathematics.  
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 ګل حبیب صافی
 ننګرهار

۹ 
معیار های جدید اعمار 

 ساختمان

انجنیر محمد عمر 

 تیموری
 د متیورولوژی مبادی ۱۰ ننګرهار

پروفیسور 

 عبدالغیاث صافی
 ننګرهار

۱۱ 
الجبر او د عددونو تیوری 

 لومړی برخه
 ۱۲ ننګرهار یازمنسطان احمد ن

چگونگی مصرف انرژی در 

 ساختمان های رهایشی

انجنیر محمد عمر 

 تیموری
 ننګرهار

۱۳ 

د اوسپیز کانکرېټي عناصرو د 

لومړی صنفي کار متودیکي 

 لارښود

پوهندوی دیپلوم 

انجنیر عبادالرحمن 

 مومند

 د ژوند چاپېریال ۱۴ ننګرهار
پوهاند عارف الله 

 مندوزی
 ننګرهار

۱۵ 
کړیوال  ،کیمیاعضوی 

 ترکیبونه

پوهاند دوکتور محمد 

 غوث حکیمی
 میخانیک جامداتو ۱۶ ننګرهار

پوهنوال محمد 

 اسحق رازقی
 ننګرهار

۱۷ 
د ودانيو د جوړولو مهندسي 

 اساسات دویم ټوک

دیپلوم انجينېر 

 اسدالله ملکزی
 ۱۸ ننګرهار

د ودانيو د جوړولو 

مهندسي اساسات لومړی 

 ټوک

دیپلوم انجينېر 

 الله ملکزیاسد
 ننګرهار

 ۲۰ ننګرهار محمد طاهر کاڼی  دویم ټوک کيميايي عنصرونه ۱۹
کیمايي عنصرونه لومړی 

 ټوک
 ننګرهار محمد طاهر کاڼی 

 ۲۲ خوست کل محمد جنت زی عمومی ریاضیات ۲۱

د اقتصاد او تجارت 

-اصطلاحات )انګلیسي

 قاموس( يتو تشریحښپ

پوهنیار عبدالله 

عادل او امان الله 

 ینور

 ننګرهار

 ۲۴ ننګرهار داکتر عبدالله مهمند خطي الجبر ۲۳
انشناسی و ضرورت آن و ر 

 در جامعۀ افغانستان
 داکتر اعظم دادفر

کابل 

 پوهنتون

 مبادی اقتصاد زراعتی ۲۵
پوهاند ولی محمد 

 فائز
 ۲۶ بلخ

اساسات هندسه ترسیمی 

 مسطح

پوهنوال سید 

 یوسف مانووال
 بلخ

۲۷ 
نیکی تأسیسات و تجهیزات تخ

 ساختمان

انجنیر محمد عمر 

 تیموری

کابل پولی 

 تخنیک
 د رادیویي خپرونو تولید ۲۸

پوهنوال دوکتور 

 ماسټر واحدي
 خوست

۲۹ 
د خاورې تخریب او د 

 چاپیریال ککړتیا

پوهنیار محمد حنیف 

 هاشمي
 ۳۰ خوست

تیوری و سیاست بودجه 

 عامه

پوهنوال داکتر 

 سید محمد ټینګار
 کابل

 لیهحیوانات مفص ۳۱
پروفیسور داکتر 

 دیپلوم علی آقا نحیف
 ۳۲ هرات

 کید ارومات ،ایمیعضوي ک

 برخه کیکلیتروسیاو ه

 لګ اکترډپوهنوال 

 یز یحسن ول
 کابل

 ژې تحلیل او مدیریتد پرو ۳۳
پوهاند محمد بشیر  

 دویال
 د انجنیری میخانیک ۳۴ ننګرهار

پوهنوال محمد 

 اسحق رازقی 
 ننګرهار

۳۵ 
،  هندسهکلکولس او تحلیلي

 لومړی برخه

پوهندوی سید شیر  

 آقا سیدي
 ۳۶ ننګرهار

کلکولس او تحلیلي 

 ، دوهمه برخههندسه

پوهندوی سید  

 شیر آقا سیدي
 ننګرهار



 

۳۷ 
د کرنیزو محصولاتو بازار 

  موندنه 
 ۳۸ ننګرهار پوهاند محمد طیب

کارتو گرافی با اساسات 

 توپوگرافی

پوهنوال دوکتور 

 محمد طاهر عنایت
 ګرهارنن

 د موادو مقاومت ۴۰ ننګرهار اسد الله ملکزی انرژي سمپا کوونکي ودانۍ ۳۹
پوهنمل بهرام  

 امیری
 خوست

۴۱ 
فزیکی کیمیا ګازونه او 

 کیمیاوی ترمودینامیک
 ۴۲ ننګرهار پوهاند خیر محمد ماموند

اطلاعاتو ته د لاسرسي لارې 

 چارې
 ننگرهار دانش کړوخیل 

 ننګرهار زلمی خالقی  د فاضله اوبو انجنیري ۴۴ ننګرهار اند لطف الله صافی پوه  حیاتی جغرافیه ۴۳

 ۵۶ ننګرهار سلاطان احمد نیازمن د ریاضي په هلکه خبرې اترې ۴۵
 ولوجيیاقتصادي ج

 فلزي کانونه(-)کانپوهنه

پوهاند دوکتور  

 ف الله سهاکیشر
 ننګرهار

۴۷ 
ګروه های اجتماعی بسته )مطالعه 

 کتها(جامعه شناختی س

داکتر احمد سیر 

 مهجور

کابل 

 پوهنتون
 بلخ محمد نعیم نسین ګرم شدن کره زمین ۴۸

۴۹ 
الجبر او د عددونو تیوري 

 دوهمه برخه
 ۵۰ ننګرهار سلطان احمد نیازمن

اعمار ساختمانها )اساسات، 

 مواد و سیستم ها(

پوهندوی دیپلوم 

 انجنیر امان الله فقیری

کابل 

 پولیتخنیک

۵۱ 
جنیري کې د په سیول ان

 اټوکډ استعمال

پوهنوال میا پاچا 

 میاخیل
 وترنری عمومي پتالوژي ۵۲ ننګرهار

پوهندوی محمد 

 طاهر کاکړ
 ننګرهار

 انجنیري جیودوزی )سرو( ۵۳
پوهندی ګل حکیم 

 شاه سیدی
 ننګرهار پوهنوال عزت الله جیومورفولوژي ۵۴ ننګرهار

 د تلویزیوني خپرونو تولید ۵۵
ستر پوهنوال داکتر ما

 واحدی
 ۵۶ خوست

، اوسپنیز کانکرېټي عناصر

 لومړی برخه

پوهنوال ديپلوم انجنیر 

 عبادالرحمن مومند
 ننګرهار

 ننګرهار ذاکره بابکرخیل زولوجی غیرفقاریه ۵۸ ننګرهار ذاکره بابکرخیل زولوجی فقاریه  ۵۷

 د تهداب انجنیري ۵۹
پوهاند انجنیر زلمی  

 خالقی
 بلخ کتر عبدالله مهمنددا الجبر معاصر ۶۰ ننګرهار

۶۱ 
 یحفظ انرژ  تیرهنمود موثر

 راتیدر تعم

داکتر انجنير محمد 

 عمر تيموری
 معاصر الجبر  ۶۲ کابل

داکتر عبدالله 

 مهمند
 خوست

۶۳ 
د افغانستان د پوهنتونونو د 

 درسی کتابونو چاپول 
 ولو تهټ داکتر یحیی وردک  آلماني د افغانانو لپاره ۶۴ ټولو ته داکتر یحیی وردک

 ۶۶ ټولو ته داکتر یحیی وردک آلمانی برای افغانها ۶۵
د پروژې مدیریت په عمل 

 کې

محمد داود علم او 

 يو اف . ګهل
 ننګرهار

 صنعتي اقتصاد ۶۷
پوهاند محمد بشیر 

 دودیال
 ۶۸ ننګرهار

نباتي فزیولوژي لومړی 

 جلد

پوهنمل محمد 

 طاهر میاخیل
 خوست

 نباتي فزیولوژي دوهم جلد ۶۹
هنمل محمد طاهر پو 

 میاخیل
 ۷۰ خوست

د ساختمانونو تحلیل 

 )لومړی برخه(

پوهاند محمد 

 اسحق رازقی
 ننګرهار

۷۱ 
د ساختمانونو تحلیل )دویمه 

 برخه(

پوهاند محمد اسحق 

 رازقی
 ۷۲ ننګرهار

ډسانو د پاره د مهن

ساختماني ستاتیک زده 

 کړه

دیپلوم انجنیر 

 اسدالله ملکزی
 ننګرهار

۷۳ 
سیټونه او هر څه د هغوی په 

 هکله
     ننګرهار سلطان احمد نیازمن
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Publishing Textbooks 

 

Honorable lecturers and dear students! 

The lack of quality textbooks in the universities of Afghanistan is a serious 

issue, which is repeatedly challenging students and teachers alike. To 

tackle this issue, we have initiated the process of providing textbooks to 

the students of medicine. For this reason, we have published 311 different 

textbooks of Medicine, Engineering, Science, Economics, Journalism and 

Agriculture (96 medical textbooks funded by German Academic Exchange 

Service, 190 medical and non-medical textbooks funded by Kinderhilfe-

Afghanistan, 7 textbooks funded by German-Afghan University Society, 2 

textbooks funded by Consulate General of the Federal Republic of 

Germany, Mazar-e Sharif, 3 textbooks funded by Afghanistan-Schulen, 2 

textbooks funded by SlovakAid, 1 textbook funded by SAFI Foundation, 8 

textbooks funded by Konrad Adenauer Stiftung and 1 textbook funded by 

inasys) from Nangarhar, Khost, Kandahar, Herat, Balkh, Al-Beroni, Kabul, 

Kabul Polytechnic and Kabul Medical universities. The book you are 

holding in your hands is a sample of a printed textbook. It should be 

mentioned that all these books have been distributed among all Afghan 

universities and many other institutions and organizations for free. All the 

published textbooks can be downloaded from www.ecampus-

afghanistan.org. 
 

The Afghan National Higher Education Strategy (2010-2014) states: 

“Funds will be made available to encourage the writing and publication of 

textbooks in Dari and Pashto. Especially in priority areas, to improve the 

quality of teaching and learning and give students access to state–of–the–

art information. In the meantime, translation of English language textbooks 

and journals into Dari and Pashto is a major challenge for curriculum 

reform. Without this facility it would not be possible for university students 

and faculty to access modern developments as knowledge in all disciplines 

accumulates at a rapid and exponential pace, in particular this is a huge 

obstacle for establishing a research culture. The Ministry of Higher 

Education together with the universities will examine strategies to overcome 

this deficit ”. 



We would like to continue this project and to end the method of manual 

notes and papers. Based on the request of higher education institutions, 

there is the need to publish about 100 different textbooks each year.  
 

I would like to ask all the lecturers to write new textbooks, translate 

or revise their lecture notes or written books and share them with us 

to be published. We will ensure quality composition, printing and 

distribution to Afghan universities free of charge. I would like the 

students to encourage and assist their lecturers in this regard. We 

welcome any recommendations and suggestions for improvement. 
 

It is worth mentioning that the authors and publishers tried to prepare the 

books according to the international standards, but if there is any problem 

in the book, we kindly request the readers to send their comments to us 

or the authors in order to be corrected for future revised editions. 

We are very thankful to Kinderhilfe-Afghanistan (German Aid for Afghan 

Children) and its director Dr. Eroes, who has provided fund for this book. 

We would also like to mention that he has provided funds for 190 medical 

and non-medical textbooks so far. 

I am especially grateful to GIZ (German Society for International 

Cooperation) and CIM (Centre for International Migration & 

Development) for providing working opportunities for me from 2010 to 

2016 in Afghanistan. 

In our ministry, I would like to cordially thank Acting Minister of Higher 

Education Prof Abdul Tawab Balakarzai, Administrative & Financial Deputy 

Minister Prof Dr. Ahmad Seyer Mahjoor (PhD), Financial Director Ahmad 

Tariq Sediqi, Advisor at Ministry of Higher Education Dr. Gul Rahim Safi, 

Chancellor of Universities, Deans of faculties, and lecturers for their 

continuous cooperation and support for this project . 

I am also thankful to all those lecturers who encouraged us and gave us all 

these books to be published and distributed all over Afghanistan. Finally I 

would like to express my appreciation for the efforts of my colleagues 

Hekmatullah Aziz and Fahim Habibi in the office for publishing and 

distributing the textbooks. 
 

Dr Yahya Wardak 

Advisor at the Ministry of Higher Education 

Kabul, Afghanistan, February, 2020 

Mobile:  0706320844 

Email: textbooks@afghanic.de 



 

 

Message from the Ministry of Higher Education 
 

In history, books have played a very important role 

in gaining, keeping and spreading knowledge and 

science, and they are the fundamental units of 

educational curriculum which can also play an 

effective role in improving the quality of higher 

education. Therefore, keeping in mind the needs of the society and 

today’s requirements and based on educational standards, new 

learning materials and textbooks should be provided and 

published for the students. 

I appreciate the efforts of the lecturers and authors, and I am very 

thankful to those who have worked for many years and have 

written or translated textbooks in their fields. They have offered 

their national duty, and they have motivated the motor of 

improvement. 

I also warmly welcome more lecturers to prepare and publish 

textbooks in their respective fields so that, after publication, they 

should be distributed among the students to take full advantage of 

them. This will be a good step in the improvement of the quality of 

higher education and educational process. 

The Ministry of Higher Education has the responsibility to make 

available new and standard learning materials in different fields in 

order to better educate our students. 

Finally I am very grateful to Kinderhilfe-Afghanistan (German Aid 

for Afghan Children) and our colleague Dr. Yahya Wardak that 

have provided opportunities for publishing this book. 

I am hopeful that this project should be continued and increased 

in order to have at least one standard textbook for each subject, in 

the near future.  
 

Sincerely, 

Prof Abdul Tawab Balakarzai  

Acting Minister of Higher Education 

Kabul, 2020 
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