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 وزارت تحصیلات عالی پیام

 ،حفظ در جریان تاریخ ةشریت کتاب و اثر علمی ةرای کضث،

پخش و نشر  علم و دانش نقش عمذۀ را ةازی کرده و جس 

که در ارتقای کیفیت  پنذاشته میشىداصاصی پروصه درصی 

از اینرو ةایذ ةا در نظر داشت نیازهای روز،  تحطیلات دارای ارزش خاص میتاشذ.

صی جذیذ  ی شناخته شذۀ جهانی و ضروریات جىامع ةشری، کتث و مىاد در معیارها

 پ گردد.ةرای محطلین آماده و چا

قلتاا  اههاار صا اش و قاذردانی میانهیم کاه ةاا صاعی  از اصاتیذ و مؤلفین محترم کشىر

لیف و ترجما  کتاث درصای د یان ملای أار  در جریان صالهای متهدی ةا تدوامذ  وتلاش

 مىتىر علم و دانش را ةه حرکت در آورده انذ.خىد را اداء و 

از صایر اصاتیذ و دانشمنذان گرانقذر نیاس ضامیهنه تقا اا میانهیم کاه در رشاته هاای 

ةعاذ از چااپ ةاه  ،مرةىط  خاىد کتاث و صاایر ماىاد درصای را تهیاه و ةاه چااپ ةرصااننذ

در پیشراا ت  دصااترش محطاالین گراماای قاارار داده تااا در ارتقااای کیفیاات تحطاایلات  و

 قذم نیکی را ةرداشته ةاشنذ. ،پروصه علمی

وزارت تحطیلات عالی وهیف  خىد میذانذ تا جهت ارتقای صطح دانش محطالین عسیاس 

 کتث و مىاد درصی جذیذ و معیاری را  ةه رشته های مختلف علىم آماده و چاپ نمایذ.

همکار ماا داکاتر  و جنرال کنضىلگری جمهىری  ذرال آلمان در مسار شریف  در اخیر از 

کتاث درصای   یحیی وردک ضمیهنه تشکر  و قذر دانی مینهیم، که زمین  چاپ و تکثیر

   .اصاتیذ و صایر دانشمنذان گرانقذر  را مهیا و مضاعذ صاخته انذ

امیذوارم این کار صىدمنذ ادامه و تىصعه یاةذ، تا در آینذه نسدیک در هر مضامىن درصای  

 قل یک کتاب درصی معیاری  داشته ةاشیم. حذ ا
 

 احترام ةا

 پىهنىال دوکتىر  ریذه مىمنذ

 وزیر تحطیلات عالی

 ۹۳۱۵کاةل، 



 

 عشیش! مدؿلانگزامی و اضتادان 

اس مػکلات عمذه ةه غمارر  یکی نتىد کتث درضی در پىهنتىن های افغانطتان کمتىد و

ةماه اً اکما   نهمااآ  .ه اضما ضمااتتةماا مػماکلات سیمااد روةمازو را مدؿلان و اضماتادان  که میزود

ذ کماه نمانرینماىت هماای اضماتهاده میلکچز ها و  چپتراس  نذاغته ومعلىمات جذیذ دضترضی 

 .وعزضه میگزدد فىتىکاپی پایین و در ةاسار ةه کیهی  ةىده کهنه
 

پىهنځی  درضیعنىان کتث مختلف  ۲۲۳ما تا ةه خال ةه تعذاد ةزای رفع این مػکلات 

 طتمای عنماىان کتماث ۹۶) و سراعما  ، تعلیم و تزةیماه، اكتؿادضاینظ، انجنیزیطث، های 

عنماىان کتماث طتمای  DAAD ،۰۱۱ انجمن همکاریهای عملمای آاماان تىضط کمک مالی

 ط کمیتماماج جزمنمامای ةمامازای اطهماماال افغانطماماتانعنماماىان کتماماث طیماماز طتمامای تىضماما ۲۱جمماماع 

kinderhilfe-Afghanistan  جمیع  پىهنتىنهای آاانی  عنىان کتاب طیز طتی تىضط۴و

، کاةل و هزات، کاپیطا ،ننگزهار، تىض ، کنذهار، ةلخ تىن هاینپىه( DAUG و افغانی

 ۀكاةمال یمااد آوری اضما  کماه کماا  کتماث چمااپ غماذ .یمرا چاپ نمىد کاةل پىهنتىن طتی

 های کػىر تىسیع گزدیذه انذ. هنتىنپى کا  مذکىر ةؿىرت مجانی ةزای 

 www.ecampus-afghanistan.orgرا اس پىرتماال  و طیزطتی کا  کتاب های چاپ غذۀ طتی

 داونلىد نمىده میتىانیذ.
 

  کػىر ةیان می دارد: (۲۱۰۴ – ۲۱۰۱)عالی پلان ضتراتیژیک وسارت تدؿیلات که یدر خال

ةزای ارتلای ضطذ تذریظ، آمىسع و آماده ضاسی معلىمات جذیذ، دكیم و علمی ةزای  »

پػماتى سمینماه مطمااعذ  و مدؿلان، ةایذ ةزای نىغتن و نشر کتث علمی ةه سةان های دری

پػتى و  یةزای ریهىر  در نؿاب تعلیمی، تزجمه اس کتث و مجلات انگلیطی ةه در  .گزدد

ةذون امکانات فىق نمااممکن اضما  تماا مدؿمالان و اضماتادان در  .ختمی و لاسمی میتاغذ

 «کامی ةخؼ ها ةه پیشرف  های مذرن و معلىمات جذیذ سود تز دضترضی ةیاةنذ.
 

تهیه کتث درضی ةا پىهنتىن هماای  جم در سمینیتا ةتىان اده،ما میخىاهیم که این رونذ را ادامه د

. نیمااس اضما  ةمازای ماضطماات یم و دوران چپتر و لکچزنىت را تاکه دهیمکػىر همکاری نمای

 عنىان کتاب درضی چاپ گزدد. ۰۱۱خذاكل ةه تعذاد  تدؿیلات عالی کػىر ضالانه

 



از تمام اصتادان محترم خواهشمندیمه همد دب ش ما همال مضمویه خموما هتم  

 ۀ، ترجند و ما همه کیرروموه هما و  همتر همال خمود با اممیمد و  ممادتحرمرجیمی 

مجاوه شد  طوب هنفند عاکه  اپ و شد شا دب اختناب ما قراب دهدی، تا و  اپ نمامدی

 دصترش پوهدځه هال مرشوطد، اصتادان و محصونن قراب داده شود. 

ا شرمم  دبش مم  ذهمر شمیه پنشمدااداه و وارمماه خمود با شمد  ویماههنردان دب موبد 

ازمحصمونن عسممس  با شمردابمه. لدب امن باصتا قمیم همال ممتررتر ا  تا شتواونه مشتره ،صاختد

 هد دب اموب ذهر شیه شا ما و اصتادان محترم هنیابل نمامدی. ،خواهشندیمه ونس

كاةل تذکز اض  که اس طزف مالف وناشر نهای  کىغماؼ گزدیماذه تماا مدتىیماات کتماث ةماه 

ماده گزدد. درؾىرت مىجىدی  مػکلات درمتن کتاب، اس اضاص معیار های ةین االی آ 

تىاننذگان مدتر  تىاهػمنذیم تا نظزیات و پیػنهادات غانزا ةؿىرت کتتمای ةماه آدرص 

 های آینذه اؾلاح گزدد. پیا مالف ةهزضتنذ، تا در چا ما و

یم که چاپ این می نماجنرال کنطىلګزی جمهىری فذرال آاان در مشار شریف تػکز اس 

 ةه عهذه گزفته اض . ةلخرا ةزای پىهنتىن  کتاب

 & CIM  (Center for International Migrationو (GIZ)ةطماىر تمااؽ اس دفماتر جمای آی سیما  

Development)  راامکانات کاری  ةزایمیا مزکش ةزای پناهنذگی ةین االلی و انکػاف، که 

 امتنان مینریم. ضال گذغته در افغانطتان مهیا ضاتته اض ، اظهار ضپاص و  پنجطی 

مدماتر  پىهنماىال مدمماذ  وسیز تدؿیلات عماالی، ه پىهنىال دوکتىر فزیذه مىمنذاس مدترم

مدماتر  پىهنماىال دوکتماىر گمال خطمان ولیماشی معماین اداری و  ،علممای عثرن ةاةزی معین

مدتر  دوکتىر مدمماذ ؾمااةز مکمل الکىسی رییظ پىهنتىن ةلخ،  ذویمدتر  پىهن مالی،

 یمتػکز مینرگزامی پىهنتىن ها و اضتادان مدتر   ضایؤ ر خ، مىمنذ مػاور پىهنتىن ةل

 .نذه اخری  نمىد را تػىیم و درضیچاپ کتث  جکه پزوض

اخمذ فهمایم ختیتمای و ف مال  خکم  الله عشیش،هزکذا   همچنان اسهمکاران مدتر  دفتر

 نذ.ه ایم که در كطم  چاپ نمىدن کتث همکاری نمىدنیش تػکز مینرالزخیم 

 

 ک، مػاور وسارت تدؿیلات عالیی وردداکتر یدی

   ۲۱۰۶  می کاةل،

      ۱۷۵۶۱۰۴۶۴۱ : نمبر تیلیهىن دفتر
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  سپاس گزاري

اندكه  هآگااستادان عاليقدري كه در پوهنتونها وموسسات تحصيلات عالي افغانستان مصروف تدريس رياضيات ميباشند 

متنوع و مختلف توسط هاي ه ويوش كچرنوت هاي متعددي به ميتودهاي مسطح لات هندسه ترسيمتاامروز در زمينه اساس

تحصلي تهيه و تدريس گريده است، اماكتاب جامعي كه توسط مرجع  استادان محترم به صورت مستقلانه درهرموسسه

استادان پوهنتونها و  ليف و به دسترستادان صاحب نظر تاييد شده باشد تأذيصلاحي مانند رياست انسجام امور اكادميك و اس

ب درسي دراين تكموسسات تحصيلات عالي درسراسر افغانستان قرار نگرفته است تا به صورت واحد تدريس گردد كمبود 

  زمينه از نياز مندي هاي اوليه وزارت محترم تحصيلات عالي ميباشد .

ليف ده ها عنوان كتاب استادان محترم كمر همت بسته به تأط ، عده زيادي از انه، دراين اواخر با مساعد شدن شرايخوشبخت

كتاب دست داشته ي آن همين ب درسي، يكدرسي مورد نياز وزارت محترم تحصيلات عالي پرداخته اند. از جمله اين كتا

ميباشد كه با اجازه ، حمايت و تشويق وزارت محترم تحصيلات عالي مخصوصاً رياست محترم انسجام اموراكادميك، 

رياست محترم پوهنتون بلخ، رياست محترم پوهنحي تعليم و تربيه پوهنتون بلخ تاليف و در اختيار استادان گرانقدر، محصلان 

دان در پوهنحي هاي تعليم و تربيه ، انجنيري قرار خواهد گرفت مي خواهم از تمام مرجع محترم نهايت ر علاقمنعزيزو ديگ

ارايه خدمات صادقانه فرهنگي و علمي از خداوندج متعال مسئلت  تشكر و ابراز سپاس نموده ، موفقيتهاي مزيد شان را در

  نمايم .

ايجاب صرف وقت، تلاش شبانه روزي طاقت فرسا و حتي  جامعي اساسات هندسي ترسيمي مسطح مسلماً تاليف كتاب

ت بسار تيمي و گروهي اجرا ميگرد، مؤلف نداشتن تيم كاري را مي كند، چنانچه در كشورهاي ديگر اين امر مهم توسط ك

الحق م شاه( باور)، پوهاند عبدوسيد قياين خدمت علمي را به رهنماي و كمك استادان گرانقدرهريك، محترم پوهاند دكتور

انجام داده است، كه لطف فراون اين دكتورمحمد انوري(غوري) استادان پوهنحي ساينس پوهنتون كابل  (ايمل)و پوهاند

تاييد قرار گرفته و باصدور تقريظ هاي عالمانه آنها  دبزگوارن ، اثري كه در پيش چشمان شما خواننده عزيز قرار دارد ، مور

محترم پوهنمل احمد خالد(موحد) استاد مچنان از زحمات يم. هئاظهار سپاس و تشكر مي نما ايشانازه چاپ يافته است از اج

استاد ديپارتمنت  بيالوژي  )نسيمي (استاد محترم پوهاند محمد طاهرديپارتمنت رياضيات پوهنحي تعليم وتربيه پوهنتون بلخ ،

پوهنمل  ،ود شاه (راجي) استادان ديپارتمنت ادبيات دري احدي) ، داند حبيب االله (پوهنحي تعليم وتربه پوهنتون بلخ  پوها

پوهنحي تعليم وتربيه  استاد ديپارتمنت روانشناسي و خليل احمد ( اسحق زي) استاد ديپارتمنت كيميادستگير الحاج غلام 

اري و كمك رسانيده اند ، قلباً قدر داني ف را يثراز نگاه شيوه نگارش معياري مؤلكه در قسمت تصحيح اين اپوهنتون بلخ 

اعضاي محترم ديپارتمنت رياضي پوهنحي تعليم و نيز از   نموده موفقيتهاي روز افزون شان را از بارگاه ايزد منان آروز مندم.

در بخش  و جمشيد شهزاد  عمران خان عطائي كه در بخش تايپو تربيه پوهنتون بلخ و خاصتاً از پوهنيار محمد اصغر انوري ،

  گذاري مينمائيم.سپاس اند كمك و ياري نموده صفحه آرائي

  

 سيد يوسف مانووال والپوهن



  أ
 

  پيشگفتار

  

 ،عنايت فرمودبراي بنده  ترسيمي مسطح هندسه پروردگار توانا كه توفيق تأليف اساسات از سپاس فراوان

  احساس ميشد.در اين پو هنحي كه از سالهاي پيش نياز مبرم به تأليف چنين كتاب 

ين و واقعي تر شهودي ،گرفته ايم ما در آن قرارفضايي كه به عنوان ابزاري براي درك وتوصيف هندسه 

  سمت رياضي ميباشد.ترين ق

  د.نتلقي مينماي ،گي ميكنيمه دانشمندان هندسه را علم شناخت دنيايي كه درآن زند

آموزش هندسه از سالهاي كودكي آغازبه دليل جنبه  چندگانه هندسه ، رياضيدانان جهان به اتفاق نظر 

  د.نانضروري ميدوادامه آنرا به شكل متناسب درتمام طول برنامه درسي رياضي 

كه علاقمندي  ،وپوهنتونها ميباشد صنوف مكاتب هدرسي هم نصاب ءجزدروس هندسه  ،در كشور عزيزما

نشان ميدهند كه رسم شكل هاي  بتجار هستندجوانان با آموزش رياضيات واز جمله به هندسه زياد 

شكل هاي هندسي زيرا توسط رسم  ،استساختمان هاي هندسي عنصر اصلي آموزش رياضي  ياهندسي 

تعريف ها ، قضيه ها ، روابط متري ، مكان هاي هندسي ، تبديل هاي  :بخشهاي زيادي از هندسه مانند

، تشكيل ميدهند  هندسي رامسايل تنها موضوع بحث شكل ها نه  ،هندسي وغيره مورد استفاده قرار ميگرند

يعني   ،به هندسه ندارد ةتدا هيچ رابطد كه در ابنميكن نيزمسايل به حل هرگونه  بلكه همچنان كمك هائي

  .بر قرار كرد ةبين نقطه ،خط ، سطح وحجم را بط علميكه به كمك آنها ميتوان

از طرف ديگر ترسيمات شكل ها  ،فايق آمد ه به حل بسياري از مشكلات ميتوانك ،هندسه ترسيمي است

  ميبخشد.هني را تجسم د كه تصورات ذنهندسي وسيله جالب در گسترش درك مفاهيم هندسي ميباش

جانب حل آن ه رداشتن گام مهم بغير هندسي بله أهندسي روش حل براي يك مس  نمايشويافتن يك 

ه است كه بدون شك رسيدن به اين اهداف فراگيري هندسه ترسيمي مسطح كه درتمام ساحات زند لهأمس

كه پوهنحي  ازآنجاي .ستارا دار رهنموديمهندس ساختمانها ، هنرهاي زيبا وغيره رول  :گي انسانها مانند

 :هاي تعليم وتربيه پوهنتونها براي مكاتب وموسسات تحصيلات عالي دررشته هاي مختلف علوم مانند

واستادان را تربيه مي  مان، رياضي ، فزيك ، كيميا ، اقتصاد ، آرت ، زراعت وصنايع وغيره معل انجنيري

ي ودسترسي كامل ئهندسي آنطوريكه لازم است آشنا ترسيم شكل هايدر آن كه، آنها سببه بد . ننماي

كه هميشه سروكار با هندسه  ه هاي اختصاصي رياضي ، رياضي وفزيكتدررش از اين لحاظ ،دنپيدا كن

  دارند، به فراگير آن لازم و ضروري پنداشته ميشود .

از طرف مقامات صالحه لازم پنداشته  م تدريس مضمون هندسه ترسيمي مسطحدرصنوف سوم سمتر پنج

 ،حتمي آموزش در دوره تحصيلي لسانس ميباشد ءيك جز وتدريس مضمون هندسه ترسيمياست  شده

بسيار  ،باشد شده با تاكيد دقت موضوع مطرح واعد و قضاياي هندسه ترسيمي مسطحولي كتابي كه درآن ق



  ب
 

ون بلخ براي اينجانب وظيفه تعليم وتربيه پوهنتاست بنابراين ديپارتمنت رياضيات ، پوهنخي و اندك كم 

كه موجوده  تمفردا مطابق)  مسطح ترسيمي هاساسات هندس (تحت عنوان ي ليف كتابأتا به تسپرد 

خوشبختانه . اقدام نمايمبه رتبه علمي پوهنوال  يعلمجهت ترفيع  ،است رياضي مبرم دپيارتمنت ضرورت

ن شده كتاب هذا يي منظور گرديده ودرمدت زمان تعيموضوع از طرف وزارت محترم تحصيلات عال

تا به عمل آمد اين كتاب كوشش زياد  ،ليفأل كه در تيكمت )طحمسترسمي  اساسات هندسه(تحت عنوان 

عام فهم  زبان ساده ه بموضوعات  ،داده شده مفرداتلي تاليف ومطابق لتمام اصول وموازين ملي وبين الم

  است.يت گرديده سلسل منطقي در آن رعاتوتحرير 

تي و اعم از دول يزششاگردان مكاتب ، مراكز آموصلان پوهنتون ها وحم اين كتاب براي استادان و

  . و با اهميت مي باشد مفيدبسيار  خصوصي

بسياري ي كه بطور وسيع در قابليت هاي رياضي شان با استداد هستند  تهيه شده و محصلان كتاب براي اين 

، ضعيف در هندسه دارند، يعني كتاب هم براي ي است كه زمينه هاي متوسط ئانهآمناسب  آن از مطالب

علاقه هنرهاي آزاد رياضيات با كه  ئيلان كنج كاو ، و هم براي آنهاضعيف و هم براي محص لانمحص

  است .  آموزنده ي كه سوداي معلم رياضي شدن را در سر مپروارندئدارند و مناسب آنها

ذكر شده ، يل ألان و علاقمندان مست بلند بردن مهارت هاي مسلكي محصجه، اين كتاب  در اخر هرفصل

 كه مفاهم اساسي درك شده است گردد، ين ئاستاد ميتوانند مطمآن يل أتحرير گرديده است كه به حل مس

  . ل هر فصل مطابق علاقمندان ميباشدفصول گوناگوني اين كتاب به نوع وسيع و مستقل و موضوعات داخ و

د با هر نوع مشكلات  وزحمات ، به پايه اكمال رسانيده و در آخربا يمطالعه مي نماي را كه پيش روي يكتاب

ذكر چند مطلب از خوانده گان و علاقه مندان تقاضا مندم ، كه اگر انتقادات و پيشنهاداتي جهت بهبود 

   چاپ بعدي آن داشته باشند با جبين باز پذيرفته خواهد شد.

الومانو سيد يوسف  الوپوهن  
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  مقدمه

 ،هندسه ترسيمي مسطح عبارت از هندسه است كه نمايش ،ترتيب،ترسيم اشكال هندسي مانند مثلث ، مربع

 دايره،كثيرالاضلاع وغيره را به روي كاغذ نشان ميدهد.  ،ذوذنقه لوزي،معين، ،مستطيل

 ةدساتيرعمدقواعد و رياضيات است   ييك ركن اساس ، ويا علم اشكال ترسيمي مسطح هساساسات هند

  سيك هندسه اقليدس استوار ميباشند.ي كلاياآن عموماً بر قضا

از  "يك تصوير با ارزش ترا ست ازهزار كلمه"و "شنيدن كي بود مانند ديدن "ضرب المثل هاي چون 

بعضي از ضرب المثل كاربرد بسياري از مردم با اين قسم نظريات موافق اند، اما  سابق رواج داشته، احتمالاً

 براي همه آشكارنيست.ها 

ثري دارد.  و مي تواند ارتباط بين مكان ها مؤيك شكل يا تصويردر گفتگو ها وارتباط هاي كلامي  نقش 

دور ازهم را به ساده گي وروشني نشان دهد. نقاشان، انجنيران، مهندسان، طراحان،  يوموقعيت ها

افكار خود را با اشكال وتصاوير، عت گران و غيره... نصميناتوران وگان، شاعران... ه طنزنويسان، نويسند

. دررياضيات نيز شكلها وتصوير هاي كلي مي توانند كه به حل  سازند طرح ها ونقاشي ها قابل مشاهد ه مي

هندسي يا ساختمان هاي هندسي  را بسياري از رياضي  يكمك كنند . زيرا رسم شكل ها موردنظرمسايل 

توسط رسم شكل هاي هندسي ، بخش هاي زيادي   كهرياضي مي دانند دانان، عنصر اصلي آموزش 

تعريف ها، قضيه ها، رابطه هاي متري، مكانهاي هندسي، تبديل هاي هندسي و... مورد استفاده قرارمي  مانند،

  گيرد .

م يجالب در گسترش درك مفاهم هندسي و روش هاي ترس ةوسيل ترسيم اشكال هندسي مسطح

  گي دارد .بست به هندسه ترسيمي مسطح ،تونه گسترده جهان بشري را فرا گرفته اساشياي مادي كه به گ

ت را به حقيقت يي كلاسيك هندسه اقليدس ميباشد كه تصوارت و خيالاياو متكي بر قواعد دساتير و قضا

  مبدل ميسازد . 

  د .نربر عهده دا يها نقش مهم ستعدادا هندسي در تقويت قوه تفكر و شگوفايي ترسم شكل هاي

نش رياضيات يكشف است كه به نوبه خود نيروي آفر ثروتعمده  هندسه ترسيمي مسطح منشأ

ه كه ب رياضيدانان و دانشمندان .كنند ميهاي هندسي فكر ح ، و بسياري از رياضيدانان بصورت طرشدميبا

  ايناز اثر ،استجود آورده ه ودرجهان علم ب يتحول ها آنو نظريه هاي  ندنايل گرديده ا يكشفيات بزرگ
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ها و پيشرفت  دادعي استث شگوفااعداشته و ب جا ها آنكه هندسه در آغاز كار درذهن و انديشه اين است 

  كارشان گرديده است، مي باشد.

نطق به دانش ربيت عمومي درسدد ارزاني داشتن انديشه نظام مميگويد( اگر تعليم و ت 1985جورج پوليا 

استدلال هاي  هاي هندسي در نظر گرفته شود .حتي خاص براي استدلال مقام در آنجويان است ، بايد 

و پديده هاي جهان اطراف  أهندسه با اشي .سودمند واقع شوند ) يكن است از ديد گاه هوش افزايمساده م

د كه چگونه در عمل از ناز اين ارتباط بي خبر اند و نميدان ها كه بسياري ،ما نيز رابطه تنگا  تنگ دارد

ها مدل هاي از فضاي فزيكي را ميسازد ، بلكه براي هر بخش نته كه هندسه ني هندسه استفاده كرد . در حال

هندسه را تمثيل براي ياد  توان مي و. كنند ميكه مفهوم و خاصيت آن قالب هندسي داشته باشند مودل تهيه 

  ياد كرد .،استدلال استنتاجي است   دادن و يادگرفتن

كه  ،ميباشد هندسه ترسيمي مسطح ،كند ميدلالت آن هم چنان كه عنوان  موضوع اصلي كتاب

 رابطه بين مهارت درهندسه و مهارت در روش حل مسايل  را خاطر نشان كرده است .

 از يكپس لازم است تا  ،سروكار داريم به اشكال وترسيمات ازاينكه ما درهندسه ترسيمي مسطح

اساسي هندسه زيراكه مفاهيم اوليه در حقيقت پايه هاي  ،شته باشيمسلسله مفاهيم اوليه هندسي معلومات دا

  ترسيمي مسطح ميباشند.

وارتباط مستقيم با  ،همه علوم ديگراز مشاهده وتجربه ناشي شده مانندعلم هندسه ترسيمي مسطح 

 . اگانه ميباشدسلوب، دساتير وقواعد جدااحتياجات اقتصادي بشر دارد ومتكي بر

ي قبل از  به معني ( اندازه زمين)  تاريخ هندسه به سده ها ،كلمه يوناني استكلمه هندسه يك 

مشرق زمين مصريها وبابليها اطلاعات زيادي در باره بعضي مطالب مربوط به هندسه  ميلاد ميرسد. ملل قديم

زمين، ساختن  گيري قطعات اندازه بهكه احتياج  ياين اطلاعات را مستقيماً از تجربه وموارد ها آن ،داشته اند

بعد ها اين مقدمات دانش  .دست آورده انده انواع ظروف خانه ها ،ساختمانها ومطالعه ستاره گان داشته اند ب

را بايد شاگردان  ها آناولين رياضي دانان يوناني كه درحقيقت  .هندسه از اين ملل به يونان منتقل شد

د به يك سلسله خواص ساده اشكال هندسي آشنا از ميلا  6حتي پيش از سده  ،مشرق  زمين دانستالمان ع

ابتدا خواص ساده اشكال هندسي را مستقيماً از تجربه بدست  اندر اين وقت اين دانشمند .بوده اند

درج و پركار درانجام ي مانند خط كش نا مميگرفتند و وسايلپيچيده تر خواص ها آند وسپس نوردنĤمي

بزرگ يوناني كه حدود يك قرن پيش از اقليدس از دادن ترسيمات اشكال به افلاطون فيلسوف  كش  و خطترسيم دايره از پركال افلاطون در است شده دادهقبل از ميلاد ميزيست نسبت  (	427	تا	374	)

اندازه اش به علت اين كه نميتوانست براي رسم دايره به همان شعاع حركت كند از  ،درج كار ميگرفتنام
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 .از اين خواص را جمع آوري نمود يبسيار ،در سده سوم قبل از ميلاد ميزيستتا اينكه اقليدس  ،بين ميرفت

خدمت اقليدس هم همين است كه براي نخستين بار تمام خواص را در باره شكلهاي هندسي تا زماني او 

كشف كرده بودند در كتاب خود بنام (مقدمات)، جمع آوري وتحت نظم معين درآورد، نخستين كسيكه 

او براي اثبات يك حكم رياضي مشاهدات وتجربيات  ،طريقه منطقي منظم كرد اقليدس بودهندسه را به 

هندسه درميان علوم رياضيات  ميدانست.هم لازم  را دلال هاي منطقي، بلكه استكافي نميدانست را روزانه

قرار  ص اشكال كه درهندسه مورد مطالعهكه قضاياي وخوا ع خاص دارد اين خصوصيات دراينجاوض

مل ومشاهده ، بلكه دربسياري موارد از راه تأتنها از راه  يك سلسله قضاوت اثبات نميشود ند،ميگيرد

تساوي زواياي مجاور به قاعده مثلث متساوي الساقين ويا تساوي دومثلث كه  :مثلاً ميĤيند.مستقيم بدست 

ه مشاهده نتيجه ميشود. روشن بودن داراي اضلاع برابر باشندو بسيار ازخواص ديگر شكل هاي مستقيم از را

 .كشف كنيمراتا بسياري از مفاهيم هندسي قبل ازآنكه دقيقاً اثبات شوند  كند ميمطلب هندسي كمك 

از راه هاي اساسي براي  يمشاهده مستقيم شكل هاي هندسي دريونان قديم بيش از دوهزار سال قبل يك

هاي قديم هندسه را از مصر گرفتند وآنها مطالب  يوناني ين ويا آن خاصيت هندسي شكلها بود،شناخت ا

شكل  قضاوت واستدلال را ها آن مجاز وپراگنده اي كه براي مصريها روشن بود جمع ومرتب كردند و

سال  300درحدود  .خواص جديد براي اشكال هندسي كشف كنند كه توانستند دادند وتنها از اين راه بود

ناني دركتاب خود بنام (مقدمات) براي نخستين بار طرح اساسي براي ن يو، اقليدس هندسه داقبل از ميلاد

مي را كه معرف ساده يهندسه ريخت او كوشش كرد اصطلاحات بظاهر واضح را با دقت شرح دهد ومفاه

يعني آنچه را كه تا  ،ها آننقطه ، خط ، سطح ورابطه متقابل بين مانندترين شكل هاي هندسي هستند  

چنان  ،رپايه اين توصيف توانستباقليدس .تحت نظم درآورد رالوم شمرده ميشدآنزمان خود بخود مع

  كامل ومنطقي بسازد كه تا امروز قدرت نسبي خود را حفظ كرده است . ةهندس

  كلمه ترسيم حداقل به سه مفهوم بكار ميرود:

 هندسي مورد حل .مسئله توصيف  - 1

 .مسئله  توصيف جريان حل  - 2

  .نتيجه ميشوندمسئله  توصيف رسم تكميل شده كه ازحل  - 3

  مسئله ها وجود دارد :  در حلدودليل عمده براي توجه به شكل ها 

يك شكل درنظربگيريم. اين شكل ممكن است  آن بايد براي هندسي بوده باشد، لهئمسيك ما ئلهمساگر - 1

..  ولي اگربخواهيم همه جزئيات يا بر روي يك ورق كاغذ ترسيم شده باشد، . درذهن وتخيل ما باشد.

را همزمان درخاطر نگاه داريم . بلكه  ها آنرا  يكي پيش ازديگري  آزمايش كنيم، نمي توانيم همه 

ملاحظه آن پس ازآن  كه بر روي كاغذ ترسيم شده باشد ، امكان پذير است . يك كميت جزئي كه 
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درتخيل ما نقش بسته باشد ممكن است فراموش شود، ولي اگربر روي كاغذ بيايد باقي مي ماند. 

كه در امربه ياد  يندازد وازبعضي ناراحتي هاياوچون به آن باز گرديم مارا به ياد ملاحظات قبلي مي 

  ما را خلاص مي كند. ،آوردن ملاحظه قبلي حاصل مي آيد

ا درمسايل ساختمان هاي هندسي (ترسيم هندسي ) مورد بحث به صورت خاص استفاده ازشكل هار - 2

 قرارميدهيم .

 در آنكه  ،رابا رسم كردن شكل مشتمل بر مجهول وفرضيه ها آغاز ميكنيممسئله  ملاحظه تفصيلي چنين 

را به صورت مسئله  بيان شده، جمع آمده است  براي آنكه مسئله  همه اين عامل ها بدان سان كه درصورت 

جداگانه بفهميم لازم است كه هر فرضيه وهر جزء از شرط را جداگانه مورد مطالعه قرار دهيم.  مشخص و

سپس همه اجزاء را  دوباره به هم مي پيونديم. وشرط را به صورت يك كل ملاحظه مي كنيم (تجزيه 

يگيريم وتركيب مجدد) ودرآن مي كوشيم كه پيوند هاي گوناگون را كه مستلزم آنهاست، همزمان درنظرم

اين  ةتوانيم  همن رسم كردن يك شكل بر روي كاغذ بيم . به ندرت امكان آن است كه بدوا ببينوآنها  ر

وط را با هم تركيب كنيم اكنون به بحث درباره نكته هاي مرب ها آنجزئيات را از هم جدا سازيم وبا ر ديگر 

  به رسم عملي شكلها مي پردازيم:

رسم كنيم يا تقريبي ،  واين كار با اسباب هاي ترسيم صورت مي گيرد يا الف: آيا شكل ها رابايد درست 

  با دست، بدون اسباب؟

  هردوگونه شكل مزايايي مخصوص به خود دارند!

ب: شكل كشيده شده نبايد هيچ خصوصيت نا خواسته اي را داشته باشد ، اجزاي مختلف شكل نبايد از 

  سته شده باشند.خوامسئله  ارتباط هاي ظاهري خبر دهند كه در

وغيره  شكل هاي هندسي وگراف ها درهمه علوم نه تنها درفزيك،رياضي،كيميا،انجينري ،مهندسي...

با كاربرديك  .درروانشناسي وغيره علوم اجتماعي نيزبكارمي رود كاربردداردبلكه درعلم اقتصادوحتي

رابه مسئله  بيان كنيم وهرگونه  مه جزئيات رابه زبان شكلهامي كوشيم كه ه در آننمايش هندسي مناسب 

مي توانيد  ،هندسي نيستمسئله  شمايك مسئله  هاي هندسه آوريم .بدين ترتيب ،حتي  اگرمسئله  شكل 

غيرهندسي مسئله  كوشش كنيد تابراي آن يك شكل بكشيد.يافتن يك نمايش هندسي روشن براي يك 

توان گفت كه ترسيم يك شكل هندسي  است ودرنتيجه ميمسئله  برداشتن گام مهم به جانب حل آن 

روابط معين را بين خطوط ،دوايروغيره نشان مي دهد وازلحاظ فلسفي ،ترسيم هارامي توان به صورت 

  روشهاي حل مسائل هندسي خاص مطابق بامجموعه ثابتي ازقواعدتلقي نمود.
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ده فصل ي ادارتأليف گرديده است،  )ترسيمي مسطح ساسات هندسها(تحت عنوان  كه كتاباين 

فصل اول اصول اقليدس ، مفاهيم اوليه هندسه،  اشكال ترسيمات اساسي اقليدس، اكسييوم هاي  بوده كه در 

هندسي، در فصل  هاي مكانترسيم توسط پركار و خط كش نامدرج، ابزار ها براي ترسيم اشكال هندسي 

يك خط، تنصيف كردن  ، ترسيم ناصف عموديشده دادهدوم ترسيم قطعه خط مساوي به يك قطعه خط 

يك قطعه خط، ترسيم خط عمود بريك قطعه خط، ترسيم خط عمود بر يك خط از نقطه واقع در خارج 

، ترسيم يك خط موازي شده دادهترسيم زاويه  برابر به يك زاويه آن خط ترسيم ناصف الزاويه يك زاويه، 

ه روي آن خط، ترسيم دو خط از يك نقطه خارج آن، ترسيم خط مفروض از نقط شده دادهبا يك خط 

حصه مساوي، تقسيم يك قطعه  nموازي، تقسيم قطعه خط به پنچ حصه مساوي، تقسيم يك قطعه خط به 

، اعداد ترسيم پذير، در فصل سوم ترسيم مثلث ها، ترسيم چهار ضلعي هاي منظم، kخط به نسبت معين 

دازه ضلع، ترسيم هفت ضلعي منظم ، ترسيم پنج ضلعي منظم، ترسيم شش ضلعي منظم با معلوم بودن ان

ترسيم نه ضلعي منظم،  ترسيم ده ضلعي منظم، ترسيم يازده  ترسيم هشت ضلعي منظم با معلوم بودن مربع ،

ضلعي منظم، ترسيم دوازده ضلعي منظم، ترسيم سيزده ضلعي منظم، ترسيم پانزده ضلعي منظم محاط به 

، در فصل جهارم معرفي دايره ، ترسيم  Rدر دايره به شعاع  ترسيم هفده ضلعي منظم محاط Rدايره به شعاع 

مماس ها، مماس هاي مشترك دو دايره، ترسيم دواير مماسي، تقسيم داير به  دايره ، ترسيم مركز دايره،

چهار و هشت قسمت مساوي، تقسيم دايره به شش قسمت مساوي، تقسيم دايره به دوازده قسمت مساوي، 

ج قسمت مساوي، تقسيم دايره به هفت قسمت مساوي، ترسيم وسط هاي هندسي بين تقسيم دايره به سه وپن

ترسيم مثلث متساوي الاضلاع  دوقطعته خط، در فصل پنجم معرفي مضلعات محاطي و محيطي در دايره،

ترسيم دايره   محاط در يك دايره ، ترسيم مربع محاط دريك دايره، ترسيم دايره محيطي بر يك مثلث،

ثلث، ترسيم شش ضلعي منظم محاط در يك دايره ، ترسيم شش ضلعي منظم محيطي در يك محاطي در م

تعريف تبديل،  در فصل ششم تبديل هاي هندسي،  دايره ، ترسيم دوازده ضلعي منضم محاط در دايره،

ي تجانس يا تشابه مركز دار، انعكاس، در فصل هفتم روش ها  تناظر محوري،  انتقال، دوران، تناظر مركزي،

هندسي به وسيله ترسم هايي هندسي، روش استفاده از قضاياي معروف، روش سازنده،  هاي مسئلهحل 

 هاي مكانهندسي با استفاده از  هاي ترسيمهندسي به كمك تبديل هاي هندسي،  هاي ترسيمروش تحليلي، 

از روش هاي  هندسي با استفاده هاي ترسيمهندسي با استفاده از شكل هاي كمكي،  هاي ترسيمهندسي، 

 هاي ترسيمهندسي با قاط كردن كاغذ، ترسيم تنها با يك وسيله، در فصل هشتم كار برد  هاي ترسيمتشابه، 

اشكال هندسي، اثبات مطابقت هاي الجبري، حل هندسي معادله هاي الجبري، روش تناسب ها، روش 

روش خيام براي حل هندسي معادله اي درجه سوم ، حل هندسي غير مساوات، اضافه كردن مساحت ها، 

استفاده از رسم شكل هاي هندسي براي اثبات قضيه ها، استفاده از رسم شكل هاي هندسي باري پيدا كردن 

پيشرفته اقليدس، استفاده از قسمت هاي  هاي ترسيمخاصيت هاي جديد، تبديل مساحت ها، در فصل نهم 
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مسئله، ترسيمات و اثبات هاي بدون امكان، ترسيم تضعيف حجم مكعب، ترسيم تثليث هر  تحليلي يك

زاويه، ترسيم تربيع در دايره، ودر فصل دهم ترسيم نقاط و خطوط در فضاي سه بعدي، فضاي سه بعدي، 

ي ، ترسيم نقطه درسيستم مستو  V , Hتعين نقاط در فضاي سه بعدي، ترسيم نقطه در مستوي ها ارتسام 

  معلومات مختصر در باره طريقه هاي اساسي ارتسام ومرتسمات قايم نقطه.  W,V, Hهاي ارتسام 

بر علاوه در اخير هر فصل خلاصه هر فصل كتاب نامه و مسائل مربوط هر فصل تحرير گرديده است. 

جهت بهتر روشن شدن موضوعات در اخير اين كتاب به صورت مجموع رهنمايي و حل مسائل هر فصل 

به صورت خلاصه و دلچسپ تحرير گرديده است كه ورت گرفته است  ونيز براي علاقه مندان ضمايم ص

به تكميل اين كتاب به رضاي خداوند ج مشكلات درسي مضمون هندسه ترسيمي حل و هم علاقه مندان 

  ميتوانند.پوهنتون هاي ديگر و معلمان مكاتب منحيث مĤخذ و ازدياد معلومات از آن استفاده خوبي نموده 



7 

 

 فصل اول

  اساسات هندسه ترسيمي مسطح

وارتباط مستقيم با احتياجات  ،همه علوم ديگراز مشاهده وتجربه ناشي شده مانندعلم هندسه ترسيمي مسطح 

  سلوب، دساتير وقواعد جداگانه ميباشد.ااقتصادي بشر دارد ومتكي بر

 از يكپس لازم است تا  ،داريم سروكار به اشكال وترسيمات ازاينكه ما درهندسه ترسيمي مسطح

اشكال ترسيمات اساسي اقليدس، اكسيوم هاي ترسيم توسط پركار و خط كش  سلسله مفاهيم اوليه هندسي

زيراكه مفاهيم اوليه  ،معلومات داشته باشيم هندسي، ابزار ها براي ترسيم اشكال هندسي هاي مكاننامدرج، 

 يم.ئمينما ح ميباشند. در اين فصل هركدام آنهارا مطالعهلياساسي هندسه ترسيمي مسطدر حقيقت پايه هاي 

  اصول اقليدس .1.1

  : كند ميندسي را به سه دسته تقسيم اقليدس همه حقايق ه

دوحالت اول به حقايق ساده اطلاق ميشوند كه هيچ گونه شكي در  ،اصول موضوعه ؛ اصول متعارفه وقضايا

وجود نداشته ومستقيماً از مشاهده نتيجه ميشود بنابر اين اصول مي توانستند به عنوان اولين  ها آنصحت 

  وبراي نتيجه گيري منطقي ساير حقايق هندسي مورد استفاده قرار گيرند احكام هندسي محسوب شوند.

يعني ميبايست با كمك  ،يعني قضايا به احكامي اطلاق ميشوند كه احتياج به اثبات داشتند ،نوع سوم حقايق

  را نتيجه گرفت . ها آناحكام دونوع اول و از  راه قضاوت هاي منطقي وبهم پيوسته ، 

 ميباشد.مفاهيم هندسه ترسيمي مسطح يا علم شكلها برمبناي دستگاه هاي اكسيوماتيك اقليدسي استوار 

  ، عبارتند از :كند ميبازي  درترسيم شكل هاي هندسي رول مهم را كه واصول موضوعه و متعارفي اقليدسي

 اصول موضوعه و اصول متعارفه

  اصول موضوعه

 خط مستقيم برهر نقطه ديگر ترسيم كرد. توان مياز يك نقطه  •

 به امتداد خودش تا بي نهايت امتداد داد. توان ميهرخط مستقيم را  •

 يك دايره را ترسيم كرد . توان ميبحيث مركز وبا شعاع برابر قطعه خط  هر نقطهاز  •

 تمام زاوياي قايمه باهم مساوي اند. •
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مجموعه  زواياي يكطرفه داخلي  در آنكه  ،اگر مستقيم قاطع دو مستقيم را طوري قطعه نمايند •

وداراي  در همان طرف همديگر را قطع مينمايند. دو خطدر آنصورت  ،كمتر از دوقايمه باشند

  خواص ذيل ميباشد

  

 يم دستگاه قابل بيان باشد .ومفاه با ابزار •

  ريشه تجربي داشته باشد .  •

  اصول متعارفي

 دومقدار مساوي با مقدار سوم باهم مساوي اند.  •

 حاصل جمع ها با هم مساوي اند. ،مياگر به دو مقدار مساوي مقادير مساوي بيا فزاي •

 اند.اگر از دومقدار مساوي مقادر مساوي را كم كنيم باقي مانده هابا هم مساوي  •

 دوچيز قابل انطباق باهم برابر اند . •

  كل از جز بزرگتر است . •

 د .نهاي اساسي براي ساختمان هندسه ترسمي مسطح ميباش ههردو اصول موضوعه ومتعارفي پاي

  مفاهيم اوليه هندسه  .2.1

كه اساس  ،گرفته ميشود در نظرعنوان مفاهيم اساسي ه بفاهيم چون نقطه ؛ خط ،مستوي وفضادر هندسه م 

 ها آنسي هريكي رحالا به بر .قابل تعريف ميباشد ها آنهندسه ميباشد وهرمفهوم ديگر بااستفاده از 

  ميپردازيم.

  . انداقليدس قبل از هرچيز به تعريف دقيق مفاهيم اساسي هندسه پرداخت كه در زير تعريف شده 

نقطه ميباشد  ،وعرض وضخامت ندارداما طول  ،موقيعت دارد فقطاساسي ترين عنصر درهندسه كه  ه :نقط

و .... ارايه 		,C	,B	Aميتواند ،نقطه توسط حروف بزرگ انگليسي  شده دادهنقطه توسط يك خال نشان 

Ĥيند، نقطه عنصر ون خط مستوي و غيره به وسيله نقطه به وجود ميچساير مفاهيم وعناصر ديگر  .ميشود

  .نقطه را عنصر صفر بعدي ميدانيم  ،به عباره ديگر د.ارتفاع نميباشيعني داراي طول وعرض د، دون بعد ميباشب

خط از حركت نقطه ايجاد ميگردد خط  .خط طولي است كه داراي عرض وضخامت نمي باشد خط :

يك خط بوسيله دوحرف  .دنميسري از نقاط متمادي است كه بوسيله نوك قلم يا تباشير ايجاد شده ميتوان

  ). 4- 3، صص17نشان ميدهيم( aيا  AB ،بهمثلاً  ،شان داده ميشودبزرگ ويا يك حرف كوچك ن
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  را دارد. ها آنمنحني ويا تركيبي از ،اشكال مستقيم  ،استقامت يك خط از حيث اقسام خط:

خط مستقيم بطورنا متناهي در  ميĤيدر نمايد بوجود ين تغيآاز حركت نقطه بدون اينكه جهت خط مستقيم:

دو خط مستقيم بين دونقطه عبارت از كوتاه ترين مسافه بين آنهاست محل تقاطع  .دو جهت امتداد دارد

  . كنند ميمختصراً بنام خط نيز ياد  را خط مستقيم ،از يك نقطه است عبارت مستقيم خط

مانند دندانهاي  ،به يك استقامت نباشد طوري كه ،از تركيب خطوط مستقيم ايجاد ميگردد خط منكسر:

   درخت وغيره ...ره ، كناره برگ ا

لال ، ابرو ه ،مانند ميĤيدر كند بوجود ياز حركت نقطه ايكه جهت آن طوري متمادي تغي خط منحني:

  .  ندا شده دادهوغيره . انواع خطوط فوق الذكرقرارذيل نشان 

   

داراي طول وعرض بوده ولي  ،سطح آن قسمت از جسمي فزيكي است كه آنرا از فضا جدا مسيازدسطح:

  ...ميز وغيره سطح  آب ،سطح مانند  ،ضخامت ندارد

مانند  ،مستوي يك سطح صاف ميباشد .تعريف شده درهندسه استنامستوي يك مفهوم  سطح مستوي :

ومعمولاً درشكل هاي چهار ضلعي توسط سه حرف ويك  دسطح آب وسطح ديوار مستوي حدود ندار

,Rمانند مستوي  ،حرف كلان نشان داده ميشود S, T  يا مستوي X  )285و 3، 2، صص .(  

  

  سطح مستوي:  6كل ش
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 ،د كه مفاهيم نقطه خط وغيره تنها بيان  يك نمايش ظاهري نيستندنرا ميرسان مفهوم اين تعريف ها اين ةهم

اگر  .نتايج منطقي بعدي را بيان كرد توان مي ها آنبا اين اتكا بر  كنند ميرا بيان  يبلكه درعين حال مفاهيم

ه تشكيل ونظم اولين قدم درراولي مفاهيم علمي آن  ،ف از نظر علوم امروزي كافي نيستيچه اين تعار

هاي بعدي درهندسه دانست كه  نقطه شروع همه كار مفاهيم هندسي بشمار ميرود اين تعريف ها را بايد

  .كنند مين يخود بخود راه تكامل بعدي را معي

  اشكال ترسيمات اساسي اقليدس  .3.1

انتقال قطعه خط ، تنصيف قطعه خط ، رسم عمود بر يك قطعه خط از نقطه معين واقع برآن، تنصيف زاويه 

ن ، رسم يك مثلث با معلوم آبر ، رسم زاويه مساوي بايك زاويه ،رسم عمود از يك نقطعه خارج يك خط

بودن يك زاويه ودوضلع آن وزاويه از آن، رسم يك مثلث با معلوم بودن سه ضلع آن ،رسم مماس از يك 

نمونه هاي اشكال ترسميات از به موازات خطي مفروض از نقطهنقطه خارج يك دايره برآن، رسم خط 

كه در فصل هاي بعدي  ندا شده دادهشان بطور مختصر ذيلاً ن ميباشند.اين موضوعات اساسي اقليدس

  بحث خواهد شد.  ها آن هركدام درمورد
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)2 ،

  ). 456-454صص

ــراي حــل يــك  .  درجنام خط كش و پركاريوم هاي ترسيم توسط ياكس .4.1 ــئله  ب مس

مسـئله   يـا تعدادشـرط هـا ي لازم بـراي حـل      مسـئله   رسم كردن يك شكل هندسي ،بايدفرض هاي خاصتاً

  لازم براي رسم بعضي شكل هاي هندسي به صورت زيراست : هاي شرطكافي باشد .تعدا  اندازه به

نقطـه رامـي تـوان فصـل مشـترك دومكـان هندسـي        : براي تعيين يك  نقطه ،دوشـرط لازم اسـت   

دانست .براي تعيين يك خط ،ازلحاظ مشخص شدن آن به كمـك دونقطـه ،چهارشـرط وازلحـاظ داشـتن      

هت آن سه شرط لازم است .براي تعيين يـك دايـره ،ازلحـاظ جـاي مركزوانـدازه شـعاع آن ،سـه        نقطه  وج

  مركزويك شرط براي تعيين شعاع آن . شرط لازم است دوشرط براي تعيين 
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بايدتوجه داشت كه تعدادشرطهاي لازم براي تعيين يك شكل ازلحاظ اندازه باشـرطهاي لازم بـراي تعيـين    

به طورمثال ،براي رسم يك قطعه خط ازنظراندازه (كه وضـع   ، باهم يكسان نيستآن شكل ،ازنظروضعيت 

تنهايك شرط لازم اسـت كـه همـان انـدازه قطعـه خـط مـي باشـد          موردنظرنيست) در سطحقرارگرفتن آن 

شكل (نقطه ابتداوانتهاي آن )مشـخص باشـد بـه     در سطح.امااگربخواهيم قطعه خط رسم كنيم كه موقعيت 

چهارشرط نيازاست بديهي است كه بامعلوم بودن دونقطه ابتداوانتهاي يك قطعه خط طـول آن نيزمشـخص   

است .براي تعيين دايره ازلحاظ اندازه تنها يك معلوم كه همان اندازه شعاع دايره باشـد كـافي اسـت .زيـرا     

امركزقرارداده وباداشتن اندازه شعاع دايره رسم مي شود.اما تعيـين  شكل ر از سطحدراين صورت يك نقطه 

شكل ،يه سه شرط نيازدارد.دوشرط براي تعيين مركزويك شرط هـم بـراي    در سطحدايره ازلحاظ موقعيت 

  تعيين اندازه شعاع ،تادايره رسم شود.

هاوزاويه وپايه هندسه،رسـم يـك شـكل ازلحـاظ انـدازه ضـلع       ائل ترسيمي اساسمس چون دربيشتر

بنابراين تعدادمعلوم ها ياشرطهاي راكه ازاين ديدگاه براي ترسيم مورداستفاده باشدبررسي  ،هاموردنظراست

 مي كنيم .

  .براي رسم يك قطعه خط تنها يك معلوم كه اندازه آن مي باشدلازم است  -

  .براي رسم يك دايره تنهايك معلوم كه اندازه شعاع آن مي باشدلازم است  -

  اي رسم يك مثلث سه شرط لازم است :بر -

  ويك ضلع مثلث دو زاويهاندازه ج : ويك زاويه مثلث. دو ضلعب :اندازه الف :اندازه هاي سه ضلع مثلث، 

دوشرط وبراي رسم مثلث متساوي الاضلاع يك شرط  الزاويه قايمبراي رسم يك مثلث متساوي الساقين يا 

  كافي است.

 دو زاويهگرفت ، زيرا بامعلوم بودن  در نظربراي رسم مثلث سه جزء معلوم رانمي توان سه زاويه  :1تبصره

  زاويه سوم نيز مشخص است.

ويك ضلع حالتهاي  دو زاويهرسم مثلث بامعلوم بودن سه ضلع ودو ضلع ويك زاويه ،  :2تبصره 

  ك رسم مثلث ناميده مي شود.يكلاس

مي توانند بسيار متنوع وگونا گون باشند. يك چهار ضلعي  هشد دادهبراي رسم مثلث، شرطهاي 

س أسه شرط براي رسم يك مثلث حاصل ازسه رحدب)با داشتن پنج شرط رسم مي شود(چهارضلعي م

  س چهارم رأ چهار ضلعي ، دوشرط براي تعيين
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تعداد  چهارضلعي هاي مانند متوازي الاضلاع، مستطيل،مربع ، لوزي، ذوذنقه، چهارضلعي محاطيبراي 

  .شرطهاي لازم كمتر از پنج شرط ميباشد

نقه چهار شرط لازم است (حداقل يك ازمعلومها بايد زبراي رسم چهارضلعي محاطي وذو ،بطورمثال

ضلع)باشد .براي رسم متوازي الاضلاع يا ذوذنقه متساوي الساقين سه شرط لازم است.(حداقل يكي ضلع 

(براي لازم است باشد). براي رسم لوزي ومستطيل دوشرط ها آناصلي  دو زاويهباشدودومعلوم ديگر 

ط ضلع باشد). براي رسم مربع يك ه نباشد. وبراي لوزي حداقل يك شرمستطيل هيچكدام ازدوشرط زاوي

رسم قطرهابه چندمثلث تجزيه مي شودازين  شرط (اين شرط نبايدزاويه باشد) لازم است هرچهارضلعي با

نظررسم چند ضلعي ها به كمك رسم مثلث ها انجام مي شود.براي رسم پنج ضلعي شش ضلعي وديگر 

هاي منظم نسبت به  را تعيين كرد. بديهي است براي چند ضلعي ها شرطچند ضلعي ها نيز مي توان تعداد 

  )32ص ، 10هاي نامنظم شرايط كمتر لازم است(چند ضلعي 

    ابزارها براي ترسيم اشكال هندسي  .5.1

خط كش، پركار، نقاله ، ومثلث وجود دارند. به  :ابزارمختلفي مانندبراي ترسيم اشكال هندسي 

وطول قطعه راترسيم كرد، مختلف مي توان خط مستقيم ياقطعه خط ها به طولهايمدرج كمك خط كش 

  خطها را اندازه گرفت.

باشد رسم كرد. با استفاده از  شده دادهشان  و شعاعكه مركز  هاي دايرهبه كمك پركار مي توان 

را رسم كرد.كه يك ضلع آن موردنظر، اندازه بهنقاله مي توان زاويه ها را اندازه گرفت. همچنين زاويه اي 

 م مانند خط كشيمشخص باشد. بااستفاده از مثلث مي توان زاويه قايم رسم كرد. ابزارهاي ديگر براي ترس

  موازي ،پستوله ،پاينتوگراف مربع وغيره وجود دارد.

  است . شده دادهنشان  بعضي از ابزارها براي ترسيم اشكال هندسي ذيلاً
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ال مي توان بطور مث .براي ترسيم شكلهاي هندسي مي توان از تعداد محدودي ابزار ترسيم استفاده كرد

  م كرد.يستفاده ازپركارترسكش وپركار يا با ا از خطاستفاده شكل را تنهابا

استفاده مي مدرجرياضي دانان يوناني باستان براي رسم شكلهاي هندسي، تنها از خط كش غير 

رراخط كش وپركا مدرجامروز خط كش غيركردند.ابداع اين روش رابه افلاطون نسبت مي دهند اما

  ). 32، ص11(نامند ميوپركاراقليدسي 

صرفا مي توان  با آننيست مدرجخط كش (ستاره) ناميد. مختصراًكه آن را خط كش اقليدس :    الف:

غير از آن نمي توان عملي را با خط كش انجام داد.  ،خط مستقيم رسم كرد كه از دونقطه مفروض بگذرد

ادعا كرد كه  توان مي به وسيله آن امابطو رمثال : با آن نمي توان فاصله بين دو نقطه را اندازه گرفت 

  اوي (هم طول )اند.دوقطعه خط متس

رسم  اي دايرهفقط مي توان  ،پركاراقليدس : با پركاراقليدس كه آن را بطورمختصر پركار ناميد   ب:

بگذرد. اين تنها عملي است  ��Qباشد وازنقطه مفروض ديگري مانند ��Pمانند  نقطة كرد كه مركزآن 

مفروض باشد ��Q	و	��P) جداگانه از ,
كه مي توان با پركار انجام داد. بطورمثال: اگر نقطه سومي مانند(

رسم كرد. به اين دليل كه  PQ و شعاعبه اين مركز  اي دايره) قرار داد و’pنمي توان سوزن پركار را در (

بدين معني كه محض  مي گويند �compass	�Collapsingپركار اقليدسي را پركار فروريختني 

  حركت دادن سوزن پركار ازنقته اي به نقته اي ديگر پركارفروميريزد. 

باپركارمدرن وبعد پركاراقليدسي تفاوتي درروشي راكه به  شده حلترسيمي ساده مسئله   از يكمثال 

شكل( الف)روش آشنائي يافتن وسط يك قطعه خط با ترسيم را نشان مي  ندار،كاربردتوضح مي دهد

ن را مي توان با استفاده از يكي ازدوسرآن به عنوان آاستفاده شده زيرا طول  BCو  ACدهد. درين شكل

را با استفاده از پركاراقليدسي نمي توان   ACمركز قوس مطلوب معين كرد در حال كه شعاع دلخواه 

 ). 5، ص28(عنوان مركز دايره در نظر گرفت  B بارديگربانقطه

  
  : تنصيف قطعه خط 21شكل 
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قوي تر از پركاراقليدسي باشند. عجيب آن كه اين دوابزارها  به نظرمي آيد كه پركارهاي مدرن امروزي

معادل يكديگرند. يعني هرترسيمي را كه باپركارامروزي مي توان انجام داد با پركاراقليدسي نيز مي توان 

  انجام داد.

  به قضيه زيرتوجه كنيد:

  پركارمتعارف وپركاراقليدسي ازلحاظ رياضي معادل اند.   .1قضيه

دونقطه ديگري ،نشان مي دهيم كه يك دايره رامي توان باپركاراقليدسي بامعلوم بودن مركزآن   اثبات:

 BCوشعاع Aمركز به اي دايرهمان ساختن مسئله  يعني  .رسم كرد كنند ميكه طول شعاع آن را مشخص 

  است. 

  .كنيم ميرسم  Bوعبوركننده از  Aدايره به مركز -١

 برخورد مي كند. EوDدر  دو دايرهاين  كنيم ميرارسم  Aوعبوركننده از Bدايره به مركز  -٢

 .كنيم ميرا رسم  Cوعبوركننده از Eدايره به مركز  -٣

  كنيم ميرا رسم  Cوعبوركننده از  Dدايره به مركز  -۴

 Aدايره به مركزكنند مييكديگر را قطع  F) بارديگردر نقطه 4) و(3مرحله هاي ( هاي دايره -۵

 مطلوب است. AFوشعاع

  

  : ترسيم داوير به مركزو شعاع معلوم 22شكل

درزمان حاضرروش ترسم باخط كش  ،ي كه براي خط كش وپركار اقليدسي ذكرشديمحدوديت هاباهمه 

وپركاراز لحاظ رياضي مورد توجه فراوان است وهنگامي كه به يافتن شكلهاي كه بااين روش رسم 

ها دررسم تخنيكي ارزشي مسئله  جالبي برمي خوريم . بعضي ازين  هاي مسئله مي پردازيم به  ،شوند مي

هرحال ازروش كه براي رسم شكلهاي هندسي آنهارا ميدانستند. به  يي علمي دارد ونقشه كشان حرفه

استفاده كنيم ابرازهاي ترسيم فزيكي ونظريه رياضي متناظرباآنهادراختيارماست.درهرحالت نظريه رياضي 
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كه باخط كش  هاي ترسيمولي حاصل كار باابزارهاي فزيكي تقريبي بيش نيست. براي توجيه  ،دقيق است

 دو دايرهرا بيان كند. فرض كنيد  ها دايرهت كه چگونگي برخورد وپركارانحام مي شود به قضيه اي نياز اس

يكديگررا در  ها دايرهاست. اگر مانند شكل الف cداريم كه فاصله مركزهاي شان bو  aبه شعاعهاي 

  ازمجموع دوعدد ديگر كوچكتر است.cوbو  aدونقطه قطع كند هريك از اعداد

استفاده كينم اين سه نابرابري به دست مي آيد.  PQRاگراز سه طريق مختلف ازنابرابري مثلثي در مثلث 

  .كنند مييكديگررا قطع ن ها دايرهولي اگر يكي ازين نابرابريها درجهت ديگرمركزقرارداشته باشد

 برابر باشدسوم  ازين عددها با عددتا اند اگر مجموع دو شده دادهشكل ديگرنشان هرهاي كه در  حالت

  . اين وضعيت در قضيه زيرتعريف شده است.شوند ميمماس  ها دايره

است اگر هركدام از  c ها آناند فاصله بين مركزهاي  شده داده bو aقضيه دو دايره : دو دايره به شعاع هاي 

و  كنند مياز مجموع دو عدد ديگركوچكترباشد دو دايره در دو نقطه يكديگر را قطع  cو bو aد هايعد

  . قرار دارد كنند ميهم وصل اين در دو طرف خطي كه دو مركز را به 

  

  

 

 

 ). 124،ص 4(
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  هندسي  هاي مكان .6.1
از فضاي  هاي نقطهوقتي پره هاي يك هليكوبتردرحال چرخيدن هستند نوك پره ها مجموعه 

آن است  ها نقطهخصوصيت اين  .اطراف هليكوبتررامشخص مي كندكه داراي خصوصيت مشترك هستند

 ). 31، ص21يم(ئاند. وچنين تعريف مي نما فاصله يككه همگي از محورچرخشي پره هابه 

 ،سطح يافضااست كه داراي خصوصيت مشترك هستند هاي نقطهتعريف: مكان هندسي مجموعه همه 

هندسي سه مرحله ذيل بايددرنظرگرفته  هاي مكانبراي مشخص كردن  عضواين مجموعه مي باشد.

  شود.اين مرحله هاتوسط استدلال استقرأرياضي حاصل ميشوند. 

 كافي نقاط راكه داراي عين خاصيت باشد اندازه به - 1

 تايك شكل حاصل شود كنيم ميهم وصل با اين نقاط را - 2

دجستجو نموده نقاط كه دريافت شده ان در مجموعهمكان هندسي را تعريف نموده وبعداهًرنقطه را  - 3

  تااز صحت آن مطمن شويم

به فاصله  شده دادهرا بيابيم كه از يك نقطه ثابت  از سطحاي  نقطة مي خواهيم مكان هندسي  .1مثال

درشكل زير نشان  ها نقطه. اين كنيم ميخصوصيت مشترك هم فاصله بيان شده پيدا  درقدم اولواحدباشد. 

  اند. شده داده

  
  دايره : 25كل ش

) برابرواحداست. همچنين اگرفاصله نقطه Oروي اين دايره از مركزآن يعني ( هر نقطهاست فاصله  ��R و شعاع) oحاصل يك دايره به نظرمي رسد سوم مكان هندسي موردنظريك دايره به مركز( دوم شكل

OMبرابرواحدباشد آنگاه  Oاز M،مانند � R  پسOM  يك شعاع دايره خواهد بود درنتيجهM  روي

  دايره است  

مي باشد. براي تعيين يك م شكلهاي هندسي زابزارهاي مهم ولازم براي ترسييكي ا ، هندسي هاي مكان

دونقطه مشخص شود، براي تعيين يك خط مستقيم اگربخواهيم با، هندسي((دوشرط)) دو مكاننقطه از 

  شود به سه شرط نيازمنديم . مشخص  جهتواگربخواهيم بايك نقطه ويك (چهارشرط).چهارمكان هندسي
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مي پردازيم  مسطح يرهندسه ترسيمبه معرفي برخي ازمكانهاي هندسي ددرينجا مهم هندسي: هاي مكان

  سي كاربردبيشتر دارند.دهن هاي ترسيمكه در

سطحه به فاصله ثابتي باشد يك  در آنثابتي واقع  از نقطهسطح كه  از يكنقطة مكان هندسي  - 1

 دايره است.

  
  : دايره 26شكل 

ناصـف  اسـت   فاصـله  يـك سطح به  در آنواقع  Bو 	Aسطح كه ازدونقطه ثابت  از يكنقطة مكان هندسي 

  است. ABقطعه خط عمودي

  
  ناصف عمودي : 27كل ش

ديده مي  ∝تحت زاويه معلوم  AB مفروضسطحه كه ازآن نقطه قطعه  از يكنقطة مكان هندسي  - 2

د وزاويه مركزي روبه رو نمي گذر Bو  Aشود. بخشهاي ازدو دايره مساوي است. كه بردونقطه 

  ∝حاوي زاويه يبا قوس ها اساسيقوس هاي  ،است اين قوسها را 2 ∝به وترمشترك شان برابر 
   ). 35، ص21(نامند مي
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  : دواير متقاطع 28شكل 

 2aبرابرثابت  Bو  Aسطح كه مجموعه فاصله شان ازدونقطه ثابت  از يكنقطة مكان هندسي  - 3

  است 2aوعددثابت  Bو A محراقاست، يك الپيس به 

  
  الپيس : 29شكل 

 2aبرابرمقدارثابت  Bو A ازدونقطه ثابت اش فاصلهسطح كه تفاضل  از يكنقطة مكان هندسي  - 4

 است.                       2aوعددثابت BوAاست يك هايپربول به كانونهاي 
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 : هايپربول30شكل 

 در آنواقع  Bو  Aازدونقطه ثابت  اش فاصلهسطح كه حاصل ضرب  از يكنقطة مكان هندسي  - 5

 .سطحه مقدارثابتي است يك منحني درجه چهاراست

 

 

 

 

 

 منحني درجه چهار:  31شكل 

سطحه  در آنواقع  Bو  Aاز دونقطه ثابت  اش فاصلهسطح كه نسبت  از يكنقطة مكان هندسي  - 6

تقسيم مي كند. اين   Kرا به نسبت  BوAمقدارثابتي است، يك دايره است كه قطرش قطعه خط 

1,0k(نامند ميدايره را دايره آپولينوس  ≠                                    ( 

  
  : داير اپولينوس 32شكل 
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 �kثابتبرابرمقدار B  و Aكه مجموع مربعهاي فاصله هايش ار دونقطه ثابت  نقطة مكان هندسي  - 7
  شا و شعاع AB) وسط قطعه خطOاست يك دايره است كه مركزش نقطه (

=
��√2 � ! "#�  R .است  

  
  : دايره 33شكل 

است،  �$برابرمقدارثابت  BوAازدونقطه ثابت  اش فاصلهكه تفاضل مربعهاي نقطة مكان هندسي  - 8

=IH  ، باشد ABوسط خط  Iبه قسمي كه اگر  Hدرنقطه مانند  ABخطي مستقيم عمودبر 
����� 

 .است 

  
 : مثلث مختلف الاضلاع 34شكل 

سطح  در آنواقع  Bو Aسطح كه بين فاصله هايش ازدونقطه ثابت  از يك Mمكان هندسي نقطه  - 9

)يك دايره است به  ��� )1 ( برقرار باشد =qM#� "� %&'''' r+رابطه rوQو Pوعددهاي 

*(مركز  
�		چنان كه  ������	����� � �+ و شعاع� � ����������|��| � k�. است كهa  طول قطعه

  .است    ABخط 

 

  

 : دايره اپولينوس35شكل 
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  Iواقع دريك سطح به فاصله معلوم ∆خط مستقيم   از يكسطح كه  از يكنقطة مكان هندسي  - 10

  ازآن است .  Iفاصله  و بهمستقيم موازي آن خط دردوطرف آن  دو خطباشند 

  
 : سه خط موازي و هم فاصله 36شكل 

است ناصف  فاصله يكسطح به  در آنواقع  سطح كه ازدوخط متقاطع از يكنقطة مكان هندسي  - 11

   است. دو خطالزاويه هاي بيني آن 

  
 سه را: ناصف الزاويه زوياي متقابل ب 37شكل 

است  فاصله يكسطح به  در آنسطح كه ازدوخطي موازي واقع  از يك اي  نقطهمكان هندسي  - 12

 از آن ها است.                           فاصله يك و بهآن ها  ، بيندو خطن آيك خط موازي 

  
 صلهفاسه خط موازي و هم : 38شكل 

سطح  در آنازدوخط متقاطع واقع  اش فاصلهسطح كه مجموع  از يكن هندسي نقطه مكا - 13

قطرهاي آن هستند. وفاصله  دو خطباشد ضلع هاي مستطيلي است كه آن  	Iبرابرمقدارثابت 
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مكان  دو خطهرراس آن مستطيل ازقطرمقابلش برابراست. ياد داشت : اگردوخط متوازي باشند 

 هندسي (درصورت وجود) موازي آن ها هستند.

  
 نمايش قطرهاي مستطيل:  39شكل 

سطح برابر  در آنازدوخط ثابت واقع  اش فاصلهسطح كه تفاضل  از يكنقطة مكان هندسي  - 14

قطرهاي آن اند. وفاصله  دو خطباشد . امتداد ضلع هاي مستطيلي است كه آن   Iمقدارثابت 

 است.                                              I هرراس مستطيل ازضلع مقابلش برابر

  
 نمايش و قطرهاي مستطليل : 40شكل

سطح مقدارثابتي است  در آنازدوخط ثابت واقع  اش فاصلهكه حاصل ضرب نقطة مكان هندسي  - 15

  مجانب هاي آن هستند.   دو خطهايپربول است كه آن 

  
  ربوليپها : 41شكل
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سطح  در آنمتقاطع واقع  خطازدو اش فاصلهسطح كه نسبت  از يكنقطة مكان هندسي  - 16

يك  دو خطوباآن  ميگذرند دو خطكه برنقطه تقاطع آن .قيم استتمس دو خط ،مقدارثابتي باشد

  سيستم توافقي مي سازند.

      

  

                   اگردوخط مفروض متوازي باشنددوخط مكان هندسي نيز باآنها موازي اندياد داشت : 

 ( رأس سيستم توافقي درفاصله بينهايت ها واقع است).

  
 توافقي و راس سيستم توافقي خطوطخطوط  :  ب42كلش

 در آنسطح كه مجموع مربعهاي فاصله راس ازدوخط متقاطع واقع  از يكنقطة مكان هندسي  - 17

دو باشد يك اليپس است كه قطربزرگش برناصف الزاويه حاده ببين آن   �$سطح مقدارثابت 

  منطبق است. خط

     

  منطبق دو خطكه قطربزرگش برناصف الزاويه حاده بين  :  نمايش اليپس 43شكل 

 :  خطوط توافقي و راس سيستم توافقي خطوط الف 42شكل
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يك دايره است كه مركزش محل  Mمكان هندسي نقطه ،دناگردوخط متقاطع برهم عمود باش تبصره:

 است. دو خطبرخورد آن 

  
 باقطرها : دايره 44كلش

ازدوخط متقاطع  اش فاصلهسطح كه قدرمطلق تفاضل مربعهاي  از يكنقطة مكان هندسي  - 18

  برابرمقدار ثابتي باشد هايپربول متساوي القطرين است. 

  
 هاپيربول مستاوي القطرين: 45شكل 

سطح كه طول مماسهاي رسم شده ازآن نقطه بردايره ثابت  از يكنقطة مكان هندسي  - 19 C�O,R�	 مركزهمان دايره وشعاعشبرابرمقدارثابت دايره است كه مركزش                      +� � √-� .  است. �+

  
 دواير متحد المركز:  46ش 
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سطح  در آنواقع  C(O,R)سطح كه طاقت آن نسبت به دايره ثابت  كي ازنقطة مكان هندسي  - 20


√=’R و شعاع Oباشد يك دايره به مركز Pمقدار ثابت  .   است . �+

  
 دواير متحد المركز:  47كل ش

 به و (O)به مركز  اي دايره C(O,R)دايره ثابت  از يك Iمكان هندسي وسط وترهاي به طول   - 21

*Rشعاع    =/+� ! ���  است     

 
ط وتر دوايرمكان هندسي وس : 48كل ش  

 (O)به مركز  اي دايرهند، مماس ا  C(O,R)كه به دايره  *+به شعاع  هاي دايرهمكان هندسي مركز  - 22

+0(مماس بروني ) يا  *++Rشعاع   به و ! +*  (مماس دروني ) است.  0

 

 نمايش مماس دروني دواير : 49كل ش
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  (O)به مركز  اي دايره ،عمود اند C(O,R) رهيدا بركه   *+به شعاع  يها رهيدا مركزمكان هندسي  - 23

�+R′′=1شعاع    و به . +*  است                �

  
 نمايش مكان هندسي دواير : 50كل ش

رسم  C(O,R)نسبت به دايره مفروض  Aمفروض  از نقطهمكان هندسي وسط وترهاي كه  - 24

 است                                                OAبه قطر  اي دايره شوند مي

  
 هندسي داخل دواير هاي مكاننمايش  : 51كل ش

*()*2و     C(O,R)كه نسبت به دو دايره جداگانه نقطة مكان هندسي  - 25 ,+* طاقت برابر داشته باشد  (

به قسمي كه اگر وسط قطعه خط  Hدمانن در نقطة دو دايرهخطي است عمود برخط المركزين 

OO’) ( ،باشد  IH''' = 
����� �����   .نامند مي دو دايره محور اصليرا  دو خطاست. اين  	

  
 نمايش محور جذري دواير : 52شكل 
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*+,(�*2و  C(O,R) دو دايرهآن نسبت به  هاي طاقت *
 و Pكه بين نقطة مكان هندسي  - 26   رابطه *�

 KP+K
* *,$,K) برقرار باشد **$= $**  عددهاي معلوم هستند يك دايره با يك خط مستقيم است    (

  
 نمايشي دواير به يك خط مستقيم :  53شكل 

**Rبه شعاع  هاي دايرهمركز مكان هندسي  - 27 *Cو   C(O,R) دو دايره كه بر  �O,R* مماس اند يك  *�

  پارابول است  

 
پارابول : 54كل ش  

**+,(�*2و   C(O,R)جداگانه   دو دايرهعمود بر  ها مركز دايرهمكان هندسي  - 28 محور بخش از (

                                    .قرار دارد دو دايره در خارجكه  ،است دو دايره اصلي

  
 نمايش محوري اصلي دو دايره در خارج دواير :  55كل ش
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سطح  در آنواقع  ∆ثابت  خط و Fثابت  از نقطه اش فاصلهسطح كه  از يكنقطة مكان هندسي  - 29

 است     ∆ هاي خطو  Fبول به كانون يك پارا برابر باشد

  
 هايپربول:  56كل ش

ثابت  از خط اش فاصلهبه  F ثابت از نقطه اش فاصلهسطح كه نسبت  از يك Mمكان هندسي نقطه  - 30

به  طوري كهباشد يك اليپس با يك پارابول است    e≠1ثابت در مقدارسطح  در آنواقع  ∆

  ] 17 [باشد.   e>1يا  e<1ترتيب 

  
 اليپس: 58شكل                                   پارابول  :  57شكل                          

  هندسي هاي ترسيم مسايلاستراتيژي حل 7.1.

  : كنيم مياستراتيژي ذيل استفاده  هندسي از هاي ترسيم هاي مسئله  در حل

  كنيم ميفرض  شده حلترسيم را مسئله   - 1

 .كنيم ميترسيم را تبديل به يافتن يك نقطه مجهول مسئله   - 2

به يك مكان هندسي  ها شرطاز  هركدام كه طوري به،كنيم ميتقسيم  جز دورا به مسئله   هاي شرط - 3

 مستقيم با دايره باشد . بايد خطهندسي  دو مكان از اينيك  هر وبراي نقطه مجهول تبديل شود 

 نقطه مجهول فصل مشترك اين دو مكان هندسي است. - 4
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 ياساس برگام  و اينسودمند است. زير نيز گام سههندسي برداشتن  هاي مكانكردن  براي مشخص

  است. و استقرااستدلال 

  بيابيد. ،كنند ميصدق  شده دادهرا كه در خصوصيت  هاي نقطهكافي  اندازه بهگام اول: 

  .موردنظر پيدا كندهندسي  از مكانرا به يكديگر وصل كنيد تا شكلي شهودي  ها نقطهگام دوم: آن 

كه  هاي نقطه ة مجموع هر نقطه در آيا ،سپس بررسي كنيد ،گام سوم: مكان هندسي را تعريف كنيد

خصوصيت صدق  در اينكه  هر نقطه آيابرعكس  . وكند ميصدق  شده دادهدر خصوصيت  ايد يافته

  ؟قرار دارد ايد يافتهن كه در مجموعه  آكند 

) (به فاصله  (L) شده دادهخط  از يككنيد  را پيدا از سطحنقطة مكان هندسي  .1مثال
  باشد. ��

 :حل

     كنيم ميپيدا  ،كنند ميخصوصيت صدق  در اينكه  هاي از نقطه تعداد ابتدا گام اول: 

  
  معين اندازه به:  نمايش فاصله يك خط از نقطه  59شكل 

مستقيم به  دو خط قرار دارندكه دريك طرف خط  هاي از نقطه هر مجموعهكردن  با وصل گام دوم:

  باشد . دو خط. پس به نظرمي رسد اين مكان هندسي آوريم ميدست 

 مستقيم موازي با  دو خط. قرار دارد L شده داده از خط ��كه به فاصله نقطة مكان هندسي  گام سوم:

L   .است 

  
  معين از نقطه:  نمايش فاصله دو خط 60شكل 
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خط  از يككه  از سطحنقطة گفت كه: مكان هندسي  توان ميدرنتيجه به اساس استدلال استقراي 

 دو طرف در وخط  با آنمستقيم موازي  دو خطقرار دارد.  dدر همان سطح به فاصله  شده دادهمستقيم 

  آن است.

زاويه  دو ضلعن زاويه است كه فاصله آن از آ در سطحنقطة ناصف يك زاويه مكان هندسي  قضيه :

  . برابر باشد

يكسان بودن فاصله  D كند ميقضيه خصوصيت مشترك كه مكان هندسي را مشخص  در اين دليل:

  دارد:  دو مرحلهتعريف مكان هندسي اثبات  بر اساسزاويه است .  دو ضلع نقطه از

است نقطه  فاصله يكزاويه به  دو ضلع روي ناصف الزاويه از هر نقطه كنيم ميثابت  مرحله اول: M روي ناصف الزاويهXBY از گيريم مي در نظرM  هاي ضلعبه  هاي خط BX  BYكنيم ميعمود   و 

بيني  و ضلع دو زاويهبه حالت برابري   BMKو   BMHقطع كنند.  K و Hرا به ترتيب در  ها آنتا 

MHپس  ،مشابه هستند ها آن = MK		  

 B خطي كه از  ،يعني ���= ��  پس ،يك ضلع مشابه هستند و به حالت تساوي وتر BMKو  BMH الزاويه قايممثلث  به فاصله يكسان باشد چون دو  BYو 	BX دو ضلع از Mاگر نقطه  مرحله دوم:
واز اين درستي حكم  واقع Bروي ناصف الزاويه  Mدرنتيجه  ،مي گذرد ناصف الزاويه است Mو

  ). 30- 22، صص11نتيجه مي شود(
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  خلاصه فصل اول

رسيمات توسط خط كش ، مي مسطح دستگاه اكسيوماتيك اقيلدس است . تياساسات هندسه ترس

اس ترسيمات هندسه را تشكل و ساير آلات هندسي صورت ميگيرد واستدلال قياسي اس پركار، گونيا

يك نقطه  ه خط مستقيم تنهاتنصيف قطعه خط با پركارو خط كش امكان پذيراست ويك قعطميدهد. 

سيم تنصيف دارد .ترسيم عمود بريك قطعه خط از نقطه واقع بر آن توسط پركاروخط كش امكان دارد.تر

 يك عمود ترسيم شده ميتواند .  تنهاه خارج ان توسط خط كش و پركارطعه خط از يك نقطعمود بريك ق

م ناصف الزاويه توسط خط كش وپركار امكان پذير است كه وسعت آن مساوي به دوچند وسعت آن يستر

خط  آن توسطدو ضلع مجاور م مثلث با معلوم بودن يك زاويه وترسي است وهرزاويه يك ناصف دارد.

انجام  توان مين توسط خط كش و پركار آركار ممكن است .ترسيم مثلث با معلوم بودن سه ضلع كش و پ

م دايره بامعلوم بودن شعاع يشود .ترسيم قطعه خط به نسبت معين باپركارو خط كش صورت ميگيرد .ترس

طه ومركز دايره توسط خط كش وپركار ممكن است .ترسيم مماس از يك نقطه خارج بريك دايره در نق

ل مشترك فص توان ميو شرط لازم است نقطه را براي ترسيم يك نقطه د تماس با شعاع دايره عمود است .

براي رسم يك قطعه خط تنها يك معلوم كه اندازه آن ميباشد لازم است .براي هندسي دانست . دو مكان

معلوم را نميتوان سه زاويه در نظرگرفت. زيرا با معلوم ءه جزيك مثلث سه شرط لازم است كه اين سرسم 

بودن دو زوايه زوايه سومي نيز مشخص است براي رسم يك مثلث متساوي الساقين يا قايم ازوايه دوشرط و 

و  دو ضلعبراي رسم مثلث مستاوي الا ضلاع يك شرط كافي است رسم مثلث با معلوم بودن سه ضلع و 

براي رسم يك دايره تنها .  اي كلاسيك رسم مثلث ناميده ميشودحالت ه،لعيك زاويه دو زاويه و يك ض

براي ترسيم يك چهار ضلعي پنج  شرط لازم است براي  يك معلوم كه اندازه شعاع ميباشد لازم است .

يا چند ضلعي هاي منظم نسبت به چند راس چهارم ، چهارضلعي  تعيينرسم يك مثلث دو شرط ديگر براي 

   نظم شرط كمتر لازم است .ضلعي هاي نام

. براي ترسيم اشكال هندسي ابزار هاي مختلف مانند ، خط كش ، پركار ، نقاله ، و مثلث وجود دارند

كش  خط ترسيم مكانهاي هندسي يكي از ابزارهاي مهم وضروري براي ترسيم شكل هاي هندسي ميباشد .

اط كه از دونقطه معين ي نقهندس هاي مكان از الحاظ رياضي معادل اند . مدرجنا اقيلدس و خط كش

هندسي نقاط  هاي مكان عبارت از عمود وسطي قطعه خط بين همان دو نقطه است . ،مستاوي الفاصله باشند

خط  دو طرفعبارت از دونقطه موازي است در  ،كه از يك قطعه خط مستقيم متساوي الفاصله باشد

هندسي نقاط كه در دو خط موازي مستاوي  هاي مكان ارد .در فواصل مساوي قرار د ها آنمذكور موازي با 

مكان هندسي نقاط از دو نقطه متقاطع  . ها آنو در بين  ها آنخط است موازي با عبارت از  ،الفاصله باشند

مكان هندسي نقاط از  ن ميباشد .آس أربه مستاوي الفاصله باشند عبارت از ناصف همان زاويه هاي متقابل 
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مكان  .عبارت از دايره است متحد المركز واقع در ميان آن  ،المركز متساوي الفاصله باشنددو دايره متحد

نقطه و  نعبارت از دايره است با مركز در هما ،ن داراي مسافه ثابت باشديهندسي نقاط كه از يك نقطه معي

عبار از دو دايره  ،مكان هندسي نقاط كه از يك دايره متساوي الفاصله باشد شعاع مساوي به همان مسافه .

مكان هندسي نقاطي كه از يك دايره متساوي الفاصله  .ن آدايره اولي و متحد المركز به  دو طرفاست در 

از دايره است خارج دايره اولي و متحدالمركزبه  عبارت ،بزرگتر باشد شده دادهازشعاع دايره  ها آنشعاع 

سطح  در آناز دو نقطه خط متقاطع واقع   شا فاصلهمكان هندسي نقطه از يك سطح كه مجموعه  .آن

مكان هندسي نقطه از يك  و تر ها آن هستند . دو خطبرابرمقدار ثابت باشد ضلع هاي مستطيل است آن 

مكان هندسي نقطه از يك  است يك اليپس است . 2aسطح كه مجموعه فاصله شان از دو نقطه ثابت برابر 

   است يك هايپربول است . 2aت برابر سطح كه تفاضل فاصله شان از دو نقطه ثاب

زاويه برابر  دو ضلعفاصله آن از  كه ن زاويه استآ ستونميك زاويه مكان هندسي نقطه در ناصف 

ناصف  باشد.متقاطع اند كه از اضلاع آن متساوي الفاصله  هاي نقطهدر ناصف الزاويه هاي مثلث ها باشند.

ارتفاعات مثلث  س هاي ان متساوي الفاصله ميباشد .أكه از رهاي عمودي اضلاع مثلث دو نقطه متقاطع اند 

بين  هطول قطعه خط از ميان طوري كهنقطه متقاطع اند  يكميانه هاي مثلث در  ها در يك نقطه متقاطع اند .

 حصه ميانه است . 3/2س تقارب ، مساوي به أر

 شده حلترسيم را مسئله  )1.( كنيم مياسترتيژهاي ذيل استفاده هندسي از  هاي ترسيمبراي حل مسايل 

 ءرا به دو جزمسئله   هاي شرط) 3(.كنيم ميترسيم را تبديل به يافتن نقطه مجهول مسئله ) 2(. كنيم ميفرض 

هركدام از شرط ها به يك مكان هندسي براي نقطه مجهول تبديل شود و اين  طوري كه،  كنيم ميتقسم 

 دو مكانصل مشترك اين نقطه مجهول ف) 4( هندسي با يك قطعه خط مستقيم با دايره باشد. دو مكان

 را حل نمود .مسئله  هرگونه  توان ميهندسي  هاي مكانهندسي است باشناخت 

   



35 

 

  فصل اول مسايل

 سازيد يمي مسطح را مختصراٌ واضحترس ههدف هندس .1

 هندسي را نام بگيرد؟ ابزارهاي براي ترسيم اشكال  .2

 به چهار قسمت مساوي تقسيم نمود ؟ توان ميبا پركاريك قطعه خط را  آيا .3

 م كرد ؟يبا چهار قسمت مساوي تقس توان ميبا پركاريك زوايه را  آيا .4

 ؟ كند ميهندسي را در ترسيم اشكال هندسي كدام رول را بازي  هاي مكان .5

 تفاوت دارد ؟ پركاراقيلدس و پركار مدرن چي .6

 يتواند توسط خط كش وپركاررسم شود؟م شده ادهديك زاويه با وسعت آيا .7

 ترسيم يك قطعه خط با اندازه معين را بيان كنيد ؟ هاي شرط .8
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  فصل دوم
  

  ترسيم هاي اساسي هندسه مسطح

براي  اساسي پايه هاي آنهابه عنوآناز ،هستند كه اي ةترسيم هاي ساد مسطح  هترسيم هاي اساسي هندس

عيارت از  جام مي شوندآنكه همه درسطح ي اين ترسيم ها  ميگردد تر استفاده شكل هاي مشكلترسيم 

ترسيم قطعه خط مساوي به يك قطعه خط داده شده،ترسيم ناصف عمودي يك قطعه خط، نصف كردن 

يك قطعه خط، ترسيم خط عمودي بريك خط از يك نقطه واقع برآن خط، ترسيم خط عمودي بريك 

ترسيم زاويه برابر به يك زاويه در خط از نقطه واقع در خارج آن خط، تريم ناصف الزاويه يك زاويه، 

يك طرف نيم خط مفروض، ترسيم يك قطعه خط موازي به يك خط داده شده از يك نقطه خارج آن، 

ترسيم خط بر يك خط مفروض از نقطه روي آن ، ترسيم دو خط موازي، تقسيم قطعه خط به پنج حصه 

اعداد ترسيم  kط به نسبت معين حصه مساوي، تقسيم يك قطعه خ  nمساوي ، تقسيم يك قطعه خط به

 پذير دراسن فصل ذيلاً مطالعه مينمائيم.

∆وخط  ��قطعه خط    داده شده  مساوي بايك قطعه خط م قطعه خطيرست .1.2

  رسم كنيم.  ��با قطعه خط  مساوي اين خط قطعه خطداده شده است مي خواهم روي 

قوسي رسم مي كنم  ��اختياركرده، به مركز اين نقطه وبه شعاع برابر  ∆خطرا روي 	�نقطه اختياري 

است.  ��برابر باقطعه خط  يعني قطعه خط مسئلهجواب  ��قطع كند قطعه خط  �را درنقطه ∆تا خط

]11[ 

  

 داده شدهدازه آنترسيم يك قطعه خط به  :  61كل ش
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داده شده است مي خواهيم ناصف  ��قطعه خط  ناصف عمودي يك قطعه خط  ميترس.2.2 

  عمودي قطعه خط را رسم كنيم 

   

  : ناصف عمودي قطعه خط 62شكل 

a.  وبه شعاع   �دايره اي به مركز� �  رسم مي كنيم   ��

b. وبه شعاع   �دايره اي به مركز� � به قضـيه دو دايـره اسـتناد كـرد. زيـرا       آنرسم ميكنم ومي تو ��

 �و Pازمجموع دوعدد ديگر كوچكتراست بنـابراين دودايـره دردونقطـه    rو r ،r هريك ازعددهاي 
 به يك فاصله است ، پس روي �و�از   Pچونرارسم مي كنيم .	�	يكديگررا قطع مي كند. خط 

ست. لازم ا	��ناصف عمودي قطعه خط �	 بنا براين خط قراردارد، ��قطعه خط  يعمود ناصف

� ماًنيست كه شعاع دايره را حت � �اختيـاركنيم بلكـه كـافي اسـت       �� 
 	 باشـد تـا دودايـره     ���

 يكديگررا قطع كند.

  نصف كردن يك قطعه خط ياتعيين نقطه وسط يك قطعه خط : .3.2

 2داده شده است مي خواهيم نقطه وسط اين قطعه خط را بدست آوريم. ترسيم : به روش  ABقطعه خط 

يعني  ABبا قطعه خط  PQرا رسم مي كنيم نقطعه تقاطع خط  ABناصف عمودي قطعه خط PQخط 

AB .است وداريم مسئلهجواب  Eنقطه  � EB			  

 

  تنصيف قطعه خط : 63كل ش
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 آنواقع بر Pونقطه  Lخط  .خط  آننقطه واقع بربريك خط ازيك ترسيم خط عمودي  .4.2

  رسم كنيم . Lخطي عمودبرخط  Pداده شده است . مي خواهيم از نقطه 

  
  خط آننمايش ترسيم خط عمودي بريك خط از يك نقطه واقع بر:  64شكل 

a. دايره دلخواهي به مركزP  رسم مي كنيم تا خطL  را دردونقطهRوS .قطع كند 

b.  ناصف عمودي قطعه خطRS  را رسم مي كنيم اين ناصف عمودي ، خطي است كه از نقطهP 

  عمود رسم شده است. Lبرخط 

خارج  Pونقطه  Lخط  .خط آنخط ازنقطه اي واقع درخارج  م خط عمود بريكيرست .5.2

  رسم كنيم .  Lخطي عمودبر Pداده شده است مي خواهيم از نقطه  آن

 

 

 

  

  خط آنخط عمودبريك خط از نقطه واقع درخارج  :  65كل ش

a.  نقطهQ  را روي خطL   اختياركرده به مركزP  وبه شعاع  r>PQ  دايره اي رسم مي كنيم چون نقطه

Q  درون اين دايره قرارداردبنابراين خطL  دايره را در دونقطهR  وS .قطع مي كند 

b.  ناصف عمودي قطعه خطRS  رارسم مي كنيم اين خط ازنقطهP مي گذردزيراP  از دونقطهR وS  به

                       ).40- 36، صص11(يك فاصله است . 
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xزاويه: م ناصف الزاويه يك زاويهيترس .6.2 A y
∧

داده شده است مي خواهيم ناصف اين زاويه را 

  رسم كينم

   

  : ناصف الزاويه 66شكل 

a. دايره دلخواهي مركزA  اويه زرسم مي كنيم اين دايره دوضلعA طه رادردونقBو C  .قطع مي كند

  AB=ACبديهي است كه 

b.  دايره اي به مركزB  وشعاعr=BC  رسم مي كنيم. 

c.  دايره اي به مركزc  وبه شعاعr= BC  رسم مي كنيم اين دايره يكديگررا قطع مي كنند (زيراقضيه

 Pازمجموع دوعددديگركوچكتراست)  rو r،rراراست هريك ازعددهاي ها برقآندودايره براي 

 نباشد.  BCدريك طرف  Aقطه Ĥنقطه تقاطع اين دودايره مي گيريم كه بآنر

d. AP الزاويه  رارسم مي كنيم اين نيم خط ناصفx A y
∧

، زيرا  xAP=PAyاست. يعني داريم  

)بنابرين  AP=AP,PC=PB=rد. (آنبه دليل تساوي سه ضلع متناظرمشابه  PABو  PACدومثلث 

xAP=PAy  يعنيAP  ناصف الزاويهx A y
∧

يم شعاع دايره آنمي تو 3و 2است. درمرحله  

���هاراهرعددبزرگتراز    اختياركنيم.   

xزاويه داده شده : برابربايك زاويه  زاويه. ترسيم 7.2 A y
∧

كه  Hونيم سطح  ������ونيم خط  

 Hدر ������رسم كنيم كه  Ĥنراچن ������است داده شده است مي خواهيم نيم خط  آناين نيم خط سرحد

x باشد زاويه D y
∧

xمشابه با زاويه   A y
∧

  باشد. 

  
 : زاويه ها 67شكل 
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قطع مي  Bرادر XAYرسم ميكنيم اين دايره دوضلع زاويه  rوبه شعاع دلخواه  Aمركزدايره اي به  - 1

 كند.

  
 نمايش ترسيم زاويه برابر : 68شكل 

 Eرا ������رسم مي كنيم ونقطه تقاطع اين دايره با نيم خط  r=AB=ACوبه شعاع  Dدايره اي به مركز  - 2

 مي ناميم 

  
 نمايش ترسيم زاويه برابر : 69شكل 

قطع مي  GوFرسم مي كنيم اين دودايره يكديگررادردونقطه  s=BCوبه شعاع  Eبه مركز دايره اي - 3

 واقع است Hرا نقطه اي مي گيريم كه در Fقراردارند  DEكنند كه در دوطرف قطعه خط 

را رسم ميكنيم. اين نيم خط ، نيم خط خواسته شده است . طبق حالت تساوي سه ضلع  DFنيم خط  - 4

     .زاويه خواسته شده است  xDyزاويه يا  DEFو ABCدومثلث  

ونقطه  Lبه خط    : آنترسيم يك خط موازي بايك خط داده شده ازيك نقطه خارج  .8.2

P  دمي خواهيم ازنقطه آنداده شده  آنخارجP  خطي موازي با خطL                                                                           رسم كنيم

1: Q  وR  را دونقطه دلخواه ازخطL  درنظرمي گيريم ونيم خطPQ                                                                 .را رسم مي كنيم

 PQدردوطرف  Rو Sرسم مي كنيم طوريكه  PQRبا زاويه  ساويرام QPSزاويه  rبا روش ترسيم  :2

 PSاست پس خط  PS//QRد. بنابراين آن يداخل هزاويه هاي متبادل PQRو QPSباشند، زاويه هاي 

 . قرار شكل  )5، ص.28(است مسئلهجواب 
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 خطوط موازي:  70شكل 

  

روي  Aونقطه  dفرض خط  : خط  آنترسيم خط بريك خط مفروض ازنقطه اي روي  .9.2

وشعاع  Aندحالت قبل قوس به مركزĤنبگذرد ابتدا م Aكه از dداده شده باشند براي رسم خط عمود بر آن

دوقوس  Ĥنوشعاع هاي يكس CوBقطع كند سپس به مركز  Cو Bرا در  dدلخواه رسم ميكنيم تا خط 

 برخط عمودخواهد بود     DوAقطع مي كنند خط واصل  Dديگررسم مي كنيم كه يكديگررا درنقطه 

  

 آنخط بريك خط مفروض ازنقطه روي نمايش  :  71شكل 

ناصف  "مفروض بروي سطح رسم ميكنيم بعدا ABابتداء يك خط ترسيم دوخط موازي  .10.2

يك خط  Pنقطه  از يش ازنقطه تقاطع دوقوس يعنييافت مي كنيم طوريكه قبلا ذكرشد پرادر آنعمودي 

ه باشد تدرتمام امتداد فاصله مساوي داش ABرسم ميكنيم طوريكه خط رسم شده باخط  ABخط  موازي به

       ). 9، ص20(مسئله استجواب 



42 

 

 

  خطوط موازي : 72شكل 

  باشند.  مي طق يكي با لاي ديگريباگراين فاصله صفرشود دوخط درحالت من

حصه مساوي نكات ذيل  5براي تقسيم قطعه خط به   حصه مساوي 5تقسيم قطعه خط به  .11.2

  رادرنظرمي گيرم       

 داده شده است  ABقطعه خط  - 1

 به زاويه كيفي شعاع رسم مي نمايم  Aازنقطه  - 2

مي نمايم وبالاي شعاع  جداقسمت را  5ه Ĥندازه كيفي مساويآنبالاي شعاع مذكوربه  Aازنقطه  - 3

 ميكنيم  Ĥنيرا نش 1،2،3،4،5نقاط 

 وصل مي نمايم  Bرابه نقطه  5نقطه  - 4

 )  AC=CD=DE=EF=FBميكشيم ( OBمستقيم هاي موازي به  1،2،3،4ازنقطه  - 5

  
 :  نمايش تقسيم قطعه خط به پنچ حصه مساوي 73شكل 
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 حصه مساوي nتقسيم يك قطعه خط به  .12.2

 nبه  ABكمك مي گيريم به اين ترتيب كه براي تقسيم قطعه خط  آندرين حالت ازقضيه تالس وخواص  

رسم مي كنيم سپس  knوبه طول  آنعه خط متقاطع باطق Aند Ĥنم ABحصه مساوي از يك سرقطعه خط 

وصل  Bبه سرديگرقطعه خط مفروض  nحصه مساوي تقسيم مي كنيم ازآخرين نقطه تقسيم nرا به  آن

را قطع كند. قطعات به  ABرسم مي كينم تا  BNكرده ودراخير ازهريك از نقاط تقسيم خطي موازي 

 مي باشد .        ABطول   ��همگي با هم برابربوده وطول هريك  ABدست آمده روي قعه خط 

  )سازدبدرجه 180˚زاويه  ABنبايد با قطعه خط  AN( قطعه خط  تذكر:

   

 

 

  

  حصه مساوي nنمايش تقسيم قطعه خط به :  74شكل 

مفروض است ، منظورازتقسيم اين  ABقطعه خط  : kتقسيم يك قطعه خط به نسبت معين  .13.2

 =kدرنظربگيريم كه  آنروي  Cند Ĥناين است كه نقطه اي م kقطعه خط به نسبت 
باشد براي اين  ����

طوري  آنراروي  Nو Mرسم مي كينم پس نقاط  ABخطي متقاطع با  Aندحالت قبل از Ĥنمنظورم

=kدرنظرمي گيريم كه 
را برابر  MNباشد (ساده ترين را ه براي بدست آوردن اين نسبت اين است كه  ����

K وAN  رابرابرk+1  درنظر بگيريم ) حالN  را بهB يم وازوصل مي كنM   موازيNB  رسم مي كنيم كه

AB  را درC .16[قطع مي كند كه برطبق قضيه تالس خواهد بود[                                    

  
  : تقسيم قطعه خط به نسبت معين 75شكل 

  ). 22، ص 29(
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دهد درين صورت چه مايش مي آنيك قطعه خط واحدعدديك ر:اعدادترسيم پذير .14.2

درج وپركاردرترسيم با آغازازين قطعه خط واحدوتنهااستفاده ازخط كش نام آنمي تورااعدادديگري 

قطعه هاي ديگربا قطعه خط نمايش داد. پاسخ اين سوال ست هاي را كه به ست هاي اعداد ترسيم 

تعبيرهندسي چهارعمل گوياي براعداددرست نيز رسم بعضي  76 پذيرمعروف است تعريف مي كند. شكل

مي دهد. اطلاعات داده  Ĥنشآناستخراج جذر دوم يك عددگويامثبت ر نابا استفاده از جري از اعدادگنگ

است گراف هاي شكل فوق درمورد جمع 76شده دراين مورد عبارت از سه قطعه خط واقع در شكل 

  =به تنا سب  b 6 -5ودرموردضرب اثبات ترسيم شكل .آنوتفريق خودشارح 
	�
بستگي دارد وبنابراين  �� 

AE=ab .است  

  

  نمايش اعداد ترسيم پذير : 76شكل 

 =يك تناسب داشته است  5- 6درمورد تقسيم نيز اثبات ترسيم شكل 
ADيا  ��� 			� � اثبات اين كه   �� BD  درشكلr6-5  است نيز به تناسبي كه به نوبه خوداز مثلث هاي قايم الزاويه مشابه واقع  �√تساوي

=   ∆�ADB∆  DCBدرشكل مذكور استخراج شده است  وابسته است 
����   ����     

AB=(BD)بنابراين   
2      

(ساحه)  آننمايش دهنده هر عدد درميدچهارترسيم اوليه جمع ،تفريق،ضرب وتقسيم فوق ترسيم قطعه خط 

كه طولهاي مثبت درنظرگرفته مي يكه جاآنواحد ممكن مي سازد. از طاعداد گويا را بامعلوم بودن قطعه خ

ها براي نمايش اعداد منفي به كار آنقطعات جهت داررابا علامت منفي  درپيشروي طول  آنمي تو ،شوند

  ). 228، 227، صص 2(برد
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  خلاصه فصل دوم

وي به ترسيم يك قطعه خط ، مسامبحث اصلي اين فصل بود. ديديم كه   م هاي اساسي هندسه مسطحيترس

ترسيم ناصف عمودي قطعه خط  وپركارممكن است. مدرجيك قطع خط داده شده توسط خط كش نا

توسط  آنيم خط عمودي بر خط داده شده از نقطه خارج ترس دارد. ناوپركارامك مدرجتوسط خط كش نا

 ترسيم يك خط موازي داده شده با خط داده شده از يك نقطه وپركارصورت ميگيرد. مدرجكش ناخط 

توسط ترسيم دو خط موازي تنصيف يك قطعه خط . وپركارممكن است مدرجتوسط خط كش نا معين

توسط  آنخط داده شده از يك نقطه خارج  موازي با ترسيم خط. وپركارمكن است مدرجخط كش نا

 .ميگيردوپركارصورت  مدرجخط كش نا

 . گيردصورت  اندوپركارميتو مدرجتوسط خط كش ناحصه مساوي  5تقسيم قطعه خط با همچنان، 

تقسيم يك  . گيردصورت  اندوپركارميتو مدرجتوسط خط كش ناحصه مساوي   nتقسم قطعه خط با 

   .گيردصورت  اندوپركارميتو مدرجتوسط خط كش نابت معين قطعه خط به نس

ناصف الزاويه ترسيم  . ترسيم كرد به وسيله خط كش نامدرج و پركار  ناميتو را ترسيم پذيرعداد ا

ترسيم يك زاويه مساوي به يك زاويه  كن است.موپركارم مدرجتوسط خط كش نايك زاويه داده شده 

  وپركارمكن است. مدرجتوسط خط كش نا داده شد (ترسيم دو زاويه برابر)
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  فصل سوم
  ترسيم مضلع هاي منظم

هاي منظم در تخنيك وصنعت براي استحكام وزيبايي ساختمانها، ساخت پرزه جات كاشي ها وغيره مضلع 

منظم، ترسيم  يمورد استفاده زياد قرار ميگيرد. مادر اين فصل قواعد ترسيم مثلثها، ترسيم چهار ضلعي ها

هفت ضلعي منظم، ترسيم هشت ضلعي منظم، ترسيم نه ، ترسيم منظم  پنج ضلعي منظم، ترسيم شش ضلعي

ضلعي  منظم ، ترسيم ده ضلعي منظم، ترسيم يازده ضلعي منظم ، ترسيم دوازده ضلعي منظم، ترسيم سيزده 

منظم به وسيله پركار وخط كش مورد مطالعه  ضلعي  منظم، ترسيم پانزده ضلعي منظم ، ترسيم هفده ضلعي

    قرار ميدهيم.
  

  هام مثلثيرست. 1.3

مثلث متساوي   ABبرخط  ،اگر بخواهيم :متساوي الاضلاع با معلوم بودن اندازه ضلع ترسيم مثلث

رسيم  را دو قوس ABوبه شعاع  ، را مركز قرار مي دهيم Bنقطه و.Aكنيم ، اول نقطه  رسم را الاضلاعي

 ترسيم مي كنيم Cدو خط به نقطه   Bو Aسپس از نقطه هاي  ، نمايند قطع Cطه قتا يكديگر را در ن ميكنيم 

 به دست آيد . ABCتا مثلث متساوي الاضلاع 

 

  

  مثلث متساوي الاضلاع با معلوم بودن اندازه ضلع:  77شكل 

 مثلث Eبه مركز  ABCبخواهيم در دايره  اگر   :R م مثلث متساوي الاضلاع محاط در دايره به شعاعيرست

 EDوبه طول  ،را مركز قرار مي دهيم Dو نقطه  ترسيم ميكنيم را  AEDرسم كنيم قطر  را متساوي الاضلاع

 كه درنتيجه اتصال خطوط بدست ميايد ، ACو  AB ،BCيم .سپس خطهاي أن مي نميرا تعي Cو  Bدو نقطه 

 ). 36، ص10در دايره بدست ميايد( ،مثلث مستاوي الاضلاع محاط هذا



48 

   

 R: مثلث متساوي الاضلاع محاط در دايره به شعاع  78شكل 

بخواهيم بر دايره مثلث متساوي الاضلاع  اگر :Rم مثلث متساوي الاضلاع محيط بردايره به شعاع يرست

ABC  رسم نماييم ابتدا در آن دايره، مثلث متساوي الاضلاع راABC سپس از نقطه هاي را رسم وA،BوC 

قطع نمايند و مثلث متساوي  		�و D،Hكديگر را در نقطه هاي تا ي ،كنيم رسم مي خطهايي مماس بر دايره

 به دست آيد. IHDالاضلاع

  
  R: مثلث متساوي الاضلاع محيط بردايره به شعاع  79شكل 

�C	و  ��=βزاويه هاي  ABCمثلث  :دن دوزاويه وضلع بين آن دوزاويهترسيم مثلث بامعلوم بو � γ	 وضلع BC � 	a	اين مثلث را رسم كنيم.  مي خواهيم  ، داده شده است 

  
   نمايش ترسيم مثلث:  80شكل 
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(a  به طول  ������قطعه خطa                                                          را رسم مي كنيم  

(b  ازنقطهB  نيم خطBX زاويه اي مساوي زاويه  ������كه بانيم خط  ،را چنان رسم مي كنيمβ=�	   بسازد  

c  ( ازنقطهc  نيم خطcy  راطوري رسم ميكنيم كه بانيم خطCB زاويه اي مساوي به زاويه= γ  ��  بسازد

A  نقطه تقاطع دو نيم خطBX  وcy س سوم مثلث ءراABC  لهاست شرط امكانن است كه مسĤ B ̂� C ̂ � β� γ �   باشد .  ˚180

ABدوضلع  :بودن دوضلع وزاويه بين آن دوضلعترسيم مثلث بامعلوم  � c  وAC � b  وزاويهAB�C � α	 

 .را رسم كنيم 	ABCدرمثلث داده شده است مي خواهيم مثلث 

  
  با معلوم بودن دو ضلع وزوايه بين آن دو ضلع نمايش ترسيم مثلث :  81شكل 

a(  زاويهXAY � α  رارسم مي كنيم (بدين ترتيب كه نخست نيم خطAX  رارسم مي كنيم ، سپس

XAYزاويه  AXراطوري رسم ميكنيم كه با خط  Ayنيم خط  � α  ( 

b( دايره اي به مركزA  وبه شعاعAB � c تانيم خط  ،رسم مي كنيمAX  رادر نقطهB .قطع كند 

c(  دايره اي به مركزA  وبه شعاعb تا نيم خط  ،رسم مي كنيمAy  رادرنقطهC .قطعه كند 

d( ازB  بهC مثلث  ،وصل مي كنيمABC  لهجواباست .   مس  

يم را مشخص ساز AB=cن قطعه خط آوروي  ،را رسم كنيم ∆مي توانيم اول خط دلخوه  داشت :ياد 

بدست مي آيد شرط امكان  ABCوصل كنيم مثلث  Bبه را  Cرامشخص ساخته  Ayنيم خط  Aآنگاه از  

ĤXAYن است كه مسله � α �   .باشد  	˚180

داده شده اند. مي  ABCاندازه هاي سه ضلع مثلث  cو a  ،b:م مثلث بامعلوم بودن سه ضلع آن ترسي

 اين مثلث را رسم كنيم  ،خواهيم

a(  رارسم كرده روي آن قطعه  ∆خط دلخواهBC � a  را جدا مي كنيم 

b(  دايره اي به مركزB  وشعاعAB=c رسم مي كنيم 

c( دايره اي به مركزC  وبه شعاع=b AC  رسم  مي كنيم 
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d(  رأس  يدودايره بالا تقاطع،نقطهA  ازمثلثABC   است 

  
  بامعلوم بودن سه ضلع توسط قطع دو دايرهنمايش ترسيم مثلث :  82شكل 

 آن است كه مسلهوصل مي كنيم مثلث رسم مي شود.شرط امكان  C و Bبه  A ازنقطه  

 |� �  ! " ! � �   باشد. 	| 

$#و Aدردونقطه  ،ياد داشت: دودايره رسم شده است. مسلهنيزجواب  BC$#يكديگرراقطع مي كنند. مثلث   

يك جواب  مسلهمي باشد (به دليل تساوي خطهاي متناظردومثلث) پس  ABCبرابرمثلث  ،اما اين مثلث

 دارد.                                                        

 AC=bو BC=aضلعهاي  ABCازمثلث  ازآن دوضلع: ييك زاويه روبه رويترسيم مثلث بامعلوم بودن دوضلع و

̂ Aوزاويه  � α  مي خواهيم اين مثلث را رسم كنيم  ،داده شده است.  

  
 بامعلوم بودن دوضلع وزاويه روبه روي يكي از آن دوضلع :  نمايش ترسيم مثلث 83شكل 

a(  زاويهxA&y  رارسم مي كنيم 	∝�

b(  رويAY  قطعه خطAC=b  را جدا مي كنيم 

c( دايره اي به مركزC  وشعاعBC � a	 رسم مي كنيم تانيم خطAX	 را درنقطهB  قطع كند. ازB به C  وصل مي كنيم مثلثABC  لهجواباست .   مس  

نيم خط  aوبه شعاع  Cكه دايره به مركز  .داردبه اين بستگي  مسلهشرط امكان وتعداد جوابهاي  تذكر: AX ،باآن مماس باشد ويا آن را قطع كند.      راقطع كند  

  فرجه باشد، سه حالت وجود دارده ، قايمه يامندحا Aزاويه  ،ن كهبرحسب آ
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رسم مي كنيم ، برحسب آن كه  AXرابر CHحاده است عمود  Aزاويه  فرض ميكنيم كهحالت اول:

a<CH  ياa>CH  وياa=CHباشد دايره به مركزC  وبه شعاعa  به ترتيب نيم خطAX  راقطع نمي كند. برآن

باشد (نيم خط  AXبايد روي نيم خط  Bيادردونقطه قطع مي كند. باتوجه به آن كه نقطه  ،مماس است

نخواهد بود، بلكه  ∝برابر CABواقع شود. زاويه  A) زيرا اگردرسمت چپ نقطه  Aسمت راست نقطه 

aينصورت امساوي مكمل اين زاويه خواهد بود. در !   85جواب ندارد. شكل مسله )�

CHاگر  � a	لهيك جواب دارد كه مثلث مسACH  قايم الزاويه  است.  

  
  نمايش ترسيم مثلث :  85شكل             : نمايش ترسيم مثلث 84شكل                            

(�Aو  ABC دوجواب دارد (مثلث مسلهباشد   CH<a<bاگر C   اگر(a=b  باشديك جواب دارد مثلث AB”C	  متساوي الساقين  

  
 : نمايش ترسيم مثلث متساوي الساقين 86شكل 

aاگر   + �ABيك جواب مثلث ، باشد 
”'
C  است  

   
 نمايش ترسيم مثلث متساوي الساقين:  87شكل 
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aاست. درين حالت  �#  ˚90=زاويه حالت دوم: ! �aجواب ندارد.  مسله   � b لهجواب ندارد     مس

a>b لهيك جواب دارد (مثلث مسABC  (                               

  
 a<bنمايش مثلث:  88شكل 

  

aبايدتوجه داشت كه درحالت  + � $�و Bرا دردونقطه  AXخط  aوشعاع  C دايره به مركز 	
تنها  مسله، پس برابراند $�CAو CAB) قطع ميكندولي چون دومثلث قايم الزاويه Aبه نقطه  نسبت (متناظر

  يك جواب دارد.

جواب له مس  a <b،اگرباشد  AXروي نيم خط  Bرأس دراين حالت نيزبايد   $# ˚90< حالت سوم:

 )ABCيك جواب دارد (مثلث مسله  a>bجواب ندارد  مسله  a=bندارد 

  
  a>bنمايش ترسيم مثلث :  89شكل

ديگر ت دردومثلث دوضلع هم مانند به يكديديم كه ممكن اسمسله ضمن بحث دراين  ياد داشت:

ي آن دومثلث نيز متساوي باشند،ولي دومثلث ها  روبه يكي ازضلعي روبه باشند. وزاويه هامتساوي 

كه : ميگريم .بنابراين نتيجه يك جواب داردهميشه  مسله باشد a>bدرصورت كه برابرنباشند اما

دردومثلث  نيزبزرگترين ضلع آن  اويه هاي روبه رواگردومثلث دوضلع هم مانند بايكديگرمتساوي وز

  اند.  مساويمتساوي باشند دومثلث 

  را رسم كنيم . ABCداده شده است مي خواهيم مثلث  AC=bوضلع  $�	= β ، =$# ∝ دوزايه ABC ازمثلث :زاويه نيست ترسيم مثلث بامعلوم بودن دوزاويه ويك ازدوضلع كه بين آن دو

a روي خط اختياري (XY  قطعه خطAC=b  را جدامي كنيم  
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b ازنقطه (C  نيم خطي رسم ميكنم كه باCy  راويه مساي	�$ += #$ β + ∝ .بسازد  

c ( نقطهA  نيم خطي رسم مي كينم كه باAC را بسازد. $#=  ∝ زاويه  

d ( نقطه تقاطع دونيم خط رسم شده ازC وA  نقطهB  سوم مثلث است . رأس  

e براي رسم زاويه اي مساوي با  (β+∝  =�	+#�  كه يك ضلع آن نيم خطCy  : باشد چنين عمل مي كنيم  

.�-راچنان رسم مي كنيم كه  -�نيم خط  - 1 �   باشد �#

tc1z	چنان رسم مي كنيم كه zcY را خارج زاويه  Ctنيم خط  - 2 � B&			 دراين صورت زاويه ،باشد            	tC ̂y � A ̂ � B ̂ .خواهدبود  

  
 

  ترسيم مثلث :  90شكل 

داده  ABCازمثلث قايم الزاويه  bوضلع  Cوتر ويك ضلع آن: بامعلوم بودن وتروم مثلث قايم الزاويه يترس

 شده است مي خواهيم اين مثلث رارسم كنيم    

  

  نمايش ترسيم مثلث قايم الزاويه :  91شكل 

a(  قطعه خط  ∆روي خط�# � 	� را رسم مي كنيم 	

b(  ازنقطهC  ترسم مي نمايم �#را برخط  �2عمود 

c(  به مركزA  وبه شعاع � قطع  � ايرا درنقطه   	�2دايره اي رسم مي كنيم تا عمود �#	

  است .  مسلهجواب 	�#�وصل مي كنيم مثلث قايم الزاويه  Aبه  Bكنداز 

 )273-271، صص 17ميشود( حسوبدوجواب مشابه دارد كه يك جواب م مسله نكته :
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  هاترسيم چهارضلعي  .2.3

  :رسم مربع با معلوم بودن انداره ضلع

روي  ABبه اندازه طول و، نمايم رسيمت ABدو عمود برخط  Bو  Aاز دو نقطه   ABاگر بخواهيم بر خط

اين نقاط را باهم وصل  وبعداً رسيم ميكنيمرا   CDم ، سپس خط يمي كن يرا نشان Dو   Cآنها دو نقطه 

  بدست ميايد . ABCD، مربع ميكنيم

  

  مربع با معلوم بودن انداره ضلع:   92شكل 

   :الاضلاعمربع با معلوم بودن مثلث متساوي  ميرست

محيط نمائيم،  يمربع ABCم مربع برمثلث : اگر بخواهيم برمثلثي متساوي الاضلاع مانند مثلث يروش ترس

يعني نصف  ADرا رسم مكنيم و آن را معادل  BDعمود  ناصف و خط نصف Dرا در نقطه   ACاول ضلع 

 Bرا ميكشيم وآن دو را امتداد ميدهيم حال از نقطه  CEو   AEامتداد ميدهيم دو خط  Eتا نقطه  ACضلع 

  را بدست مياوريم . HEFBرا براين دو خط وارد مينمائيم و مربع  BHو  BFدو خط عمود

  

  مربع با معلوم بودن مثلث:   93شكل 
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كه هركدام  استموجود  طريقهبررسي اين كارچند  ايبر  :كليم مربع با معلوم بودن مثلث در حالت يرست

  آنها را ذيلاً مطالعه مي نمائيم

 ABCاول . روش ترسيم مربع بر مثلث مختلف الاضلاع : اگر بخواهيم كه بر مثلث مختلف الاضلاع طريقه 

يم اول از نقطه مربع محيط نمايC  خط عمودCD  را به خطAC  خط  اًمعادل آ ن رسم ميكنيم بعدDB  را

فرود مي آوريم وخط عمود  را بر اين خط  CEعمود بر   Cميكشيم وآن را امتداد مي دهيم سپس از نقطه 

CK  را از خطCE  اخراج مي نماييم حال از نقطهA  خطAH  را به دو جهت موازيCE  رسم كنيم تا در

  مربع خواسته شده ميباشد . HKCEبرسد مربع  CK و EHخط   به دو Kو Hنقطه هاي 

  

  مربع با معلوم بودن مثلث در حالت كلي:   94شكل 

ترسيم مينمائيم و آن را  BCرا بر ضلع  ADعمود  A  از نقطه ABCدر مثلث مختلف الاضلاع  طريقه دوم :

 CHعمود  Cرا رسم ميكنيم و در نقطه  DEشود ، سپس  BCمساوي  AEامتداد ميدهيم بطور كه  Eتا نقطه 

 AIرا برخط  BKعمود  Bو از نقطه  CHرا برخط  AIعمود  Aرا بر اين خط ترسيم مينمائيم و بعد از نقطه 

  بدست ايد . KBHIرسم مينمائيم تا مربع 

  

  مربع با معلوم بودن مثلث در حالت كلي:   95شكل 
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اخراج مينمايم و آن را  ABرا عمود بر  ADخط  Aاز نقطه  ABCسوم : در مثلث مختلف الاضلاع  طريقه 

مساوي  AEيعني خط  ،رسم ميكنيم ABC را معادل مثلث  ADEامتداد ميدهيم سپس مثلث  ACمساوي 

را برآن و همچنين از  HCعمود  Cرا ميكشيم و از نقطه  BEخط  اًبعد	BCمساوي ضلع  ADوABضلع 

  بدست آيد . HIATترسيم مينمائيم تا مربع  CHرا برخط   TAو عمود  BEرا برخط 	AIعمود  Aنقطه 

  

  مربع با معلوم بودن مثلث در حالت كلي:   96شكل 

اگر بخواهيم مربع در پنج ضعلي متساوي الاضلاعي مانند  :م مربع با معلوم بودن پنج ضلع منظميرست EDCBA	 اول عمود  ،يممحاط نمائTC   را رسم وآن را در نقطهH از نقطه اًنصف مي كنيم و بعدH  خط KHI  را موازي ضلعEA  و يا عمود برخطTC  رسم مينمائيم تا دو ضلعBA  وED  را در نقطه هايK  وI 

,KT,TIقطع نمايد حال خط هاي  IC  وCK  تا مربع  رسيم ميكنيمراKTIC . بدست آيد  

  

منظم يضلع پنجمربع با معلوم بودن :   97شكل   
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الزوايا ميباشد محيط نمائيم  متساويكه متساوي الاضلاع و EDCBAاگر بخواهيم مربع بر پنج ضلعي مانند 

 EHو AHرا نصف و خط عمود منصف آن را مساوي نصف ان رسم ميكنيم و بعد خط هاي  EAاول ضلع 

ازطرف  و آنها را يمود مياوررنها فرا بر امتداد آ LDو  IBدو خط عمود  Dو  Bرا ميكشيم و از نقطه هاي 

بدست ميايد كه متساوي  LKIHقطع نمائيد چهارضلعي  Kديگر را در نقطه ديگر امتداد ميدهيم تا يك

   الاضلاع و الزوايا ميباشد.

    

منظم عيضل پنجبا معلوم بودن  محيط مربع:   98شكل   

ا به ضلع هاي  هشت ضلعي محيط اگر بخواهيم كه مربعي ر  :م مربع با معلوم بودن هشت ضلعي منظميرست

مربع  دو ضلع مقابل ديگر را قطع كند و تا امتداددو طرف امتداد مي دهيم را از هر دو ضلع مقابل ،ئيمنما

Ĥوريم مانند هشت ضلعي محيطي را به دست ميIHTEDCBA  ومربعLMJk  .كه بر آن محيط شده است  

مربع با معلوم بودن هشت ضلعي منظم:   99شكل   
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به روش هاي ذيل صورت  Rم مربع محاط در دايره به شعاع يرست :Rم مربع محاط در دايره به شعاعيرست

  .ميگيرد

را عمود بر يكدگيرمي  BDو  ACدو قطر را رسم كنيم . ABCD مربعاگر بخواهيم در دايره  روش اول

 ABCDرا رسم مي كنيم تا مربع متساوي الاضلاع و الزواياي  AD و CD,BC,ABكشيم سپس و ترهاي 

  .د بدست آي

.   

اول ،پركاركه معادل نصف قطردايره است رسم نماييم  اندازه: اگربخواهيم مربع را بايك  روش دوم

را مي  FTرا نشان مي كنيم و خط   Tو Fپركارنقطه هاي  اندازهبا همان  Aرا رسم و بعد به مركز  ACقطر

را  Iو Hپركارنقطه هاي  اندازهو با همان  Cقطع نمايد سپس به مركز نقطه  Jرا در نقطه ACكشيم تا قطر 

را ميكشيم تا  HIو KTقطع نمايند حال دو خط  K را درنقطه ACرا ميشكيم تا قطر  Hiنشان ميكنيم وخط 

ميباشد وآنرا  ACبه مركزدايره وصل مي نماييم قطر هاي عمود بر قطر قطع نمايد.  M يكديگر را در نقطه

 DAو  AB,BC,CDي كند وبا كشيدن وترهاي تلاق Dو Bدهيم تا به دايره در نقطه يز دوطرف امتداد ما

  را بدست ميĤوريم. ABCDمربع 

  
  Rمربع محاط در دايره به شعاع:   101شكل 

100      : R   
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 يرا نشان Iو Hنقطه هاي  Cوبه مركز  Tو  Fنقطه هاي  Aرا ميكشيم وبه مركز  ACقطر روش سوم :

تعين مي نماييم  Kو Jيعني  نقطه هاي  ACمحل تلاقي آنها را با قطر   HIو FTميكنيم وبا كشيدن خطهاي 

هايي مي زنيم تا يكديگر را  پركار قوس با اندازه را مركز قرار ميدهيم وبا همان Kو Jسپس دو نقطه هاي 

است وامتداد آن  ACيم اين خط عمود منصف قطر شكرا مي LMقطع كنند سپس خط  Mو Lدر نقطه هاي 

را  ABCDمربع  DAو  AB,BC,CDقطع مينمايد حال باكشيدن وترهاي  Dو B، دايره را در دو نقطه 

  تكميل مكينيم.

  

  Rمربع محاط در دايره به شعاع:   102شكل 

را نشان  Iو  Hنقطه هاي  Cوبه مركز  Tو Fنقطه هاي  Aرا ميكشيم و به مركز  AC: قطر  روش چهارم

پركار قوسهايي مي زنيم تا  اندازهرا مركز قرار ميدهيم وبا همان  Iو  H,T,Fميكنيم سپس نقطه هاي 

قطع  Dو Bرا ميكشيم ، اين خط دايره را دونقطه  KJقطع نمايند بعد خط  Jو Kيكديگر را در نقطه هاي 

مربع متساوي الاضلاع والزوايا  DAو  CD,BC,ABعمود است حال باكشيدن خطهاي  ACميكند وبر قطر

  را بدست مي آوريم.

   

  Rمربع محاط در دايره به شعاع:  103شكل 
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را رسم  TCو IAخطهاي   Iو H,T,Fو نشان كردن نقطه هاي  ACپس از كشيدن قطر  روش پنجم :

خطي به مركز دايره وصل ميكنيم واز دوطرف  Lقطع نمايند. سپس از نقطه  Lميكنيم تا يكديگر را در نقطه 

مربع  DAو  AB ،BC , CDمتقاطع شوند. حال با رسم خطهاي  Dو Bامتداد ميدهيم تا با دايره در نقطه هاي 

  را تمام ميكنيم.

  
  Rمربع محاط در دايره به شعاع:   104شكل 

و همان ترتيب  Lوپيدا كردن نقطه   Iو Tكردن نقطه هاي  يونشان AC: پس از كشيدن قطر  روش ششم

را رسم  FCو HAو خطهاي  يرا نشان Hو F نقطه هاي  Cو Aپركار از نقطه هاي  اندازهيعني با همان 

وصل ميكنيم واز دوطرف امتداد  Mيكديگر را قطع نمايند. حال نقطه را به نقطه  Mميكنيم. تا در نقطه 

مربع را  DAو   CD, BC , ACشود. سپس با رسم خطهاي  متقاطع Dو Bميدهيم  تا بادايره در نقطه هاي 

  تمام ميكنيم.

محيط دايره را به چهار كمان مساوي تقسيم ميكنيم و در نقطه هاي  :Rم مربع محيط بردايره به شعاع يرست

تقسيمي خطهاي مماس بردايره رسم ميكنيم به بيان ديگر دو قطر عمود برهم از دايره را رسم ميكنيم و در 

انتهاي اين قطر ها خطهاي عمود برآنها رسم ميكنيم تا مربع مورد نظر بدست آيد . بديهي است كه اندازه 

  ). 230- 227، صص 1(است 2Rاين مربع مساوي هرضلع 
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درهندسه مسطح چهارزاويه اي كه فقط داراي چهارضلع مي باشد موسوم  :چهارضلعي هاي محدب و مقعر

و  AB=aدرين صورت قطعه خطهاي  ،باشندA، B، C، Dث عي ميباشد. اگرنقاط مورد بحبه چهارضل

(BC)=b  و(CD)=c و (DA)=d   اضلاع چهارضلعي مي باشند ودوقطعه خطAC وBC  بنام قطرياد مي

   A، B، C، D گردند.مثلا چهار ضلعي

  
  مستطليل وقطر هاي آن:  106شكل 

ه يم بندي نمود. قسمي كه اگر دونقطرامي توان به بخش هاي محدب ومقعر وپروانه اي تقسچهارضلعي ها

يم قطعه خط حاصله كاملا درون شكل واقع ئوصل نمامجزا ودلخواه ازداخل چهارضلعي  را به يكديگر 

شود محدب واگر در خارج از شكل واقع شود مقعر ياد مي شوند. وهمچنان اگر قطري از چهار ضلعي 

ترسيم وشكل را به دومثلث تقسيم نمايد چهار ضلعي محدب ويا مقعر مي باشد درغير آن پروانه اي خواهد 

  بود.

  
  

 پروانه ئي: 109شكل                   :محدب  108  شكل                    مقعر :  107شكل 

      

هارضلع اگردريك چهارضلعي اندازه طول هرچ :ضلعي بامعلوم بودن طول اضلاع آنترسيم يك چهار

ميتوان طول ضلع آنراترسيم نمود.درچهارضلعي ،زاويا برابربا قطر باشدالزاويه يكي ازمعلوم باشدوناصف 

ABCD وقطرAC  رأس كه برابربا ناصف الزاويهA ميباشد درقدم اول يك مثلث بنامBEC رابامعلوم بودن

 ABبه اندازه  Aتا نقطه  Eازنقطه BEباشد وضلع   EB=AB-ADسه ضلع آن ترسيم مي كنيم كه درآن 

 ADرا كه دوضلع ديگرآن  ABCوصل نموده ومثلث  Cرا به  شده(ضلع معلوم چهارضلعي ) امتداد داده 

 .شكل چهارضلعي تكميل مي گردد Dيم با تعيين نقطه ئنماست ترسيم اDCو
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 متوازي الاضلاح نمونه چهار ضلعي:  110شكل 

  

  يم .ئترسيم مي نما جهت بهترروشن شدن موضوع چهارضلع هاي منظم را ذيلاً

رابا ضلع دلخواه رسم ميكنيم به اساس تعريف كه  ABCDمربع   :ترسيم چهارضلعي هاي منظم مخصوص

ميتوان مربع دلخواه را رسم  مربع يك چهارضلعي است كه هرچهارضلعي وزاويه هاي آن قايم است

توسط پركاربه اندازه قطعه خط  بعداً را در سطح رسم مي نمائيم ABطوريكه اول يك خط دلخواه كرد

AB ازنقطه  يم (قوسئهرسه طرف آن قوس را رسم مي ناA وبعداازنقطهB اين قوس هارادريك نقطه )كه

وصل مي كنيم .وبه هيمن ترتيب كارخودرا ادامه ميدهيم  Aدنقطه تقاطع دوقوس را به نقطه قطع مي كن

به شرطيكه ن قوس ترسيم شود ه را مركزگرفته وازآتامربع مورد نظر رابدست آوريم ميتوان كه هرنقط

  يرنكند.وسعت پركارتغي

  
  مربع :  111شكل 

كه يك قطرآن مشخص شده باشد مي  ABCDبراي ترسيم مربع  :ترسيم مربع با معلوم بودن يك قطرآن

هاي مربع حاصل شود با وصل نمودن انجام رأس توان ناصف عمودي آنرابه اندازه خودش دريافت كرد تا

  هاي دوخط عمودبرهم (قطر) مربع حاصل مي گردد .
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  مربع با قطرها :  112شكل 

ازاشكال اساسي منظم هندسي كه داراي   :ونقاط ميانه دوضلعرأس بودن يك  ترسيم مستطيل بامعلوم

خواص مشخص مي باشند مستطيل را نيزميتوان محسوب داشت (اضلاع دوبه دوموازي ومساوي چهارزاويه 

مقابل  تاميانه دوضلع فاصله يك رأس ABCDقايم وقطرهاي برابروناصف يكديگراند). اگرازيك مستطيل 

 Fرا د  BCرا امتداد داده تا امتداد  AMمعلوم باشد مي توان با معلوم بودن ميانه ها شروع نمودقسمي كه 

رسم مي  DC) به موارات BC(ميانه  Nحال از    AM=FM) درنتيجه    DM=MC  ��=&>،   2&;=1&; (حاصل مي شود كه با يكديگر برابرمي باشند            MDAو  MFCقطع نمايد. دومثلث قايم الزاويه 

 Aبروي دايره اي به مركزيت  Nقطع كند. پس محل هندسي نقطه  Eرادرميانه آن نقطه  AMنمايم تا 

  است .   EFوازطرف ديگر بروي نيم دايره اي به قطر  ANوشعاع 

 AMقطعه خط   ABCDيگر مي توان روش ذيل را نيز مورد مطالعه قرارداد: براي ترسيم مستطيل دبه عباره 

. وديگري نيم دايره اي به AN    وشعاع Aرابه اندازه خودش امتداد داده وسپس دودايره يك به مركزيت 

  تقاطع نمايند. Nترسيم مي نمايم كه درنقطه اي مانند  EFقطر 

حاصل گردد. باامتداد دادن  Cبرآن عمودي ترسيم ميكنم تانقطه  Mرا وصل نموده واز نقطه   Fو Nنقطه 

CN  نقطهB  حاصل شده وميتوانB را بهA  وصل كرد. حال خطي به موازاتBC  از A رسم مينمائيم 

  دريافت گردد. Dتانقطه 

  
   نمونه ترسيم مستطيل:  113شكل 

متوازي الاضلاع چهارضلعي است كه داراي  :ا معلوم بودن نقاط ميانه سه ضلعترسيم متوازي الاضلاع ب

اضلاع كه ميانه  ABCDالاضلاع دوبه دوموازي ومتساوي مي باشد وبراي ترسيم متوازي الاضلاع چون 

AB وBC  وCD  به ترتيبM،NوP  مي باشد مي توان ميانه چهارم يعنيDA را دريافت وQ 

و  ACاراي اضلاع موازي با قطرهاي چهارضلعي است كه د MNPQناميدوچهارضلعي  حاصله ازميانه ها 
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BD  ازABCD  مي باشد. وبرابربا نصف آنها مي باشد ولي داراي مركزيكسان مي باشد.با معلوم بودن سه

كه محل تقاطع قطرهاي باشد خطي موازي  (o)آنراترسيم نموده واز مركز  MNPQاز چهارضلعي رأس 

MN  را رسم نموده ودردوطرف آن همچنانOA=OC=MN   جدا مي سازيم آنگاه راA وC  را بهM 

  حاصل شوند    DوBوصل نموده تا رؤس  Qو Pو Nو

  
  عنمايش نقاط ميانه متوازي الاضلا:  114شكل 

با ABCDبراي ترسيم متوازي الاضلاع چون  :با معلوم بودن دوضلع وارتفاع آنترسيم متوازي الاضلاع 

درقدم اول قطعه خط با طول كوچكتررا ترسيم مي نمائيم سپس به  hمعلوم بودن طول دوضلع وارتفاع 

ادامه مي  DوCبا همان طول نانقطه  Aبه طول ضلع دوم قطعه خطي را ترسيم وبه موازات آن با  BHامتداد 

  متوازي الاضلاع دريافت شود.رأس دهيم تاچهار 

  بلي به بررسي گرفته شده بود.ترسيم مثلث قايم الزاويه وخطي به موازات خط داده شده درصفحات ق

  عمتوازي الاضلا عنمايش ارتفا:  115شكل 

محاط دريك مثلث متساوي الاضلاع چهارضلعي حاصله  :بع محاطي درمثلث متساوي الاضلاعترسيم مر

 ABCDچهار ضلعي  ABCخواهد بود. درمثلث متساوي الاضلاع  ABCDبا اضلاع معلوم يك مربع چون 

مي  Xمتساوي الاضلاع وبه ضلع  AMNفرض كنيم مثلث Xمفروض است اگر ضلع چهارضلعي را 

 زيرا: ).                                                                       335- 330، صص18(باشد

AM=AN=MN=X  
NB=C-X  , C=AB                

 

 

 

 

  

  مربع محاط در مثلث :  116شكل 
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                                درنتيجه 

   &==30˚زاويه  BPNدرمثلث قايم الزاويه  
=����<�  ,    �������<=+�������<�=��                                                                           لذا

����                  =?      

(C-X)
 2

 = (
���� )

 2
+X

2
 

C
2
+X

2
-2CX=

��� +
���  – CX+X

2
  ���  + CX - 

���  = 0 

X
2
 +2CX – C

2
 = 0  

X=
���√∆�	  => X = 

����
��������   

X = C(-1+√2) 

  با معلوم بودن طول ضلع مربع ،مربع رسم مي شود.

علاوه به روش فوق روش ديگري كه مشابه به آن است نيز براي ترسيم استفاده مي شود به قسمي كه از 

Q=90       60=��داريم :   MQCمثلث وصل نموده در  Qبه Aنقطه 
0
M1=30لذا    

0
وهمچنان مثلث    

AMN  متساوي الاضلاع مي باشد زيرا#�=;&=N=60     درنتيجهMN=MQ=AM  ومثلثAMQ  يك

  زاويه خارجي مي باشد .  M1مثلث متساوي اساقين مي باشد وزاويه 

15=لذا
0
   #� =B	   ازنقطهA  خطي ترسيم مي كنيم كه باAC  بسازد وضلع  150زاويهBC  را درنقطهQ 

قطعه نمايد آنگاه از  Mرا در نقطه  ACدريافت  مي كنيم تا ضلع  BCخط عمودي بر  Qيد از نقطه قطع نما

M  خطي به موازاتBC تا  ميكنيم رسمAB  را درنقطهN  قطع نموده واز ان عمودي برBC  ترسيم مي

  چهارم مربع حاصل گردد .رأس   Pنمايم تا 

  
  مربع محاط در مثلث:  117شكل 

محاسبه  محاط در مثلث متساوي الاضلاع دروني علاوه بر دو روش فوق روش ديگر براي ترسيم مربع

دقيق منسوب به ابوالوفا بوزجاني نيز وجود دارد . قسمي كه درقدم اول بر  نموده وزاويه هاي را كه  واندازه

مثلث باشد رأس را رسم مي كنيم (دراين مربع مي تواند درجهت  BDECمربع  ABCاز مثلث  BCضلع 

را رسم مي كنيم تا اضلاع  ETو  DTنصف مي نمايم وخطوط  Tرا درنقطه  BCياعكس آن) سپس ضلع 
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AB  را درنقطهH وAC  رادرنقطهI  قطع نمايد. حال خطHI  راوصل ودوعمودHK وIJ  رابرضلعBC  ترسيم

    .حاصل شود HIJKتا مربع 

  
  ترسيم مربع محاط در مثلث توسط ابوالوفاء بوزجاني : 118شكل 

ABكه دوقاعده    ABCDبراي ترسيم ذوذنقه  :قه بامعلوم بودن قاعده هاوقطرهانزترسيم ذو � a    و CD � b  وقطرهايAC � d و BD � d :معلوم باشد قرار آتي عمل مي نمايم  

 	AECDمي نمائيم متوازي الاضلاع  Eترسيم و  BDخطي به موازات قطر  Cيعني  CDازانجام قاعده 

BEداريم كه   � b	  وEC � d	  لذا سه ضلع ازمثلثABC  را دريافت خواهيم داشت كهAC � d و CE � d	  وAE � a� b	 رأس حال مثلث را ترسيم مي نمايم پس از رسم مثلث ازE  طول EB � 	b   راجدا نموده تاB   دريافت شود وآنگاهCD  رامساوي وموازيBE م مي كنيم تارس D  حاصل

  را ترسيم نمايم يعني داشته باشيم  ACE گردد. شرط امكان ترسيم آن است كه بتوانيم مثلث 

  |d � 	d	̀	| 	! 	" � �	 ! 	E � E	̀ 
  

  نقه و قطر هاي آنزذو : 119شكل 
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لوزي عبارت از چهار ضلعي است كه چهار ضلع آن باهم برابر باشد وقطرهاي لوزي بالاي  :ترسيم لوزي

يك مثلث متساوي الاضلاع را توسط خط كش  اولاً ABCDيكديگرعمود است جهت ترسيم لوزي 

ترسيم قطرهاي آنرا ترسيم مي نمائيم بعداًومتناظرآنرا مشترك گرفتهي نمايم بعداقًاعده آنراوپركار ترسيم م

الاي باهم عمود بوده وقطرهاي لوزي يكديگررا نصف وب)0دريك نقطه مانند (مي كنيم وقطرهاي لوزي 

  يكديگرعمود مي باشد. 

  

  

  

  

  لوزي وقطرهاي آن:  120شكل 

  منظم  پنج ضلعيم يرست.3.3

را مساوي  BCعمود Bه يم اول از نقطلاضلاعي رسم نمائلعي متساوي اپنج ض BA اگر بخواهيم بر خط 

AB ه اخراج مي كنيم . سپس نقطD  وسط خطAB  ول طرا مركز قرار مي دهيم وبهCD   قوسEC  را مي

 EAرا مركز قرار مي دهيم وبه فاصله  Bو  Aه نقط قطع كند حال دو Eه را در نقط  ABكشيم تا امتداد خط 

كه  BTAرا مي كشيم تا مثلث   TBو  TAقطع كنند . خط  Tه سم مي نمايم تا يكديگر را درنقطدو قوس ر

ه مات مورد نياز مي باشد . بعد نقطضلعي گويند به دست آيد . واين مثلث در بسيار از ترسي پنج آن را مثلث

  Hو  Iه هاي ئ رسم مي كنيم تا در نقطقوسها  BAرا مركز قرار مي دهيم وبه طول    Tو B.Aهاي 

.	HAهاي  يكديگر را قطع نمايند وباكشيدن خط TH	. IT وBI  مخمس متساوي الاضاع والزواياي HTIBA . به دست مي آيد  

  : پنج ضلعي منظم با معلوم بودن ضلع121شكل 
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پنج ضلعي  DCBA اگر بخواهيم در مربعي مانند مربع   :مربع ظم با معلوم بودنم پنج ضلعي منيرست

پنج ضلعي بر روي قطر مربع واقع رأس محاط كنيم به طوري كه يك   JIHTEمتساوي الاضلاعي مانند 

به هر نحوي كه بخواهيم رسم و مربعي  GNMLKشود . اول پنج ضلعي منتظم ديگري مانند پنج ضلعي 

  مي نماييم. طبر أن  محي FQSPمانند مربع 

 Rرا ميكشيم و از نقطه  PQبدست آيد سپس قطر  Rجدا ميكنيم تا نقطه  ABمساوي  PSبعد روي ضلع 

وصل ميكنيم و آن را امتداد ميدهيم  NMبه وسط ضلع  Sات آن رسم مي نمائيم بعد از نقطه خطي به مواز

 Gجدا و از نقطه  TRرا معادل  GCاز مربع ، قطع  CAقطع نمائيد حال به روي قطر Tتا آن را در نقطه 

ميكشيم و دو را  IHخط بعداًقطع كند  Aو Iيم تا دوضلع مربع را درنقطه هاي ئاخراج مي نما CAعمودي بر 

 TوJدو قوس رسم مينمائيم تا ضلع هاي مربع را در نقطه هاي  HIرا مركز قرار ميدهيم و به طول  IوHنقطه 

قطع  Eرا درنقطه  CAپركار قوسي ديگري ميكشيم تا قطر اندازهبه همان  Tيا  Jقطع كند و سپس به مركز 

   .تمام ميكنيم  EJو JIنمائيد وباكشيدن خطهاي 

  

                             مربع ودنب : پنج ضلعي منظم با معلوم122شكل 

ظمي محاط بخواهيم در دايره پنج ضلعي منالف. اگر  : Rم پنج ضلعي منظم محاط در دايره به شعاع يرست

را رسم مي كنيم سپس شعاع  BDكه مركز است عمود  Dه  را مي كشيم و از نقط ADCنماييم . اول قطر 

AD  نقطه را درE  مركز نصف وبهE  و طولBE نقطه م مي كنيم تا قطر را در يرست قوسT  قطع نمايد بعدبه

م . اين قوس مساوي يك پنجرا از دايره جدا كند IBرسم ميكنيم تا قوس را  ITقوس  BTو به طول Bمركز 

.HK.KJهاي  محيط دايره مي باشد حال قوس حصه JI وBH   را مساويIB  جدا مي كنيم وتر آنها را مي

 ها و زاويه هاي مساوي  به دست آيد . با ضلع HKJIBكشيم تا پنج ضلعي 
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  Rپنج ضلعي منظم محاط در دايره به شعاع : 123شكل 

برروي قطعه پنج ضلعي منظم در داخل دايره به وسيله پر كار و خط كش ترسيم نمائيم ب. اگر بخواهيم 

نقطه از اين مثلث دايره را در  DTيم . ضلع ي را رسم مي نمائيعني نصف قطر دايره مثلث پنج ضلع ADخط 

C . قطع مي كند  

  Rپنج ضلعي منظم محاط در دايره به شعاع : 124شكل 

پنج   ACوتر كنيم از وترهاي اين چهار قوس با  در چهار قسمت مساوي تقسيم ميرا  ABCحال قوس 

  Ĥيد .ميساوي الاضلاع به دست تضلعي م

مساوي يكي پنجم محيط دايره وتر آن ضلع پنج ضلعي مي باشد و چنانچه محيط دايره را بر  ACج. قوس 

                              طول اين قوس تقسيم كنيم پنج ضلعي متساوي الاضلاع والزوايا به دست مي آيد .

 Tنقطه در را  ADمي كنيم  . سپس خط  ترسيمرا معادل آن  AEي دعمو Aنقطه ز را رسم وا ADد. خط 

جدا و آن را در  ADرا مساوي   HTوبر روي اين خط قطعه  ترسيم ميكنيم.را  ETنصف مي نماييم  وخط 

را قطع كند  ADرا از آن خارج مي نمايم تا امتداد  JIبه دوقسمت مساوي تقسيم ميكنيم  وعموي  Iه نقط

يك  LMتلاقي  كند قوس  Lو  Mنقطه قوسي رسم مي نماييم  تا دايره را در دو IJ به طول Oحال به مركز 

 ). 230- 227، صص2پنجم محيط دايره ميباشد(
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 Rپنج ضلعي منظم محاط در دايره به شعاع : 125شكل 

هاي تقسيم را يك در نقطه اگر دايره به دوقسمت  مساوي تقسيم شده باشد  و مي دانيم كه  :روش دوم

دست آيد پس به هم وصل كنيم پنج ضلعي  منتظم محدب و پنج ضلعي منتظم ستاره اي  به  4به  4ميان با 

هاي نقطه ر تقسيم و سپس  بده كمان برابه ابتدا دايره  را  ي هاي منتظم  محاطي،براي ترسيم پتنج ضلع

ضلعي  منتظم محدب محاط در  پنجضلع   ABبه هم وصل مي كنيم اگر  4به  4تقسيم  را يك درميان يا 

دايره است (شكل) واگر   ���به مساوي  ABدايره يم كوچكتر از ن كمانAB=C5  باشد Rدايره به شعاع  

ضلع  A’Bدايره ميباشد وبنابر اين  ���به  مساوي  A’Bرا رسم كنيم  كمان كوچكتر از نيمدايره  ’AAقطر 

�G   ، داريم . يمبنام Kرا  A’Bو وسط  Oده ضلعي منظم ستار اي محاط در دايره است . اگر مركز دايره را به  � H( � 12#�� � 12 	�′��, �� � #� � 2HJ � 2K′�� 
بناميم  Kرا  ’A’Bسط وو ’Hرا  ’ABووسط  C’5 = َABهمچنين اگر ضلع پنج ضلعي  منتظم ستاره اي را 

AB . ضلع ده ضلعي منتظم محدب است و داريم  K′� � H(′ � ��#��′ � �� 	���,� �� � #� � 2HJ′ � 2K�� پس 

 

  : شكل پنج ضلعي محدب126شكل 
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نه تنها در نوشته ها بلكه  حتي در تابلوها وكتابهاي خود هم ردپاي از آلبر شت ديورر روش سوم .

 (افسردگي) خود ما مربع جادويي مشهور اوست كه درتابلو اه استعداد رياضي خود را نشان داده است گو

اثر كوچك به جا گذشته است ويكي از قديمي ترين مربعهاي جادويي در اروپا است گواه ديگر ما يك 

ه درآن اين نقاش نابغه راه حل بسيار ساده و خوبي براي ساختن پنج ضلعي منتظم به كمك است كديورر

  اشدب پرگار داده است وقتي كه تنها طول ضلع آن معلوم

  

  Rپنج ضلعي منظم محاط در دايره به شعاع : 127شكل 

ورتي است كه خود ديورر گذاشته است صبه همان  5و 4.3.2.1و عدد هاي   dو aحرفهاي فوق در شكل 

گذاشته شده است بعد ها به آن اضافه شده است روش ديورر كاملاً دقيق  قوستنها حرفهاي كه داخل 

در  واقف بود وب است خود ديورر هم به اين امر نيست . ولي براي هدفهاي عملي به اندازه كافي خ

ظمي كه در عمل لازم است مي كشد شكل حقيقت خط فاصلي بين شكلهاي منظم رياضي وشكلهاي من

  هم به قدرت روشن است كه نياز به هيچ توضيح اضافي نيست .

واين هم روش محاط كردن پنج ضلعي منتظم در دايره كه به وسيله رياضيدان ومنجم روش چهارم .

را دو قطر عمود بر هم دايره فرض مي  CDو ABآلماني اوگان شريوتر (سده هفدهم) داده شده است . 

  كنيم 

  

  Rپنج ضلعي منظم محاط در دايره به شعاع : 128شكل 
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است.  ABو باز موازي  BOمساوي  Ddخط قطعه است .  ABو موازي   4OAمساوي ب Ccخط  قطعه

قطع ميكند . اين دو نقطه  Fو  Eرا را به هم وصل ميكند ، دايره را در نقطه هاي  d و  cخطي كه دو نقطه 

عمود هايي بر  fو  c، يعني از نقطه هاي  ABوصل ميكنيم و از نقطه هاي تلافي اين دو خط با  Cرا به نقطه 

AB  پنچ ضلعي را ميدهند. ( نقطه هاي رأس اخرج ميكنيم . نقطه هاي برخورد اين دو عمود با دايره ، چهار

  ).5و  2،3،4

را  ACه از همين مولف است ، خيلي جالب است . روي مماس بر دايره ، ، كمسلهحل ديگر اين ه را 

و  DOوصل ميكنيم، خطهاي  Bو  Oرا به نقطه هاي  Dرا مساوي قطر جدا ميكنيم.  ADمساوي شعاع و 

DB  دايره را در نقطه هايG  وH  سپس به مركز ميكنند. قطعD  و شعاع مساويDG  قوسي رسم ميكنيم

قطع كند  Mوصل ميكنيم ، تا دايره را در نقطه  Aبه  مستقيم با خط را Iقطع كند .  Iرا در نقطهء  CHتا خط 

است. اثبات صحت اين شكل را ،  ABضلع مجهول پنچ ضلعي منظم محاط در دايرهء به قطر  AM. وتر 

  م.كه به سادگي بر اساس استفاده از تقسيم طلايي انجام ميگيرد به عهده خواننده ميگذاري

  
  Rپنج ضلعي منظم محاط در دايره به شعاع : 129شكل 

، دوشعاع  عمود  Oنكته. روش ترسيم ضلع هاي پنچ ضلعيهاي منظم محدب و ستاره اي در دايره به مركز 

را در  OEخط  IAوبه شعاع  Iميناميم. دايره به مركز  Iرا  OEرا رسم ميكنيم و وسط شعاع  OEو  OAبر 

�و  ���بترتيب مساوي با  �ONو   ONقطع ميكند .  �=و  Nنقطه هاي  �NN  هستند و بنابر اين : ��� � C�� � C��� � R√5   

�AN  ميتوان نوشت : �ANNدر مثلث قائم الزاويه  � NN� P H= � R√5 P R2 Q√5 � 1R 

             											� �� S10� 2√5T � QC�R� 

��=A و      � NN� P ON� � R√5 P R2 Q√5� 1R 
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												� R�4 S10� 2√5T � QC��R� 
��C  پس  � AN�,			C� � AN			 

باشد  ANه روي آنها بفي است كمانهاي متوالي كه وتر روو براي تقسيم دايره به پنج كمان متساوي كا

  روي دايره جدا ميكنيم .

چون به وسيله خط كش و پركار ميتوانيم پنج ضلعي منتظم محدب محاط در يك دايره رسم كنيم  :تبصره 

5،... و به طور كلي به 20،40، 10، پس ميتوانيم متوالياً دايره را به  P قسمت متساوي تقسيم كنيم به  �2

5اين ترتيب ، چند ضلعيهاي منتظم محدب و ستاره اي را كه عده ضلعهاي شان  P ، ميتوان به  است �2

  عددي است بزرگتر يا مساوي با صفر ) nوسيله خط كش و پركار رسم كرد.( 

                                            :م شش ضلعي منظم با معلوم بودن اندازه ضلعيرست. 4.3

مثلثي متساوي  ABشش ضلعي متساوي الاضلاعي و الزوايا رسم نماييم . اول بر خط  ABميخواهيم بر خط 

را امتداد مي دهيم و روي هر كدام از نقطه  BCو  ACميكشيم ، سپس دو ضلع  ABCالاضلاع مانند مثلث 

C  طولي معادلAB  جدا ميكنيم تا نقطه هايE و T .به دست آيد                                                     

 Cرا امتداد ميدهيم و از نقطه  CDرا ميكشيم و خط  BCDمثلث متساوي الاضلاع  BCبعد به روي خط  

را ميكشيم تا شش ضلعي متساوي  AHو  DE ،ET،HTجدا ميكنيم . حال خطهاي  CDرا به فاصله  Hنقطه 

 به دست آيد. ABDETHالاضلاع و الزوايا 

  
 : شش ضلعي منظم با معلوم بودن اندازه ضلع130شكل 
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  :Rظم محاط در دايره به شعاع م شش ضلعي منيرست

را  ACشش ضلعي متساوي الاضلاع رسم كنيم ، ابتدا قطر  ABC. اگر بخواهيم در دايره روش اول

را نشان مي نماييم . سپس با كشيدن  Fو  B،H،Dو به طول شعاع دايره نقطه هاي  C و Aميكشيم و به مركز 

  شش ضلعي متساوي الاضلاع را به دست مي آوريم . AHو  AB،BF،CF،DC،HDوتر هاي 

  R: شش ضلعي منتظم محاط در دايره به شعاع 131شكل 

 OABدر دايره محاط شده باشد مثلث متساوي الساقين  ABCDEF. اگر شش ضلعي منتظم روش دوم

(  AOH، و از مثلث قائم الزاويه  AB=OA=Rپس جه است ، متساوي الاضلاع مي باشددر 60مساوي با 

H  اوسطAB  (.است  

)H   نتيجه مي شود: � G√32  

�K  پس  � G2 √3																			�� � G 
  R: شش ضلعي منتظم محاط در دايره به شعاع 132شكل 
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را رسم و به مركز هاي  ADكافي است قطر  Rپس براي ترسيم شش ضلعي منتظم محاط در دايره به شعاع 

A  و D   و به شعاعR  دو دايره رسم كنيم تا دايره را در رأسهايB،C،E  وF  .قطع كنندABCDEF  شش

 . ضلعي منتظم محاط در دايره است

را در نظر ميگيريم . محيط دايره را به  C(O,R)دايره   :Rظم محيط بر دايره به شعاع  ترسيم شش ضلعي من

هاي  به دست آيد. در رأس MNPQRSشش كمان مساوي بخش مي كنيم تا شش ضلعي منتظم محاطي 

قطع  Fو A،B،C،D،Eمماس بر دايره رسم ميكنيم ، تا يكديگر را در  هاي اين شش ضلعي منتظم ، خط

 .شش ضلعي منتظم محيط بر دايره است  ABCDEFميكنند . 

.  

  :ظمم هفت ضلعي منيرست .5.3

را به اندازه خودش تا نقطه  ABهفت ضلعي متساوي الاضلاع رسم كنيم. ابتدا خط  ABمي خواهيم بر خط 

C  امتداد مي دهيم و بر خطAC  مثلث متساوي الاضلاعACD  را رسم مي نماييم . سپس دايره محيطي اين

مي  ABرا معادل خط  AEوتر  Aمثلث را رسم مي كنيم ( چنان كه بعداً  بيان خواهيم كرد ). بعد از نقطه 

نصف ميكنيم و خط عمود منصف آن را ميكشيم و امتداد مي دهيم تا دايره  Tكشيم و آن را در نقطه 

به دونيم  تقسيم ميكنيم و خط عمود منصف  Iرا در نقطه  ABخط  قطع نمايد. حال Hمحيطي را در نقطه 

دايره را  A و J،B را مشخص مينماييم ، حال بر سه نقطه  Jامتداد مي دهيم و نقطه  HTآن را به اندازه طول 

را  BNو  AK،KL،L J،MJ،MNرسم ميكنيم ( چنان كه بعداً گفته مي شود) و در اين دايره قوس هاي 

 به دست مي آيد. BNMJLKAجدا مي نمايييم و با رسم وتر اين قوسها ، هفت ضلعي  ABمساوي قوس 

.  

13 3 R   
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N 
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E  

F B 

C 
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  : هفت ضلعي منتظم با معلوم بودن اندازه ضلع134شكل 

ارشميدس، يعني رسم يك هفت ضلعي  مسلهاين  :Rظم محاط در دايره به شعاع م هفت ضلعي منيرست

مشهور ديگر هم وجود  مسلهمشهور دنياي قديم است . به جز اين ، سه  مسلهمنتظم ، در واقع چهارمين 

دارد: تضعيف  مكعب ، تثليث زاويه و تربيع دايره. ارشميدس ، توانست هفت ضلعي منتظم را ، به كمك 

قابل حل  2 درجهها جذرده كرد كه ، در محدوده خط كش و پركار ، رسم كند. او از پيش قضيه استفا

  ين ، نميتوان ريشه هاي آن را ، به كمك خط كش و پركار ، رسم كرد.نيست و بنابر ا

رسم هفت ضلعي منتظم را ، نمي توان به طور كامل و  مسلهبه اين ترتيب ، ارشيمدس هم مي دانست كه 

  دقيق ،تنها به كمك خط كش و پركار و بدون استفاده از وسيله هاي ديگر ، حل كرد.

م را نمي توان به ياري خط كش و پركار رسم كرد، مي توان به كمك ظبه اين حكم ، كه هفت ضلعي من

عددي اول باشد، براي اين كه  nسنگ محك گوس ، قانع شد. طبق اين معيار (يا سنگ محك) ، اگر 

به صورت  nضلعي منتظم را به ياري خط كش و پركار رسم كرد، لازم و كافي است كه عدد  nبتوان  2�� �   باشد. 1

��2را نميتوان به صورت  7عدد  � نوشت و ، بنابراين ، رسم هفت ضلعي منتظم ، تنها به ياري خط  1

كش و پركار ، ممكن نيست . در واقع ، هفت ضلعي منتظم را ميتوان به تقريب و با هر اندازه دقت لازم ، 

ور دقيق انجام شود رسم كرد ( به كمك خط كش و پركار) و اگر بخواهيم ، رسم هفت ضلعي منتظم  به ط

، بايد به جز خط كش و پركار ، از وسيله هاي ديگري هم ( مثل گونيا دو قائمه) استفاده كرد. براي ترسيم 

تقريبي هفت ضلعي منتظم ،  مثلاً مي توان به اين ترتيب عمل كرد:ضلع هفت ضلعي منتظم محاط در دايره 

�"  داريم : r=1اط در همين دايره ،  در واقع ، به ازاي ، به تقريب برابر است با نصف ضلع سه ضلعي منتظم مح � 2SIN36014 Y 0.868 

  از طرف ديگر
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��2 = √32 ≈ 0.868 
  % تجاوز نمي كند.  0.3و همان طور كه ديده مي شود ، خطاي اين تقريب از 

��  ظم ، منجر به حل اين معادله مي شود: رسم هفت ضلعي من مسله − 1 = 0 

قابل حل نيست . ريشه هاي هفتم  2 درجه جذرهادر صفحه بعد نشان مي دهيم كه اين معادله ، به كمك 

  ) در معادله صفحه بعد صدق مي كنند:1واحد ( به جز

 )1 .  .  .  (x� + x� + x� + x� + x� + x = −1 

=xكه در آن   cos 2�7 + � sin 2�7 .  

	���چون    = x�	 :بنابر اين ، معادله را مي توان چنين نوشت ،  

)2. . . (x+ x�
 + x� + x�� + x� + x�� = −1  

  فرض ميكنيم :

)3 . . . (x+ x�
 = y  

  آن وقت 

)4  . . . (x� + x�� = y� − 2 

)5  . . . (x� + x�� = y� − 3y  

  ) به اين صورت در مي آيد:5) و (4)، (3) به كمك رابطه هاي (2معادله (

)6  .  .  .  (y� + y� − 2y− 1 = 0  

 2  جذرهاي به درجه شود كه ميدانيم به كمك مي جربه حل معادله درجه سوممن) 6به اين ترتيب رابطه (

ظم را نمي توان به ياري خط كش و پركار حل مربوط به حل هفت ضلعي من مسلهقابل حل نيست در نتيجه 

  كرد.

ي دو قايمه قابل حل است ياد ظم به كمك گونيا،رسم هفت ضلعي من مسله) بنابراين 6باوجود اين معادله (

 آوري ميكنيم كه 
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. � Z � Z�� � [ \] ��� � ^	]^_	 ��� `� [ \] ��� � ^	]^_	 ��� ` � 2	 \] ���   

هفت ضلعي را ، يك درميان به هم وصل كنيم و تري بدست مي آيد كه فاصله رأس دوبنابراين ، اگر 

	[\ مركزدايره از آن برابر  ��� �   مي شود . ��

  ) را به كمك رسم حل ميكنيم .6اكنون ، معادله (

و  ABaBC ،  BCaCDرا مي كشيم (شكل ) ، به نحوي كه  ABCDEبراي اين منظور خط شكسته 

CDaDE  ً1 وضمنا, 2, 1, 1DE C D BC AB= = = ) 6ها در معادله ( قدر مطلق ضريب،1،1،2،1( باشد=

  .)هستند

  
  Rهفت ضلعي منظم محاط در دايره به شعاع  :135شكل 

هيم و به اصطلاح ، خط شكسته مقعر يدحالا ، گونياي دو قائمه را ، آن طور كه درشكل مي بينيد ، قرار م 

AXYE  را رسم مي كنيم . با محاسبه معلوم مي شود كهXB=Y  (جواب مورد نظر) اين محاسبه را انجام مي

  مي ناميم در اين صورت داريم  ∝را  XABدهيم . زاويه 

XB= tg∝ 

CY=XCtg∝� QXB � 1Rtg ∝ 

     =(tg∝ �1Rtg ∝� cd� ∝ 	�tg ∝ 

CY=2+DY=2+cotg ∝	� 2 � ���∝ � ���∝����∝  

2cd  بدست آمد ، نتيجه مي شود   CYاز برابر قرار دادن دو مقدار كه براي  ∝ �1cd ∝ � cd� ∝ �tg ∝ 
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cd� ∝ �cd� ∝ �2tg ∝ �1 � 0 

�∝tgو ديده مي شود كه   XB ) صدق مي كند6در معادله (. 

��در نظر گرفت . مي دانيم  .را مي توان به جاي  XB قطعه خطبنابراين ،  � ��� له عبارت است از فاص  

وسط  Hل كرده باشد . نقطه يك در ميان ، به هم وص ظم را ،هفت ضلعي منرأس تا وتري كه دو  Bمركز 

XB  ن جا ، عمودي بر آرا پيدا مي كنيم و ازXB  اخراج مي كنيم تا دايره را در نقطه هايII   وVII  قطع

 سأاز راسهاي هفت ضلعي منتظم بدست مي آيد و ، به كمك آنها بقيه ررأس كند . به اين ترتيب ، دو 

  ، پيدا  مي شوند. ه گيساده هاي هم ب

را  AC عه خط. ابتدا قط هفت ضلعي متساوي الاضلاعي رسم نماييم ABCاگر بخواهيم در دايره 

پركاريعني مساوي نصف قطردايره  اندازهرا مركز قرار مي دهيم و باهمان  Aو سپس نقطه  رسم ميكنيم

قطع نمايد . حال  Tرا در نقطه  ACرا رسم مي كنيم تاقطر  BDمي كنيم و خط  يرانشان Dو Bنقطه هاي  

به تقريب نه  مساوي يك هفتم محيط دايره ( BHمي كنيم ، قوس  يرا نشان Hنقطه  TBو طول Bبه مركز

پس چون دايره را بدين مقدار تقسيم و وترهاي ميان قسمتها را رسم نماييم هفت بلكه به تحقيق )مي باشد.

  بدست ميايد. MLKJIHBضلعي 

  
  R: هفت ضلعي منظم محاط در دايره به شعاع 136شكل 

  ظم م هشت ضلعي منيرست .6.3

يم . تساوي الاضلاعي مساوي آن رسم نمائهشت ضلعي م ABمي خواهيم بر خط  :روش اول

 CAEزاويه اي مانند زاويه هاي  BوAرا از دو طرف ادامه مي دهيم و برهريك از نقطه هاي  ABاول خط 

جدا مي كنيم و از نقطه  ABرا مساوي  BTو  AEمعادل نصف قائمه با آنها مي سازيم سپس  خط  DBTو 

را رسم HKDC مربع  DCو بعد بر خط  DTو  CEفرود مي آوريم مانند  AB  و عمود بر خطد TوEهاي 
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بدست ايد،  MوL,I,Jيم تا نقطه هاي جدا مي نمائ CE را معادل MKو LK,JH,IHهاي   مي كنيم و خط

  حاصل شود. ABTMLIJEرا مي كشيم تا هشت ضلعي  LMو  JIحال خطاهاي 

  

  معلوم بودن اندازه ضلعظم با هشت ضلعي من: 137شكل 

ار را معادل اندازه پركار رسم  نماييم ، اول پركهشت ضلعي را با يك . اگر بخواهيم كه اين روش دوم

را سم مي كنيم و آنها را معادل طول  BDوACرسم مي نماييم وبعد دو قطر  ABCDمربع ABطول خط 

AB تانقطه هايEوT  امتداد مي دهيم سپس خطTE  را رسم مي نماييم و دو خط عمودJE وMT  معادل

وهمچنين   MJو JEرا مي كشيم . حال زاويه بين امتداد خطهاي MJرسم مي كنيم وخط  نرا بر آ ABخط 

را مساوي  LMو IJيم و خط ئنمابه دو نيمه تقسيم مي LMو  JIبا دو خط راJM و  MT زاويه بين امتداد خط

را   EJILMTBA و زوايايلعي مساوي الاضلاع ضهشت  LIجدا مي كنيم وبالاخره با رسم خط   AB خط

  يم .ئكامل مي نما

  

  ظم با معلوم بودن اندازه ضلعهشت ضلعي من: 138شكل 

را در طرف داخل رسم كرد كه در اين صورت اول نقطه  ABCDدر اين طرز ميتوان مربع  : روش سوم

  كه گفته شد عمل ميكنيم .  بقيه ضلع ها به همان نوع ترسيمبدست ميايد و براي  Mو Jهاي 
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  ظم با معلوم بودن مربعم هشت ضلعي منيرست. 6.3

محاط نمائيم ، اول  ABCDاگر بخواهيم هشت ضلعي متساوي الاضلاعي در مربع مانند مربع  :روش اول

را روي قطر علامت  Tو شعاع نصف ضلع مربع نقطه  Eرسم مي كنيم تا يكديگر را در نقطه وقطر آن رادهر

مربع به طول رأس را نشان مي كنيم .حال از هر  Iو  Hنقطه هاي  BTو طول  Tمي گذاريم ، بعد به مركز 

HB ياIB  قطعهSA،NA،JD،KD،MC،LCهاي  تعيين مي نمايم وخطراHI،NS،KJ   وLM  ترسيم را

  يد.به دست آ  HILMKJNSتا هشت ضلعي  مينائيم

  

  

  

  

  هشت ضلعي منتظم با معلوم بودن مربع: 139شكل 

ه نصف قطر ، هشت ضلعي را رسم نمائيم ، هر يك ار به اندازر بخواهيم با يك اندازه بركاگ :وش دومر

را  H،M،N،K،L،I،S،Jنقطه هاي  EA (گوشه هاي )مربع را مرگز قرار مي دهيم وبه طول رأس از چهار

  را رسم مي كنيم تا هشت ضلعي متساوي الاضلاع. SN،HI،KJ،LMهاي  و،خطهاي مربع تعيين  روي ضلع

  
  هشت ضلعي منتظم با معلوم بودن مربع: 140شكل 

ه هشت ضلعي رسم كنيم اول اگر بخواهيم در داير :Rظم محاط در دايره به شعاع م هشت ضلعي منيرست

تقسيم مي كنيم و وتر ها را مي كشيم مربعي رسم وسپس هر كدام از قوسهاي چهارگانه را به دو نيمه 

ره عمود بر يكديگر رسم تاهشت ضلعي متساوي الاضلاع به دست آيد به عبارت ديگر اول دو قطر از داي

تا دايره را به چهار قسمت مساوي تقسيم نمايد. سپس منصف الزاويه هاي اين چهار بخش را مي مي كنيم 
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ظم را در تصال نقطه هاي تقسيم هشت ضلعي مند. حال با اقسيم شويره به هشت قسمت مساوي تكشيم تا دا

 ه تكميل مي كنيم .داير

  
  Rظم محاط در دايره به شعاع هشت ضلعي من: 141شكل 

  

  

هشت قسمت مساوي تقسيم كرده  محيط دايره را به :Rظم محيط بر دايره به شعاع م هشت ضلعي منيرست

  ظم به دست آيد.هاي بردايره رسم مي كنيم تا هشت ضلعي من طه هاي تقسيم مماسدر نق

  

  ظم م نه ضلعي منيرست .7.3

را به هر  EDCيم ، اول دايره دلخواه نه ضلعي متساوي الاضلاع وزوايا رسم نمائ ABاگر بخواهيم بر خط 

را روي  EوDرا روي آن انتخاب وبه طول نصف قطر دو نقطه   Mشعاع كه بخواهيم رسم مي كنيم ونقطه 

را روي به سه قسمت تقسيم مي نماييم مثلث آن را در نظر ميگيرم  DEدايره نشان مي نماييم و سپس قوس 

و  FHچنان رسم مي نماييم كه موازي  HTEرا در مثلث  JIرا رسم ميكنيم سپس خط  HTوFTودو شعاع 

قطع   Kگر را درنقطه دو قوس مي كشيم تا يكدي TIطول   BوAباشد حال به مركز دو نقطه  ABمساوي 
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را به هشت قسمت مساوي BLAرا مي كشيم وقوس  LBAمركز قرار مي دهيم ودايره   Kكنند وسپس نقطه 

 زوايا به دست آيد.عي متساوي اضلاع ونه ضل ABر هاي آنها را رسم مي كنيم تا با خط تتقسيم وو

  
 ظم با معلوم بودن اندازه ضلع: نه ضلعي من143شكل 

عي  منتظم رسم نمائيم ه اي نه ضلر بخواهيم در دايراگ :Rه به شاع ظم محاط در دايرمن م نه ضلعييرست

ه مثلث  متساوي الاضلاع مي كشيم وبعد هر كدام از قوسهاي سه گانه را به سه قسمت مساوي اول در داير

 تقسيم و وترهاي نه گانه را رسم مي كنيم تانه ضلعي متساوي الاضلاع به دست آيد.

  
  Rظم محاط در دايزه به شاع : نه ضلعي من144شكل 

ه (كه داير D،وB،Cپس به همين شعاع وبه مركز هاي دايره بزرگ رارسم مي كنيم  Aبه مركز روش ديورر.

وصل وآن را به سه قسمت مساوي  Bرا به Aرا به سه قسمت مساوي تقسيم كرده اند ) سه قوس مي كشيم 

=  AFه به شعاع ضلع نه ضلعي منتظم محاط در داير EF عمود Aونزديك به  ABتقسيم مي كنيم . از قطعه 

AE .خواهد بود. بايد ياد آوري كرد كه اين ترسيم هم تقريبي است  
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  R: نه ضلعي منتظم محاط در دايزه به شاع 145شكل 

  ظم م ده ضلعي منيرست.8.3

نصف مي كنيم واز   Cرا در نقطه  ABده ضلعي بسازيم ، اول خط  AB. اگر بخواهيم بر خط  روش اول

را روي امتداد   Eنقطه  DCوشعاع   ABوسط   Cاخراج نموده وبه مركز   ABرا معادل   BDعمود Bنقطه 

AB  نشان مي كنيم ،سپس به مركز نقطه هايAوB  و طولEA دو قوس رسم مي نماييم تا يكديگر را در

مي باشد . حال به « نمحاط در آ  ABلع مركز دايره اي است  كه ده ضلعيي با ضTقطع كنند . نقطه  Tنقطه 

قطع نمايد.سپس هر  Iو  Hرا در دو نقطه  TBو TAدايره اي رسم مي نماييم تا امتداد  BTوشعاع  Tمركز 

ووتر هاي اين قوسهاي را مي كشيم را به چهار قسمت مساوي تقسيم مي كنيم   IBوHAاز دو قوس  كيي

 زوايا به دست مي آيد. ده ضلعي متساوي الاضلاع و

  
 ظم با معلوم بودن اندازه ضلع: ده ضلعي من 146شكل 

زوايا رسم كنيم به طوري كه فقط عي متساوي الاضلاعي وده ضل  AB. اگر بخواهيم بر خط  روش دوم

را رسم و بعد به  ABاول مثلث پنج ضلعي روي خط باز نمائيم، براي اين كار  ABپرگار را به اندازه خط   

امتداد آنها  DوCطه هاي را در نق   TBوTAه اي رسيم مي كنيم تا خطهاي داير ABوشعاع   Tمركز نقطه 

قسمت متساوي تقسيم واز  را به چهار HDوICحال هر يك از دو قوس قطع نمايد. Hو I را در نقطه هاي
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چه اين نقطه را نامتداد مي دهيم چنا CAصله ه به اين نقطه ها وصل مي كنيم وآنها را به اندازه فامركز داير

 زوايا مي باشد.ده ضلعي حاصل متساوي الاضلاع و به يكديگر وصل نماييم

  
  ظم با معلوم بودن اندازه ضلعده ضلعي من : 147شكل 

  روش هاي ذيل را مطالعه ميكنيم: Rظم محاط در دايره به شعاع م ده ضلعي منيرستجهت 

صول ضلع ده ضلعي منتظم را برحسب شعاع دايره محيطي آن ، محاسبه ميي كنيم براي اين  :روش اول

يكي از  ABمركز ده ضلعي منتظم و Oرا در نظر مي گيريم كه در آن  AOBمنظور مثلث متساوي الستاقين 

���  هاي ان است در اين صورت داريم: ضلع � 36°	,��� � 72° 
AB1 زاويه ناصف الOAB  را رسم مي كنيم چون مثلثهايOB1A و B1AB بنابراين  ،ندا متساوي الساقين

AB=AB1=OB1  وAB=x وOA=1  مي گيريم ازتشابه مثلثهايAOB  وB1AB  بدست ميايد���� � ��    

�جواب مثبت اين معادله در جه دوم  � √���� با اين طول را مي توانيم به كمك  مستقيم قطعه خطاست   

اي به شعاع واحد رسم  ظم كافي است دايرهيم بنابراين براي رسم ده ضلعي منپركارو خط كش رسم كن

����√غاز از نقطه اي واقع بر محيط آن به كمك پركاري كه به اندازه كنيم و با آ ت بازشده است پش 	

 . مت بگذاريم را روي محيط دايره علاسرهم  راسهاي ده ضلعي منظم 

  
 R: ده ضلعي منتظم محاط در دايره به شعاع  148شكل 
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�هاي باعدد  مسلهياداشت . در بسياري  �  برخورد مي كنيم به عنوان ����√

��18°مثال   � �� � √���� �ر عدد    � �� � √���� تقسيم را از زمانهاي قديم مي شناخته اند و به (  

 قطعهتقسيم كنيم آن وقت نسبت طول تمام  tرا به نسبت  مستقيم طلائي) مربوط بوده است، اگر قطعه خط

عدد در رابطه با عدد هاي فيبونا خط به بخش بزرگترين آن برابر بانسبت بخش كوچكتر مي شود همين 

  ي هم به دست مي آيد .ج

اگر دايره را به در كمان متساوي تقسيم، و نقطه هاي تقسيم را به طور متوالي به هم وصل  :روش دوم

بدست ميايد و اگر نقطه هاي يك در ميان با هم وصل كنيم ، پنچ ضلعي  بكنيم ده ضلعي منظم محد

به هم وصل كنيم ده ضلعي منظم ستاري  3به  3منتظم محدب حاصل ميشود و اگر نقطه هاي تقسم را 

 با هم وصل كنيم پنج ضلعي منظم ستاري نتيجه ميشود .  4به  4دست ميايد و بالاخره نقطه هاي تقسيم را ب

  
  R: ده ضلعي منتظم محاط در دايره به شعاع  149شكل 

ميباشند  پس  3و  1چون عداد صحيحي كه از نصف ده يعني پنج كوچكتر و با ده اول استند فقد  :تبصره

  ي وجود دارد .ه ايك ده ضلعي منظم محدب و يك ده ضلعي منظم ستار

ي پنج ضلع اگر بخواهيم كه در دايره ده ضلعي رسم نمايم ، همان طور كه قبلاً در رسم:روش سوم 

ضلع ده ضلعي با وتر يك دهم  TEمتساوي الاضلاع گفته شده عمل ميكنيم نقطه در اين عمل قطعه خط 

تقسيم نمائيم به ده قسمت مساوي تقسيم شود كه با رسم  اندازه محيط دايره ميباشد و چون دايره را با آن

  ميباشد .  TEوتر آن قسمت هاي ده ضلعي بدست آيد كه هر ضلع آن مساوي 
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  م يازده ضلعي منظم يرست. 9.3

پركارمساوي شعاع دايره  اندازهو  Dرا عمود بر يك ديگر رسم مينائيم . سپس به مركز  BDو  ACدو قطر 

را ميكشيم  و از مركز دايره خط  FBميكنيم . بعد خط  يرا روي دايره نشان Tو  Fبا نصف قطر ، دو نقطه 

 Jرا در نقطه  BHن ميكنيم . حالا قطعه خط يرا تعي Hقي آن يعني نقطه عمود مينمائيم و نقطه تلا FBبرخط 

را در  BF پركار مساوي شعاع دايره قوسي رسم ميكنيم تا خط اندازهو  Bنصف مينمايم و بعد به مركز 

معادل طول يازده ضلعي محاط در دايره ميباشد . وبا تقسيم دايره براين  KJد قطعه خط نيقطع نما Kنقطه 

  و كشيدن وترقوسهاي تقسيم شده ، يازده ضلع متساوي الاضلاع بدست ميايد . اندازه 

  
  : يازده ضلعي منظم 150شكل 

  م دوازه ضلعي منظم يرست. 10.3

 R,O( Cم دوازده ضلعي منظم با معلوم بودن شعاع دايره محيطي دايره محيطي دوازده ضلعي منظم را (يرست

مينمايم ، محيط اين دايره را به شش قسمت برابر تقسيم ميكنيم سپس هريك از كمان هاي بدست آمده را 

به دو كمان مساوي تقسيم مينمائيم تا محيط دايره به دوازده قسمت برابر تقسيم شود نقطه هاي تقسيم را 

 .ود بطور متوالي با هم وصل ميكنيم تا دوازده ضلعي منظم محاط در دايره وصل ش

  
  ضلعي منظم دوازده:  151شكل 
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  م سيزده ضلعي منظم يرست.11.3

را رسم مينمائيم و به مزكز نقطه  ABروش كلي تقسيم يك دايره به چند قسمت مساوي . قطر :روش اول

يد . سپس قطر قطع نما Nو   Mدو كمان رسم ميكنيم تا يك ديگر را در نقطه  ABو به شعاع  BوAهاي 

AB  را به تعداد ضلع هاي چند ضلعي منظمي كه ميخواهيم رسم كنيم تقسيم مي نمايم حال اگر از نقطه

به نقطه هاي دوم و چهارم وششم ... ( يعني يك درميان) وصل كرده امتداد دهيم تا دايره را  NوMهاي 

دست آوردن قطع كنند ، طول وترهاي حاصل بين آنها معادل ضلع چند ضلعي مورد نظر است و براي ب

چندضلعي كافي است وترهاي مربوطه را به يك ديگر وصل كنيم براي رسم سيزده ضلعي منظم كافي 

  را به سيزده قسمت مساوي تقسيم كنيم .  ABاست قطر 

  
  ضلعي منظم سيزده:  152شكل 

   :روش ديگر تقسيم دايره به چند قسمت مساوي

را چنان اختيار ميكنم  Dنقطه  ACرا ميسازيم سپس روي قطر  ABCروي قطر دايره مثلث متساوي الاضلاع 

 نچهبه تعداد ضلع هاي چند ضلعي باشد به عبارت ديگر چنا 2مساوي نسبت عدد  ACبه  ADكه نسبت 

باشد . حال  Aبه فاصله دو قسمت از نقطه Dرا به تعداد ضلع هاي چند ضلعي تقسيم كنيم نقطه   ACقطر

مساوي ضلع چند ضلعي   AEقطع كند وتر Eن را امتداد دهيم تا دايره را دروصل كنيم و آ Dبه  Bاگراز

  شتباهات مطابق جدول زير ميباشد ميباشد . در اين روش ا

  
  ضلعي منظم سيزده:  a 153شكل
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  60  20  10  9  8  7  6  5  4  3  تعداد ضلعها

  6  18  36  40  45 51,26  60  72  90  120  زاويه مركزي

  7/2  3/5  0/97  -  0/14  0/17  0  0/07  0  0  درصد خطا

 

تا يك درصد ميباشد كه براي كارهاي عملي قابل توجه   07/0خطا بين  5،7،8،10يعني در قسمتهاي 

  حال خطا از ده در صد تجاوز نمي كند . ات بيشترنيز در هرولي در تقسيم چنداني نسيت

  

   Rمنظم محاط در دايره به شعاع  يم پانزده ضلعيرست .12.3

دايره مي باشد واقع  ��� ساويروبه روي كماني از دايره كه مهر ضلع پانزده ضلعي منظم محدب محاطي  

���است ، اما   � ��� را بترتيب مساوي با  ACو ABاز دايره و ترهاي  ADو اگر در يك طرف قطر  ���

C6 وC10  رسم كنيم وترBC  ضلع پانزده ضلعي منظم محدب محاطي خواهد بوداگربدين وسيله دايره رابه

صل به هم و 7به  7يا  4به  4يا  2به  2 طه هاي تقسيم را به طور متوالي كمان متساوي تقسيم كنيم و نق 15

  اي بدست مي آيد . هكنيم ، پانزده ضلعي منظم محدب پانزده ضلعيهاي منظم ستار

 

  ضلعي منظم پانزده:  b 153شكل

��  به كار مي بريم رابطه زير حاصل ميشود . ACBDقضيه بطلميوس را در باره چهار ضلعي  C15محاسبه  � �� � �� � �� � �� ��� 
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��      اما � ��� � 	� ��5� 1�			,AB � R,AD � 2R, �� � �′� � 	��10� 2√5, 	�� � �
 �  و 3√#

���  ) قرار دهيم حاصل مي شود.1كه چون در رابطه ( � #2 $%10� 2√5� √15 � √3& 

پس يك پانزده  7و1،2،4كوچكتروباآن اول هستند عبارتنداز  15چون اعداد صحيحي كه از نصف  نكته:

  ضلعي منظم محدب و سه پانزده ضلعي منظم ستاره اي وجود دارد

  :R م هفده ضعلي منظم محاط دردايره به شعاعيرست. 13.3

 Bو  Aرارسم مينمايم وبه مركز نقطه هاي   ABاول قطر Rجهت ترسيم پانزده ضلعي منظم محاط دردايره به شعاع 

را به تعداد هفده واحد تقسيم مينمايم. و  ABقطعه نمايد سپس قطر Nو  Mدوقوس رسم ميكنيم. تا يك ديگررا درنقاط  ABوشعاع 

به نقطه هاي يكي  Nو Mحال اگر نقطه هاي  همانند قطراولي به هفده حصة مساوي تقسيم مينميام  MNنيزقطردومي 

درميان قطردومي وصل كنيم وامتداددهيم تا محيط دايده را قطع نمايدنقاط يافت شده را متوالياٌ باهم وصل 

براي بدست آوردن  كهنمايم طول وترهاي حاصل بين آنها معادل ضلع هفده ضلعي منظم مورد نظراست . 

چند ضلعي منظم كافيست وترهاي مساوي مربوط را به يك ديگروصل نمايم تاهفده ضلعي محدب 

ومتساوي الاضلاع بدست آيد. ولي به هرصورت اين شيوه به اشتباه اندك بوده ودرعمل آنقدرقابل 

  ). 45- 30، صص 29ظه نميباشد(ملاح

  

  ضلعي منظم هفده:  c 153شكل
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  خلاصه فصل سوم

ترسيم مثلث با معلوم مبحث اصلي اين فصل عبارت بود از ترسيم مضلعات منظم. فهميديم كه 

 ضلع آن، 3معلوم بودن ضلع وزاويه بين آنها، با معلوم بودن  با ودن دوزاويه وضلع بين آن دوزاويه،ب

ثلث قايم ترسيم مدوزاويه روبروي يكي از آن دوضلع  امكان دارد. از طرف ديگر،  با معلوم بودنيا 

چهارضلعي هاي محدب  ا معلوم بودن وترويك ضلع قايم آن امكان دارد. همينطور مي توانالزاويه ب

سيم مربع با معلوم بودن ترانه اي  را مي توان به وسيله پركار و خط كش ترسيم نمود. و و، مقعر وپر

نقطه معينه دوضلع صورت مي رأس ترسيم مستطيل با معلوم بودن يك يك قطرآن امكان دارد. 

وازي تترسيم ملعي با معلوم بودن طول واضلاع آن امكان پذير است. ترسيم يك چهار ضگيرد. 

با معلوم  را متوازي الاضلاع با معلوم بودن نقطه ميانه سه ضلع صورت مي گيرد. و مي توانالاضلاع 

متساوي الاضلاع امكان پذير ربع محاط در مثلث ترسيم مبودن دوضلع وارتفاع آن ترسيم نمود. 

 ه با معلوم بودن قاعده ها وقطرها صورت مي گيرد. ترسيم ذوذنقاست. 
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  فصل سوم مسايل

 م نمائيد چهارضلعي محدبي كه طول هرچهارضلع و وسعت يك زاويه آن معلوم باشد رس .1

 مابين اين دوضلع داده شده باشد  را رسم نمائيد كه كه دوضلع وزاويه ضلاعمتوازالا .2

 از خط كش وپركارآن را رسم نمائيدهرگاه طول يك ضلع مربع داده شده باشد با استفاده  .3

  Pقاعده و  AB، وميانه مربوط به قاعده داده شد باشد فرضاً عرسم كنيد كه قاعده، ارتفامثلث را .4

 ع و ميانه مثلث مطلوب باشد بلترتيب ارتفا  Qو

بوده ووسعت يك  ABCه مساحت يك مثلث را رسم كنيد كه مساحت آن معادل ب متوازالاضلاع .5

 ساوي به يك زاويه داده شده باشد زاويه آن م

 باشد  ABCDمثلثي را رسم كنيد كه از حيث مساحت معادله به يك چهارضلعي محدب داده شده  .6

متوازي الضلاح را رسم كنيد كه يك زاويه آن معادل به يك زاويه داده شده بوده ومساحت آن  .7

 باشد ؟ ABCDحت چهارضلعي محدب  نيز معادل به مسا

  كتابنامه  

 .مدرسه تهران:  .12، جلد دايره المعارف هندسه). 1379رستمي، محمد هاشم. ( .1

 . سعيدكابل: . هندسه ). 1389غوري، محمد انور . ( .2

 . مدرسهتهران: . هندسه تحليلي چند محوري). 1372احمد شرف الدين. ( .3

 غلام . ترجمه ياسي پور،دايره المعارف رياضيات). 1378گروهي از اساتيد رياضي آلمان. ( .4

 .مهاجرتهران: . رضا، جلد سوم

تهران: مركز نشر  .غلام رضا ،ياسي پور ترجمه. هندسه جديد). 1376اسمارت، جيمز. ار. ( .5

 . دانشگاهي

  . فيضيكابل: . رسم تخنيك). 1367نظامي، م. ( .6
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  فصل چهارم

 ترسيم دواير

 

چرخهاي دايره وي تمام امورتخنيك را احتوا  ،درطبيعت وضعيت اشكال وحركات دايره وي كم نيستند
خصوص دراساسات براين اين بحث درهندسه وباالباشد بناًم سماوي باكره ودايره بي ربط نمينموده اند.اجرا
دايره، ترسيم مماس هاي  ترسيمات ،به معرفي دايره درين فصل .هم داردمبسيار  رول مسطحهندسه ترسيمي 

هار وهشت حصه مساوي، تقسيم دايره به سه وپنج حصه چداخلي وخارجي يك دايره، تقسيم دايره به 
تقسيم دايره به شش و دوازده حصه مساوي تقسيم دايره به هفت حصه مساوي ترسيم وسط هندسي  مساوي

بهتر روشن شدن موضوع بعضي تعريف ها را در اين جا آن مطرح مي گردد. جهت  بين دوقطعه خط
  ور ميشومآياد

واصل مساوي ثابت  فازيك نقطه كه عبارت ازست تمام نقاط دريك مستوي است  دايره :معرفي .1.4
  .) است0نقطه متذكره را مركز دايره گويند سمبول دايره ( ،داشته باشند

  
  : دايره 154شكل  

كه فاصله ازمركزآن تا هرنقطه محيط دايره ثابت باشد.  ،سطح بسته ميباشدعبارت ازخط منحني  دايرهويا
  .ابن فاصله عبارت ازشعاع دايره است 

   عبارت ازقسمت مستوي است كه توسط دايره محدود شده باشد . سطح دايره ئي :
  

  
 : سطح دايره 155شكل 
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  قطع كند بنام قاطع ياد ميشود. دونقطهمستقيمي كه دايره را خط  قاطع :

  
  : قاطع 156شكل 

تر دايره ياد مي شود.ويا عبارت ازقطعه قرار دارد بنام و Bو  Aقطعه خط قاطع كه بين نقاط  وتردايره:
  م وصل مي كند.ه خطي است كه دونقطه محيط را به

  
  : وتر دايره 157شكل 

طردايره ياد مي شود. وتر كه شعاع ازمركز آن مي گذرد ر كه ازمركز دايره مي گذرد بنام قوت : قطردايره
  عمود به همين شعاع مي باشد .

  
  قطر دايره : 158كل ش

قسمتي ازمحيط دايره را بنام قوس ياد ميكند . ازطريق سه نقطه كه بروي يك خط مستقيم  قوس دايره :
  قرارنداشته باشند ميتوان يك دايره را عبورداد.

  .قوس دايره است كه طول آن ازنيم دايره بزرگ باشد  قوس بزرگ دايره ،دايره دونوع است قوس 
  .قوس كوچك دايره : قوس ازدايره است كه طول آن ازنيم دايره كوچك باشد 

دوقطرعمودبرهم هردايره ، آن دايره را به چهار حصه مساوي تقسيم مي كند. كه هريك را  ربع دايره :
   AOBيك ربع دايره مي نامند مانند 
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  ربع دايره : 159شكل 

است شعاع دايره  900مساوي  ACدرجه وانداره قوس  900برابر  A0�Bاندازه زاويه  AOBدرربع دايره  
 Rاست محيط ربع دايره به شعاع  Rشعاع هرربع دايره برابر C(O,R)همان شعاع دايره است بنابرين دردايره 

 4/1مساوي  Rمساحت ربع دايره به شعاع  �2/1)  (Rيا �� �2) (Rيعني Rمحيط دايره به شعاع  ��برابر

  .است �4/1)  ��يعني( Rمساحت دايره به سعاع 

دايره  هريك رايك نيمبه دوحصه مساوي تقسيم مي كنند كه  هرقطريك دايره ، آن دايره را :نيم دايره 
    AOCمي نامند، مانند نيم دايره 

  
  نيم دايره :  160كل ش

است شعاع نيم دايره همان شعاع دايره است  1800مساوي  		��واندازه قوس  1800برابر A��Cاندازه زاويه  
  است.     Rشعاع نيم دايره برابر C(O,R)بنابرين دايره  

است.  R πويا مساوي �2/1)  ��يعني ( Rمحيط دايره به شعاع  2/1محيط نيم دايره به شعاع مساوي 

  است. �2/1)  ��(يعني   Rمساحت دايره به شعاع  2/1برابر Rومساحت نيم دايره به شعاع 
آن قوس راقطعه دايره مي نامند. ي ريقسمتي از سطح دايره ، محصوربين يك قوس ووترنظ قطعه دايره :

 �	πراديان باشد، قطعه را  �	πمساوي  ABقطعه رابرحسب اندازه قوس آن مشخص مي كنند مثلا اگرقوس 
  .راديان مي نامند
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  قطعه دايره :  161كل ش

شرط لازم وكافي براي آن كه دودايره دردونقطه يكديگررا قطع كنند آن است كه : ايره متقاطعدو د
طول خط المركزين آنها ازمجموعه شعاعهاي آن دودايره كمتر، وازقدرمطلق تفاضل شعاع هاي ان دودايره 


�و  C(O,R)بيشتر باشد يعني دردودايره (�
 ,�
 
�Oبا فرض ( =d   داشته باشيم				�� � �
 � <d<R+�
  

  
  : دو دايره متقاطع 162شكل 

حصه مساوي تقسيم مي شود وهرقسمت آن  360به  كه عبارت ازمسافه دودايره است   محيط دايره :
 . )151-148، صص17(درجه است 3600يك درجه است يعني محيط دايره 

  
  :  محيط دايره 163شكل 

هاي مشترك دودايره متقاطع را به هم وصل مي كندوتر مشترك قطعه خطي كه نقطه  ياد داشت :
، خط عبوركننده بردونقطه تقاطع را نيزوتر مشترك دودايره متقاطع  يده مي شود وبامماسدودايره نام

نسبت به  BوAمتقاطع باشند طاقت هرنقطه  Bو Aمحوراصلي آنها است . زيرا اگردودايره نقطه هاي 
  هردودايره برابرخود است .
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 : وتر مشترك دو دايره 164شكل 

  

زاويه مركزي دايره زاويه است بيني دوشعاع كه رأس آن درمركز دايره واقع  :زاويه مركزي دايره 
AOBمانند زاويه باشد.

∧

 

  
 زاويه مركزي دايره :  165كل ش

  

ه يا قايمه بين خطهاي مماس بردودايره درهرنقطه تقاطع زاويه بين زاويه حاد :دايره  زاويه بين دو

�و  C(O,R)دودايره ناميده مي شود. بنابراين اگردودايره (�
 ,�
 متقاطع باشند ومماس  Bو Aدردونقطه  (

باشد دودايره را عمود برهم  900. درصورتي كه اين زاويه  دودايره مي نامند را زاويه بين 
Aو ATهاي 
 . مي نامند

  

  
 زاويه بين دو دايره :  166كل ش
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بسازد يعني زاويه  900دودايره را عمود برهم مي ناميم درصورتيكه باهم زاويه   دايره عمودبرهم : دو


باشد ( 900بين مماسهاي رسم شده بردودايره درهريك ازنقطه هاي تقاطع شان برابر  TA  (  

  
  دو دايره عمود برهم :  167كل ش

  
  نكات ذيل را درنظرداشه باشيد : ،دايره عمودبرهم دو در
خط مماس بريك دايره درهرنقطه تقاطع ازمركزدايره ديگرميگذرد. وبلعكس اگردردودايره متقاطع  - 1

 خط مماس برهردايره درنقطه تقاطع ازمركزدايره ديگربگذرد دودايره برهم عمود اند.

هرشعاع ازيك دايره كه ازنقطه تقاطع دودايره مي گذرد بردايره ديگرمماس است وبلعكس،  - 2
اگردردودايره متقاطع شعاع ازيك دايره كه ازنقطه تقاطع دودايره مي گذرد مماس بردايره ديگرباشد 

 دودايره برهم عموداند. 

دردودايره متقاطع شعاع شعاع هاي وصل شده به هرنقطه تقاطع دودايره برهم عمودند وبلعكس، اگر - 3
 هاي دودايره كه به هرنقطه تقاطع وصل مي شوند برهم عمود باشند آن دودايره برهم عمود اند.

مربع اندازه خط المركزين دودايره مساوي مجموع مربعهاي شعاع هاي دودايره است وبلعكس،  - 4
ره باشد آن يآن دوداهاي  هاي شعاع اگردردودايره متقاطع مربع طول المركزين مساوي مجموع مربع

 دودايره برهم عمود اند. 

طاقت نقطه مركزهردايره نسبت به دايره ديگرمساوي مربع شعاع همان دايره است وبلعكس،  - 5
سبت به دايره ديگر مساوي مربع شعاع همان ردايره ناگردردودايره متقاطع طاقت نقطه نظربه مركزه

 دايره باشد ان دودايره برهم عمود اند. 

وبلعكس، اگردردودايره متقاطع ، دايره به وسيله دايره ديگربه نسبت توافقي تقسيم مي شودهرقطريك  - 6
، هرقطرازيك دايره به وسيله دايره ديگربه نسبت توافقي تقسيم شود دودايره برهم عمود اند. قابل ياد 


	�و C آوري است كه اگر دودايره   به معادله هاي 	
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 2 2( , )C X Y x y qx by c= + + + c(x,y)=xو +
2
+y

2
+�́x+�� y+�́=0  باشند شرط لازم وكافي براي عمود بودن

2 آنها است كه 2 0aa bb c c′ ′ ′+ − −   باشد=

  
 دو دايره عمود برهم : 168كل ش

 

  ترسيم دايره  2..4

ترسيم عمومي يك دايره بامعلوم بودن مركزوشعاع دايره به آساني توسط پركاروخطكش قابل انجام مي 
مسايل تركيبي ازترسيم باشد. دراين قسمت به بررسي بعضي ازحالت دايره با استفاده ازمعلومات عمومي ويا 

  آغازمي نمايم. راترسيم هاي اساسي دايره  حيث اساسي وه دايره ب

  
 دايره و شعاع آن : 169شكل 

  
   تعيين مركزدايره: .4.3

 CوBِوAميخواهيم مركزآنراتعيين كنيم درقدم اول سه نقطه دلخواه داده شده است .  (C)دايره 
حاصل مي شوند.  ACو  ABيم وباوصل نمودن آنها دووتردايره چون ئي محيط دايره انتخاب مي نمارابرو

است رسم مي كنيم . نقطه تقاطع اين دوناصف عمودي  دايره را ACو ABناصف عمودي هريك ازدووتر
 ).106- 104، 23مي ناميم( (O)كه آنرا 
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 تعين مركز دايره : 170شكل 

سه نقطه دلخواه ومتفاوت بالاي يكديگرمنطبق  CوA،Bمركزدايره داده شده است . بايدتوجه كرد كه نقاط 
 شد. بروي محيط دايره انتخاب شوند.نبا

  

   مماس ها  .4.4
مماس به دايره : عبارت ازمستقيمي است كه با محط دايره يك نقطه مسترك داشته باشد . اين 
نقطه بنام نقطه مماس ياد مي شود. مستقيم مماس هميشه عمود به شعاع ميباشدكه ازنقطه تماس ميگذرد 

  خارج باشد . ياومماسها ميتوانند داخل باشد و
بروي محيط اين  pبرآن دايره :فرضا يك دايره ونقطه ترسيم خط مماس بريك دايره از نقطه واقع  

 را رسم كنيم . pداير داده شده است مي خواهيم خط مماس بردايره درنقطه 

a(  شعاعOP  . را رسم مي كنيم 

b(  درنقطهP  خطAB را عمود بر OP كنيم  خط  رسم ميAB خواسته شده است .  مماس  

  
  مماس دايره : 171شكل 
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ج از آن دايره داده خار Pونقطه (O)دايره  :واقع درخارج آن دايرهازنقطةترسيم خط مماس بريك دايره 
   خطي مماس بردايره رسم كنيم (O)خواهيم ازنقطه شده است.مي

  
 مماس خارجي دايره : 172شكل 

 رسم ميكنيم. OPبه قطرقطعه خطي  ئيمركزدايره وصل مي كنيم.ويادايره  (O)به نقطه  p ازنقطه  - 1

 PBو pAوصل مي كنيم  BوAبه  pمي ناميم واز  Bو Aرا  OPودايره به قطر  (O)نقطه تقاطع دايره  - 2
كه زاويه  OBPو OAPمي باشند. زيرا زاويه هاي  (O)بردايره  pرسم شده از نقطه  خطهاي مماس

  ند قايم اند.هست OPهاي محاط روبه روبه قطردردايره به قطر 

  ترسيم مماس مشترك دودايره 5..4

��)��و C(O,R)دودايره جدا گانه  ,�� رك خارج اين دودايره را داده شده اند.مي خواهيم مماس مشت  (
  . رسم كنيم

a(  بافرضR>�� ��-Rوبه شعاع  (O)دايره اي به مركز                                   رسم مي كنيم .                           

b(  به كمك ترسيم خط مماس به يك دايره از نقطه خارج آن دايره . ازنقطه دوخطOH بادايره  ����و
(o)  راT  وT1  .مي ناميم                                                                                                                                                 

c(  ازنقطهT  خطي موازيOH  وازنقطهT1  و  ��رسم مي كنيم اين دوخط ازنقطه هاي  ����خطي موازي �� مي   (C)و  (C)ترك خارجي دايره هاي دومماس مش ��T1و ��Tمماس اند. يعني  (��)به دايره  1
پس همين نقطه براين دايره مماس  عمود است . (C)ازدايره  OTبرشعاع  Tقطه درن ��Tباشد. 

 ����HTمساوي شعاع آن است (زيراچهارضلعي   ��Tازخط  (��)است.چون فاصله مركز دايره
يك مماسم مشترك  ��Tمماس است. بنابراين  (��)بردايره  ��درنقطه  ��Tمستطيل است )پس خط 

�T1Tدودايره است . به همين دليل   مماس مشترك ديگردودايره است. 1
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 مماس خارجي دايره :  173شكل 

  

  مماس داخلي دو دايره : 174شكل 

                                                                                                               رسم مي كنيم.   ��+Rوشعاع  (O)دايره اي به مركز  - 1
��)به روش ترسيم خط مماس بريك دايره ازنقطه واقع درخارج آن دايره از نقطه  - 2  (��)مركزدايره  (

��+Rوبه شعاع  (O)رابردايره به مركز ����و ���دوخط  رسم مي كنيم .                                                    (��)مماس  	
رسم مي كنيم  ����خطي موازي  T1از ��Oو OHوصل مي كنيم ونقطه هاي تقاطع  ��و Hبه  Oاز - 3

 (C)دومماس مشترك داخل دودايره   ��Tمماس اند. يعني  (��)بردايره  T1و  ��اين دوخط بترتيب 
ازاين دايره عمود است پس  OTبرشعاع  (C)واقع بردايره Tدرنقطه  ��Tمي باشند ، زيرا  (��)و 

مماس مي باشند. زيرا  ��درنقطه  (��)بردايره   ��Tدراين نقطه مماس براين دايره است. همچنين 
��فاصله نقطه  ����دايره است.  ازاين خط مساوي شعاع اين 	 ��خط  نيبنابرا �� = 1 T1  مماس

 ). 92- 90، صص24(مشترك داخل ديگراين دودايره مي باشد

 

المركزين شان تبصره : اگرشعاع هاي دوداير مساوي باشند دومماس مشتر ك خارج آنها موازي خط 
 خارج دوداير به ترتيب ذيل عمل مي كنيم. هاي  مشترك  خواهند بود. يعني براي رسم مماس

��O)خط المركزين دودايره يعني  )1                                                                                                     رسم مي كنيم.  (
��و Oدرنقطه هاي  )2 را   (C)رسم مي كنيم نقطه هاي تقاطع اين خطها با دايره  ��Oدوخط عمودبر 	

T وT1  و  ��  (��)وبادايرهT1� .مي ناميم 
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مشترك خارجي دودايره اند. هاي رارسم مي كنيم . اين دوخط ،مماس  �T1T1و ��Tخطهاي  )3
براي رسم مماس مشترك داخلي دودايره با شعاع هاي بربر، ازهمان روش كلي مي توان استفاده 

 كرد.                                        

  ياد آوري

 .                             دودايره متخارج دومماس مشترك خارجي ودومماس مشترك داخلي دارند - 1

 يره مماس خارج ، دومماس مشترك خارجي ويك مماس مشترك داخلي دارند.                                        دودا - 2

                                                                                                       .     ه متقاطع، دومماس مشترك خارجي دارنددوداير - 3
 دودايره مماس داخلي تنها يك مماس مشترك خارجي دارند.  - 4

  :يك زاويه روبه روبه يك خط مفروض ترسيم قوس مناسب 

 رسم كنيم   داده شده است  ABروبه روبه قطعه خط  ∝وزاويه ABقطعه خط 

  
 قوس مناسب يك زاويه روبروي يك خط داده شده :  175شكل 

                                                                                                                      را رسم ميكنيم .   ABناصف عمودي قطعه خط  - 1
         را چنان رسم ميكنيم  DXنيم خط  ABواقع برناصف عمودي قطعه خط  Dازنقطه اختياري  - 2

 است)   ABوسط قطعه خط Hباشد ( ∝مساوي  XDHكه زاويه  

 Oرا درنقطه  ABرسم مي كنيم تا ناصف عمودي قطعه خط  DXخطي موازي نيم خط  Aازنقطه  - 3
 كند.  قطع

 ∞ازاين دايره قوس مناسب زاويه  AEBرسم مي كنيم قوس  OAوبه شعاع  (O)دايره اي به مركز - 4
ست ا ∝AFB=2پس  ∝=AF=FBدرنتيجه  ∝=AOFاست. زيرا  ABروبه روبه قطعه خط 
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=AMB وصل مي كنيم  Bو Aكه دونقطه  AEBواقع برقوس   Mبنابراين ازهرنقطه 
��� � �∝�   است. ABروبه روبه قطعه خط  αقوس زاويه  AEBاست. پس قوس    	∝�

  
  قوس مناسب يك زاويه روبروي يك خط داده شده :  176شكل 

 ��را درنقطه  ABرسم كنيم تاناصف عمودي قطعه خط  DXخطي موازي نيم خط  Bاگرازنقطه  تبصره :
��وبه شعاع  ��قطع كند وسپس دايره به مركز A=���  رارسم كنيم بخش ازاين دايره (قوسAEB  (

مساوي است بنابراين مي  (O,OA)است. اين دايره با دايره  ABنيزقوس مناسب زاويه روبه روبه قطعه خط 
بخشي ازدودايره مساوي است كه بردونقطه  ABبه روبه قطعه خط رو ∝توان گفت : قوس مناسب زاويه 

AوB  مي گذرد وزاويه مركزي مقابل به وترAB   2دراين دودايره برابر است.                                                                        	∝

  يترسيم دواير مماس .4.6

بالاي يكديگرمماس شود وميتوانند كه درداخل بالاي يكديگرمماس شود.                                     "دواير ميتوانند كه خارجا

مماس خارج  Aدرنقطه  ��و (O)دودايره  باهم مماس باشند: "الف : ترسم دودايره كه خارجا
��و (O)دايره هاي  Rوبه شعاع  Aهستند نقطه هاي تقاطع دايره به مركز   جواب اين مسأله است .  	
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  مماس دو دايره:  177شكل 

دايره كه قطرش شعاع دايره ديگري است به  مماس باشند: "ب :  ترسيم دودايره كه داخلا 
باهم مماس داخلي اند. كه دراينجاقطعه  Aدرنقطه  ��و  (O)دودايره  اند، ن دايره مماسآطورداخلي به 

��شعاع دايره  ���وهمچنان  (O)قطردايره ���خط كه    است.  	

  
 مماس داخلي : 178شكل 

  

  قسمت مساوي 8و4تقسيم دايره به  .4.7

قسمت مساوي تقسيم ميكند كه توسط اين چهارنقطه يك 4دايره را به  BDو ACعمود  "قطرهاي متقابلا
                                                                                 راتشكيل ميدهد. ABCDمربع 

  
 حصه مساوي 8و  4تقسيم دايره به  : 179شكل 



106 

 

��Aتوسط پركار ناصف الزاويه  B  وB�� C  قسمت  8رابه دايره  1،2،3،4،5،6،7،8راترسيم مينايم نقاط
مركز دايره  (O)نيزحل نمودوترمثلث ازنقطه  450توسط مثلث د.واين مسئله راميتوان مساوي تقسيم مي نماي

  ميگذرد. 

    قسمت مساوي تقسيم دايره به شش.4.8

                                                                                       .          توسط پركاريك دايره راترسيم مي نمايم  - 1

                                                                                                .                 قطرهاي دايره را ترسيم مي نمايم  - 2

قسمت مساوي  4دايره رابه  6،....1،2،3ترسيم مي نمايم نقاط  Rقوس به شعاع  6و 1ازمركزنقطه  - 3
نيزميتوان اجرأ نمود.  600و 300قسمت مساوي توسط مثلث 6يره را به تقسيم مي نمايند. تقسيم دا

 وشش ضلعي رابه آسان درداخل دايره ترسيم نمود.   

  
  تقسيم دايره به شش قسمت مساوي :  180شكل 

 قسمت مساوي 12تقسيم دايره به .4.9

                                                                م مي نمايم     ييك دايره به شعاع ومركزدلخواه ترستوسط پركار  - 1
                                                                                                                       م مي نمايم     يقطرهاي دايره را ترس - 2
يم ئامقوس ترسيم مي ن Rعاع گذاشته وبه ش 10 7و 4و 1سوزن دايره كش را درنقاط  - 3

 12قسمت مساوي تقسيم مي نمايد. تقسيم دايره به  12دايره را به  12....1،2،3    نقاط 
    ميگيرد مركزدايره ميگذرد نيز ميتوان صورتقسمت مساوي توسط مثلث كه وترمثلث از

  
  حصه مساوي  12تقسيم دايره به :  181شكل 
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  قسمت مساوي 5و  3تقسيم دايره به  .4.10

i.  قسمت مساوي توسط پركاراجراء مي نمايم . 3تقسيم دايره رابه  قسمت مساوي: 3تقسيم دايره به
ترسيم مي نمايم. قوس مذكوردايره رادرنقاط  Rگذاشته وقوس با شعاع  Aسوزن پركاررا درنقطه 

 قسمت مساوي تقسيم ميكند قرارشكل ذيل      3دايره رابه  1،2،3قطع ميكند. نقاط  3و2

  
 تقسيم دايره به سه حصه مساوي :  182شكل 

ii.  قسمت مساوي 5تقسيم دايره به   

قسمت مساوي تقسيم مي نمايم . براي  5قراريكه درشكل ديده مي شود دايره را توسط دايره كش به  )1
ترسيم  R قوس به شعاع Aدايره را به دوقسمت مساوي تقسيم ميكنيم . ازمركز OAاين منظور شعاع 

به  Dرا درنقطه  OAشعاع  BCقطعه ميكند. وقطعه خط  CوBمي نمايم . قوس مذكور دايره را درنقاط 
 lkترسيم مي نمايم. قطعه خط  D عشعارابه Kقوس  Dدوقسمت مساوي تقسيم مي مايد. ازمركز

جدا مي  lkبالاي دايره داده شده وترها را مساوي به قطعه خط  1ضلع منظم است ازنقطه پنج عبارت از
 نمايم.

  

  قسمت مساوي 5تقسيم دايره به   183شكل

  قسمت مساوي 7قسيم دايره به ت.4.11

بروي دايره وترها راكه مساوي به قطعه  1ازنقطه  قسمت مساوي تقسيم مي نمايم 7ابه قرارشكل ذيل دايره ر
  ميباشد جدا مي نمايم .          ABخط 
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  حصه مساوي 7تقسيم دايره به  :  184شكل 

  كه خواسته باشم نشان داده شده است  (n)ويا هرچندقسمت مساوي 7تقسيم دايره به  فوقدرشكل 

                                                                                                            ميباشد داده شده است   (O)دايره كه مركزآن  - 1
           رابالاي خط  Dو  Cيم. درنتيجه نقاط ئترسيم مي نما R=ABقوس رابه شعاع  Aازمركز  - 2

                                                                                                                                              محوري افقي دايره دريافت ميداريم. 
 رادريافت مي داريم.                                                             3,2,1…,7قسمت تقسيم ميكنيم ونقاط  7رابه  ABقطر - 3

را بالاي  1،2،3،4مي گذرد ترسيم مي نمايم نقاط  Cمستقيم هاي راكه ازنقطه  1،3،5،7ازطريق نقاط  - 4
                                                                                                                                            محيط دايره نشاني مي نمايم 

                                                             مستقيم هاي را بالاي دايره دريافت ميداريم    1،3،5،7ازطريق نقاط  - 5

  قسمت مساوي تقسيم ميكند.  7دايره رابه  1،2،3،4،5،6،7نقاط  - 6

                               ترسيم چهارمين جزء يك تناسب كه سه جزء آن داده شده اند.                                     

c , b , a   سه جزء ازتناسب�� �   را رسم كنيم.                                xداده شده اند مي خواهيم قطعه خط به طول   ��

                                                                                                               رارسم مي كنيم    xoyزاويه دلخواه  - 1

را جدا مي كنيم .                                                       OC=cطول   OYوروي  AB=bو  OA=aطولهاي  oxروي  - 2
قطع كند  Oرا درنقطه  OYسم ميكنيم تا ر ACخطي موازي  Bوصل مي كنيم وازنقطه  Cبه  Aاز - 3

                                                                                                                                   جواب مسئاله است. Xبه طول  CDقطعه خط 
 زيرا داريم :

OA OC a c
AC BD CD x

AB b CDCD
⇒ = ⇒ = ⇒ =� 



109 

 

 �                                   

 ترسيم چهارمين جز يك تناسب :  185شكل 

  ترسيم وسط هندسي بين دوقطعه خط . 4.12 

داده شده اند ميخواهيم قطعه خطي رسم كنيم كه واسطه هندسي بين اين  a،bقطعه خط هاي به طولهاي 
  دوقطعه خط باشد. 

 به ترتيب يكديگرجدا ميكنيم.                                                    BC=bو  AB=aقطعه خط هاي  ∆روي خط  - 1

                                                                                                                             يك نيم دايره رسم مي كنيم   ACبه قطر  - 2
مي ناميم قطعه  Dرا  ACرسم ميكنيم ونقطه تقاطع آن نيم دايره به قطر  BCودبرخطي عم Bازنقطه  - 3

است.زيرا درمثلث  bcو ABجواب مسئاله است. يعني واسطه هندسي بين دوقطعه خط  DBخط 
ADC (ADC=90قايم الزاويه 

0
 ]41[داريم (

               BD
2
=AB.BC=>DB

2
 

4 - =a.b=>DB=√�. �                                                                             

  
  وسط هندسي بين دو قطعه خط :  186شكل 

  ). 35-30، صص29(
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  خلاصه فصل چهارم

يك دايره توسط   ن مركزيترسيم وتعيدر اين فصل، ما در مورد ترسيم دواير بحث نموديم. ديديم كه 

ترسيم خط مماس به يك دايره از نقطه واقع امكان پذير است. از طرف ديگر،  وپركار درج نام خط كش

ترسيم خط مماس به يك دايره از نقطه واقع  توسط خط كش نامندرج وپركار صورت ميگيرد. برآن دايره

 توسط ترسيم مماس مشترك دودايرهخط كش نامندرج وپركار ممكن است.  توسط به خارج آن دايره

توسط خط كش نامندرج وپركار صورت  ترسيم دايره مماسيمندرج وپركار ممكن است. خط كش نا

ترسيم مماس مشترك  درج وپركار ممكن است .توسط خط كش نام دريافت مركز مشابه دواير ميگيرد.

قسمت مساوي توسط  8به  4ترسيم دايره درج وپركار ممكن است. توسط خط كش نام داخلي دودايره

حصه مساوي  12و  4تقسيم دايره به  درج وپركار ممكن است .سط خط كش نامتو پركار وخط كش

 7و 5،  3تقسيم دايره به و بالاخره،  .درج وپركار ممكن استتوسط خط كش نام توسط پركارو خط كش

 درج وپركار ممكن است .توسط خط كش نام حصه مساوي توسط پركار وخط كش
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  فصل چهارم  لمساي

 .نقطه عبوردهيدايره را ازطريق سه د .1

 .مركزقوس رادريافت كنيد .2

 آياباپركارو خطكش يك زاويه راميتوان به چهارقسمت مساوي تقسيم نمود؟ .3

 ؟آيا باپركاريك قطعه خط راميتوان به چهارقسمت مساوي تقسيم نمود .4

 آيا باپركارميتوان يك قطعه خط رابه قسمت هاي مساوي تقسيم نمود .5

 ؟نمودمماس ميتوان برآن دايره رسم خارج ازمحيط دايره چند Aازهرنقطه  .6

 دووتر نابرابررسم گرديده است كدام وتربه مركزدايره نزديكتراست ؟  (0)دريك دايره  .7

 دكترين وتر رسم شده در دو دايره باشد كه كوچيازنقطه تقاطع دو دايره وتر رسم كن .8

به وجود مي آيند طوريكه وتر هاي كه در دو دايره رسم كنيد به  يبرمحل برخورد دو دايره خط .9

 برابر باشد.

نان رسم كنيد كه وتر قاطع نسبت به دو دايره چ Pداده شده اند اندازه  Pو نقطه  ’Oو  Oدو دايره .10

  برابر باشد ’A’Bو  ABهاي 

  كتابنامه

  . سعيدكابل: . هندسه ). 1389غوري، محمد انور . ( .1

 . محراب قلمتهران: . 1هندسه ). 1389مجيد زاده، بابك. ( .2

 م. محراب قلتهران: . 2هندسه ). 1389مجيد زاده، بابك. ( .3

 . فيضيكابل: . رسم تخنيك). 1367نظامي، م. ( .4
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  فصل پنجم

  ترسيم مضلعات محاطي ومحيطي دردايره

بسياري از ترسيم هاي هندسي به كمك مضلعات محاطي ومحيطي در دايره به خوبي صورت ميگيرد ما در 

اين فصل معرفي مضلع هاي محيطي و محاطي ترسيم مثلث متساوي الاضلاع محاط در يك دايره ،ترسيم 

محيطي بر يك مثلث ترسيم شش ضلعي منظم محاط دريك دايره، مربع محاط در يك دايره، ترسيم دايره 

  ترسيم دوازده ضلعي منظم محاط در يك دايره مطالعه مينمائيم.

  معرفي مضلعات محاطي و محيطي.1.5

   .كه تمام اضلاع آن وترهاي دايره اند، است  عبارت ازمضلع  مضلع محاطي:

  
  محاطي : مضلع 187شكل 

كه  ،است ازمضلععبارت  محيطي : مضلع  تمام اضلاع آن مماس هاي دايره اند.

 

  

 مضلعي محيطي 188شكل 

  ).50، ص17(داخل مضلع ومماس برضلع آن  ،عبارت ازدايره است دايره محاطي :

  
 دايره محاطي:  189شكل 
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  كه ازتمام راس هاي مضلع بگذرد. ،عبارت ازدايره است :دايره محيطي  

  

 دايره محيطي :  190شكل 

  .دراين بخش ازمضلعات منظم محاطي ومحيطي دريك دايره رامطالعه ميكنيم  

  ترسيم مثلث متساوي الاضلاع محاط دريك دايره .2.5

داده شده است. مي خواهيم مثلث متساوي الاضلاع دراين دايره محاط كنيم براي اين  (O)دايره  

  .ذيل را درنظرميگيريم نكاتكار

a(  به  روي دايره بدست آيد.يعني دايره رارا انجام مي دهيم تا شش نقطه  26ترسيم  2و 1مرحله هاي

                                                                                                               شش قسمت مساوي تقسيم مي كنيم .  

b(  نقطه هاي بدست آمده رايك درميان به هم وصل مي كنيم دومثلث متساوي الاضلاع محاط

    .دردايره پديد مي آيد قرار شكل ذيل

  

  دايره محيطي : 191شكل 

                                                                                                       ترسيم مربع محاط دريك دايره.3.5

كات ذيل م براي انجام اين كارننيداده شده است مي خواهيم مربعي دراين دايره محاط ك (O)دايره 

  .رامدنظرميگيريم
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a(  كنيم.يك قطر ازدايره رارسم مي 

b(  قطررسم ميكنيمقطرديگري عمودبراين . 

c(  انتهاي دوقطررسم شده را بترتيب به هم وصل مي كنيم مربع مورد نظررسم مي شود قرار شكل ذيل.  

  

  دايره محيطي :  192شكل 

  

   ترسيم دايره محيطي بريك مثلث .4.5

داده شده است . مي خواهيم دايره محيطي اين مثلث را رسم كنيم براي اين كارمراتب ذيل را  ABCمثلث  

  .انجام ميدهيم 

a( ناصف عمودي مركزدايره است اين  دو ناصف عمودي دوضلع مثلث رارسم ميكنيم نقطه تقاطع اين

 .مي ناميم (O)نقطه را 

b( از(O) بهA،B وC  وصل ميكنيمOA=OB=OC است دايره اي به مركز(O)  وبه شعاع

OA=OB=OC  وصل ميكنيم اين دايره كه ازسه راسA ،B وC ميگذرد دايره محيطي مثلثABC 

   .ناميده مي شود قرارشكل ذيل

  

  دايره محيطي بريك مثلث:  193شكل 

  ). 28- 26، ص14(



115 

 

  ترسيم دايره محاطي درمثلث  .5.5

داده شده است مي خواهيم دايره محاطي داخلي مثلث رارسم كنيم براي اين مطلب مراحل ذيل  ABCمثلث

  راانجام مي دهيم.

a(  ناصف الزاويه داخليA رارسم ميكنيم .                                                                                                             

b(  داخلي ناصف الزاويهB رارسم مي كنيم اين ناصف الزاويه يكديگررادرنقطه اي مانند   I  قطع مي

 كنند.

c(  ازi   عموديIF  ،IE وID   رابترتيب برضلع هايBC  ،AB  ،  وAC  رسم ميكنيمID=IE=IF 

 است 

d( دايره اي به مركزi  وبه شعاعr=ID=IE=IF  رسم ميكنيم اين دايره كه درنقطه هايD  ،E وF 

  داخلي مثلث مي باشد قرار شكل ذيل برضلعهاي مثلث مماس است دايره محاطي

  
 دايره محاطي در مثلث :  194شكل 

مثلث سه دايره محاطي خارجي دارد كه هركدام ازآنها بريكي ازضلعهاي مثلث وبرامتداد دوضلع  هر

ديگرمماسند مركزاين دايره محل تقاطع يك ناصف الزاويه داخلي وناصف الزاويه هاي دوزاويه خارجي 

  .نشان مي دهند قرارشكل فوق icو  ia،ibبه  "ديگرمثلث است.مركزهاي اين دايره ها رامعمولا

  

  دايره محاطي خارجي :  195شكل 
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  شش ضلعي منظم محاطي دريك دايره  ترسيم .6.5

مي خواهيم شش ضلعي منظمي درآن محاط كنيم براي اين كارمراحل ذيل  ،داده شده است (O)دايره  

  .رامدنظر ميگيريم 

  

  شش ضلعي منظم محاطي در دايره : 196شكل 

a(  قطرAD   دايره رارسم مي كنيم.                                                                                                                          

b(  به مركزهايA وD  وبه شعاع مساوي شعاع دايره(O) دايره قوسهاي را رسم ميكنيم تا

 رادرچهارنقطه قطع كنند .

c(  ترتيب به هم وصل مي كنيم شش ضلعي منظمي محاط شش نقطه بدست آمده روي دايره را به

 ). 36، ص29(پديد مي آيد  (O)دردايره 

d(   

 ترسيم هشت ضلعي منظم محاط دريك دايره  .7.5

دراين دايره محاط كنيم دراين صورت بايد  ميخواهم هشت ضلعي منظم داده شده است، (O)دايره 

  .دهيمكارهاي ذيل راانجام 

a(  رسم ميكنيمدوقطرعمودبرهم ازدايره را.  

  

  .هشت ضلعي منظم محاط دردايره : 197شكل 
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b( كنيم   اويه هاي بيني اين دوقطررارسم ميناصف هاي ز                               .                                                                                                  

c(  هشت نقطه انتهاي قطرهاي رسم شده راسهاي يك هشت ضلعي منظم مي باشند كه به طورمتوالي

  بدست آيد. قرارشكل  (O)آنها رابه هم وصل مي كنيم تاهشت ضلعي منظم محاط دردايره 

  دوازده ضلعي منظم محاط دردايره ترسيم .8.5

د يداده شده است مي خواهيم دوازده ضلعي منظمي دراين دايره محاط كنيم دراين صورت با (O)دايره 

 كارهاي ذيل راانجام دهيم.                

a(  دوقطردايره متذكرهAC وBD  رارسم ميكنم.                                                                                  

  

  دوازده ضلعي نظم محاط دردايره :  198شكل 

b(  به اندازهR  شعاع دايره ازنقاطA ،B،C وD  قوسها را رسم مي نمايم يعني نقاط متذكره هركدام را

                                                                                           .مركزگرفته به اندازه شعاع اين دايره قوس راترسيم مي كنيم

c(  اين قوس دايره رادرنقاطE،F،G،H،K،L،MوN   قطع مي كند نقاط يافته شده را باشمول نقاط

A،B،CوD  باهم ديگروصل مي كنيم بدين ترتيب دوازده ضلعي منظم محاط دردايره پديدمي

 ). 82، ص42(آيد
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  خلاصه فصل پنجم

 ه. ديديم كه درترسيم مضلعات محاطي ومحيطي دردايربحث اصلي اين فصل عبارت بود از 

ا به شش حصه مساوي تقسيم ميكنيم. دايره رنخست م مثلث متساوي الاضلاع محاطي در دايره ترسي

همچنان  يد.شده را يكي در ميان وصل ميكنيم تا دومثلث محاط در دايره بدست آ نقاط يافتبعداً 

قطرديگر عمود برآن يك قطر دايره را ترسيم ميكنيم، بعداً اول   در دايره يمربع محاط براي ترسيم 

تا مربع مورد نظر انتهاي دوقطررسم شده را بترتيب باهم وصل ميكنيم و بالاخره قطررسم ميكنيم 

ناصف عمودي نخست ترسيم يك دايره محيطي بريك مثلث همچنان ياد گرفتيم كه در يد.بدست آ

بعداً  نقطه تقاطع اين دو ناصف عمودي مركز دايره است . هكه در نتيج دوضلع مثلث را رسم ميكنيم

ترسيم يك و براي   وصل ميكنيم كه دايره محيطي مثلث بدست ميايد . cو a ،bبه  oمركزدايره از

دايره به مركز لي را از هرسه زاويه رسم ميكنيم. بعداً ناصف الزاويه داخاول  دايره محاطي بر يك مثلث

ين دايره در سه نقطه به ضلع مثلث مماس ميشود كه دايره محاطي داخل مثلث وشعاع آن رسم ميكنيم ا

به اندازه شعاع دايره قوس هاي مساوي را رسم ميكنيم تا م نموده و قطر دايره را رسبالاخره  ميباشد .

شش نقطه نخست  ترسيم شش ضلعي منظم محاط در دايرهو براي  چهار نقطه قطع كند.ردايره را د 

ضلعي منظم شش  تا وصل مينمائيم اًتوالينموده وبعداً آن را باهم م را به ترتيب دريافتروي دايره 

، نخست ترسيم هشت ضلعي منظم محاط دردايرههمچنان ديديم كه در  يد.محاط در دايره پديد آ

دايره را به چهار حصه مساوي تقسيم ميكنيم . بعداً ناصف عمودي هر زاويه را رسم ميكنيم و نقاط 

محاط در يك دايره به وجود ميايد. و  شده را باهم وصل ميكنيم كه در نتيجه هشت ضلعي منظم يافت

دوقطر دايره را عموداً ، نخست ضلعي منظم محاط در دايره 12ترسيم يك در نهايت ديديم كه در 

م بالاي يكي ديگر رسم ميكنيم بعداً ناصف عمودي هر زاويه را رسم ميكنيم ونقاط يافت شده را باه

  يد.ضلعي منظم محاط در دايره بدست آدوازده  تا وصل ميكنيم
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  فصل پنجم مسايل

 داده شده است اين مثلث رارسم كنددايره محيطي يك مثلث متساوي الاضلاع  .1

 شده است مثلث رارسم كنيد دادهشعاع دايره محيطي يك مثلث متساوي الاضلاع  .2

 ده شده است اين مثلث را رسم كنيددا دايره محاطي داخل يك مثلث مستاوي الاضلاع .3

 ده شده است اين مثلث را رسم كنيددايره محاطي خارجي مثلثي متساوي الاضلاع دا .4

 شده است اين مثلث را رسم كنيد دادهشعاع يك دايره محاطي خارجي مثلثي مستاوي الاضلاع  .5

 معلوم است  محاطي آنوتر وشعاع دايره اويه اي را رسم كنيد كه ارتفاع مثلث قايم الز .6

دريك دايره داده شده مثلث قايم الزاويه اي محاط كنيد كه شعاع دايره محاطي آن داده شده است  .7

 شده بگذرد؟داده به طوري كه يك ضلع زاويه قايمه اش از نقطه 

ن از مثلث قايم الزاويه اي اندازه شعاع دايره محاطي داخل و اندازه يك زاويه حاده داده شده است اي .8

 رسم كنيد  مثلث را

ده شده است و شعاع دايره محاطي داخلي مثلث دااز مثلث قايم الزاويه اندازه يك ضلع زاويه قائمه  .9

 اين مثلث را رسم كنيد

 ه شده است اين مثلث را رسم كنيد از مثلث قائم الزاويه متساوي الساقين اندازه وتر ان داد .10

  كتابنامه

 . سعيدكابل: . هندسه ). 1389غوري، محمد انور . ( .1

 آي. آر. سي. پشاور:.هندسه عمومي). 1368سيد اشرف. ( .2

 . فيضيكابل: . رسم تخنيك). 1367نظامي، م. ( .3
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 فصل ششم

  تبديل هاي هندسي

تبديل هاي دراين فصل . كمك تبديل هاي هندسي صورت ميگيردبسياري از ترسيم هاي هندسي به 
، تناظر مركزي، تناظرمحوري را مطالعه مينمائيم. كاس، تجانس، تماثيلعان،دوران سي مانند: انتقال،هند
تناظرهاي خاص بين اجزاي آنها برقرار است كه درشكل ذيل ديده  ،درمطالعه شكل هاي هندسي متشابهو

  ). 25، ص27(ميشود

  
  : تناظر هاي متشابه 199شكل 

 تعريف تبديل .1.6

مي  ،نتيجه شود Tبرطبق قانون معين  ’F  يك شكل هندسي ديگرمانند Fهرگاه از يك شكل هندسي مانند 
 مي ناميم. Fراتبديل يافته شكل  ’F تبديل كرده ايم. شكل ’Fرا به  Fگوييم كه شكل 

)                                  نويسيم: ومي )T F F ′=     

  .مستوي  در( تغييرمكان) عبارت از يك مپينگ يك به يك است از مستوي به تبديل
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T (F) =F’  اگرتبديلT  نقطه ازشكلF  را به نقطهM’  از شكلF’  تبديل كند، به طورمثال درشكل مثلث

A’B’C’  تبديل يافته مثلثABC  طبق قانون تناظرمركزيM’N’P’Q’  تبديل يافتهMNPQ  به طبق قانون
 ’A و Aباشد مانند  Tكه يكي تبديل يافته ديگري درتبديل  ’Fو Fتناظر محوري است. هردوجزدر دوشكل 

   ’T(A)=Aو  ’T(AB)=A’B تناظرميناميم ومي نويسيم:دو جزء  ′�′��′�و   ����يا  ’A’Bو ABويا 
  وغيره.

آن  نسبت به يك  يي وضع جزءهاتبديل ها انواع مختلف دارند، دربرخي از آنها شكل تغير نمي كند يعن
هم چنان اندازه هاي جزء هاي شكل پس از تبديل محفوظ مي مانند، مانند تناظر مركزي. دربعضي از ديگر

بزرگترشوند. كاهي شكل به كلي تغيرمي كند،  جزء هاي متناظرممكن است كوچكتروتبديل ها  بخشي از 
  تجانس قطب ويا قطبي وانعكاسي ازين نوع تبديل ها هستند.

نشان دهيم،  Tاست كه تبديل يافته هرنقطه خود آن نقطه است. اگر اين تبديل را با  يتبديل تبديل خودي
   ’T(A)=Aداريم كه   Aبراي هر نقطه

گ است اين بحث يا مپين رمكان معادل اصطلاحات تبديل، تحويل، تابعيمفهوم تغي رمكان:يتغي تبديل
رمكان درهندسه وارتباط بين اشكال تعابيري جالب به خود يدرچوكات الجبرعمومي تر مطرح مي شود تغي

ررا به ، دوران، تماثل وتناظمكان ها ازجمله انعكاسي، انتقال ريدارد. ما درين جا بعضي حالت تغي
  اختصارتحت مطالعه قرار مي دهيم.

است كه در آن شكل تغيرنمي كند. تغيرمكان مي تواند درسطح ويا  يتغيرمكان تبديل تعريف تغيرمكان:
در فضا صورت پذيرد. يا تغيرمكان عبارت ازتابع يك به يك از تمام مستوي درعين مستوي يك تبديل 

عبارت از تابع است كه به موجب آن، به هر  Pدر مستوي  Tيعني ترانسفارميشن ،وتغيرمكان گفته مي شود
�:T(X)=X’ , Tمطابقت نمايد ومي نويسيم.  Pاز  ’Xفقط يك عنصر Pاز xنقطه  → �    

  ). 19، ص13تبديل مي نمايد ( ’X بهرا Xتابعي است كه  Tمي گوييم كه 
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  را درنظرمي گيريم تصوير سه نقطه را قرارذيل بدست مي آوريم.  T(x,y)=(-x,y)مثال: تبديل 

T(3,4)=(-3,4)   ,   T(6,1)= (-6,1)    ,    T(1,-3)=(-1,-3) 

  تبديل مي گردد. (3-,1-)و(3,4-)و(6,1-)س هاي ديده ميشود كه مثلث با مثلث داراي رأ

  
  y ير مكان مثلث نظر به محوريتغ : 202شكل 

  هندسي ذيل را مختصراً معرفي مي نمائيم:درينجا تبديل هاي 

  تجانس - 5تناظر محوري     -4تناظر مركزي     -3دوران    - 2انتقال     - 1

  انتقال   .2.6

ن معمولاً از يك سطح مايل آدرصنعت كشتي سازي پس از ساخت يك كشتي براي به آب اندختن 
و به آب مي اندازند . اين گونه حركت ها  كش ميكنداستفاده ميكند. به اين ترتيب كه كشتي را روي آن 

  ي روز مره بسياربه چشم ميخورند .د در زندگن در يك امتداد معين را نشان مدهر مكايكه تغي

   ′�A	وكتوري  Aمانند   Fداده شده باشد وا از هرنقطه شكل   ��مانند يتعريف وقضيه: هرگاه وكتورها
آورند. درين صورت مي  را به وجود مي ’Fرسم كنيم انتهاي اين وكتورها شكلي مانند  ��همراي وكتوري 

را به   �� راوكتورانتقال مي نامند. انتقال با   �� بدست آمده است.   �� به اندازه  Fاز انتقال  ’Fگوييم كه 
 Tيا انتقال  ��	 نشان مي دهند. وآنرا انتقال وكتور   ��	 مي خوانند. وگاهي با اختصاربا علامه  			���T	 علامه

 Bو Aويا ميتوانيم بگوييم هرگاه مي خوانند بنا براين انتقال درفضا نيزبه همين ترتيب تعريف مي شود.
  يك انتقال گفته مي شود  Tپس  ،باشد Tبه ترتيب تصاويرآنها توسط تبديل  ’B و’Aدرنقطه

′		 - AA’=BB’    2 -1اگروتنها اگر   ∥ ��′       -3  AA�A’A’ )20 84، ص .( 
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شرط اول نشان مي دهد كه تمام نقاط مستوي به يك مسافه معين متصل مي شوند، شرط دو و سه دلالت 
يك متوازي الاضلاع   AA’B’B به اين مي كند كه نقاط درعين جهت متصل مي گردند تحت اين شرايط

اين انتقال كه توسط وكتور هاي هم  فظ طول مي باشد .پس يك انتقال حا ’AB=A’Bين ابنا بر است و
است، يك انتقال موازي هم جهت است، يعني دراينجا هرنقطه به اندازه هاي معين جهت صورت گرفته 

  انتقال شده است و شكل بدون تغيير باقي مانده است.

  
  انتقال وكتورها :  203شكل 

 يك انتقال است. Tباشد پس  T(x,y)=(x+a,y+b)يك تبديل با  T: هرگاه 1قضيه

  رمكان است.يرنمي دهد، يعني تغيي: انتقال شكل راتغي2قضيه

رمكان هردو قطعه خط متناظراز دوشكل متوازي متساوي دريك جهت باشند آن ي: هرگاه درتغي3قضيه
  .203تغيرمكان يك انتقال است. مانند شكل 

مي  ’Aرا به يك نقطه ديگري Aيادداشت: انتقال با وكتورغيرصفر، تبديل دريك مستوي است كه هر نقطه 

  نقطه به جاي خودش باقي نمي ماند . رد.بديهي است كه با اين تبديل هيچب

نقطه را به خودش بدل نمي كند.ولي خطهاي مستقيم وجود  يگر، انتقال نقطه ثابت ندارد وهيچبه عباره د

كه براثرانتقال برجاي خود مي مانند، به طور مثال كليه خط هاي كه به جهت وكتور انتقال موازي اند.  دارند

  ن خط ها خطهاي ثابت انتقال هستند.يعني خط ها روي خودشان مي لغزند. بنا بري

 دو يا چند بار پي درپي انتقال دهيم تا به Fممكن است شكل را از وضع اولي  تركيب انتقال ها: –  4

است ومي توان با يك   Fمعادل شكل   ����برسد. چون انتقال تغيرمكان است شكل   ����وضع نهاي

درين صورت مي گوئيم اين انتقال از تركيب كردن آن چند  .تبديل كرد 	����را به شكل  Fانتقال شكل 

  انتقال نتيجه مي شود.
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مجموع تبديلها ودربرخي ديگرحاصل ضرب نكته مهم: دربرخي ازكتابهاي رياضي، تركيب تبديلها را 
يعني با انجام يك  ،تبديل ها تعريف كرده اند . به طور كلي اگرتبديل هم ارز(معادل) با چند تبديل باشد

  اين تبديل را مجموع يا حاصل ضرب ان تبديل ها مي نامند. ،تبديل بتوانيم به نتيجه چند تبديل برسيم

يا به عبارت ديگر:ازچند انتقال  .ل نتيجه شده باشد ، خود يك انتقال است: تغييرمكان كه از چند انتقا5قضيه
  يك انتقال نتيجه مي شود. درين جا چند نمونه انتقال را دراشكال هندسي مطالعه مي نمائيم.

a( انتقال درزاويه  

وضع جديدي هرنقطه   ’Mباشد  شكل  Fدرشكل   Bو Aوضع جديد ’Bو ’Aانتقال درزاويه درحقيقت اگر  
��′	چون شكل تغيير ناپذيراست:  مشخص است زيراكه : Mمانند  ′� � 	���   

  
  انتقال زاويه :204شكل 

��′	يعني مقداروجهت زاويه    معين مي شود. ’B’Mمعلوم است. و ازاين جا امتداد �′

  به طور كامل مشخص مي شود. ’Mوضع   B’M’=BMوچون 

پس بدين ترتيب ما مي توانيم  .، درنتيجه وضع خود آن شكل مشخص است ’Fپس وضع هرنقطه از شكل 
كه يك زاويه را به عين مقدار وجهت از يك جا به جاي ديگرانتقال دهيم. و انتقال يافته هرزاويه ، زاويه 

  آن. به است معادل وهم جهت

b(  اگرانتقال درمثلثA , B وC   سه نقطه غيرمشخص از شكلF و A’ , B’ وC’    وضع جديد آنها
متساوي اند به دليل آنكه درمتوازي ’A’B’C و ABCدومثلث  باشند، ��پس از انتقال به اندازه 

′�’	:  AA’B’Bالاضلاع  ∥ ��   

′�′�	                     :                                                                                                        ونيز ∥ ��  

          ’ABC  =  A’B’C                 :                                                                                                   پس 
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                           دراينجا ارتسام موازي صورت گرفته وشكل تغيير نمي خورد.

  
  انتقال در مثلث : 205شكل 

����	Δ :                                                                                                              يعني � � Δ	��  

منطبق خواهد شد. وبه همين ترتيب هريك از  Cنيز به  ’Cمنطبق شود،  ABرا بلغزانيم تا بر  ’A’Bبنابرين اگر
 معادل اند. Fو  ’Fپس دوشكل  ،منطبق مي شود Fبرنقطه هم مانند ش از شكل  ’Fنقطه هاي  شكل 

c( انتقال در چهارضلعي  

متوازي الاضلاع است  AA’B’B ضلعيموازي ومساوي ودريك جهت باشدچهار ABو ’A’Bاگر

�������′		پس � رسم شده است  �������′		جهت با هم كه  ���است. يعني تمام نقطه هاي به اندازه   ��������′��
  تغييرمكان داده اند، يا به عباره ديگرانتقال يافته اند، ازين انتقال ها به نتائيج ذيل مي رسيم.

  
  انتقال در چهارضلعي : 206شكل 

 يك جهت اند زيرا كه با هم موازي ومساوي ودر ABو′�′	: درانتقال هردو قطعه خط متناظرمانند 1نتيجه

  متوازي الاضلاع است.  AA’B’Bشكل 

  : انتقال يافته هرخط مستقيم، خط مستقيم است.2نتيجه 
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  : انتقال يافته هر زاويه، زاويه است هم جهت با آن.3نتيجه 

  : انتقال يافته هر چند ضلعي، چند ضلعي است معادل با آن.4نتيجه

d( دايره: انتقال در  

دايره را مي توان كه توسط انتقال موازي دوخط مستقيم ازيك جا به جاي ديگر بدون تغيير جهت وشكل 
  ’A’Bو   ABرا توسط خطوط موازي C (0,R)اگردايره .انتقال دهيم، طوريكه درشكل ملاحظه مي گردد

  آيد.بدست مي  C’(O,R)انتقال دهيم درين صورت شكل دايره تغيير نمي خورد. ودايره 

  
  انتقال موازي در دايره : 207شكل 

  يادداشت: 

 انتقال طول قطعه خط را حفظ مي كند. - 1

 انتقال ميل خط را حفظ مي كند. - 2

 انتقال يك ايزومتري است(حافظ طول). - 3

وكتورهايكه هرنقطه را به نقطه تصويرش تحت يك انتقال هم مانند مي سازند، داراي طول هاي  - 4
  مساوي وجهت هاي يكسان هستند.

  دوران  .3.6

اغلب آنها به ايجاد حركت  ووجود دارد نيز افغانستان  هاييك نمونه از مركز تفريحي كه در برخي شهر
و  جمله رايجترين وسايل در مراكز چرخهاي مختلف در بازديد كننده گان شور هيجان ايجاد ميكند از

فلك است . حركت چرخ و فلك رصورت چرخشي است كه دوران ناميده ميشود . حركت هاي دوراني 
  از جمله حركت هاي هستند كه در زندگي روزمره بسيار با انها سروكارداريم .

نقطه  Aمي گيريم.متناظربا هرنقطه  نظر دريك سطح در αزاويه جهت دار و   (O)قضيه : تعريف، نقطه ثابت
را تبديل يافته  ’Aباشند درين صورت نقط  AOA'=αو OA’=OAمي توان تعيين كرد.چنانكه  ’Aمانند 
  مي گوييم  Oحول نقطه  αدر دوران به زاويه Aنقطه 
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  )Oنسبت به نقطه ( Aدوران نقطه  :  208شكل 

زاويه مساوي  OAبر نيم خط Oوصل كرده ودر نقطه  Oرا به نقطه  Aنقطه   ’Aبراي مشخص كردن نقطه  
α  ودرجهت مناسب(برحسب آنكه زاويهα  مثبت يا منفي يا صفر باشد) مي سازيم. وبر ضلع ديگراين زاويه

از حركت آن نقطه بر دايره  Aجدا مي كنيم. در دوران تبديل يافته هر نقطه  OAرا مساوي  ’OAقطعه خط
از  Aحركت فاصله نقطهيعني ضمن اين  .مشخص مي شود αوبه اندازه  OAوبه شعاع  (O)مركز

بر دايره به اين مركز، قوسي مي پيمايد كه زاويه مركزي مقابل آن به  Aمركزدوران ثابت مي ماند ، ونقطه 
(زاويه دوران)مشخص مي شود. زاويه دوران  αاست هر دوران با مركز آن واندازه جبري زاويه  αاندازه 

آنرا دوران صفر مي نامند . دوران  ،ه دوراني صفر باشدممكن مثبت ويا منفي ويا صفر باشد. اگراندازه زاوي
نمايش مي دهيم  (O,R)يا  
	�به علامه  αوبا زاويه   (O)صفر تبديل ها عينيت است. دوران به مركز

  ) مي خوانيم. Oحول نقطه  αران به اندازه وآنرا( دو

ناميده مي شود .حركت هاي بهترين مثال دوران ، حركت چرخ فلك به صورت چرخشي است كه دوران 
تصوير مقابل مدلي از  .هستند كه درزندگي روزمره با آنها سروكار داريم  يدوراني از جمله حركت هاي

  يك چرخ فلك است اين تصوير 

رانشان مي دهد ، وضعيت اول موشك را به ضعيت مختلف از يك موشك چرخ فلك درحال حركت و 
P  و وضعيت دوم را بهP’ ك را به ومحورچرخ فل(O) .نشان داده ايم  

  
 )Oبه حول نقطه( ’Pبه  Pدوران  :  209شكل 
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درسطح را به  Aتبديلي است كه هرنقطه  αثابت وزاويه  (o)يك دوران به مركزپس گفته مي توانيم كه 
  از آن سطح هم مانند مي كند به طوريكه   ’Aنقطه مانند 

  ثابت است. (O)دوران يعني نقطه  الف: مركز

نقطه  (O)(زاويه دوران) دردايره به مركز AOA’=αو  ’OA=OAبا شد آنگاه  (O)نقطه غيراز Aاگرب: 
حركت كند به  ’Pبه  Pرا درنظر گرفته ودرخلاف جهت حركت عقربه هاي ساعت روي دايره از  Pمانند 

  است. αواندازه  (O)تحت دوران به مركز  pتصوير نقطه  ’Pپس  ’OP=OP. چون POP’=αطوريكه 

منفي باشد دوران  αدوران جهت خلاف عقربه هاي ساعت است واگر ،يعني زاويه مثبت باشد αگرا
  درجهت حركت عقربه هاي ساعت است.

  درين جا چند مثال را مطالعه مي نمائيم.

  :1مثال

  
  45°) زاويه دوران O: مركزدوران ( 210شكل

 

  
  . )295-292، صص17(
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ند  يك دوران رابه محل اوليه اش نقش مي ك Aكه هر نقطه مانند  °360دوران كامل: دوران به زاويه 
  كامل خوانده مي شود.

  
  360˚) به Oمركز دوران( : 214شكل 

 ABCراس هاي يك مثلث هستند. دريك مستوي مثلث  C(5,2)و A(2,0) ،B(5,0): 2مثال
  ميكنيم.رسم كرده سپس هرتبديل را تعيين وتعريف  وتصويرهايش را تحت هريك از تبديل هاي زير

 R1 (Y,X-)=(X,Y)الف)   

 R2  (X,-Y-)=(X,Y)ب)   

 (Y-X)=      ج)

(X,Y)

  R3 

  هستند. °270و°180،°90حل: اين تبديل ها دورانهاي مركز مبداء مختصات وبه ترتيب به زاويه هاي 

  
  °270و°180،°90دوران نظر به مبدا مختصات به زاويه هاي :  215شكل 

  نقطه  تصويرها
(Y-X)  (-X,-Y)  (-Y,X)  (X,Y) 

A’’’(0,-2)  A’’(-2,0)  A’(2,0)  A(2,0)  
B’’’(0,-5)  B’’(0,-5)  B’(0,5)  B(5,0)  
C’’’(2,-5)  C’’(-2,-5)  وc’(-2,5)  c(5,2)  
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  نشان داده شده است. °270و°180،°90درشكل هاي زير مركز دوران وزاويه دوران 

  
  °270و°180،°90: مركز و زاويه دوران 216شكل 

  خصوصيت دوران 

  دوران مركزي دوران را ثابت نگهميدارد . _

  فظ نمي كند .ميل خط را ح دوران الزاماً _

 (حافظ طول)دوران يك ايزومتري است . _

به  "وزاويه دوران (O)نسبت  به مركز دوران  (F) دوران يافته هرشكل مانند : شكل دوران يافته يك
) نسبت به مركز دوران Fبه قسمي كه هرنقطه اش دوران يافته يك نقطه از شكل ( (’F)  شكل است مانند 

(O)  باشد اگرشكل ( "وبه اندازه زاويه دورانF ازدوران شكل (F  نسبت به مركز دوران(O)  وبه زاويه
وبا زاويه دوران  oنسبت به مركز’F هم ميتواند ازدوران شكل Fبدست آمده باشد برعكس شكل  "دوران 
°360يا  $"#) # &%2وبطوركلي  " # "  ( ) ,k∈بدست آيد�.  

  
  )Oدوران يافته يك شكل نسبت به مركز ( : 217شكل 

270°

 

180°90°
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  يعني تغيرمكان است ر نميدهد ي: دوران شكل را تغي 1  قضيه

  : دردوران تبديل يافته هرخط مستقيم يك مستقيم است  2قضيه  

  : دردوران زاويه بين هردوقطعه خط متناظر به امتداد شان ، متساوي با زاويه دوران است   3قضيه 

يردرسطح خود انجام داده باشد  عبارت است ازيك انتقال رناپذيرمكاني كه يك شكل تغيي: هرتغي 4قضيه 
  يا يك دوران . 

طوري حركت كند كه همه خصوصيت هايش با وضعيت اوليه آن متشابه باشند وسه  F: اگرشكل  5قضيه 
را طي نمايد آن گاه هرنقطه ازشكل يك خط مستقيم را طي  مشابهازشكل سه خط غير   A ، B ، Cنقطه  
  ميكند.

ازآنچه ذكرشده ميتوان نتيجه گرفت كه براي تعين تبديل : دوران  م تبديل يافته يك خط دريرست
  هء يك خط مستقيم درهردوران به يكي ازراهاي زيرميتوان عمل كرد . يافت

 تبديل يافته دونقطه ازآن خط را تعين كرده وآنها را به يكديگر ميپيونديم  .1

ان خط عمود برخط عمود برقطعه خط مفروض رسم كرده وتبديل يافته پايني عمود را رازمركز دو .2
 ،ه خط واصل بين اين نقطه ومركز دوران رسم ميكينمآن گاه دراين نقطه عمود برقطع ،تعين ميكنيم

 اين خط تبديل يافته خط مورد نظراست .

با خط مفروض درجهت رانيم كه را تعين كرده وبرآن نقطه خطي ميگذتبديل يافته يك نقطه ازخط  .3
ازخصوصيت  3و 2ساوي زاويه دوران شكل دهد چنانكه ملاحظه ميشود درراه هاي مناسب زاويه م

يعني تبديل يافته يك نقطه ازخط را تعين كرده  ،دوران براي تعين تبديل يافته خط استفاده مي شود 
  .وبا توجه به قضه هاي قبلي تبديل يافته خط رسم مي كنيم 

   :تركيب ( مجموع ) دورانها

دوراني �و  �) وبه زاويه هاي دوران Oودوران هم جهت به مركز دوران مشترك (: مجموع د 6قضيه 
+�) وبه زاويه دوران Oاست به مركزدوران ( درستي اين قضيه باتوجه به تعريف دوران مشخص   �
) وزاويه دوران Oنسبت به مركز دوران (  Fازشكل  Aدوران يافته نقطه دلخواه    Aاست زيرا كه اگرنقطه  ��A =�       و ’OA=OAازرابطه هاي   �وزاويه دوران  Oنسبت به مركز دوران   ’Aدوران يافته نقطه   ’’Aو  � A′ وOA’=OA’’ وA’��A’’=� باشد نتيجه ميشود كه, OA’’=OA A’��A’’=	�+  است�

+�وزاويه دوران  Oنسبت به مركز دوران   Aدوران يافته نقطه   ’’Aواين نشان ميدهد كه نقطه    است.  �
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  )Oيك نقطه نظربه ( وراننمايش د :  218شكل 

  دوران درنقطه ، خط وزاويه 

نقطه شكل ن كرد ودردوران يميتوان تعي ’Aمانند نقطه   A: دوران درنقطه : دوران يك نقطه  1
 Oحول نقطه  �دوران به زاويه   Aتبديل يافته نقطه   ’Aدراين صورت نقطه  .د ثابت استررنميخويتغي

 α وزاويه جهت دار Oيعني نقطه ثابت برده شده است. ’Aبهبا اين دودوران  Aميگويم با آنكه نقطه 
OAراميتوان تعيين كردطوريكه ′Aنقطه مانند  Aمتناظربه هرنقطه رادريك سطح درنظرميگيريم. OA′=  و

A AO α
∧

′   باشند.  =

  
  )Oدوران در نقطه نسبت به حول (:  219شكل 

دوران درخط : دردوران يك خط مستقيم خط مستقيم است يعني تبديل يافته هرخط مستقيم دردوران  –  2
مركز دوران عمود   Oرا درنظر بگيريم ازنقطه   dوخط  ���خط مستقيم است وتغير نميخورد فرضا دوران 

ن يرا تعي Mيافته دوران  ’Mاختيارو  dرا روي  Mاست نقطه دلخواه   Aيافته  وراند ’Aرسم ميكنيم  dبر
���∆پس’OA = OA’   ،A��M= A’��Mو ’OM = OMميكنيم به ساده گي ديده ميشود كه  � ∆����� ⇒ O����� � O��M پسA’M’ برOA خطيافته هرنقطه  ورانعمود است ودرنتيجه دd  

d مانند برخطي   ′Nعمود است قراردارد برعكس ميتوان ثابت كرد كه هرنقطه دلخواه   ’OAبر ’Aكه در′
 dدوران يافته خط  ’dبق ميگردد پس نطم dدرخط   Nبرنقطه مانند �	-به زاويه  Oحول  با دوران ’dاز

   .ميباشد�	به زاويه Oحول 
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  دوران درخط : 220شكل 

وبه زاويه  Oدوقطعه خط متناظر دردوران به مركز  ABو ’A’Bهرگاه :زاويه دوران در 	�180° � � � 180°	 و   ABرا بترتيب بر ’OHو OHعمود هاي  Oوازمركزدوران .باشد و�
A’B’ آنگاهترسيم نمايمA’H’ = AH  (به دليل آن كه دردوشكل معادل همه اجزا متناظر متساوي اند ) پس

H’  وضع جديدH است وHOH'=	�. 

زاويه روبروي آن قايم است وكه د  OH’ MHباشد چهارضلعي   ABو ’A’Bنقطه متقاطع  Mحال اگر
��و  M1محاطي است ودرآن زاويه هاي  � نيز  ��������و ��������’�’�مكمل يكديگراند وزاويه بين دوامتداد َ �

          متساوي است وازاينكه دوران يافته هرزاويه معادل وهمجهت با آن است �است پس با  M1مكمل 
م يه ددوران پس به هرزاويه ميتوانيم به حول مركزدوران ،  ،( درصورتيكه زاويه درسطح جهت دارباشند )

  بدون آنكه تغير بخورد . ونيزگفته بتوانيم 

  
  دوران در زاويه : 221شكل 
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  دوران درمثلثها

1 به اندازه ABCرا ازمثلث  ’ABB ميانه هاي مثلث  - 1

3
امتداد  ’’Cو ’’A’’  .Bطول آنها بترتيب تا نقطه 

 ’’A’’B’’Cرا به مثلث  ABCبدست آيد مركز وزاويه دوراني را كه مثلث  ’’A’’B’’Cميدهيم تا مثلث 
چون  .مي ناميم Gرا  ABCتبديل ميكند تعين مينمايم براي اين كارنقطه همه تقاطع ميانه هاي مثلث

GA’=GA’  .GB’’=GB’ وGC’’=GC’ پس مثلث  استA’’B’’C’’  دوران يافته مثلثABC   نسبت
 AGA’’=180°وزاويه دوران  Gبه مركز دوران 

  
  )Oدوران در مثلث به حول ( : 222شكل 

هاي جديد آنها پس ازدوران درحول مركز  ضلعو ’Cو ’A’Bو  Fنقطه دلخواه ازشكل   Cو A،Bاگر  - 2
)O باشند . �) به اندازه  

هاي اين دومثلث با هم  به حالت متساوي سه ضلع معادل اند اما دليل آن كه ضلع ABCو ’A’B’Cدومثلث 
  برابرچنين است .

1 -  ∆��′�′ ≅   OA’=OAو OB’=OBچونكه  ���∆

��=A��B=و              A��B’ A’��B’    پسA’B’=AB 

�′��∆به دليل مشابه - 2′ ≅ ∆��� A’C’=ACپس  

�′��∆به دليل مشابه  - 3′ ≅ ∆���  B’C’=BCپس  

 ’Cق نسازيم ي) تطبABC( ازمثلث  ABبر طح) را به وسيله لغزاندن درس ’A’B’C( ازمثلث  ’A’Bحال اگر
تطبق  Fس ازشكل برنقطه هم مانند رأ ’Fوبه همين ترتيب هريك ازنقطه هاي شكل .تطبق ميشود 	Cهم بر

  ير مكان است ييعني تغير نميدهد يخواهد شد يعني دوشكل معادل اند وازطرف ديگردوران شكل را تغ



135 

 

���∆ ’A’B’Cطبق شكل ذيل عبارت از�,��تحت عمليه دوران  ABCمثال تصوير  ≅ ∆�′�′�′  

  ايزومتريك (حافظ مسافه ) است  – قضيه : تابع دوران 

  ’AB=A’Bمطلوب   داده شده �,��) A’B’ ) =ABبا ABمفروض: قطعه خط 

  
 )P: دوران مثلث نظربه نقطه ( a 223شكل

  ثبوت مطابق تعريف دوران داريم كه 

, ,OA OA OB OB BOB AOA

BOA B OA AOB A OB AB A B

α′ ′ ′ ′= = ∠ = =

′ ′ ′ ′ ′ ′⇒ ∠ = ∠ ⇒ ≅ ⇒ =
  

تصوير يك شكل دراثر دوران عبارت از شكل انطباق  .پس دوران حافظ مسافه ، زاويه ، نيم خط مي باشد
  پذيرآن است .

pR,تحت عمليه دوران  �ABCمثال. تصوير  α 30 برايα = Aطبق شكل ذيل عبارت از  ° B C′ ′ ′�

ABCاست. طوريكه  A B C′ ′ ′≅� � 

  
  )P: دوران مثلث نظربه نقطه ( b 223شكل

  ). 10-5، صص 21(
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  بدل ميشود . ’Sبه دايره جديد  Oبا دوران حول نقطه  Sيك دايره : دايره دوران در

 ’Mاي به مركز جديد ه ران دهيم وسپس دايرود Oرا حول  Sمركز دايره  Mبايد اول نقطه  ’Sبراي رسم 
 داده شده باشد شرطهاي ذيل  Aاست كه وقتي نقطه  حضاو  وباهمان شعاع دايره اوليه رسم 

1 - OA’=OA    2-= � A��A’   

  ا مشخص ميكنندر ’’Aو ’Aبدون هيچ شرط ديگردرباره جهت دوران دونقطه جديد 

به اين ترتيب عمل كنيم كه جهت دوران اين رابه عنوان جهت مثبت  براي انتخاب يك ازآنها ميتوانيم مثلاً

دايره مشخص شود) درنظر ميگيريم وجهت مخالف را جهت  سط وكتور روي يك(كه ممكن است تو

�با علاوه مثبت ويا منفي بودن زاويه دوران  درنظرميگيريم منفي � A��A’  بستگي به جهت دوراني دارد

  به دوزاويه متفاوت دوران (با اختلاف علامت) ’’Aو ’Aدرين حالت دونقطه  ، مي برد ’Aرا به  Aكه 

مثبت يا  . بنا براين به طورطبيعي به مفهوم زاويه هاي جهتداركه ميتوانند )31، ص32(متناظر خواهند شد
   منفي باشند رهنمون ميشويم

  

  
  )Oدر دايره نظر به نقطه(دوران  : 224شكل 

به وضعيت  Pدرتصوير ذيل حالت دوراني يك چهار ضلعي از وضعيت اول : دوران درچهارضلعي 
وضعيت اول به وضعيت دوم  چهارنقطه از ABCDنشان داده ايم .فرضا چهارضلعي  Oومحور آنرا  ’Pدوم 

ميباشد قراريكه درشكل  ’A’B’C’Dدوران داده شده است كه نقاط متناظر آن  Oومحور�تحت زاويه 
زاويه آن قايم است برعلاوه اضلاع آن متقابلا  ق است وهرچهاريديده ميشودو چهارضلعي متذكره منط
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است ير نخورده يبه حالت اولي ميباشد وشكل هيچ تغ�وبه زاويه  Oموازي اند كه بعد ازدوران به محور 
  در بخور يميتوان دوران داد بدون آنكه شكل تغي ،راهرشكل هندسيكه پس به نتيجه ميرسيم 

  
  Oنظر به نقطه  دروان چهارضلعي : 225شكل 

  تناظر مركزي   .4.6

( كه مركز تناظر  Oبا يك تناظر مركزي با يك نيم دورحول نقطه  Aازنقطه  ’Aتعريف . ميگويم نقطه 
  .باشد  ’AAوسط قطعه خط  Oناميده ميشود ) بدست ميĤيد  هرگاه نقطه 

 

  تناظر مركزي : 226شكل 

نيز ازيك  Aآنگاه برعكس  ،بدست آمده باشد Oحول Aازيك نميدورنقطه  ’Aواضح است كه اگر نقطه  
بدست ميĤيد  باتوجه به اين وضعيت ميتوانيم ازيك جوره نقطه هاي وابسته  به هم  Oحول  ’Aنميدورنقطه 

نين بدست آيد آنگاه چ Oحول  Aازيك نميدورنقطه  ’Aاگر  سط يك نيم دورحول نقطه صحبت كنيمتو
 Oاست نسبت به نقطه  Aمتاظر  ’Aبدست آمده است يا  Oنسبت به نقطه  Aازانعكاس   ’Aنيز ميگويم : 
��نشان ميدهند ومي نويسند Sرا به علامه  Oمتناظربه مركز  � "	#�$   

 Oحول نقطه  F كزي شكل مفروضتناظر مركزي يك شكل : مجموعه تمام نقطه هاي كه ازتناظر مر
  .بدست ميĤيد  O حول Fدورشكل م يرا تشكيل ميدهند كه ازيك ن ’Fشكل  .بدست مي آيند
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  تناظر مركزي : 227شكل 

  .بدست مي آيد  Oحول  Fازيك نيمدورشكل  Fدرعين حال شكل 

بنابراين تناظر مركزي همه  .حول مركزتناظراست 180چند نتيجه : چون تناظرمركزي دوران به زاويه 
  يعني :  ،خصوصيت دوران را حفظ ميكند

 .تناظر مركزي هرخط مستقيم خطي مستقيم وموازي آن خط است  - 1

 .تناظرمركزي هرزاويه زاويه معادل وهمجهت با آن زاويه است  - 2

 .تناظر مركزي هرشكل به آن شكل معادل است  - 3

 .طبق است ظر مركزي تناظر مركزتناظربرخودش مندرتنا - 4

   
  مركزي زاويه تناظر : 229شكل 

وجود  Lاگر وتنها اگر، يك خط مستقيم  ،يك شكل متناظرنظر به يك خط مستقيم است :تناظرخطي
نقطه از همان شكل باشد ، اشياي  بيندر Lداشته باشد ، طوريكه تصوير انعكاسي هر نقطه شكل نظر به 

  ). 71-70، صص13(طبيعي كه تناظر خطي داشته باشند بنام متناظر دوطرفه گفته مي شود
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  تناظر خطي : 230شكل 

 °360دوران تحت يك زاويه كوچكتر از  راثر اگرد ،تناظردوراني: يك شكل داراي تناظر دوراني است
 فقط متناظر گفته ميشود: °360مي باشد شكل با تناظر  °360و °270و°180،°90بر خودش منطبق گردد گفته مي شود كه جسم مذكورتناظر دوراني دارد ، شكل ذيل داراي تناظر دوراني 

  
  تناظر دوراني : 231شكل 

داشته باشد گفته مي شود كه اين شكل تناظر نقطوي  °180هرگاه شكل تناظر دوراني  تناظر نقطوي:
 دارد. دايره داراي تناظرنقطوي است .

   
كه آنرا محورتناظر  ’FFكي خط بيضوي دو محورتناظردارد ي: محورتناظرومركز تناظر بيضوي

كه محورتناظرغيرمحراقي بيضوي ناميده  ’FFناصف عمودي قطعه خط  ديگر محراقي بيضوي مي نامند و
محل تلاقي دو محورتناظر بيضوي مركز تناظر بيضوي است كه به طور خلاصه آنرا  ’Oمي شود . نقطه 

ومحورغيرمحراقي آن بيضوي را دردونقطه  'Aو Aمحراقي بيضوي را در  مركز بيضوي مي نامند. محور
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BوB’ قطع مي كند كه چهارنقطه B’,B,A’,A اي بيضوي مي نامند .طول قطعه خط س هرا رأAA’  برابر
2a  عدد ثابت بيضوي است ، طول قطعه خطBB’  2راb . نشان مي دهد  

  مركز تناظر بيضوي باشد داريم  ’Oاگر

AA’=2a⇒ ��� � ���� � � 

BB’=2b⇒ ��� � ���� � �                        
FF’=2c⇒ ��* � ��*� � � 


+قرارذيل برقرار اند.  c و a،bرابطه بين  � ,
 - +
  

  
  تناظربيض محور و مركز : 236شكل 

كه آنرامحورتناظر   .**هاي پربول دومحورتناظردارد يكي : اظرومركزتناظرهايپربولمحورهاي تن
كه محور تناظرغيرمحراقي ناميده مي شود.نقطه  .**	هايپربول مي نامندوديگرناصف عمودي قطعه خط 

 A) محل تلاقي اين دومحورتناظر،مركز تناظر هايپربول است .محور محراقي هاي پربول رادردونقطه .�(
.�و .��قطع مي كند كه دورأس محراق هايپربول ناميده مي شود    � طول قطر قاطع هاي پارابول نام  +2

با بيضوي دو نقطه دارد. محورغيرمحراقي هاي پارابول، هاي پارابول را قطع نمي كند اما از نظرشباهت 
BوB’  را روي محور غير محراقي چنان اختيار مي كند كه��� � ���� � , � √0
 � +
است  	
  مركز هاي پارابول باشدداريم:  ’Oرا قطرغير محراقي هاي پارابول گويند. اگر 'BBو

AA’=2a⇒ ��� � ���� � + 

BB’=2b⇒ ��� � ���� � ,                             

FF’=2c⇒ �’F=O’F’=c   

  

  .)296، ص17. (محور ومركز تناظر هايپربول : 237شكل   
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آنرا محورپارابول مي نامند ، ه ناظرپارابول است كه به طور خلاصمحورت FHخط : محورتناظرپارابول
  راس پارابول ناميده مي شود . FHوسط قطعه خط  Sنقطه 

قطع  ’Mو  Mمحراق پارابول بگذرد وپارابول را در دو نقطه  F وصيات محراقي پارابول: اگرخطي ازحص
  را يك وتر محراقي پارابول مي نامند .  ’MMكند قطعه 

  است زيرا داريم . 2pاگروترمحراقي پارابول بر محور پارابول عمود باشد طول آن برابر 
ML=M’L’=FM=FM’=P⇒ ��� � 21 

  كه از اين خصوصيت براي رسم پارابول استفاده مي كنند . 

  
  محورتناظر پارابول:  238شكل 

و  Gرا ABCاز مثلث  'CCو ’AA’ ،BBنقطه بر تلاقي ميانه هاي  مركزتناظر: تناظرمركزي درمثلث
 Gمي ناميم، ثابت مي كنيم كه نقطه  ’’Cو ’’A’’،Bرا به ترتيب  GCو GA،GBوسط هاي قطعه خط هاي 

،  ’GA’’=GAاست. بنا به خصوصيت ميانه ها  ’’A’’B’’Cو ’A’B’Cمركز تناظرشكل حاصل از دو مثلث 
GB’’=GB’ وGC’’=GC’ بنا برين مثلث است.A’’B’’C’’  تناظرمركزي مثلثA’B’C’ نسبت به مركزG 

  برقرار است قرارشكل ذيل: همسلاست كه حكم 

  
 تناظر مركز درمثلث : 239شكل 
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موازي ومساوي و مختلف الجهت اند مي  ’A’B و ABفرضاً دو قطعه خط موازي : درخطتناظرمركزي 
محل  Oخواهيم مركز تناظر كه اين دو قطعه خط را با هم تبديل مي كند تعيين كنيم براي اين كار نقطه 

  است قرار كه در شكل ملاحظه مي نمائيد. لهسمجواب  'BBو ’AAتلاقي قطعه خط هاي متناظر

  
  تناظرمركزي درخط:  240شكل 

متوازي  ،درين بخش مي خواهيم از جمله چند ضلعي هايمركزتناظر : تناظرمركزي درچند ضلعي ها
مورد مطالعه قراردهيم. مي دانيم كه قطرهاي متوازي الاضلاع راالاضلاع كه يك چهار ضلعي منظم است 
و   OA=OCباشد ABCDمتوازي الاضلاع ي نقط تلاقي قطرها  Oيك ديگر را نصف مي كند يعني اگر

OB=OD حال ثابت مي كنيم كه هر خط كه از  ،است(O)  بگذرد ضلع هاي روبروي متوازي الاضلاع را
  مي باشد . (o)قطع مي كند كه تناظر يكديگر نسبت به نقطه  'Mو Mدرنقطه 

) حاصل مي شود. كه محل  OM'Dو OBM(يا  OM'Aو OMAجهت ثبوت از معادل بودن مثلث ها ي
  تلاقي متوازي الاضلاع مركزتناظر آن است.

  
  تناظر مركزي در چندضلعي ها : 241شكل 
را رسم  BEرا درنظرمي گيريم وقطر ABCDEFشش ضلعي منظم : تناظرمركزي شش ضلعي منظم

  تناظر مركز يك ديگر اند . BCDE و ABEFضلعي چهارمركزتناظر دو  BEمي كنيم، وسط قطر 

  
  تناظرمركزي شش ضلعي منظم : 242شكل 
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 كه وسط هاي ضلع هايقطر خط دوهرمحل تلاقي  مركزتناظرمربع آن است كه:  تناظرمركزي مربع
  مقابل را به هم وصل مي كند محورهاي تناظر درمربع است .قراشكل ذيل. هاي

  
  تناظرمركزي مربع: 243شكل 

AB=CD=BD=AC 

قطرهاي مربع است از طرف ديگر نمودهبا هم عمود ويك ديگر را قطعه  (O)درنقطه  ACو ADوقطرهاي 
  مركز تناظر مربع است. (O)ديگر مي باشد پس نقطه ناصف عمودي بالاي يك

  كه وسط هاي دو ضلع را با هم وصل نموده محور تناظر مربع است.  MNوخط

باشد مي وزيقطر محور تناظر ل.محل تلاقي دو قطر مركز تناظر لوزي است  يدر لوز :مركز تناظر لوزي 
محور  CDويا  ABمركز تناظر لوزي و هر قطر CDو  AB خط تقاطع دو قطعه (0)ودر شكل ذيل نقطه 
  تناظر لوزي مي باشد .

  
  مركز تناظرلوزي :  244شكل 

درمستطيل مركز تناظر محل تلاقي دو قطر است وخط هاي كه وسط هاي ضلع : مركز تناظرمستطيل
  قرار شكل ذيل :،مقابل ر ابه هم وصل مي كند  محور هاي تناظر مي باشند :هاي  

  
  مركز تناظرمستطيل : 245شكل 
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مي باشد كه مركز تناظر  (O)ونقطه تقاطع يا تلاقي آن  CDو  ADعبارت از ABCDقطرهاي مستطيل 
  محور هاي تناظر مستطيل مي باشند.مستطيل بوده وهر يكي 

م وصل مي كند درذوذنقه متساوي الساقين خط كه وسط هاي دو قاعده را با ه  : مركز تناظرذوزنقه
نقه ايكه ساقهاي آن با هم مساوي باشند بنام ذوذنقه متساوي الساقين ياد مي شود) محور تناظر است (ذوز

خط است كه وسط هاي قاعده را با هم وصل  MNو BM=MCنقه كه قاعده ذوز BCو ADدرين جا 
  نموده است .

  
 نقهمركزتناظرذوز : 246شكل 

دردودايره متساوي متقاطع وترمشترك و امتداد خط المركزين  مركزتناظر: تناظر مركزي در دايره
محورهاي تناظر ومحل تلاقي آنها مركز تناظرمي باشند. در دو دايره متساوي ومماس خارج مشترك و 

  محورهاي تناظر است  ونقطه تماس مركز تناظر است . ،امتداد خط المركزين

دو دايره مماس داخل امتداد خط المركزين محور تناظر است ومركز تناظر ندارد. در دو دايره متساوي  در
ومتخارج  ووسط خط المركزين مركز تناظر وعمود موسوم از اين نقطه بر خط المركزين  وخود خط 

  ).5-3، صص32ست(المركزين  محورهاي تناظر شكل ا

  
  تناظر مركزي دردايره : 247شكل 
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  دو خط موازي داراي بي نهايت مركز تناظر است.                    : مركز تناظر دو خط مواز ي 

  دارد. o2 و   o1دو مر كز تناظر  Fفرض كنيد شكل 

  مركزتناظر دو خط موازي : 248شكل   o2 حول    o1كه از يك نيمدور   o3(شكل) پس نقطه 

 ’A2  ،A و   A1باشد آنگاه نقط هاي   Fنقط اي از شكل  Aبدست مي آيد نيز مركز تناظر است زيرا اگر 
 o2از يك نيم دور حول  'Aو   o1حول    A1از يك نيمدور A2 وo2حول   Aاز يك نيمدور   A1كه در آن 

نيز از يك  ’Aمركز هاي تناظر هستند) اما نقطه  o2 و  o1خواهد بود (چون  Fبدست ميĤيند.  نيز نقطه از 
مساوي،   A o3و   A2 o1و   A1 o1 و A o3بدست آمده است چرا كه قطعه خط هاي  o3حول  Aنيمدور

حول  Aكه از يك نيمدور  ’Aباشد نقطه تناظر   Fاگر نقطه از   Aموازي ومختلف الجهت هستند. بنا برين 
o3  بدست آمده نيز نقطه ازF   است يعنيo3  مركز تناظرF    است . به همين طريق مي توان نشان داد كه

بدست   o4حول  o3كه از يك نيم دور   o5بدست آمده ونقطه  o3حول  o2 كه از يك نيمدور o4نقطه 
دو مر كز تناظر مختلف داشته باشد  Fآمده و.... مر كز هاي تناظر هستند پس  مي بينيم كه اگر يك شكل 

  ت مركز تناظر خواهد داشت.بي نهاي

بيش از يك مركز تناظر داشته باشد آنوقت داراي بينهايت مركز  سطحقضيه: اگرمجموع واقع در يك 
  تناظر مي باشد .

تناظر  o3درين صورت نقطه  باشد. o2و   o1داراي دو مركز تناظر مختلف  ’Mفرض مي كنيم مجموعه

  است. Mهم به مركز تناظر مجموعه  o2نسبت به    o1نقطه 

 Aبگيريم آن وقت ازاين حقيقت كه هم دو نقطه  Oنسبت به نقطه   Aرا تناظر نقطه  (O(A))درحقيقت اگر

  Co3(A)تناظر يك ديگر اند نتيجه مي شود كه دو نقطه  o2نسبت به نقطه    o1 و o3وهم دو نقطه  o2A و

  .متناظر همديگراند o2ه هم نسبت به همان نقط    C O1(C O2(A))و 

  بنا برين براي هر نقطه داريم:

Co3(A) = Co2(C o1(C o2(A))) 

  وازآنجا: 

Co3(M) = Co2(C o1(C o2(M)))= = Co2(C o1(M))=M 

  وبه همين ترتيب نقطه هاي 
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O4=CO3(O2) ;  O5 = CO4(O3); …..1 


O�O  هستند از آن جا كه   Mمركزهاي تناظر مجموعه ����������� � O
O������������ � O�O�����������… 2   

  بنا براين همه اين مركز هاي تناظر جدا گانه اند يعني تعداد آنها بي نهايت است .

  
   مركزتناظرمجموعه  :249شكل     مجموعه تناظر دوخط موازي :248شكل 

  يادداشت:

 مجموع دو تناظر مركزي يك انتقال است. - 1

 مجموع چهار تناظر مركزي يك انتقال است. - 2

  مركز جداگانه يك تناظر مركزي است. مجموع سه تناظر مركزي نسبت به سه - 3

  تناظرمحوري .5.6

 Aرا متناظر نقطه  ’Aغير واقع بر آن را در يك مستوي درنظرمي گيريم، نقطه  Aنقطه  و dخط تعريف: 
نصف شود وبه عبارت ديگر  dوتوسط  دعمو dبر  ’AAه قطعه خط هاي امي گويندهرگ d نسبت به خط

 Aنقطه  ،باشد dنسبت به خط  Aمتناظر محوري نقطه  ’A رباشد اگ ’AAناصف عمودي قطعه خط  dخط
را محور تناظر مي نامند. اگر نقطه روي محور  dاست ، خط  dنسبت به خط ’Aنيز متناظر محوري نقطه 

  :ذيل در شكل  Bخط  تناظر قرار داشته باشد ، متناظرش بر خودش منطبق است. مثلاً

  
  تناظرمحوري نظر به خط : 250شكل 
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    ’Sd(A)=A نشان مي دهند مانند Sdرا با علامه  d تناظر نسبت به خط

نكته: تناظر محوري را بازتاب نسبت به يك خط(بازتاب محوري) نيز مي نامند. ومحور تناظر را محور 
  بازتاب مي گويند. درين بخش از هردو واژه استفاده شده است . 

را  ’Fخط جديد  dنسبت به خط  Fقطه هاي شكل مجموعه تما م تناظرهاي ن تناظر محوري يك شكل:
  Fي است كه بر عكس است ، بديه dبر اثر بازتاب (انعكاس) نسبت به خط    Fتشكيل مي دهند كه تناظر 

است ، به عباره ديگر دوشكل نسبت به يك خط باز تاب محوري يك ديگراند در  dنسبت به  ’Fنيزتناظر 
  ري يك نقطه از ديگري نسبت يه يك خط ثابت باشد . صورت كه هر نقطه از هريك متناظرمحو

  متناظراند   dدرشكل ذيل مثلث ها به خط   

  
  تناظرنظربه خط : 251شكل 

  درشكل زير تعداد زيادي از اين نوع  تناظرمي بينيد.

  
  تناظرمحوري : 252شكل 

  ). 84، ص33(
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مختصرمي كنيم . به طور مشابه   d2 ،1،  2متناظراند. اين بيان را به صورت  d2نسبت به  2و 1بطورمثال 
  درين شكل چهار رابطه تناظر ديگرهم وجود دارد.

رايك خط هردورا در يك مستوي در نظر مي  dرا يك مجموعه از نقطه ها و Cمحورتناظر يك شكل : 
 dمتناظر است خط   dنسبت به Cباشد مي گوئيم كه  Cروي  dنسبت به  Cگيريم . اگرتناظرهرنقطه 

تناظر محوري است. اين مفهوم درشكل هاي گوناگون مثل  Cمي نامييم ومي گوييم كه  Cرامحور متناظر 
  منحني ها ، مثلث ها ، چند ضلعي ها، سطوح، حجم ها وشكل هاي ديگربه كار مي رود.

بگذرد متناظراست درون دايره نيزهمين خصوصيت را به طورمثال: دايره نسبت به هر خطي كه از مركزش 
دارد. كره نسبت به هر خطي كه از مركزش بگذرد متناظراست ارتفاع وارده بر قاعده درمثلث متساوالساقين 

  محورتناظراست.

  
  تناظرنظربه خط :  253شكل 

  δ1و  d: درتناظرمحوري، تبديل يافته هرخط مستقيم، يك خط مستقيم است اگردوخط نا موازي 1قضيه
 dخط  ’A’Bو  ABباشدخط هاي  dنسبت به خط δ1 از BوAتناظردو نقطه  ’Bو’Aدرمستوي ونقطه هاي 
 قطع مي كند زيرا كه :  (O)را در نقطه اي مانند 

                ����� � ������� � 1,AA′ ∥ BB′  

  
  تناظرنظربه خط : 254شكل 

  . )82، ص 41(
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يعني  �δرسم مي كنيم وامتداد مي دهيم تا خط dرا بر خط  CKعمود  �δاكنون از نقطه دلخواه روي 
7�6  قطع كند. ’Cرا در نقطه  ’A’Bامتداد KC� � AH�AB� � 1: ⇒ 	KC� � CK 

واقع است. بر عكس مي توان ديد كه هرنقطه  
δبر خط  dنسبت به محور  �δيعني تناظر هر نقطه از خط 
D’  ازδ

δاست پس  �δاز  Dتناظر نقطه اي مانند   � S�#δ�$   

  نيزموازي آن محور است زيرا كه: 
δموازي محور تناظر باشد.  �δدرحالتي كه خط 

 تناظر محوري هر قطعه خط با آن قطعه خط معادل است . .1

وبا محور تناظر زاويه ها ي مساوي  س اندأمحور هم ر نسبت به بك محور، يا با آنهر خط وتناظر  .2
  تشكيل مي دهند، ويا موازي محور هستندوبه فاصله برابر از آن قرار دارند .

نسبت به  =��>تناظر  ′=��′>تناظر محوري هر زاويه با آن زاويه مساوي است . اگر در شكل  :2قضيه
  باشد. dمحور

  
@���?< زاويه نظربه خط تناظر : 255شكل  � ����@A, #�@�� � ��@��$B ⇒ #<��′� =� � <��=$ 

  تبديل يافته هر شكل در تناظر محوري با آن شكل معادل است.  :3قضيه

در تناظر محوري اندازه هاي قطعه خط ها حفظ مي شوند پس دليل هم مانند دليل برابر ي هر شكل با 
وتناظرمحوري آن به صورت معكوس مساوي اند . زيرا براي انطباق آنها  Fانتقال يافته آن است . هر شكل 

ناظر بر خود شكل بر گردانيده شود           بايد تبديل يافته ازشكل از مستوي خارج شود وحول محور ت
  ). 55، ص42(
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  مجموع دو تناظر نسبت به يك خط يك تبديل عينيت است . :4قضيه

بر  Aرا به   ’Aنقطه  dببرد آنگاه دومين تناظرنسبت به  ’Aرا به  A، نقطه  dدر واقع اگر تناظر نسبت به خط 
تغييرنمي كند حكم قضيه را نيزمي تواند بدين صورت بيان  Aمي گرداند. يعني بر اثردو تناظر وضع نقطه 

  كرد.

  دو تناظرنسبت به يك خط همديگر را خنثي مي كند .

  
  تناظرنقطه نظربه خط : 256شكل 

: مجموع دو تناظر نسبت به دو خط متقاطع، دوراني است به مركزنقطه تلاقي اين دو خط وبه اين 5قضيه
  زاويه دو برابر زاويه بين آنها.

نسبت   ��تناظر  ’Aاست، و  �Lنسبت به خط  Aتناظر  ��نقطه دلخواه از مستوي باشد  Aفرض مي كنيم 
  قطع مي كند  (O)را در نقطه  �Lباشد، كه  
Lبه خط 

  باشند. 
Dبا  ′A�Aو   �Lبا  �AAبه ترتيب نقطه هاي تلاقي  Qو Pاگر

OQ�A∆                                                                         آنگاه ≅ ∆A�OQ	, ∆AOP � ∆A�OP   

��				                                                                                   پس داريم: � �A�				,�A� � OA� AO�P � PO�A�				,				A�	��G � Q	��A�  

�A�AO  طوريكه درشكل ظاهراست. � AO�P - PO�A� - A�O�Q- QO�A�                                											� 2PO�A� - 2A�O�Q=2PO�Q   

�A�AO	و ’OA=OAرين بناب � 2PO�Q .همان بود كه مي خواستيم  
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  نمايش مجموعه دو تناظرنسبت به دو خط متقاطع : 257شكل 

: مجموع دو تناظر نسبت به دو خط موازي ، انتقال است در امتدادعمود بر دو خط وطور مساوي 6قضيه
  دوبرابر فاصله بين دو خط .

  نسبت به Aتناظر  �Aنقطه دلخواه در مستوي باشد ،  Aفرض مي كنيم 

��Aاست سپس  �Lخط   H L�  وA�A′ H L
عمود بر  mبر خط  'Aو �A ،Aهاي در نتيجه نقطه    L� وL
و  �AP=PAباشند، آنگاه  
Lو �Lبا  mنقطه هاي تلاقي خط  Qو Pقرار دارند. اگر  A�Q � QA′ . طوريكه در شكل داريم  

  
  انتقال موازي خط : 258شكل 

AA’=AP+PA�+A�Q-QA� � 2PA� - 2A�Q � 2PQ 

′A�Aبنا برين  H L�  و��� � 21G :كه همان حكم مطلوب است يعني  "���"�� 	 � I
������������			, "��	�"�� 	 � I
������������	 
��"���"يعني  ��"و 		 	�"�� ند بنا برين تركيب دو انتقال  خاصيت تغير مكان ندارد  بر عكس يكديگر 	
  است. PQ=0ين جا اكه در
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: مجموعه سه تناظر نسبت به سه خط موازي يا سه خط كه دريك نقطه متقاطع اند تناظري است 7قضيه
ضيه بنا بر قموازي باشند (شكل الف) �Lو 
  ،L�Lنسبت به يك خط .اول فرض مي كنيم كه سه خط 

به فاصله هاي مساوي   
Lو  �Lانتقال است در جهت عمود بر  
Lو  �Lمجموع دو تناظر نسبت خط هاي 
كه همان  
Lو    �Lموازي  ’Lو  Lدو برابر فاصله بين آنها ويا مجموع دو تناظر نسبت به دو خط ديگر 

  فاصله را دارا باشند مساوي است .

به عوض مجموع سه تناظر مجموع سه تناظر نسبت به  ،منطبق باشند  �Lو ’Lحال فرض مي كنيم كه 
گذاريم دو تناظر آخري يكديگر را خنثي مي كند . وبنا برين تنها يك تناظر را مي   �Lو  ’Lو  Lخطهاي 
  باقي مي ماند . L نسبت به 

                          �Lو 
  ،L�Lحال فرض مي كنيم كه خط هاي 

  قطع كند (شكل ب) بنابر  (O)يكديگررا در نقطه 

  

  

  

        

  مجموعه سه تناظر نسبت به سه خط : 259شكل 


Dبه زاويه  Oدوراني است  حول  
Lو  �Lقضيه دو تناظر نسبت به OL�   وبا مجموع دو تناظر نسبت به
�L�DOمي گذرد و  Oكه از  �Lو Lخط هاي  � L�	O�L
مساوي است پس مجموع سه تناظرنسبت به   L�  ،L
زيرا دو  ،است Lبا يك تناظ تنها نسبت به �L	و  �L  ،Lمساوي مجموع سه تناظرنسبت به  �Lو 

 يك ديگر را خنثي مي كند . �Lتناظر آخري نسبت به 

  
  )Oمجموعه تناظرنسبت به نقطه ( : 260شكل 
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خطي چنان رسم مي كنيم  Aقطع كرده ، از  Aمحورتناظر دودايره در نقطه : تناظرمحوري در دايره
واز وسط  Aكه توسط دو دايره به دو بخش برابر تقسيم شود . پس محور تناظر خطي خواهد بود كه از 

  مي باشد . ∆خط المركزين دو دايره مي گذرد كه عبارت از خط 

  دايره نسبت به هر خطي كه از مركزش بگذرد متناظر است

  

  
  تناظرمحوري در دايره : 261شكل 

تناظرمحوري در چندضلعي محورتناظردر لوزي: محورتناظرلوزي عبارت از قطرهاي لوزي مي باشد چون 
  محور تناظر لوزي است . CDو ABبناً داريم كه  ،لوزي داراي دو قطر است

  
  تناظرمحوري در لوزي : 262شكل 

محورهاي  ،محورتناظر درمستطيل: خطهاي كه وسط هاي ضلع هاي مقابل را به هم وصل مي كند  
  وسطهاي ضلع مقابل است.  CDو  ABتناظرمستطيل مي باشد 

  
  محورتناظردرمستطيل : 263شكل 
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  محورهاي تناظركه يك چهار ضلعي مي تواند داشته باشدچهارمحورتناظراست. حداكثرتعداد يادداشت:

محورتناظردرمربع: درمربع محورتناظرعبارت از قطرهاي مربع مي باشد زيراكه قطرهاي هر مربع يك   
قرار شكل ونيز  .از طرف ديگر درهمان نقطه بالاي يك ديگر عمود مي باشد ديگر را نصف ميكند و

ا هم ب Oقطرهاي كه درنقطه  BCو ACوسطهاي خط هاي مقابل محورهاي تناظر مربع است كه درين جا 
كه ناصف عمودي وسط  RSوخط  BCو   ADكه ناصف عمودي وسط هاي خطوط  MNعمود اندوخط 
  مي باشندمحورتناظر مربع است.  ABو CDهاي خطوط 

  
  محورتناظردرمربع : 264شكل 

  تناظرمحوري درزاويه هر زاويه با آن زاويه مساوي است .: تناظرمحوري درزاويه 

@��	O<  باشدپس: dنسبت به محور  ��K	xتناظر  ′��′K	J′اگردرشكل  � O���@	, #O	@�� � O�@��$B ⇒ #J����K� � J	��K$ 

  قرارشكل ذيل

  
  تناظرمحوري درزاويه : 265شكل 
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درمتوازي الاضلاع تناظر محوري عبارت از قطرهاي متوازي : تناظرمحوري درمتوازي الاضلاع
قطع نموده تناظرمحوري متوازي  Oكه درنقطه  CD و ABالاضلاع مي باشد، قطرهاي متوازي الاضلاع 

  الاضلاع مي باشد.

  
  تناظرمحوري متوازي الاضلاح : 266شكل 

  ضلعي منظم محور تناظرآن است. nضلعي: ناصف عمودي هر nمحورتناظردر

ضلعي منظم از  nضلعي منظم قابل محاط شدن در يك دايره است وناصف عمودي هر ضلع ازnازاينكه هر
  به ساده گي ثابت مي شود. n=6مركز دايره مي گذرد. يعني قطردايره است كه درين جا 

  
  ضلعي nتناظرمحوري در : 267شكل 

محورتناظرها  ،ضلعي جفت باشند n كه هريك از ناصف عمودي محورتناظرهستند. اگر تعداد ضلع هاي 
ضلعي منظم طاق باشدهر  nوضلع روبرو كه موازي مي گذرد است. واگر تعداد ضلع هاي   xبر وسط هاي 

      است n=3از يك راس ووسط ضلع روبرو به آن راس مي گذرد قرار شكل كه درين جا  تناظر محور
 ).12- 0، صص7(

  
  تناظرمحوري دردايره : 268شكل 
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 �Aازانتقال  ’Aباشد، ونقطه   dنسبت به خط  Aمتناظر نقطه  �Aفرض ميكنيم نقطه  اي :ه ندتناظرلغز
از  ’Aبه دست آمده باشد . (شكل الف) درين حالت مي گوئيم نقطه  aدر امتداد همان خط وبه فاصله 

  dدر امتدادمحور Aه اي نقطه ندتناظر لغز

  بدست آمده است. به عبارت ديگر aوبه فاصله  

    بهنسبت  ه اي) مجموع يك تناظرند(تناظرلغز هندلغز

       ويك انتقال درامتداد همين خط است . dيك خط  

  همان طوريكه در شكل الف ديده مي شود نتيجه 

  نيب عكس حاصل شود درآتركيب مي تواند به ترت

    بدست  dدر امتداد  aبه فاصله  Aاز انتقال  
Aجا  

  بدست آمده است  dنسبت به  
Aاز متناظر ’Aآمده است وسپس 

  
  ه ايندتناظرلغز : 269شكل     

ه نده اي ويا لغزه به عوض يك ديگر مي تواند استفاده شود . مجموعه همه نقطه هاي كه از لغزندتناظر لغز 
بدست مي آيد (شكل ب )  Fه شكل ندرا مي سازند . كه از لغز ’Fبدست مي آيند شكل  Fنقطه هاي شكل 

وبا جهت مخالف در انتقال بدست مي آيد با  dبا همان محور ’Fه نداز لغز Fبرعكس واضح است كه شكل
  ه جهت نمود.ندتوجه به اين مطلب مي توان از شكل هاي وابسته به هم توسط لغز

نسبت  ’A’Bتصويرخط ABاگرخط: استفاده از تناظرمحوري بدون ضرورت به محاسبه پيچيده

  باشد (شكل الف) HKبه آينه 
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  نمايش   ’Cواقع است كه با   ’A’Bبر  ABاز  Cتصوير هر نقطه 

    است. ABاز  Cتصويرمانند  ’Cداده شده است . وهر نقطه 

  ذوذنقه متساوالساقين است ودو قطرآن   ’ABB’Aضلعي چهار

AB’   وA’B  كه تصوير هاي يك ديگراند در نقطهX روي محور  

  با هم برابر اند   B’XKو  AXHنناظرتلاقي ميكند. زاويه هاي 

  

�7>	�متساوي الساقين است بنا بر اين  ’BXBمثلث  � M	<�� 

  مسير نوري را نشان مي دهد كه پس از خروج از  AXBخط شكسته 

A وبازتاب در سطح آينه ازB (شكل ب) مي گذرد مطابق   

  را بر سطح آينه درنظرمي گيريم ملاحظه مي كنيم كه  yنقطه ديگر

بازتاب اشعه  : 270شكل       
   نوردرآينه(تناظر محوري)

AX+BX= A’X+XB=A’B 

AY+YB=A’Y+YB>A’B 

گزيده شده است .پس طول به اختياربر Yاست چون نقطه  AYBكوتاه تراز طول  AXBيعني طول مسير

AXB  كوتاه ترين مسيراست كه ازA  شروع مي شود وپس از تلاقي به سطح آينه بهB  مي رسد، آنچه گفته

هاي مشهورمربوط به ماكزيمم ومنيمم است.كه با استفاده از تناظرمحوري بدون ضروت  مسأله شد يكي از

  مشهورهندسي از نظرفزيكي چنين بيان مي شود . مسألهبه محاسبه پيچيده به ساده گي حل مي شود .اين 

مي رسد چنان است كه براي  B وبازتاب (انعكاس) درسظح آينه به Aمسيرنوري كه پس ازخروج از  
   .ن كمترين زمان صرف مي شودآپيمودن 

    



158 

 

  
  انعكاس درسطع آينه : 271شكل 

كه نور دريك محيط هم مانند مي پيمايد با زمان كه صرف پيمودن آن مي شود  گرمسيربه عبارت دي
 Bخارج وپس از بازتاب در سطح آينه به  Aگيريم كه شعاع نوري كه از يهم چنين نتيجه م .متناسب است

مي رسد به هنگام رسيدن به سطح آينه زاويه با آن ميسازد كه برابر است با زاويه كه پس از خروج با سطح 
مطابق به (شكل پ)  ،هر گاه درنقطه تلاقي نور با سطح آينه عمود بر اين سطح اخراج كنيم .آينه مي سازد

را زاويه  rرا زاويه تابش وزاويه  iنيز با هم برابر اند، زاويه  rو  iشود كه زاويه نتيجه مي ∝دو زاويه ،ازبرابر 
انعكاس مي نامند، پس شعاع نور پس از تلاقي با سطح آينه تخت چنان منعكس ميشود كه زاويه هاي تابش 

  وانعكاس با هم برابر اند.

اصله از نقطه اول به خط وسپس درمورد دو نقطه واقع در يك طرف يك خط كوتاهترين ف  قضيه هرون:
  به تناظر نقطه دوم نسبت به آن خط است. به نقطه دوم از طريق نقطه تلاقي خط وقطعه خط از نقطه اول 

هاي اكسترمم  را بيان  مسأله: قضيه هرون وتبديل تناظردرعين حال كاربرد هاي ديگري هندسه در1نكته
حل شده اند  ديفرانسيليد كه بدون استفاده از حساب هاي ديگر توجه كن مسألهميكند .  درين مورد به 

  بدست مي دهيم.                                         

  باشد XYدر دو طرف خط   Bو  A: اگر دو نقطه 2نكته

      

  

  

  تبديل نسبت به خط : 272شكل   

 M  نقطه تلاقي قطعه خطAB  باXY  نقطه است كه مجموع فاصله اش از دو نقطهA وB  كمترين
                 M’A+M’B>AM+MB=ABباشد داريم:  XYنقطه ديگر از  ’Mمقدارممكن است، زيرا اگر
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الساقين ي قضيه: درمثلثي با سطح وضلع معلوم مجموع اندازه هاي دو ضلع ديگراگر وتنها اگرمثلث متساو
  ).110- 108، صص26م است(اميباشد مي ن

 سطحقابليت انطباق يك جوره شكل در: هم ومعكوساً قابل انطباق با هم هاي مستقيماً قابل انطباق با شكل
ممكن است كه دو شكل قابل انطباق درداخل سطح ،خارج سطح با هم مي تواند  به دو قسم صورت گيرد.

كه اول درآن واقع شده است، بر ديگري  سطحبا هم را با حركت يكي، اما بدون خارج ساختن آن از 
د با يك دوران  حول انطباق هستند مي توان در شكل الف از اين قسم   �*و  Fشكل هاي منطبق نمود.مثلاً 

با هم قابل انطباق باشند،  سطحشكل واقع در  بر هم منطبق شوند. اما هم چنين ممكن است كه دو(O)نقطه 
كردو(بطرف رووپشت وازآنهاراازسطح بيرون آورد يبراي منطبق كردن آنها لازم باشدكه يك ولي

  غيرممكن است.  انطباق از اين قسم)ب(درشكل  �′*و  ’Fديگرش)خوابانيد، شكل هاي 

  
  مستقيماً قابل انطباق و معكوساً:  273شكل 

منطبق كرد براي اثبات اين امر سه نقطه  ′*برشكل  سطحرا باحركت دادن در ′�*كه بتواند شكل  �را درنظر ميگيريم  ,′��,′��,′��يعني ′*ونقطه هاي متناظر آنها ازشكل  ′�*ازشكل  ,′��,′��,′�
 ′�جهت حركت برمحيط ازراس ′��′���′�كه جهت هاي مخالف دارند درمثلث ′�′�′�مثلث هاي 

عقربه هاي ساعت صورت ميگيرد درحالي كه درمثلث  درجهت سأوسپس به ر ′�س أبه ر �′���′�درجهت مخالف حركت عقربه هاي ساعت است وچون آشكارا ديده ميشود كه هرحركت ′�
را تغير دهد لذا  ′��′���′�كه بطوركامل دارد داخل مستوي باشد نمي تواند جهت مثلث  ′�*شكل 

را برگردانيم وبه طرف  ′�*منطبق كنيم اما اگر شكل ′�′�′�	مثلثبررا   ′��′���′�نميتوانيم مثلث 
تبديل كنيم  ′
*به  Lرا با يك تناظر نسبت به خط ′�*	ديگرش بخوابانيم كه براي اين كار كافي است

منطبق كنيم كه درآنصورت يك دوران حول نقطه  ′*	آن بر ′
*	آنگاه به آساني ميتوانيم با حركت دادن
O  ستوي برهم منطبق ميباشد دراينجا ازشكل هاي كه ميتوانند پس ازحركت درداخل م (ب)مطابق شكل

شوند مستقما قابل انطباق باهم گفته ميشود شكلهاي قابل انطباق باهم كه نميتوانند با حركت درداخل 
قابل انطباق باهم ناميده مي شوند ازآنچه كه قبل گفته شد نتيجه ميشود  مستوي برهم منطبق شوند معكوساً
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مستقيما يا معكوسا با هم قابل انطباق اند كافي است  Fكه به آساني ميتوان تعين كرد كه شكل قابل انطباق 
را انتخاب ومشخص كنيم  ′*	ازشكل ′�′�′�ونقطه هاي متناظر آنها  Fازشكل  CوA ،Bكه سه نقطه 

�و به  ��به   ′�از  وبترتيب Cو به  Bبه  Aيعني از ′�′�′�و  ABCكه جهت هاي مثلثهاي  يكي  �
ا تنها وقتي قابل انطباق باهم گويم كه بطورمستقيم يا معكوس قابل انطباق دوشكل ر ابهستند يا مخالف 

   بودن آنها بايكديگربراي مامطرح نباشد.

هرگاه يك ازآنها بتواند با حركت فقط  ،قابل انطباق با هم گفته ميشود بنابراين دوشكل هندسي مستقماً
كيستليوف براي قابليت انطباق كلمه  مشابه تعريف اًتقريب كلمه اين ،درداخل مستوي برديگري منطبق شود

  .اما اين تعريف كاملابراي هندسه مسطح است  .با هم است

مي توانند با يك دوران يا يك انتقال برهم منطبق  سطحقابل انطباق با هم در هردوشكل مستقماً قضيه:
  شوند.

ميتواند بايك دوران بايك  سطحم درقابل انطباق با ه ′�′�و ABاول بايد دقت كنيم كه هردوقطعه خط 
متساوي موازي ودريك جهت باشد  ′�′�و ABت اگرقطعه خط هاي قانتقال برهم منطبق شوند درحقي

 ′��منطبق شود فاصله وجهت اين انتقال با قطعه خط  ′�′�	ميتواند با يك انتقال بر AB(شكل الف) 
با هم بسازند (شكل ب) وقتي كه قطعه خط   �زاويه   ′�′�و ABمشخص شده است اگرقطعه خط هاي 

�و AB نيز زاويه  ′�′�و ABهاي  � بسازند يعني وقتي كه متساوي وموازي ومخالف الجهت  180°
منطبق شود  ′�′�	بر �ميتواند بايك دوران به زاويه  ABباشند بازهم اين حالت صادق است آنگاه 

باشد اگراين  ′��و  ′��مودي قطعه خط هاي عصف هاي ميتواند مثلانقطه تلاقي نا Oمركزاين دوران
است واگراين  ′�′�و AB نقطه تلاقي خود قطعه خط هاي Oناصف هاي عمودي برهم منطبق شوند 
  .است   ′�′�و ABوسط مشترك  Oآنگاه نقطه  ′� بر Aقطعه خط ها نيزبرهم منطبق شوند يعني 

  
  انطباق پذير : 274شكل 

 ′�	و Aگذرانده برو  	�با قوس حاوي زاويه′��ميتواند نقطه تلاقي ناصف هاي عمودي  Oهمچنين 
  .باشد
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دونقطه دلخواه   Nو  Mقابل انطباق با هم رادرنظر ميگيريم فرض كنيد  مستقماً ′*و  Fحال دوشكل 
باشند چون شكلها با هم قابل انطباق اند  ′*	متناظرهاي آنها ازشكل ′@و  ��	و F ازشكل
.بدل ′@′�را به قطعه خط  MNيا (انتقال ) وجود دارد كه قطعه خط  ودرنتيجه دوران ′@′�	=MNپس
به نقطه  FازشكلAبرده شده يعني هرنقطه  ′*روي شكل  عملاً Fشكل ميم كه تمائاكنون ميگو دميكن

  .متصل ميشود  ′*	ازشكل ′�متناظرش 

  
  دوران مثلث : 275شكل 

بدل كند بايد ثابت كنيم  ′@′�رابه  MNبراثردوراني ( ياانتقالي ) باشد كه Aوضع جديد نقطه  ��	اگر
@�	با  هم قابل انطباق اند پس′*	و Fمنطبق است چون شكلهاي ′�بر   ��كه  � و �@�� �� � ��واضح است كه  طرف ديگر از���� � @�	و ���� � ازاين جا نتيجه  �@��

 ′@′�با هم قابل انطباق اند وچون اين مثلث ها درضلع  ′�����	و  ′@′�′�	ميشود كه مثلثهاي
پس كافي است ثابت كنيم ،باشند  ′@′�	ت به خطبمشترك اند يا بايد برهم منطبق ويا متناظريكديگر نس

 Fواحد دارند زيرا شكل هاي  جهت هاي ′@′�′�و  AMNكه حالت دوم غيرممكن است مثلثهاي
نيزيك جهت دارند زيرا بايك دوران ′@����	و  ′و  @��	با هم قابل انطباق اند مثلثهاي مستقماً′*	و

يك جهت دارند ودرنتيجه ′@����	و  ′و  ′@′�′�يا يك انتقال با هم  وابسته اند بنابراين مثلثهاي 
عملا  Aباشند اين بدين معني است كه آنها بر هم منطبق ميشوند ونقطهمعكوس باهم منطبق رنميتوانند به طو

بتواند با  ′*	و Fهاي  كامل است اگرشكل 1برده شود واثبات قضيه  Aبه نقطه   به كمك دوران (انتقال)
  برهم قرارگيرند .(O)يك دوران به مركز

دردوشكل به  (O)ركزدوران دوران اين دوشكل ميگويند براي يافتن اين م مركز را (O)آنگاه نقطه 
و  ′�ازشكل اول ونقطه هاي متناظرآنها  Bو  Aطورمستقيم قابل انطباق با هم كافي است كه دونقطه    .است(O)نقطه ′��و  ′��ازشكل دوم را اختياركنيم نقطه تقاطع ناصف هاي عمودي ′�
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  )تشابه مركزدارتجانس ( .6.6

كه يك يوقت باهم يكسان نيستند اندازه آنهاكه الزاماً  دارند انستتنها اختلافي كه سه شكل مشابه باهم 
تصويرعكاسي را بزرگ ميكنيد تنها تغيركه نسبت به تصوير اوليه پيدا ميكند آنست كه با يك مقياس تمام 

به يك مقياس بزرگتر يا  اماابعاد ان بزرگ ويا كوچك ميشود در واقع تصوير جديد هم جنس اولي 
  ميشود. سيعكوچكتر شده است كه در زندگي روزمره از آن استفاده و

داشته باشيم مجانس هرنقطه  Kثابت جبري مانند  عددويك  S هرگاه نقطه ثابت مانند :تعريف وقضيه
باشد بريك امتداد  Sو  Aكه با  ′�نقطه است مانند  Kبانسبت تجانس Sنسبت به مركزتجانس  Aمانند 

OOOO"�OOOO′�"  باشد يعني داشته باشم . Kبرابر ′�و Aاز S ونسبت اندازه هاي جبري � M	ويا	"�′OOOO � �"OOOO 
است  Kنسبت تجانس Sنسبت به مركزتجانس  Aمجانس نقطه′�ميتوان گفت نقطه به بيان ديگر

���������"	درصورتي كه داشته باشيم � M"��������� S و مركزتجانسراK .را نسبت متجانس مي نامند  

نمايش ميدهيم ومي نويسيم  ��7يا  (S,K)را به صورت  Kونسبت تجانس  Sتجانس به مركز �� � 7��  

  .مثبت باشد نقطه داده شده ومجانس آن دريك طرف مركزتجانس مي باشند  Kاگر

  
  تجانس درنقطه : 276شكل 

  منفي باشد نقطه داده شده ومجانس آن دردوطرف مركزتجانس واقع مي شوند  نآودرصورتي كه 

  
  تجانس در نقطه:  277شكل 

  .كيم نورخلاصه تجانس چنين تعريف ميويا بط

ركند ينظ سطحازآن  ′�را به نقطه مانند  سطحدر Aتبديلي است كه هرنقطه  Kونسبت  Oتجانس به مركز 
  كه :

  ثابت باشد  (S)الف) مركزتجانس يعني نقطه
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��"قرارگيرد و SAروي نيم خط  ′�ب)  � M. "�  

  
  تجانس :  278شكل 

  ياداشت :

است متجانس را معكوس يا منفي  K<0است تجانس رامستقيم يا مثبت وهنگامي كه  K>0)وقتي كه 1
  مي نامند.

OOOO′�".                              تبديل عينيت است يكباشد متجانس  K=1)اگر2 � "� ⇒ #��$ � #�$  

باشد متجانس هرنقطه نسبت به آن نقطه متناظرمركزي آن نقطه نسبت به مركزمتجانس  K=-1)اگر3

     خواهد بود زيرا
�������������� � �1	 ⇒ 	"�′OOOO � �"�	   

   .تناظرمركزي است) -1ابراين تجانس يا نسبت تجانس(بن

صورت تجانس تبديلي اساس  اختيارشود مجانس هر شكل مركز تجانس خواهد بود ودراين K=0)اگر4
  مي باشد .

  باشد تجانس را انقباض مي نامند. K<1>0اط واگرنبسباشد تجانس را ا K>1) اگر5

 Aمجانس نقطه′�باشد نقطه  Kوبا نسبت تجانس Sنسبت به مركزتجانس  Aمجانس نقطه ′�) اگرنقطه 6
���� ��وبا نسبت تجانس   Sنسبت به همان مركزتجانس���������� � M	 ⇒ 	 ���������� � �� ��	ويا � 7��#A$⇔ A � 7��� 	� #��$  
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  ) تجانس درفضا قابل تعريف است .7

شكلي است  Kوبا نسبت تجانس Sنسبت به مركزتجانس  Fمجانس يك شكل مانند  :مجانس يك شكل 
  وبا نسبت تجانس Sنسبت به مركزتجانس Fبه قسمي كه هرنقطه آن مجانس يك نقطه ازشكل  ′*مانند

K را تعريف اين  است شكل آن هاي نقطه هاي مجانس مكانٰ◌ باشد  به عبارت ديگرمجانس هرشكل 

�*             ]21[نوشت توان زيرمي بصورت � 7��#F$⇔ F � R	���� � 7��#A$,�S*T  

  

  

  

  

  

  تجانس در خطوط : 279شكل 

تجانس  مجموعهرا ....  ′′  ،M′  ،M	Mونسبت هاي  sتجانس هاي به مركزز: تجانس هاي هم مرك
جبري مشخص ميشود التجانس هاي هم مركزبايك عدد  مجموعه هرتجانس ازيك. هاي هم مركزميگويم 

.  

  
  تجانس هاي هم مركز : 280شكل 

: مجانس هاي يك شكل در دو تجانس هم مركز، خود در تجانس با همان مركز، مجانس يك 1قضيه
وبا نسبت هاي  Sدر دو تجانس به مركز Fاز شكل  Aمجانس هاي نقطه  ’'Aو ’Aاگرنقطه هاي  .ديگراند
   باشد. بنابر تعريف تجانس داريم:  ’’Kو  ’Kتجانس 
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"��������� � K. SA "��′��������� � K��. SA "������������"��������� � K��K� � K� ⇒ "������������ � K�. "��������� 
  

  تجانس هاي هم مركز : 281شكل 

وبا نسبت تجانس  Sنسبت به مركز تجانس   ’Fازشكل  ’Aمجانس نقطه  ’’Fازشكل  ’’Aيعني نقطه  ����� � K�  بنا براين شكلF’’  مجانس شكلF’   درتجانس مركزS  ومركزK�  مي باشد. درحالتي كه
K’=K’’  ياK’=-K’’ .باشد  

تبصره: دربرخي كتابها نسبت تجانس را مثبت اختيار مي كنند بديهي است درين صورت تجانس مستقيم( 
  مثبت) مورد نظر است .

نسبت  Kمركزو  S: مجانس خط مستقيم: مجانس خط مستقيم، خط مستقيم است موازي با آن نقطه 2قضيه
  مفروض اند ∆تجانس وخط 

  
  تجانس خط مستقيم : 282شكل 
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A’ و B’  مجانس هاي دو نقطهAوB  بدست آيد . ′∆را يافته به هم وصل مي كنيم تا خط مستقيم  

واقع است از  �∆روي  ∆از خط   Mي مجانس هر نقطه مانند است. يعن ∆مجانس  �∆ثابت مي كنيم كه 

     تساوي هاي 
�������������� � Mو	 �������������� � M 

�����تساوي زير نتيجه مي گيريم: از � ����� 

  مي باشد. ∆يعني   ABموازي با خط  ′∆يعني  ′��از اين تساوي معلوم مي شود كه خط 

  مجانس آن باشد به همين ترتيب ثابت مي كنيم. ��و  ∆نقطه ديگري از خط  Mحال اگر

نمي تواند  ∆بيش از يك خط به موازات   ’Aباشد وچون  ∆يعني موازي با  AMموازي با  ’A’Mكه بايد 
  است.  ′∆روي  M، مجانس  ’Mيعني  ′∆منطبق بر  ’A’Mرسم كرد . 

  است.  ∆از  Nمجانس يك نقطه  ′∆از خط  ’Nمي توان به سهولت ثابت كرد برعكس هر نقطه مانند 

  
  تجانس معكوس خط مستقيم : 283شكل 

و  ∆منطبق است برعكس هردو خط مستقيم متوازي ∆	بر′∆	واقع باشد ∆مركز تجانس روي  Sاگرنقطه  كه   Sرا هميشه مي توان متجانس دانست درين صورت مركزتجانس، تجانس نقطه دلخواه است مانند  ′∆
  روي هيچ يك از آنهاواقع نباشد پس نسبت تجانس چيست؟

، مساوي : مجانس هرقطه خط، قطعه خط ديگري است كه نسبت اندازه اش  به اندازه آن قطعه خط 1نتيجه
  ). 317- 314، صص13قدرمطلق نسبت تجانس است (

  
������ � ����� � |K|                                                     
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: مجانس مستقيم هر وكتور، وكتوراست موازي وهم جهت با آن ومجانس معكوس هروكتور، 2يجهنت
  وكتوري موازي ودر جهت مخالف آن است 

  
  تجانس وكتور : 284شكل 

زاويه: مجانس هرزاويه، زاويه است مساوي وهم جهت با آن چنانچه در تجانس زاويه  : مجانس هر3قضيه
A’  از زاويهA  ،نتيجه شده باشد، ضلع هاي متناظراين دو زاويه با هم موازي اند پس دوزاويه برابراند

درتجانس مستقيم ضلع هاي موازي وهم جهت در تجانس معكوس موازي وغير هم جهت اند ولي در هر 
  يكي است. ’Aو  Aحال جهت زاويه هاي 

  
  تجانس يك زاويه : 285شكل 

وزاويه  |V|ضلعي است كه ضلع هايش با ضلع هاي آن برنسبت  : متجانس هر چند ضلعي، چند4قضيه
  هايش با زاويه هاي آن مساوي اند .

� �� ��  باشد ميدانيم كه  ABCDEمجانس چند ضلعي ’A’B’C’D’Eاگر چند ضلعي  |V| 			,			������ � |V|   

������                                                                                         پس � �� �� �  �!� ! � ⋯ � |V|   

��		                                                                                  ونيز مي دانيم كه � � �� 			,��� � ��			   
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را نسبت تشابه يا نسبت تجانس دو چند  Kابه يا مركز تجانس دو چند ضلعي ونسبت را مركز تش Sنقطه 
  ضلعي مي نامند 

  

  

  

  )Sارتسام مركزي نظربه نقطه تجانس پنج ضلعي( : 286شكل 

 ��است، اما با نسبت  ’A’B’C نيز مجانس...  ABCباشد  Kبا نسبت  ABCمجانس...  ’A’B’Cنتيجه: اگر 
������                                                  زيرا كه : � � �� � � ⋯ � X��X  

ياد آوري: ميدانيم كه هر گاه در دو شكل ضلع هاي متناظر متناسب وزاويه ها متناظر متساوي باشند دو 
  شكل را متشابه مي نامند پس قضيه را كه گفتم مي توان به اين صور ت بيان كرد:

  كه ضلع هاي متناظر شان متوازي باشند . است مشابه با آن يمجانس هر شكل ، شكل

را  ’’A’’B’’C’’Dباشد و ABCDمجانس   ’A’B’C’Dتعريف جديد براي چند ضلعي هاي متشابه: هرگاه 
مشابه خواهد بودپس شكل مشابه هر چند ضلعي ،  ABCDبا  ’’A’’B’’C’’Dبسازيم   ’A’B’C’Dمساوي 

چند ضلعي است مساوي به يكي از مجانس ها آن، نسبت بين دو ضلع متناظر را نسبت تشابه مي نامند به اين 
ترتيب براي ساختن شكل مشابه با يك چند ضلعي كه مجانس آن نباشد كافي است كه مجانس چند 

  كرده ، پس انرا در مستوي جابجا كنيم.ضلعي را نسبت به يك مركز اختياري رسم 

  
 )Sتجانس يك چهارضلعي(ارتسام مركزي نظربه نقطه : 287شكل 

خط : هرگاه در دو شكل متشابه ضلع هاي متناظر متوازي باشند دو شكل متجانس يك ديگراند يعني 5قضيه
اين است كه در با هم وصل مي كند همه به يك نقطه مي گذرد فرض رامتناظر انها  يس هاهاي كه رأ

     روابط ذيل برقرارباشد. شكل
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                                                                     AB BC CD
K

A B B C C D
= = =

′ ′ ′ ′ ′ ′
L             

A’B’∥ ��,��� � ∥ �� … 
 ’AAبراي سهولت بيان ، فرض مي كنيم ضلع هاي متناظر هم جهت باشند ، درين صورت ، اگر امتداد 

 ’EE خارج قطعه خط Sخواهند بود، همچنان  Sدر يك طرف  'Aو  Aقطع كنند sهمديگر را در  'EEو
��"SA  است وداريم :  � SE"Z� � AE��Z� � K 

 ’Sقطع كند ،  ’Sرا در  ’EEامتداد  ’DDمتناظرمثلاً  حال اگر يكي ديگراز ضلع هاي واصل بين دو راس 
�"��"��  خواهد بود داريم كه:  ’EEخارج قطع خط  � #!"�$� � Kٍٍٍ 

�"��"��ازين جا لازم مي آيد كه     � �#�"� � K   باشد وچون درخارج قطعه خطEE’  بيش از يك نقطه
منطبق است بدين ترتيب مي بينيم كه تماماً خط  Sبر  ’Sتقسيم كند. لزوماً  Kوجود ندارد كه آنرا به نسبت 

���و ... بر يك نقطه مي گذرند، از طرف ديگر ’AA’  ،BB’  ،CCهاي ��� Kيعني برابر  �����مثبت وبرابر ���
باشد. به همين ترتيب، درباره نقطه  Kش ا و نسبت Sاست در تجانس كه مركزش   ’Aمجانس  Aاست . پس 

 ]40[است. ’A’B’Cمجانس  ABCتدلال كرد ونتيجه گرفت كه هاي ديگر مي توان اس

مجانس معكوس  ABCخواهد بود وشكل  ’A و Aبين  Sاگر ضلع هاي متناظر مختلف الجهت باشد نقطه 

�����                ويا ) باشد. K-ونسبتش(  Sاست. درتجانس كه مركزش  ’A’B’Cشكل  � � �%� � K  

  
  تجانس معكوس : 288شكل 
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������  ازين جا  ، آنگاهباشد ABCمجانس مثلث  ’A’B’Cاگر سه ضلعي مثلث   :مثلثتجانس در � �� �� � �� �� � |V|    �� �� � |V| و   ������ � K  
  

  )Sتجانس مثلث(ارتسام مركزي نظربه نقطه :  289شكل 

���ونيز داريم كه جانس در مربعتم � ��و �� � � ) وزاويه Kاست بناً چون ضلعهايش به نسبت ( ��
  است.  ABCDمتجانس مربع  ’A’B’D’Cهاي آن مساوي اند گفته مي توانيم كه  مربع 

  
 )Sتجانس مربع(ارتسام مركزي مربع نظربه نقطه  : 290شكل 

باشد پس در آن صورت داريم  ABCDمتجانس مستطيل  ’A’B’C’Dاگر مستطيل  تجانس در مستطيل :
  كه :

     ����! � K   و�� �� � K                                                                                           

= K=                                                                                                                           پس 
����! �� ��                                 
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�� ��                                                                                                     وزاويه هايش � ���و � � �  

چون مستطيل متذكره شرايط مجانس بودن را تكميل نموده است بناً گفته مي توانيم كه مستطيل 
A’B’C’D’  مجانس مستطيلABCD  . است  

  
  )Sتجانس مستطيل(ارتسام مركزي مستطيل نظربه نقطه  : 291شكل 

باشد درآن  ABCDمجانس متوازي الاضلاع   ’A’B’C’Dمجانس متوازي الاضلاع:  اگر متوازي الاضلاع 
  صورت داريم كه : 

   
�� �� � |V|		و				 ��!��! � |V|          پس درآن صورت�� �� � ��!��! � K   واز طرف ديگر

���زاويه  � ��و  �� � �   است . پس شرايط مجانس بودن را داراست.   	�

  
  )Sتجانس متوازي الاضلاح(ارتسام مركزي متوازي الاضلاح نظربه نقطه  :  292شكل 

  است.  ABCDمجانس  ’A’B’C’Dپس گفته مي توانيم كه متوازي الاضلاع 

مجانس يك  ’Mمركز دايره ونقطه  0) ((شكل) مجانس (’O)فرضاً نقطه  تجانس دايره ، دايره است:
  است، را بدست مي آوريم. Oاز دايره  Mنقطه 

'&�'�&را مثبت فرض كنيم از  (K)هرگاه  � K .بدست مي آيد  
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O’M’=K.R   يعني فاصله مجانس ها ي نقطه هاي دايره(O)  از نقطه ثابت(O’)  مقدار ثابتKR                          .است  

  
  Sتجانس دايره نسبت به نقطه :  293ل شك

  منفي باشد . Kاگر  KRوشعاع  (’O)دايره است به مركز ’Mپس امكان 

  طابق شكل فوقرا قرار داد، م |V|در استدلال هاي بالاي به جاي آن بايد  

  : دو دايره واقع بر يك مستوي هميشه هم مجانس مستقيم وهم مجانس معكوس يك ديگراند.6قضيه

  
  تجانس معكوس دايره : 294شكل 

را رسم كنيم و  ’O’Aو   OAمفروض اند . اگر دو شعاع دلخواه متوازي وهم جهت  ’Oو  Oاولاً در دايره 
AA’  وOO’  را امتداد دهيم تا يك ديگر را درS :قطع كند داريم  SA"�′ � SOS�′ � OA�′�′ � R�′ 

مركز تجانس  Sباشند، نقطه  Bو  Aمركز هاي تجانس دو دايره  ’Sو  Sتعريف مركز تشابه: اگردو نقطه 
مركز تجانس معكوس دو داير را مركز تشابه  ’Sمستقيم دو دايره  را مركز تشابه خارجي يا مستقيم و نقطه 

  داخلي يا غير مستقيم در دايره مي نامند .

يره يعني شعاع هاي از دو دايره مركز تشابه خارجي با دو انتهاي هر دو شعاع موازي هم جهت در هردو دا
  كه موازي و هردو دريك طرف خط المركزين در دايره باشند هم خط است . 
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مركزتشابه داخلي با دو انتهاي هر دوشعاع موازي مختلف الجهت يعني شعاع هاي در دو دايره كه موازي 
  ودر دوطرف خط المركزين باشند ، هم خط است.

تشابه اين دايره دو جوره نقطه برابراند، زيرا مركز هاي تشابه ، خط مركز هاي دو دايره ودو مركز 
  تقسيم مي كند .ي اين دو دايره المركزين دو دايره را به نسبت شعاع ها

  
  )Sتجانس دايره (ارتسام مركزي دايره نسبت به نقطه  : 296شكل 

  المركزين آنهاست.: دو دايره برابر تنها يك مركز تشابه دارند.، كه نقطه وسط خط 1تبصره

 دايره كه هردومركز به دو دايره دو سر يك قطر آن هستند، دايره تشابه دو دايره ناميده ميشود. - 2

  دايره تشابه دو دايره تقاطع از نقطه هاي مشترك اين دو دايره مي گذرد. - 3

  اس انعك .6.7

 Qتبديل است كه تحت آن تصويرهر نقطه  Lدرمستوي انعكاس نسبت به خط  Lتعريف: به ازاي هرخط 
شود. وتصويرهرنقطه  ’QQعمود منصف  Lاست به طوريكه خط  ’Qنباشد نقطه مانند  Lكه روي خط 

  محورتناظرانعكاس ناميده يعني:  Lباشد خودش شود. خط   Lكه روي خط Qمانند
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  س هاي يك مستطيل است.رأ D(1,2)و  A(2,0)  ،B(6,2) ،C(5,4): 1مثال

وتصويرهايش را تحت هريك از تبديل هاي زير در يك مستوي مختصات رسم كنيد،  ABCDمستطيل 
  سپس خصوصيت هريك از آنها را توضيح دهيد.

 R1  (X,-Y)  =  (X,Y)                                                                                                                  :الف 

 R2      (X,Y-) = (X , Y)                                                                                                                : ب

  :                                                         حل

  
  تبديل : 299شكل 

  ها ست Xتبديل الف: انعكاس نسبت به محور                                           
  هاست Yتبديل ب: انعكاس نسبت به محور                                           

وتصويرهايش را تحت  PQRس هاي يك مثلث هستند مثلث رأ R(5,-1)و  P(5,3)   ،Q(3,-1): 2مثال
  هريك از تبديل هاي زير در يك مستوي مختصات رسم كرده سپس خصوصيت تبديل را مشخص كنيد. 

 R2   (Y,-X-)=(X,Y)ب:         R1  (Y,X)=(X,Y)الف:     

(2, 0)

(6, 2)

(5, 4)

(1, 2)

(2, 0)

(6, 2)−

(5, 4)−

(1, 2)−

( 2, 0)−

( 6, 2)−

( 5, 4)−

( 1, 2)−
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  تبديل نظر به محورها : 300شكل 

 Y=Xتبديل الف: انعكاس نسبت به خط 

 Y=-Xانعكاس نسبت به خط تبديل ب: 

  است.قاعده هر مپينگ انعكاس بستگي به خط دارد كه محور تناظرآن 

 

  

  ). 116-112، صص20(

(5,3) (3,5) ( 3, 5)− −

(3, 1)− ( 1,3)− (1, 3)−

(5, 1)− ( 1,5)− (1, 5)−
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  قاعده انعكاسي نسبت به يك خط

 انعكاس (ميل) خط را الزاماً حفظ نمي كند. -

 انعكاس جهت شكل را حفظ نمي كند . -

 انعكاس يك ايزومتري است . -

  مپينگ انعكاس نسبت به يك نقطه از اهميت خاصي برخورد ار است وقرار ذيل است .

در   Qمپينگ است كه تحت آن نقطه  Pدر مستوي انعكاس نسبت به نقطه  Pبه ازاي هر نقطه  تعريف:
روي يك خط مستقيم باشدو  ’Qو  Q  ،Pطوري نگاشته مي شود كه  ’Qمستوي روي نقطه اي مانند 

PQ=PQ’  نقطهP .مركز تناظر اين انعكاس است  

  

  
  قاعد انعكاس نسبت به يك خط : 305شكل 

  
  يل تحليلي  درين بخش افزوده شده است.موضوع بعضي ازمسا ت بهترروشن شدنبخش تحليلي : جه

  
  نشان داده شده است . Lبا  2X-3Y+6=0درشكل ذيل گراف خط : تبديل يافته خط ومعادله آن

واحد به سمت  4تصوير شده يعني  T(X,Y)=(X+4,Y-2)هريك از نقطه هاي  اين خط تحت انتقال  
واحد به سمت پائين منتقيل شده است، تبديل يافته خط را با مشخص كردن تصوير هر دو نقطه آن  2راست 
�B�0,2  مي توانيم رسم كنيم تحت اين انتقال A(-3,2) ،B(O,2)مانند → B��4,0�			,					A��3,0� → A��1,2� 

  مي گذرد. B’(4,0)و   A’(1,2)خط تبديل يافته از نقطه هاي 
  مي گذرد پيدا كنيم. ’Bو   ’Aمعادله خط تبديل يافته  بايد معادله خط را كه از  براي تعيين

  يك نقطه دلخواه روي خط تصوير باشد. P(X,Y)اگر

�A�B  آنگاه: ميل � ������ � �� ���	وميل			 � 	��
 A’Pميل  Pو   ’A’، Bبا توجه به هم خط بودن  ��

��با هم برابر هستند پس    ’A’Bو  � -2X-3Yبنا براين معادله خط تصوير  2X-3Y-8=0،  از اين جا ������

  است .  0=8
  مثال فوق روش كلي بدست آوردن معادله تصوير يك خط تحت يك تبديل معين را نشان مي دهد.
  روش كلي  بدست آوردن معادله تصوير يك خط تحت يك انتقال، انعكاس، دوران، يا تجانس:

  ط را پيدا كنيد: مختصات دو نقطه دلخواه روي خ1
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  : مختصات تصوير اين دو نقطه را تحت تبديل داده شده بدست آوريد 2
  : معادله خط عبوركننده از دو نقطه تصويررا بدست آوريد.3

      
  تبديل يافته خط : 306شكل 

  
  را رسم كنيد. 2X+Y-6=0مثال: الف: خط 

  رسم كنيد. R(X,Y)=(-X,Y)ب: تصوير خط الف را تحت دوران 
ج: معادله خط تصوير را بدست آوريد.                                

  
  تبديل يافته خط : 307شكل 

را رسم  ABدو نقطه از خط هستند، با مشخص نمودن اين دو نقطه خط   B(0,6)و    A(3,0)حل: الف: 
  مي كنيم.

�A�3.0                             ب: تحت دوران داده شده → A��0,3�					,				B�0,6� → B���6,0� 

  را رسم مي كنيم. ’A’Bخط تصوير يعني 
  نقطه دلخواه از خط تصوير باشد. P=(X,Y)ج: فرض كنيد 

 A�P � ������ ����	وميل	 � ������ � ��  
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  با توجه به ثابت بودن خط 

                                                           3 1
2 6 2 6 0

2

Y
X y X Y

X

−
= ⇒ = − ⇒ − + =                               

  است. X-2Y+6=0معادله خط تصوير 

�: معادله تصوير خط2مثال  � ��� �   ها را بدست آوريد. Xتحت تناظر نسبت به محور 4

  خط را رسم مي كنيم. (4-)، وعرض از مبداآن  ��حل: با در نطر گرفتن ميل خط
  ها  Xدو نقطه از خط هستند تحت تناظرنسبت به محور B(8,0)و  A=(0,-4)با توجه به گراف 

     A�0,�4�→ A��0,4�  وB�8,0� → B��8,0�  خط تصوير يعنيA’B’ .را رسم مي كنيم  
��با توجه به گراف ميل اين خط   است. (4)و عرض از مبدا آن  ���	

� بنا براين معادله خط تصوير � � �� � �   مي باشد. 4

  
  تبديل خط نسبت به محور : 308شكل 
  اثبات با استفاده از خصوصيت هاي تبديل:

  ه صورت زير جمع بندي مي كنيم .رخي از خصوصيت هاي تبديل ها را ببا توجه به بخش هاي قبل  ب
 درهريك از اين تبديل ها، تبديل يافته خط مستقيم، خط مستقيم است. .1

 طول قطعه خط واندازه زاويه تحت انتقال ، دوران وانعكاس ثابت مي باشد . .2

يا انعكاس بر  °180اگردوخط موازي باشد ، هر يك از آنها مي تواند تحت يك انتقال، دوران .3
  روي ديگر نقش شود.
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 يا انعكاس برروي خودش نقش شود.  °180يك خط مي تواند تحت يك انتقال ، دوران  .4

 

�، محور تناظر انعكاسي است كه  ABناصف عمودي هرقطعه خط  .5 → �				, � → � 

  

 محورتناظرانعكاس : 315شكل 

اگردوخط متقاطع باشد ، هر يك از آنها ميتواند تحت يك دوران  يا انعكاس بر ديگري نقش  .6
 شود.

  
  در شكل فوق زاويه تشكيل شده بين خط تصويرش برابر است با زاويه دوران

  شكل فوق: ناصف الزاويه تشكيل شده يعني خط وتصويرش محور تناظر است.

  ها استفاده كنيم. مسألهرفته شده ، در اثبات قضيه ها وحل يخصوصيت فوق به عنوان حقايق پذمي توانيم از 

  اند. ر: زاويه هاي دو بدو به ضلع هاي مساوي در مثلث متساوي الساقين با يك ديگربراب1قضيه
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                                                                 قضيه فوق را با استفاده از انعكاس ثبوت مي نمائيم .

قطع مي كند، تحت انعكاس نسبت به  Dرا در  BC، ضلع  Aوناصف الزاويه   ABC ،AB=ACدر مثلث 
است تصوير مي شود.  ACاست، روي خط كه شامل قطعه خط   ABخط كه شامل قطعه خط  ADخط 
� Cاست پس : AB=ACچون  ��ين بنا برا → � يعني زاويه هاي مقابل به ضلع هاي مساوي در مثلث   ��

 متساوي الساقين برابرند.

  
  تبديل نسبت به خط :  318شكل 

: اگر خط مايل دو خط موازي را قطع كند، زاويه هاي هم مانند برابر خواهند بود. جهت اثبات قضيه 2قضيه
  فوق از انتقال استفاده مي كنيم.

  با توجه به نمايش روي شكل ، تحت انتقال به موازات                             

�  نقش مي شود خواهيم داشت. L2را بروي  L1كه خط  mخط مايل  → �					و					’� → �						و										′� → �′                      

        
    

 انتقال  :  319شكل   

����بنا براين  � �′�′� و    AD=BEمتساوي الاضلاع هستند ثابت كنيد كه  ECDومثلث  ′� ���� � 60°    

 حل: با استفاده از دوران
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تصوير مي شود، بنا براين  BCEروي مثلث  ACDمثلث  Cحول نقطه  °60تحت يك دوران  								�� →  .قطع مي كند. چون طول تحت دوران حفظ ميشود °60با زاويه   BEضلع   AD و ��
��وهمچنين  AD= BEپس �� � 60° . 

  
  انتقال :  320شكل 

كه اغلب طولاني تر وپيچيده تراز اين اثبات هاي ديگرنيز مي توان اثبات كرد.  را با روش مسألهتوجه: اين 
  است به يكي ا ز اين را ه هاي حل توجه كنيد.

  متوازي الاضلاع است  ABCمثلث 

  
  انتقال :  321شكل 

��بنا بر اين  � ��متساوي الاضلاع است. بنا بر اين  ECDمثلث  BC= ACو  60° �  EC=CDو  60°
  داريم: ACDو   BCEحال در دو مثلث 

BC=AC ��� � ��� � ��� � ��� 

EC=CD 

) معادله هستند بنا بر اين اجزاي هم مانند شان نيز ف،ق  درحالت(ف،  ACDو  BCEبنا براين در مثلث 
   AD=BEمساوي هستند، يعني 
���  داريم : BGC و AGFهم چنين در دومثلث  � ��	و��� �  � 

�   بنا بر اين�� � �يعني   ����� � 60°    
  ). 103-90، صص.35(
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 خلاصه فصل ششم

يرمكان) عبارت از يك يتبديل ( تغبحث اصلي اين فصل عبارت بود از تبديل هاي هندسي. 
نقطه داراي يك تصوير نيستند وهرنقطه  تبديل هيچ دو در .مپينگ يك به يك است از مستوي در مستوي
 .يك تبديل است كه طول را حفظ ميكند –ايزو متريك  در مستوي به تصوير يك نقطه از مستوي است. 

 يتبديل است كه تبديل – عينيتتبديل  ايزومتريك يك شكل را به شكل انطباق پذير آن مربوط مي نمايد.
 يافته هرنقطه خود آن نقطه است

)

A T(A)=  .  انتقال  عبارت از يك تبديل است كه يك امتداد معين را
انتقال يافته هرخط  .انتقال يك ايزومتري است. انتقال ميل خط را حفظ ميكندفهميديم كه  نشان ميدهند.

  .انتقال يافته هرچند ضلعي ، چند ضلعي است معادل با آنو  مستقيم ، خط مستقيم است.

دوران  است كه به زوايه هاي مختلف به حول يك نقطه ثابت صورت ميگرد. ييك تبديل دوران
 .دوران يك ايزومتري است .دوران الزاماً ميل خط را حفظ نمي كند .مركز دوران را ثابت نگهميدارد

در دوران تبديل يافته هرخط مستقيم ، يك خط مستقيم  .دوران شكل را تغيرنميدهد يعني تبديل است
   دردوران زاويه بين هردو قطعه خط متناظر به امتداد شان متساوي با زاويه دوران است. .است

درجه حول مركز تناظر است بنابر اين تناظر مركزي هم  180°تناظر مركزي دوران به زاويه 
 تناظر مركزي هرخط مستقيم ، خطي مستقيم وموازي آن خط است..   خصوصيت دوران را حفظ ميكند

تناظرمركزي هرشكل ، به آن شكل  .جهت با آن زاويه است زي هرزاويه ، زاويه معادل وهمتناظر مرك
تناظر خطي يك شكل متناظر نظر  ق است.يدرتناظر مركزي ، تناظر مركز تناظر برخودش تطب معادل است.

الپس دو محور تناظر دارد، يكي محور تناظر  دايره داراي تناظر نقطوي است. به يك خط مستقيم است .
محور  محراقي و ديگري غيرمحراقي.  هايپربول دومحورتناظردارد، يكي  محورتناظرمحراقي و ديگري

 مركزتناظر يك مثلث ، نقطه تلاقي سه ميانه مثلث عبارت ازتناظر مركزمثلث ميباشد..  تناظرغيرمحراقي
رهاي مربع وهرخط كه وسط هاي دوضلع مقابل را باهم وصل تناظر مركزي مربع: نقطعه اي تلاقي قط

محور هاي تناظرمربع  خطي كه وسط هاي دوضلع مربع را با هم وصل ميكند ، محور تناظرمربع  ند.يكم
كه وسط هاي  خط هايمحور تناظر مستطيل  مركز تناظرمستطيل  محل تلاقي دوقطر مستطيل است. است.

كه وسط اقين خط زنقه متساوي السدو ذودر -محور تناظر ذوذنقه كند.ضلع هاي مقابل را به هم وصل مي
نقطه تلاقي دوقطر  مركزتناظرذوذنقه متساوي الساقين  هاي دوقاعده را با هم وصل ميكند محور تناظر است.

  نقه است.ذوز

در دودايره متساوي ، تقاطع وترمشترك وامتداد خط المركزين محورهاي تناظر ومحلا تلاقي آنها 
در دو دايره متساوي ومماس خارج مشترك وامتداد خط المركزي محورهاي تناظر  ركزتناظر ميباشند.م
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دو دايره مماس داخل امتداد خط المركزين محور تناظر است ومركز  است ونقطه مماس مركز تناظر است.
زين نقطه لمركزين مركز تناظر وعمود مرسوم ادردو دايره متساوي ومخارج اوسط خط ا تناظر ندارد.

  برخط المركزين ، وخود خط المركزين محورهاي تناظر دايره است.

 مجموع دوتناظر مركزي يك انتقال است. دو خط موازي داراي بي نهايت مركزتناظر است.  
مجموع سه تناظر مركزي نسبت به سه مركز جداگانه يك .  مجموع چهار تناظر مركزي يك انتقال است

  . تناظر مركزي است
تناظر محوري هرقطعه خط با آن .  عبارت از يك تبديل است نظر به يك محور محوريمركز   

ي رتبديل يافته هرشكل در تناظر محو.  تناظر محوري هرزاويه با آن زاويه مساوي است قطعه معادل است.
 مجموع دوتناظر نسبت به دوخط متقاطع ، دوران است به مركز نقطه تلاقي اين.  به آن شكل معادل است

مجموع دو تناظر نسبت به دوخط موازي انتقال است درامتداد ين زاويه دوبرابر زاويه بين آنها.  دوخط وبه ا
مجموع سه تناظر نسبت به سر خط موازي با سه  عمود بردوخط وطور مساوي دو برابر فاصله بين دوخط .

به هرخطي كه ازمركزش  دايره نسبت.  نسبت به يك خط دريك نقطه متقاطع اند، تناظري است، خط كه 
 بگذرد تناظر است.

لوزي به محور تناظر دو لوزي عبارت از قطرهاي لوزي ميباشد چون لوزي دوقطردارند بناً لوزي 
تعداد محور هاي تناظر كه حداكثر يك چهارضلعي ميتواند داشته باشد چهار محور  دومحور تناظر دارد.

دومحور تناظر دارد كه قطرهاي مربع ميباشد و وسط هاي  هرمربع دومحور –محور تناظر مربع  تناظر است.
 خط هاي متقابل محور هاي تناظر مربع است.

عبارت از  تناظر محور در متوازي الاضلاع .متناظر محوري دو زاويه با آن زوايه مساوي است
  ضلعي منظم محور تناظرآن است. nقطرهاي متوازي الاضلاع ميباشد. ناصف عمودي هر 

انس باهمان مركز، مجانس يك شكل در دو تجانس هم مركز، خود در تج انس هايمج
زاويه ، زاويه اي است  مجانس هر مجانس خط مستقيم خط مستقمي است موازي با آن . يكديگراند.

وزاويه هايش  Kمجانس هر چند ضلعي چند ضلعي است كه ضلعهاي آن برنسبت  مساوي و همجهت باآن.
همراه هم مجانس  سطحدو دايره واقع دريك  دايره است .،مجانس دايره  دبا زاويه هاي آن متساوي ان

دو دايره برابرتنها يك مركز تشابه دارند ، كه نقطه وسط خط  مستقيم و هم مجانس معكوس يكديگراند.
دايره  اگردو دايره هم مركز باشند ، مركز مشترك شان تنها مركز تشابه آنها است . المركزين آنها است .

دايره تشابه  ه دو مركز تشابه دو دايره دو سه يك قظرآن هستند دايره تشابه دو دايره ناميده مي شود.اي ك
 در دايره مقاطع از نقطه هاي مشترك اين دو دايره مي گذرد.
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تحت تجانس مركزتجانس ثابت  ظ مي كند.تجانس ميل خط و را حفعبارتند از:  ت تجانساصيخصو
تجانس طول را با . ) باشد K=1درحالتي كه حفظ نمي كند . ( اما حت راتجانس طول يا مسا مي ماند .
Kومساحت را باضريب   Kضريب 

ه هاي هم مانند را به هم وصل مي كند خطهاي كه نقط تغير مي دهد. 2
   .در مركز تجانس مقاطع اند،

ظ حفاين است كه:   انعكاس ميل خط را  خصوصيت انعكاس (باز تاب ) نسب به يك خطو بالاخره 
 ).حافظ طول( انعكاس يك ايزومتري است ظ نمي كند .انعكاس جهت شكل در حفنمي كند .
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  فصل ششم مسايل

 ناظر محوري به آن شكل مساوي است يد كه تبديل يافته هر شكل در تئثابت نما .1

 مساوي است  اظر محوري هر زاويه به آن زاويهيد كه متنئثابت نما .2

 ت است يسبت به يك خط يك تبديل عيند كه مجموع دو تناظر نثابت نمائي .3

 اده شده مشابه و دريك جهت هستند د متناظر هاي يك شكل نسبت به دو محورديثابت كن .4

متناظر  dواقع اند از اين دو نقطه دو خط رسم كنيد كه نسبت به  dدو طرف خط  A,Bدو نقطه  .5
 يك ديگر باشند 

را چنان  Mنقطه  YوXبه  روي  ،ن مفروض اندآدر يك طرف  Bو  Aو دو نقطه   yو xمحوري  .6
 باشد  2BMYمساوي  AMXد كه زاويه يتعين كن

 ناظر مثلث است وارد بر قاعده هرمثلث متساوي الساقين محور ت د كه ارتفاعيثابت كن .7

د كه متناظر محل تقاط ارتفاهاي هر مثلث نسبت به ضلع هاي آن روي دايره محيطي يثابت كن .8
 مثلث قرار دارند 

د كه زاويه يـــــــكن ،اط شده است ثابتـــــمح Oبر دايره به مركز  ABCDعي ـــــارضلـــــچه .9
AOB+COD=180  است 

 عي منظم محور تناظر آن است ضل nد كه ناصف عمودي هر ضلع يثابت كن .10

لوزي است (همين موضوع را در  آيا متناظر يك لوزي نسبت به خط مفروض در امتداد معين يك .11
 سي كند )ريك مسطيل بر مورد

 ر مشترك شان متناظر يك ديگر اند د كه دودايره مساوي و متقاطع نسبت به وتيثابت كن .12

 است موازي با آن  يد كه متجانس خط راست ، خط رأسئثابت نما .13

 د كه متجانس دايره ، دايره است يثابت كن .14

د كه متجانس هر چند ضلعي ، چند ضلعي است كه ضلعي ها آن بر نسبت قيمت مطلقه يثابت كن .15  هايش به زاويه هاي آن مساوي اند و زاويه  |�|
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  فصل هفتم

  هاي هندسي به وسيله تر سيم هاي هندسي مسئلهروش هاي حل 

هاي پيچيده تر مسئله استفاده از ترسيم هاي اساسي هندسي كه قبلاً بر رسي شد زمينه خوبي براي حل 

هاي ترسيم هاي هندسي را درذيل مورد مطالعه مسئله د. درين قسمت مهم ترين روش هاي حل نميباش

  قرارمي دهيم.

روش ترسيم ، روش تحليلي، ( ايجادشونده)، روش سازنده   هاي استفاده از قضاياي معروف روش - 1

اي هندسي به كمك تبديل هاي روش ترسيم ه، هاي هندسي با استفاده از مكان هاي هندسي

روش ترسيم اشكال هندسي با ، روش ترسيم هاي هندسي با استفاده از اشكال كمكيهندسي، 

روش ترسيم ، روش ترسيم اشكال هندسي با استفاده از قات كردن كاغذ، استفاده ازروش تشابه

  هاي هندسي تنها با يك وسيله

  روش استفاده از قضاياي معروف  .1.7

هاي مسئله راه حل آنها تقريباً واضح است، يعني بسياري از  و كاربردمستقيم قضيه هاي معروف

د.بطور مثال ترسيم يك مثلث متساوي نباش هندسي با استفاده از قضاياي معروف هندسه قابل حل مي

  الاضلاع با معلوم بودن اندازه اضلاع آن، ويا ترسيم يك مربع با معلوم بودن قطرهاي آن وغيره...

 روش سازنده(ايجاد شونده)  .2.7

به قسم ذيل عمل  ا راه حل مشخص شده باشد مي توانكمي پيچيده تر باشد، اممسئله اگرحل 

كه بتوان با استفاده از شروع نموده ودرجستجوي نكات باشيد،دانيد چطور انجام دهيد  نمود. ازعملي كه مي

  آنها عمليه ها را انجام داد تا به هدف اساسي رسيد.

ها به كار مي  مسئلهنام دارد، وروشي است كه در كتاب ها براي بيان حل  مسئلهاين شيوه روش سازنده حل 

  رود.

 روش تحليلي .3.7

 وش سازنده استفاده كنيد. زيرا هيچنمي توانيد از ر ، كه حل آن واضح نباشد،روبرو شويد مسئلهاگربا 

  د كه اولين گام ممكن است چه باشد؟سرنخي وجودندار
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كه درنهايت بايد چه شكلي را بدست آوريم ،چيست يعني نتيجه ترسيم را مي دانيم  مسئلهاما مي دانيم 

نمودن بر رسي  ت، مفيد است باض مي كنيم قبلاً رسم شده اسكه فربنا بر آن شروع ازاين شكل نهاي ،

دقيق وسنجيده اين شكل، ممكن است راهي را كشف كنيم، كه به حل خواسته شده منجر شود، اين شيوه 

  مي نامند. اين روش به طور خلاصه شامل گام هاي زيراست. مسئلهرا روش تحليلي حل 

a(  :وشكلي كه تقريبي شرايط بيان شده را دارا باشد رسم را حل شده فرض مي كنيم،  مسئلهتحليل

مي كنيم ، سپس رابطه بين معلوم ومجهول را در شكل دريافت مي كنيم كه احتمالاً بتوان براي 

 ترسيم شكل مورد نظربه كاربرد.

b( .ترسيم: شكل را با استفاده از منابع موجود ودريافت شده در تحليل رسم مي كنيم 

c(  كه شكل رسم شده تمام شرايط را دارا مي باشد.اثبات: نشان مي دهيم 

d(  مباحثه: درمورد شرايط امكان ترسيم، تعداد جواب ها وغيره بحث مي كنيم بايد به نكات ذيل

 توجه خاص داشت:

 براي هر ترسيم ضرورت به طي مراحل چهارگانه فوق نمي باشد. - 1

 لازمي ايجاد شود.رات مناسب ويتغيبايد اگرتصوير تحليلي شكل براي رسم كافي نباشد  - 2

شكل را مي توان بدون وسايل اما دقيق رسم نمود ولي عموماً استفاده ازخط كش  - 3

بايد دقيق مطالعه شود تا نكته فراموش نگردد به مثال هاي ذيل  مسئلهوپركارمناسب مي باشدو

 تحليلي حل شده اند، توجه كنيد: كه باروش

كه ،راچنان تعيين كنيد  Eو Dامتداد آنها) دو نقطه  (يا ABCاز مثلث  ACو  AB: بر روي ضلع هاي 1مثال

AD=DE=EC .باشد  

ي به ئخط ها  Bباشد از نقطه مسئلهجواب  Eو  Dحل شده ودو نقطه مسئلهتحليل. فرض مي كنيم كه 

 ABFو  ADEقطع كند. دومثلث  Gو  Fرا درنقطه هاي  ACرسم مي كنيم تا DCو  DEترتيب موازي با 

 متشابه اند.

����                                                                       داريم كه : بنا برين = ���� = ����                                       
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  مشابه يمثلثها  : 322شكل 

  است. BF=ABاست، نتيجه مي شود كه  AD=DEچونكه 

متشابه اند. وچون بنا  BFGو  DECرا به آساني مي توان تعيين كرد. همچنين دو مثلث  Fپس نقطه 

  هم معلوم است. Gونقطه  BF=FGاست داريم   DE=ECبرفرض

 Fپس دايره به مركزسقطع كند.  Fرا درنقطه  ACرسم مي كنيم تا ضلع  ABوشعاع  Bترسيم . دايره به مركز

رسم مي شود، خط  BGبه موازات  Cقطع كند، خطي كه از Gرا درنقطه  ACرسم مي كنيم تا  ABوشعاع 

AB   را درنقطهD  كه اولين نقطه خواسته شده است قطع مي كند وخطي كه ازD  به موازاتBF  رسم مي

  قطع مي كند . Eرا در دومين نقطه خواسته شده يعني  ACشود

��اثبات. چون  ∥ ����	است داريم: 	�� �   مي باشد،. AB=BFاما  ����

   AD=DE… (1)                                                                                                                         پس

����                                    متشابه مي باشند.و داريم: BFGو DECهمچنين دومثلث  �   BF=BGو  	���

   DE=EC…………(2)                                                                                                           ينابنا بر 

  است.  AD=DE=ECنتيجه مي شود كه  2و1از رابطه 

دو موضوع مي يابيم.  G، براي Fوجود دارد، پس از ترسيم  Fمباحثه.هميشه يك وتنها يك موضوع براي 

  وجود دارد. ’D’Eو  DEپس دو جواب 

: از نقطه فرضي واقع در خارج يك دايره اي داده شده ، قاطع چنان رسم كنيد كه زاويه حاده بين اين 2مثال

قاطع وخطي كه مركزرا به نقطه داده شده وصل مي كند با زاويه كه وترايجاد شده در دايره توسط قاطع 

  ركزدايره مساوي مي باشد.خواسته شده از م
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مي گذرد و دايره مفروض به  Mقاطع مورد نظر باشد، كه از نقطه داده شده  MBAتحليل. فرض ميكنيم 

 قطع مي كند                              Bو   Aرا درنقطه (O)مركز

  

  MBAتوسط خط  Bو  Aقطع دايره در دو نقطه  :  323شكل 

  مشترك است. AOMو  AOBدردومثلث  Aزاويه 


	�وبنا برفرض � �  AOBاست، پس زاويه هاي متناظر دو مثلث بالا مساوي اند، مثلث  	���

معلوم  MOاست. اما طول  MA=MOهم متساوالساقين است. و  AOMمتساوي الساقين است، پس مثلث 

را رسم  MAرا تعيين وقاطع  Aمعلوم است و مي توان نقطه  Mاز   A يعني فاصله نقطه MAپس ،است

  كرد.

يكي ازنقطه هاي تلاقي اين دايره با  Aرا رسم مي كنيم. اگر MOوبه شعاع  Mترسيم. دايره به مركز 

  را برآورده مي كند. مسئلهشرايط  MAباشد خط  (O)دايره

  AOBو  AOMقطع مي كند. مثلث هاي  Bدايره مفروض را در نقطه ديگري  MAاثبات. فرض كنيد خط 

درهردومثلث يكي از زاويه هاي قاعده  Aاست، زاويه  MA=MOو   OA=OBمتساوي الساقين اند زيرا

در دومثلث متساوالساقين  AOوقاعده  ABكه به ترتيب روبري قاعده  Mو  AOBاست ، پس زاويه هاي 

  خط خواسته شده است. MAهستند،نيز برابراند، پس 

قطع مي كندرسم كنيم.  ’Aو  Aرا كه دايره مفروض را درنقطه (M,MO)مباحثه. هميشه مي توانيم دايره 

تناظر مركزي يك ديگر اند . ايا مي توانيم خط  MOهميشه دو جواب دارد كه نسبت به خط  مسئلهپس 

MBA   را طوري رسم كنيم كه زاويهAOB  با زاويه منفرجه بينMBA  وMO  برابر باشد؟ اگر چنين


	�		  ه :كارممكن بود بايد مي دانستيم ك�  	��� � 180∘ 

). 61-55، صص11(  
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	��� � 	���  	��					            نجا                                                                              آاز

OBM �� رمثلثولي د داريم  � 	�
� پس به تناقص مي رسيم يعني نمي توان خط رسم كرد كه  

 شرايط خواسته شده اخير را برآورده كند.

: بر روي دو دايره مفروض دو نقطه تعيين كنيد كه  فاصله معين از هم داشته باشد وخطي كه از آنها 3مثال 

  ميگذردجهت مفروض داشته باشد.

باشند، ازمركزدايره  Bو  Aخواسته شده به روي دو دايره مفروض  نقطه هاي  Qو Pتحليل.فرض مي كنيم 

(A)  يعني نقطهA  خط موازيPQ  را رسم مي كنيم ونقطهR  را روي آن چنان اختيار مي كنيم

شعاع دايره مفروض است، پس    RQ=AP  ،APداريم APQRباشد. در متوازي الاضلاع   AR=PQكه

مشخص است  ARزيرا هم جهت وهم طول  ،علوم استم R مشخص است از طرف ديگرنقطه RQطول 

  را دريافت. Pرا مي توان مشخص كرد. پس به آساني مي توان نقطه  Qپس نقطه 

 مركزيكي از دو دايره مفروض ، خطي                          Aترسيم. از نقطه 

                       

  عمتوازي الاضلا :  324شكل 

  (’A)تعيين مي كنيم، دايره Mرا به روي آن به اندازه طول معلوم  ARدرجهت داده شده رسم مي كنيم و 

 Qقطع كند. از نقطه  Qرسم مي كنيم تا دايره مفروض دوم را در  (A)وشعاع برابر شعاع دايره  Rبه مركز

 ARروي آن جدا مي كنيم تا يك متوازي الاضلاع به ضلع   ARرا برابر QPرسم و  ARخطي به موازات 

  را بر آورده مي كند. مسئلهشرايط  Qو   Pدرست شود نقطه هاي 

همان طول مفروض و جهت آن همان جهت مفروض است. نقطه   PQاثبات. در ترسيم بالا، طول قطعه خط

Q روي دايره(B)   قرار دارد. براي اين كه ثابت كنيم نقطهP يره روي داA  واقع است كافي است كه توجه

  داريم: ARQPكنيم كه درمتوازي الاضلاع 

AP=RQ  وRQ  طوري رسم شده است كه با شعاع(A) .برابر باشد  
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را مي توان درهريك از  Rخطي را درجهت مفروض رسم كرد، نقطه  Aمباحثه: هميشه مي توان از نقطه 

مي توان يافت دايره كه مركزش يكي از اين  ’Rو  Rدوموضع  Rمشخص كرد ، بنا براين براي  Aدوطرف 

 (B)را در دو نقطه قطع كند بر دايره  Bباشد، ممكن است دايره  (A)دو نقطه وشعاعش برابر شعاع دايره 

  ممكن است چهار، سه  ويا يك جواب داشته باشد. مسئلهرا قطع نكند بنا برآن  Bمماس باشديا اصلاً دايره 

  جواب ندارد.  يا اصلاً

  : از نقطه مفروض خطي را رسم كنيد كه با دوضلع زاويه مفروض، زاويه هاي مساوي مي سازد.4مثال


�و ��زاويه هاي مساوي  با دوضلع زاويه  MABحل شده وخطمسئلهتحليل: فرض مي كنيم  

(�� � �
را  AOBمتساوالساقين است . ناصف الزاويه  OABرا ساخته باشد درين صورت مثلث  ,				�

  كنيم .  رسم مي

    OHاين ناصف الزاويه كه آنرا 

  .است  ABمي ناميمم ناصف عمودي 

  

 

 

  

  تقسيم قطعه خط متناسب: 325شكل 

xناصف الزاويه  ترسيم: O y
∧

خط عمود بر Mمي ناميمم، ازنقطه مفروض   (O)را رسم مي كنيم و آنرا  

OZ  رسم مي كنيم تا دوضلع زاويه را درA  وB   وناصفOZ  را درنقطهH   قطع كند. اين خط(MAB) 

  است. مسئلهجواب 

است، پس اين مثلث  ABناصف الزاويه راس وارتفاع وارد برقاعده  OAB  ،OHاثبات  درمثلث 

�� :متساوالساقين است وداريم � �
 .  

 مسئلهمباحثه: چون از هرنقطه معلوم همواره مي توان يك خط عمود بر خط مفروض رسم نمود پس 

  هميشه داراي يك جواب است.
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xروي دو خط موازي  Bو  A: دو نقطه 5مثال  x′وy y′  ونقطهC  . غير واقع به اين دو خط داده شده است

قطع كند ، به قسمي   ’Bو  ’Aخطي چنان رسم كنيد كه اين دو خط موازي را  در دو نقطه  Cاز نقطه 

������كه �   باشد . �

  باشد . مسئلهجواب   ’CA’B حل شده وخط مسئلهتحليل: فرض مي كنيم 

 م.                              مي نامي  (O)را  ’A’Bو  ABنقطه تلاقي دو خط 

  

  تقسيم قطعه خط هاي متناسب :  326شكل 

  

���متشابه اند زيرا  ’OBBو  ’OAAدومثلث  ∥              اريم:داست پس   ������� � �� � ������  

������اما  � است، پس  ��� � تقسيم مي كند  Kرا به نسبت معلوم   ABقطعه خط   (O)يعني نقطه   �

  خط مطلوب است. OCرا رسم وخط   Oبنا براين مي توانيم نقطه 

رسم مي كنيم كه را چنان   Oنقطه   Bترسيم: روي خط �� � وصل مي كنيم ، اين   Cبه   Oباشد . از  �

  است. مسئلهخط جواب 

xبا  OCاثبات : نقطه هاي تلاقي  x′ وy y′  نقطه هايA’ ؤ  B’  است ، در مثلثOBB’  ،AA’∥ ��′  

������                                                                                                       است پس داريم: � �� � �   

�را به نسبت   ABوجود دارد كه قطعه خط  ’Oو  Oمباحثه: هميشه دو نقطه  � تقسيم مي كند بنا  1

xبا خطهاي  O’Cو  OCبراين اگر دو خط  x′ وy y′  ،دو جواب دارد. اگر مسئلهموازي نباشندK=1   باشد

يك جواب  مسئله پساست،  ABنقطه بي نهايت دور امتداد  ’Oاست و نقطه   ABوسط قطعه خط  Oنقطه 

 دارد.
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  ترسيم هاي هندسي با استفاده ازمكان هاي هندسي .4.7

هندسي . براي يافتن نقطه كه شرايط خاص  مسئلهراه حل يك  بسياري مواردروش دو مكان هندسي : در  

داشته باشد ، بستگي دارد. به طور مثال براي رسم يك دايره اي كه برسه ضلع يك مثلث مماس باشد، بايد 

  نقطه اي (مركزدايره) رابيابيم كه از سه ضلع مثلث به يك فاصله باشد.

سم خط مماس از يك نقطه بريك دايره درصورت حل مي شود، كه نقطه تماس خط با دايره يعني ر مسئله

نقطه كه از آن نقطه قطعه خط واصل بين مركز دايره  و نقطه داده شده به زاويه قائمه مي گذرد را بيابيم. 

باشد . درين  qو  Pدرتعيين اين نقطه ها، بيشتر منظور بدست آوردن نقطه است كه داراي دوشرط مفروض

را درنظربگيريم نقطه مورد نظربه مكان هندسي نقطه  Pرا كناربگذاريم وتنها شرط  qصورت اگرشرط 

را درنظربگيريم نقطه  qرا كنارگذاريم وتنها شرط  Pهستند واگرشرط   Pهاي تعلق دارد كه داراي شرط

را  qو  Pمي باشد. چون نقطه خواسته شده بايد هردوشرط qمورد نظربه مكان هندسي تعلق دارد كه شرط 

  دارا باشد ، بنا برين برمحل تلاقي اين دومكان هندسي واقع است.

رسم دايره مماس برسه ضلع مثلث را درنظرمي گيريم ، براي يافتن مركز  مسئلهبراي روشن شدن موضوع، 

راكنارمي  BCك ضلع به عنوان مثال مماس است ي  ABC از مثلث BCو AB  ،ACدايره كه به سه ضلع 

 مماس است.  BCو   ABگذاريم وسعي مي كنيم مركز دايره را رسم كنيم كه بر دو ضلع 

  
 )ABCمثلث  Bو  Aنقطه تقاطع ناصف هاي دوزاويه  (قي دو مكان هندسيمحل تلا : 327شكل 

مماس است  ACوABجواب هاي بسياري دارد . زيرا مكان هندسي مركزدايره اي كه بر دوضلع  مسئلهاين 

را اختيارمي كنيم  BCاست. حال ضلع    A، ناصف الزاويه بين اين دوضلع يعني ناصف الزاويه داخلي 

مماس است  ABو BCرا كنار مي گذاريم، يعني مركز دايره اي را پيدا مي كنيم كه بر دو ضلع  ACوضلع 

ند. ا مما س ACو  BCنيز بي شما ر جواب دارد زيرا مكان هندسي مركزدايره هاي كه بردوضلع  مسئلهاين 

است  بنا برين نقطه مطلوبه محل تلاقي اين دو  Bناصف الزاويه بين اين دو ضلع يعني ناصف الزاويه داخلي 
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است . بديهي است كه ناصف   ABCلث از مث Bو  Aمكان هندسي يعني نقطه تقاطع ناصف هاي دو زاويه 

 است)   ABCنيزازين نقطه مي گذرد(اين نقطه مركز دايره محاطي درون مثلث   Cالزاويه داخلي 

ندسه مقدماتي اين شرطها بايد ماهيت مكان هاي هندسي حاصل ، به شرط حذف شده بستگي دارد. در ه

، بستگي مسئلهشود ساده گي وسهولت راه حل باشد كه مكان هاي هندسي از خطها ودايره ها تشكيل  چنان

  زياد به انتخاب سنجيده مكان هاي هندسي دارد.

شناخت مكان هاي هندسي متعدد مارا قادرمي سازد كه به راحتي تشخيص دهيم كه نقطه مطلوب به كدام 

  مكان هندسي تعلق دارد.

  ي هندسي نشان داده شده است .هاي ترسيم ها مسئلهذيلاً مثال هاي كاربرد مكان هاي هندسي براي حل 

  معلوم است . aو b:c=K  ،ha: مثلث رسم كنيد كه از آن 1مثال

  جواب ABCحل شده است ومثلث  مسئلهتحليل: فرض مي كنيم 

 را رسم مي كنيم چون اندازه هاي ارتفاع  AHباشد ارتفاع  مسئله

 

 

  ناصف الازاويه مثلث:  328شكل 

AH=ha  معلوم است. يك مكان هندسي نقطهA  دو خط موازي 

BC وبه فاصلهah :از آن است .ازطرف ديگر داريم���� � �� �  Aس بنا برين مكان هندسي ديگررأ �

دايره اپولونيوس). بنا برين دو مكان تقسيم مي كند( Kرا به نسبت  BCدايره اي است كه قطرش قطعه خط 

  داريم ومي توانيم اين نقطه را بيابيم . Aهندسي براي نقطه 

  را رسم مي كنيم آنگاه aبه طول  BCترسيم: قطعه خط 

  از آن رسم مي كنيم. haوبه فاصله  BCرا موازي   ′∆و  ∆دوخط

  ودر امتداد آن چنان تعيين   BCرا روي  ’Dو   Dسپس دو نقطه  

��را به نسبت   BCمي كنيم كه قطعه خط   �  تقسيم كند  �

  مكان هندسي دوخط موازي و مياني دايره :  329شكل 
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از  Aراس  �∆و  ∆را رسم مي كنيم، نقطه هاي تلاقي اين دو دايره با خط هاي  ’DDبه قطردايره 

  وصل مي كنيم. Cو  Bبه  Aاست از   ABCمثلث

  شرط هاي داده شده را پوره مي كند .  ،آمده كه از ترسيم بالا بدست ABCثبوت: درمثلث 

����                                                                                      يعني داريم: � �� � ��				و		� � ��  

چهار جواب مشابه دارد،  مسئلهرا در چهارنقطه قطع كند،  ’DDدايره به قطر  ′∆و  ∆مباحثه: اگرخط هاي 

 مسئلهواگربراي اين دايره مماس باشد، دوجواب مشابه وجود دارد، ودرصورت كه دايره را قطع نكند

  جواب ندارد.

: دايره را رسم كنيد كه از دونقطه داده شده بگذرد واز نقطه داده شده سومي با زاويه معلوم ديده 2مثال

  شود.

    C(O,R)تحليل: فرض مي كنيم دايره 

 تحت                      Cگذشته واز   Bو  Aكه از دو نقطه 

  

  Cمماس هاي خارجي بردايره از نقطه  :  330شكل 

  باشد. مسئلهديده مي شود جواب   ∝زاويه 

زاويه  OTCرا بر دايره رسم ميكنيم. درمثلث قائم الزاويه  ’CTو  CTمماس هاي  Cازنقطه  	��� � �معلوم است پس نسبت  �∝ ���� � �واز آنجا نسبت هاي  �∝ ��و  ��نيز معلوم اند پس  �

  مشخص مي شود.  (O)داريم وبا رسم اين دو مكان هندسي جاي نقطه  (O)دومكان هندسي براي نقطه 

ار را چنان اختي  ’Dو    Dآن دو نقطه  ودر امتداد AC وصل مي كنيم روي Bو  Aبه دو نقطه  Cترسيم: از 

�را به نسبت  ACكه قطعه خط ميكنيم  � �              . )925- 921، صص15( تقسيم كند �∝ �
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 Cمماس هاي خارجي دايره از نقطه  : 331شكل 

تقسيم كند ، دو  Kطوري اختيار مي كنيم كه قطعه خط را به نسبت  BCرا روي  'Eو Eهمچنان دونقطه 

مركزدايره خواسته شده   O رسم مي كنيم نقطه تلاقي اين دو دايره ، نقطه  ’EEو  ’DDدايره به قطرهاي 

  دايره مطلوب را رسم مي كنيم..  OAوبه شعاع  Oاست. به مركز  

،  OCTرسم مي كنيم. درمثلث قائم الزاويه  Oرا بر دايره  ’CTو  CTمماس هاي  Cاثبات: از نقطه  !�
 � داريم   �90°�� � � � �زيرا كه  �∝ ��� � �� � �	است بنا براين  ��� � ∝�   .

�ودرنتيجه ���′  مسئلهنيز گذشته است پس شرط هاي داده شده در   Bو  Aاست ، دايره از دو نقطه  ∝�

  برقرار است.

  جواب دارد. مسئله ’EEو  ’DDي ثه:به تعداد نقطه هاي تلاقي دو دايره اپولونيوس به قطر هامباح

: از دو نقطه داده شده بر روي يك دايره ، دو وترمتوازي رسم كنيدطوري كه مجموع طول هايشان 3مثال

  مقدار معلومي باشد.

و  Oدونقطه داده شده روي دايره به مركز  BوAرا حل شده مي گيريم وفرض مي كنيم كه  مسئلهتحليل: 

AC  وBD   خواسته شده باشنمتوازي وترهاي 

 

 وتر هاي دايره : 332شكل 
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   Fدرنقطه  CDنيزمعلوم است، پس وتر  ABوطول  CD=ABطبق شكل  ABCD نقه متساوالساقيندرذوز

باشد داريم  ABوسط  Eوبه شعاع معلوم مماس است ، اگر Oيعني نقطه وسط آن بر دايره اي به مركز 

2EF=AC+BD  پس نقطه .E  وطولAC+BD  معلوم است بنا براين يك مكان هندسي ديگر براي نقطهF  

 ]22[داريم.

را رسم مي كنيم تا  (E,S)باشد دايره  2را رسم مي كنيم اگرطول داده شده  (O,OE)ترسيم: دايره اي 

(O,OE)  را درنقطهF قطع كند. خط مماس بر(O,OE)  درنقطهF دايره مفروض(O)  را درنقطهC وD  قطع

  وترهاي خواسته شده هستند.  BDو  ACميكند خط هاي 

 ABDCبه يك فاصله اند پس  (O)مركزدايره مفروض   (O)مساوي اند زيرا از CDو  ABاثبات: دو وتر

گرفتيم  Sرامساوي  EFچون هنگام ترسيم  AC+BD=2EFنقه متساوي الساقين است ودرنتيجه يك ذوز

AC+BD  . داراي طول خواسته شده است  

را قطع نمي كند .  (O,OE)بزرگترباشد دايره   2OEاز Sدرصورت كه  (E,S)مباحثه: دايره اي 

دوجواب دارد. خط مماس بردايره  مسئلهرا خواهيم داشت.و ’F و Fباشد، دونقطه تلاقي  S<2OEاگر

(O,OE)  نقطهF   درنقطهC وD  را روي دايره(o) تعيين مي كند. اين دو نقطه ونقطه هاي داده شدهA   وB  

  نقه متساوي الساقين هستند.خص مي كنند، كه دوضلع ودو قطر ذوزا مشچهارخط ر

نقطه تماس   Gشكل نشان مي دهد كه ازين چها ر خط كدام دوخط، خطهاي مطلوب هستند ، فرض كنيد 

را   ABوتر Fدر  (O,OE)مماس بر  S<EGرسم مي شود. اگر (O,OE)بردايره  Aمماس دومي باشد كه از 

با نصف تفاضل دو قاعده   EFنقه حاصل خواهد بود قطعه خط يك قطر از ذوز ABقطع مي كند. وخط 

  برابر است . حالت را درنظر بگيريد كه تفاضل دو وترنقطه معلوم باشد.

  

  وترهاي دايره :  333شكل 
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  ترسيم هاي هندسي به كمك تبديل هاي هندسي .5.7

مانند : انتقال، دوران، انعكاس مركزي، انعكاس درترسيم بسياري ازشكلها ي هندسي ازتبديل هاي هندسي 

  محوري، تجانس، انعكاس قطب وقطبي و.... استفاده مي شود به مثال هاي زير درزمينه توجه كنيد.

را رسم  Lداده شده اند، خطي موازي سطح دريك   Lوخط C’(O’,R’) و  C(O,R):  دودايره 1مثال

  كنيدكه اين دو دايره بر اين دو وترمتساوي جدا كند.

را به ترتيب  ’C و Cدايره هاي  مسئلهجواب  Lموازي  L1حل شده وخط  مسئلهحل: فرض مي كنيم 

  و (O)باشد، از  ’AB=A’Bچنان قطع كند كه ’A’Bو  ABدروترهاي 

(O’)  مركزهاي دو دايره عمود هاي بر خطL  رسم مي كنيم تا اين خط را درH  وH’  وخطL1  را درK  و

K’ .قطع كند  

              

  

  مثلث هاي مشابه : 334شكل 

  واز نقطه Lرا موازي خط  L2خط  (O)مقدارثابتي است ازنقطه  ’HHمستطيل، وطول  HH’K’Kچهارضلعي 

B’  خط موازيOB  رسم مي كنيم . تا در نقطهO’’  يك ديگررا قطع كند، چهارضلعيOBB’O’’  متوازي

  OKBو  ’O’’K’Bاست ، زيرا دو مثلث قائم الزاويه ’BB’=OO’’=KK’=HHالاضلع است.  كه درآن 

 مشابه

 	��� � ��� � 90°				,				� � 	����,�� � 	 ��� � ����� � �′�    

انتقال يافته هاي دو  ’Bو  ’’O ذوزنقهاست. پس   ’’HH’=KK’ =BB’ =OOواز آنجا  ’KB=K’Bبنابرين 

چنين عمل مي كنيم. از دو  مسئلهبدست مي آيد ، پس براي حل   ’HHبه اندازه وكتور انتقال Bو  Oنقطه 

ترسيم مي كنيم تا وكتور ثابت  Lرا بر خط   ’O’Hو  OHمركزهاي دو دايره اي  عمود هاي  ’Oو  Oنقطه  بدست آيد،  (’’C)انتقال مي دهيم تا دايره  ’HHبه اندازه وكتور را (C)مشخص گردد. آنگاه دايره  %$$$$$$$$���
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قطع  Bو  Aرا در  (C)را رسم كرده امتداد مي دهيم تا دايره  ’A’Bرا در وتر  (’C)اين دايره ، دايره 

  است. مسئلهجواب   	�′ABA′B		يا			1&!كند.

متقاطع اند. از يك نقطه تقاطع خطي رسم  ’Aو  Aدردو نقطه C’(O’,R’) و  C(O,R): دو دايره 2مثال

  كنيدكه دردو دايره دو وتربه طول هاي مساوي ايجاد كند.

 Aباشد. چون نقطه  AB=ACباشد يعني  مسئلهجواب  ABCحل شده وخط  مسئلهحل: فرض مي كنيم 

مي باشند. بنا بر اين براي  Aنسبت به مركز Bانعكاس مركزي (تناظرمركزي) نقطه  Cثابت است، پس نقطه 

بدست مي آوريم و دايره  Aرا نسبت به نقطه  (C)انعكاس مركزي (تناظرمركزي) دايره  مسئلهحل 

(C’’)  دايره با دايره مي ناميم . نقطه تلاقي اين(C’’)  نقطهC  است. ازC  بهA  وصل مي كنيم وادامه مي

  قطع كند. Bرا در  (C)دهيم تا دايره 

  است شكل اين مثال قرار ذيل است. مسئلهجواب  BACخط 

  

  Aدواير متقاطع در نقطه :  335شكل 

رسم  Aواقع بريكي از آنها داده شده است. مثلث به راس  Aونقطه   L3و  L1  ،L2: سه خط همرسي 3مثال

  كنيد كه اين سه خط ناصف هاي زاويه هاي داخلي آنها باشند.

باشد.پس خط  Cناصف الزاويه  L3و  Bناصف الزاويه  L2رسم شده و  ABCحل: فرض مي كنيم مثلث 

                     متناظرمحوري (انعكاس محوري)يك ديگراند.   L3 نسبت به خط ACو  ACهاي 
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  تناظر محوري :  336شكل 

د، بنا براين راه حل واقع ان BC برخط L3و  L2نسبت به خط هاي   Aمتناطر نقطه  ’’Aو   ’Aپس نقطه هاي 

را بدست   L3و   L2نسبت به دو خط  Aه صورت ذيل بدست مي آيد. تناظرهاي محوري نقطه ب مسئله

مي باشند  Cو  Bراس هاي  L3و   L2با خط هاي  ’’A’Aمي ناميم نقطه هاي تلاقي خط  ’’Aو  ’Aآورده 

  رسم مي شود. ABCبدين ترتيب مثلث 

ودوراس ديگري به ضلع هاي  ABمربع محاط كنيدكه دو راس آن برقاعده  ABC: درمثلث مفروض 4مثال

AC   وBC  .قرار گيرند  

  MNPQحل شده و مربع  مسئلهحل: فرض مي كنيم كه 

رسم مي كنيم   PQموازي خط AQروي  ’Q وصل مي كنيم. ازنقطه اختياري Qبه  Bاست از مسئلهجواب 

  رسم ميكنيم.  BCرا بر ’P’Nو   ’Q’Mهاي  عمود 'Qو ’Pقطع كند از  ’Pرا درنقطه  ABتا 

M’N’P’Q’  مربعي است كه مجانس مربعMNPQ  نسبت به مركزتجانسB  ونسبت تجانس����است،  �

  چنين عمل مي كنيم. مسئلهبنا براين براي حل 

را رسم  ’AQباشد.  ABروي  ’Pو  BCروي  ’M’Nراچنان رسم مي كنيم كه   ’M’N’P’Qمربع دلخواه 

ونسبت  Bنسبت به مركز تجانس  ’M’N’P’Qميناميم، مجانس مربع  Qرا  ACميكنيم ونقطه تلاقي آن با 

 است. قرارشكل ذيل: مسئلهجواب  MNPQيعني مربع  �����تجانس 

 

 

  

  مربع هاي متجانس :337شكل 
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  ترسيم هاي هندسي با استفاده از شكل هاي كمكي.6.7

ترسيم يك شكل داده مي شود، ممكن است شرط هاي وجود داشته باشد كه به درميان شرطهاي كه براي 

طورمستقيم درشكل مورد بحث قرار نداشته باشد، به طور مثال ممكن است مجموع طول هاي دو ضلع 

ها بايد اين اجزاء  مسئلهداده شده باشند، براي يافتن راه حل اين گونه  با تفاضل دو زاويه از مثلث يا مثلث،

وارد كنيم تا بتوانيم شكل. قابل رسم پيدا كنيم كه به كمك آن بتوانيم شكل  مسئلهستقيم را درتحليل غيرم

  خواسته شده را رسم كنيم، اين شكل ها را شكل هاي معين يا كمكي مي نامند.

 ��,	��,	*2 همان ضلعارد: مثلث را رسم كنيد كه از آن محيط زاويه روبرو به يك ضلع وارتفاع و1مثال

  داده شده است.

را از دوطرف امتداد مي دهيم  BCباشد  مسئلهجواب  ABCحل شده ومثلث  مسئلهتحليل: فرض مي كنيم 

  مقدارمعلوم است. EF=2Pجدا مي كنيم پس  CAرا مساوي  CFو  BAرا مساوي  BEو

  	متساوي الساقين اند بنابرين: CAFو  EABمثلث هاي 

   �
 � ���� � ����
�و       � � ���� � ����
�    

����مقدار معلوم در نتيجه داريم كه   � ���
  ����  ���� 	� 	 �� +��  �
  ��,  ���� � 90° 
2

A
نيز هست.  AEFارتفاع مثلث   ABCاز مثلث  ADمعلوم است ارتفاع  EAFبنا برين زاويه    

����زاويه روبري آن   EF=2Pقاعده  AEFپس از مثلث  � 90°  معلوم است  AD=haوارتفاع  ���

  نيزهست. ABCس مثلث مطلوب ازين مثلث رأ Aبنا برين مثلث را مي توانيم رسم كنيم راس 

  

 مثلثهاي متجانس  :338شكل 

رسم ميكنيم ناصف هاي عمودي  ADوارتفاع  ����زاويه   EFرا با معلوم بودن ضلع  AEFترسيم: مثلث  

AE وAF  را رسم مي كنيم تاEF  را در نقطه هايB  وC  كه دو راس يك ديگر مثلثABC  مي باشد قطع

  كنند.
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  است.مسئلهجواب  ABCوصل مي كنيم مثلث  Cو  Bبه  Aاز

  

 مثلثهاي متجانس : 339شكل 

وازمتساوي الساقين  EF=EB+BC+CF=AB+BC+AC=2Pاست بنابر اين  CF=CAو BE=BAاثبات: 

90°	EAF=واندازه زاويه  ACFو  ABEبودن مثلث هاي   مساوي  BACزاويه نتيجه مي شود كه  �∧�

هست نيز ABCارتفاع مثلث  AD ،AD=haاست .ازطرف ديگر ارتفاع  مسئلههمان مقدار داده شده در 

  شرطهاي داده شده را دارا است. ABC پس مثلث 

  نيز شرطهاي داده شده رادارا است . ABCقابل رسم باشد ، مثلث  AEFمباحثه: درصورتيكه مثلث 

 AEFبه عنوان يك گام مياني مثلث ديگر يعني مثلثABCيادداشت مثلث معين .براي ترسيم مثلث مطلوب 

مي تواند بسيار مفيد  "رارسم كرديم .استفاده از يك مثلث كمكي كه به مثلث (معين)موسوم است غالبا

  باشد.

) b-c,A,aوبه رو به آن ضلع وتفاضل اندازه هاي دوضلع ديگر (: ازمثلث اندازه يك ضلع زاويه ر2مثال 

  معلوم است .مثلث را رسم كنيد .

  باشد. مسئلهجواب  ABCحل شده مثلث  مسئلهحل : فرض مي كنيم 

-بافرض  . وصل مي كنيم   Bبه  Dرا جدا مي كنيم واز  AD=ABقطعه خط  ACروي ضلع   /

DC=AC-AD=b-c ر داريم.طول معلوم دارد ازطرف ديگ  

���مقدار معلوم � 180� 0 ��� � 0 �� !180� 0 �� � 90°  �� �    

���و BC=a ،DC=b-cكه ازآن  BCDپس مثلث  � 90    ت.،معلوم اس  ��

از مثلث خواسته شده مي باشد                    CوBس  از اين مثلث، دورأ Cو  Bس قابل رسم است .دورأ

  )219-211، صص 16(
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 قطع كند Aرا درنقطه  CDتا امتداد  را رسم مي كنيم BDناصف عمودي ضلع  Aبراي تعيين راس 

  

  نمايش ناصف عمودي : 340شكل 

  مشخص مي شود. شرط وجود جواب آنست ABCوصل مي كنيم مثلث  B به Aاز 

  باشد اگراين شرط برقرار باشد، رسم مثلث ناممكن است ، اگراين شرط برقرار a<b-cكه 

  دارد دررسم چنين مثلث به يك  روبروي ضلع بزرگترقرار BCDباشد زاويه مفروض مثلث 

 مورد نظر يك جواب دارد. مسئلهوتنها يك طريق ممكن است پس 

  هندسي با استفاده از روش تشابه يها ترسيم .7.7

مي توان  ◌ٔ معمولا، مي توان شكل شبيه شكل مطلوب رسم كرد.  مسئلهبا درنظرنگرفتن يكي ازشرط هاي   

كند . مثالهاي  مسئلهبا توجه به شكل رسم شده وشرط حذ ف شده جزيي را تعيين كرد كه مارا قادر به حل 

  زيراين روش را نشان ميدهد.

: مثلث را رسم كنيدكه با مثلث مفروض متشابه باشد وبا اندازه مساحت آن، مساحت يك مربع معلوم 1مثال 

  باشد.

 ’a'=B’Cرسم مي كنيم اگر  ABCرا مشابه مثلث خواسته شده  ABCحل:باچشم پوشي از مساحت، مثلث 

  است   ’A’B’Cضلع مربع باشد كه مساحتش برابر مساحت مثلث  ’mارتفاع وارد براين ضلع و   ’hو 

�′1                                                                    داريم : � ��. ���′   

  را مي توان به عنوان جزء سوم يك تناسب رسم كرد. ’mپس 
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  مربع ومثلث  : 341شكل 

���را با توجه به تناسب  a=BCاكنون مي توان ضلع  � ضلع مربع مفروض  mتعيين كرد. كه درآن  ���

  است ، ومثلث مطلوب به آساني رسم مي شود ..

را  ’A’Bرسم مي كنيم تا ضلع  ’A’Cخطي به موازات  Cجدا مي كنيم از  aرا برابر  B'cو ’B’Cروي ضلع 

  قطع كند .  AB’Cدر راس سوم مثلث مطلوب 

  يك وتنها يك جواب دارد. مسئله

,-	: دو ضلع جانبي ونسبت قاعده به ارتفاع وارد بر قاعده از يك مثلث  2مثال /, ��� � 	 ��معلوم است  

  مثلث را ر سم كنيد.

جدا مي كنيم واز  qرا برابر  AEقطعه خط   ADمثلث مطلوب باشد روي ارتفاع  ABCي كنيم حل: فرض م

 AFGقطع كند، دو مثلث  Gو  Fرا دردوقطه  ACو  ABرسم مي كنيم تا دوضلع  BCخط موازي  Eنقطه 

� ���                                                                                             متشابه اند وداريم: ABCو ���� � ��  	� �� � ���� � !�                                                                                                                        

 است.=FGپس 

ونسبت دو ضلع  AE=qارتفاع   FG=Pاست اندازه ضلع   ABCكه متشابه با مثلث  AFGبنا بر اين از مثلث  ��� �   را مي دانيم.  ��

پس مي توانيم اين مثلث را رسم كنيم  :                                 

 

 

  

  در داخل مثلث ذوزنقه : 342شكل 
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   AB=Cقطعه خط   AFروي  AFGازرسم مثلث 

  رسم مي كنيم. FGخط موازي  Bرا جدا كرده ، از 

  مثلث مطلوب است . ABCقطع كند،  Cرا درنقطه  AGتا 

  ممكن است دو يا چند جواب داشته باشد يا اصلاً جواب نداشته باشد . مسئله

، اندازه زاويه بين دو ساق ونسبت دوقاعده معلوم است  ADو  BC ، طول دوساق ABCD ذوزنقه: از 3مثال

  را رسم كنيد. ذوزنقه، 

  باشد. BCو ADنقطه تلاقي دو ساق   Eخواسته شده  و ذوزنقه ABCDحل: فرض كنيد كه 

����	                                                    متشابه اند. پس داريم: DCEو  ABEدومثلث  � ���� � ���� � ��   

⇒  (نسبت داده شده)  ���� 0 �� � ���� 0 �� � 45 0 4 ⇒ ���� � ���� � 45 0 4 

را كه دوضلع وزاويه بين آنها را داريم مي توان  DEC، ودرنتيجه مثلث  EDو  ECبنا براين قطعه خط هاي 

  رسم كرد.

 را روي آن جدا مي كنيم. DAوطول مفروض را امتداد مي دهيم   EDپس از رسم اين مثلث

  

  خل مثلثادر د ذوزنقه : 343شكل 

، را  ABCDمطلوب  ذوزنقهاز  Bچهارم  رأس ECرسم مي شود، روي امتداد CDبه موازات  Aخطي كه از 

  تعيين مي كند.
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: بريك دايره مفروض، مثلث متساوي الساقين را محيط كنيد كه نسبت ساق به قاعده آن مقدارمعلوم 4مثال

  باشد.

 ساق بر قاعده آنها مقدار ثابت است متشابه اند.حل: همه مثلث هاي متساوي الساقين كه نسبت 

  

  مثلث هاي متساوي الساقين محاط :  344شكل 

  زيرا ارتفاع وارد برقاعده آنها را به مثلث هاي قائم الزاويه  متشابهي تقسيم مي كند .

را چنان رسم مي كنيم   ’A’B’Cكه طول دلخواهي دارد. مثلث متساوي الساقين  ’B’Cروي قاعده 

��������كه � ��را شعاع دايره محاطي داخلي وارتفاع هم مانند قاعده از  ’hو  ’)rنسبت مفروض باشد(،  

��"فرض مي كنيم داريم:  ABCرا اجزاي متناظر آنها از مثلث  hو  rو  ’A’B’Cمثلث � � "�ازين تناسب  

  را رسم كنيم. hمعلوم اند پس مي توانيم  ’rو h’  ،rسه جزء 

به مركز دايره رسم  Dرا رسم وروي خطي كه از  Tبرروي دايره مفروض، مماس  Dازنقطه دلخواه 

 ABCمثلث مطلوب  Tبردايره رسم شوند ومماس   Aجدا مي كنيم مماس ها ي كه از hرا براي   DAشود

  را تشكيل مي دهد.

  دناصف الزاويه سوم داده شده است مثلث را رسم كنيواندازه دو زاويه  ABC: از مثلث 5مثال 

  

  مثلثهاي مشابه : 345شكل 
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را حل شده مي گيريم، با معلوم بودن اندازه دو زاويه ، اندازه زاويه سوم مثلث نيز معلوم است  مسئلهحل: 

(اندازه هاي سه زاويه مثلث داده شده تشكيل مي دهند). درين صورت مي توان با استفاده از اين اطلاعات 

نوع مشخص  وطه دربه اين عنوان كه مثلث مرب مشابه با مثلث مطلوب رسم كرد اين مفهوم ’AB’Cمثلث 

وب را مي توان به عنوان شده معروف است . درين صورت خوانواده از مثلث ها تعيين شده ومثلث مطل

ازاين خوانواده  پيدا كرد. مثلث خواسته شده ومثلث مطلوب را با جدا كردن طول ناصف داده  عضو خاص

مي توان رسم  ’C’Bزات وسپس رسم خطي به موا Dبراي مشخص شدن نقطه    ’ADدرامتداد ADشده 

  درجه است هميشه يك جواب دارد. 180كرد، تازمان كه مجموع اندازه هاي دو زاويه مفروض كمتراز 

ازين  ADرا مي توان رسم كرد، زيرا طول ضلع   ADB و   ADCيادداشت: با شرط ها داده شده ، دو مثلث

رسم مي شود                       ABCمثلث ها و اندازه زاويه هاي اين دو مثلث معلوم است، بنا برين مثلث 

  )530-526، صص 25(

  

 مثلثهاي مشابه: 346شكل 

  ترسيم هندسي با قات كردن كاغذ .8.7

ديگري  يدرج روش هاتفاده از پركارمعمولي وخط كش نامبعد، علاوه بر اس اززمان يونانيان باستان به

انجام ترسيمات توجه بسياري از رياضي دانها را جلب كرده است . به عنوان مثال ، ازوسايل گوناگون 

ممكن بود ، استفاده شده هاي كه درغير اين صورت حل شان نا  مسئلهومعادله هاي منحني ها براي حل 

ون آميزرياضيات رانشان از امكانات گوناگون اين صحنه افس ش ديگر انجام ترسيمات، بعضيوراست ، دو

مي دهند، يكي از روش هاي انجام ترسيمات كه ممكن است مقدماتي به نظرآيد وبا اين همه توجه رياضي 

  دانها درسالهاي اخيربه خود مشغول كرده تلاقي از طريق قات كردن كاغذ است .

ده مي شود كه درين صورت قات ها ، مرئي باقي مي مانند، درتمرين عملي معمولاً از كاغذ روغني استفا

  درين بخش تعداد كمي ازترسيمات  اساسي را شرح مي دهيم .
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  چهارضلعي ها : 347شكل 

الب اين كار را بگيريدوبه اين ترتيب قادر به مقابله آن با ساير روش هاي ترسيم هندسي اقليديس باشيد. ق

يكي از ترسيم هاي كه به كمك قات كردن كاغذ انجام مي گيرد، قات كردن كاغذ به خط مستقيم كه 

  ناصف عمودي قطعه خط مفروض است مي باشد. 

شكل  رداده شده باشد، كاغذ را چنان قات مي كنيم كه ددرشكل (الف)  ABفرض مي كنيم قطعه خط 

  خط مطلوب است. CD(ب) قات مي كنيم . 

ترسيم ديگرقات كردن درامتداد ناصف الزاويه معلوم است(شكل ب) ، براي اين كا ر كاغذ را قات كرده 

انده از نقطه از راس زاويه با يك ضلع زاويه بر ضلع ديگرقات مي كنيم. ترسيم سوم ، قات كردن خط گذر

 ABعمود برخط مفروض  CDمفروض به موازات خطي مفروض است. براي اين كار ابتدا قات براي خط 

  درنظرمي گيريم.

انجام مي دهيم . اين   CDعمود بر EFبراي بدست آوردن خط   Gشكل (ث) سپس قات ازنقطه مفروض 

  وخط خواسته شده است.  ABخط موازي 

ز نقطه اي بر خط است . براي اين كار عمود عبور كننده از نقطه برخط، با ترسيم ديگرقات كردن عمودي ا

به  خودش قات مي كنيم. شكل(ث) . گرچه قات كردن كاغذ بسيار ساده به  ABقرار دادن قسمتي از خط 

نظرمي رسد، رياضي دانها قادر به اثبات قضيه اي نسبتاً شگفت انگيززير درمورد ترسيم هاي كاغذ قات 

  ه اند.كردن شد

درج وپركارانجام شوند، مي توانند با كه مي توانند با خط كش نام دسقضيه: تمام ترسيمات هندسي اقيل

  قات كردن كاغذ نيز انجام گيرند.
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اين قضيه قابل توجه بر مبناي چندين فرض كه درمرجع عالي مربوط به قات كردن كاغذزيرآمده بنا شده 

  است.

كه كاغذ را مي توان به چنان روشي قات كرد كه است  مثال. شامل اين فرض رفرض هاي مذكور، به طو

يك خط بتواند بر خط ديگر واقع بر همان كاغذ قرار گيرد. وقات ساخته شده در واقع خط مستقيم باشد 

  است.

درج وپركار، رياضي سيمات با خط كش نامنظريه قات كردن كاغذ درست به همان اندازه نظريات تر

  ت، اما روش هاي اين دو تفاوت هاي زيادي دارند.ودقيق اس

ازقات كردن كاغذ مي توان درترسيم به گونه اي متفاوت كه معمولاً درهندسه مقدماتي مكاتب بررسي 

  نمي شوند، يعني رسم مماس بر پارابولا استفاده كرد.

شكل(ج) توضيح مي دهد كه چگونه مي توان يك رشته مماس بريك پارابول را با يك قات كردن 

مشخص كرد. دليل چگونگي عملكرد ترسيم مذكور را در شكل (ج) توضيح  dبه خط هادي  Fمحراق 


��درنقطه واقع بر پارابول شكل ناصف الزاويه   BAداده ايم . مي توان ثابت كرد كه مماس �  ،F راق مح

  بر هادي است.  Bمماس هاي عموداز   Cو 

 قراشكل هاي ذيل:

  

  ربولهايپ وجه : 348شكل 

 ).9-7، صص 26(
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  ترسيم تنها با يك وسيله .9.7

سي نظريه ردرج وپركار وترسيمات به كمك قات كر دن راديديم .اينكه به برترسيمات باخط كش نام

درج نا م ازترسيمات بااستفاده ازتنها يكي ازدووسيله خط كشسهم ديگري ازتازيخ ترسيمات يعني مساعي 

  وپركارمي پردازيم .

روش اول دراين مورد محدود كردن وسيله ترسيمها به پركار تنهاست واضيح است كه خط مستقيم 

باپركارتنها غيرممكين است لذابايد دانست كه يك خط درصورتي كه دونقطه ازآن يافت شودبه طوركامل 

 ماشروني -ود.ترسيمات باپركار تنهابه ترسيمهاي مورمعين مي ش

Mohr-mascheroniconsturtvlctions) ( .موسوم است  

تاسال( ) به چاپ رساند. هرچند كتاب 1672يت شناخته شده ازاين ترسيمات را درسال( واسي موراولين ر

كشف شد ،توسط رياضيدانها شناخته شده نبود.ودر همان دوران رياضيدانان ايتاليائي  ) هنگام كه ازنو1928

  ) به طورمستقل قضيه زيرراكشف كرد.1797به نام ماشروني (حدود 

درج وپركار مي توانند بااستفاده ازپر كار تنها نيز قضيه :جميع ترسيمات ممكن بااستفاده ازخط كش نام

  انجام شوند.

  راكه به طوركامل باپركار انجام شده توضيح مي دهد.مثال زيرترسيمي 

  به دست آوريدبا استفاده ازپركارتنهامثال وسط قطه خط مفروض را

  را رسم مي كنيم BAوشعاع  Bبه مركز رادرنظر مي گيريم .دايره AB: قطعه خط 1

قطر دايره مذكورباشد   A ��چنان كه  ��مشخص كرد را AC  ،CD ، DAبه عنوان شعاع سه قوس ، AB:با 2

  جدامي كنيم .

  را رسم مي كنيم  ABوشعاع  A:دايره به مركز 3

��Aوشعاع  ��: دايره به مركز 4   رارسم مي كنيم .Fو Eدرنقطه هاي  3متقاطع بادايره مرحله    

  رارسم مي كنيم . EAوشعاع Fو E: دايره هاي به مركزهاي 5

استادانه فوق به نقطه  "بات اين كه تريسم نسبتاثي مي كنند .اتلاق Gونقطه خواسته شده  Aاين دودايره در

 ABوشعاع  Aونقطه هاي منعكس نسبت به دايره به مركز G و ��يح منتج مي شود براين واقعيت كه حص
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 EGAو EA �6اند استواراست. اما اثبات به كاررفته دراين مرحله به دانش اين مفهوم نيازندارد .مثلث هاي

  بنابراين .متشابه اند 

  

  نمايش نقطه هاي تلقي مستقيم و دايره: 349شكل 

  			� A′�� � ���	 ��6			يا		 .AG � !AE�� 

��6به علت اينكه : � 2AB � 2AE																																																																																   

 2��.�9																																																																																																																																	��Aپس داريم � 2�9 � �� � �� 

  است. ABوسط قطعه خط Gپس 

ودايره ونقطه هاي تلاقي دو اثبات قضيه بالا شامل نشان دادن چگونگي يافتن نقطه هاي تلاقي خط مستقيم 

خط مستقيم با پركار تنها است، زيرا ترسيم دايره ويافتن نقطه هاي تلاقي دو دايره با پركار تنها، به طور 

  واضح وبا كفايت ساده است.

  .ز مركزآن را  درشكل (ب) نشان دادروش ترسيم نقطه هاي دايره وخط ناگذرنده ا   

  نقطه هاي مفروض با مركز دايره مفروض باشد.درين صورت: Cو  Bفرض مي كنيم 

وبا ر  Aنقطه هاي مفروض واقع برخط مورد بحث، گذارنده از   Cو  Bدايره ها ي به مركزهاي  - 1

 را رسم مي كنيم . Dديگرمتقاطع در

��.��	را چنانكه Eبا پيروي از ترسيم قبلي، نقطه  - 2 � r�  به ازايr  باشد مي شعاع دايره اصلي

                              داخل دايره اصلي باشد، تعديل شود). Dيابيم( اين ترسيم بايد، درصورت كه 
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  نمايش نقطه تلاقي مستقيم و دايره : 350شكل 

 Yو  Xقطع مي كند. اثبات اين كه  Yو  Xدايره اصلي ر ا درنقطه مطلوب  EAوشعاع  Eدايره به مركز - 3

 نقطه هاي تلاقي خط ودايره مفروض اند را به عهده خواننده گان واگذار كرده ايم.

درين مورد ابوالوفا رياضي دان درج تنها انجام داد.نا م جميع ترسيمات اقليدس را نمي توان با خط كش

  را مطرح كرده است. (Rustycompasses)مسلمان، استفاده از خط كش نا مندرج وپركار رنگين

ه از پركار با دهانه ثابت معادل دردست داشتن دايره اي با مركز آن است نتيجه اساسي اين وسيله استفاد

شناخته شده ودرزيرآنرا بيان   (poncelet-steiner)اشتنير- درآنچه كه به عنوان قضيه ترسيمي  پونسله

  مي كنيم .

شوند مي توانند با خط كش نا قضيه: جميع ترسيمات كه مي توانند  با خط كش نا مندرج وپركارانجام 

  مندرج تنها ودايره اي مفروض ومركزش انجام گيرد.

خط كش نامندرج تنها براي انجام ترسيمات هندسي  تصويري كفايت مي كند، درين هندسه نه دايره، نه 

  قطعه خط بلكه خاصيت خط بودن لا تغييراست.

 ). 260-253، صص22واهيم شد(جه خدرج وپركاردرهندسه انعكاسي موابا ترسيمات با خط كش نا م
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  خلاصه فصل هفتم

هاي هندسي به وسيله تر سيم  مسئلهروش هاي حل از بحث اصلي اين فصل عبارت بود 

باشد واين استفاده از ترسم هاي اساس هندسي زمينه خوب براي حل مسايل پيچده تر مي . هاي هندسي

روش ترسيم ، روش سازنده ( ايجاد شونده )، معروفروش هاي استفاده از قضاياي روش ها قرار ذيل اند. 

روش ترسيم هاي هندسي با استفاده از تبديلي هاي باش استفاده از امكان هاي هندسي،  هاي هندسي

روش ترسيم هاي هندسي با استفاده از هندسي با استفادهز از اشكال كمكي، روش ترسيم هاي ،  يسهند

  . استفاده از قات كردن كاغذ روش ترسيم هاي هندسي با، و روش تشابه
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   فصل هفتم مسايل

 به مركز نقطه مفروض، دايره را رسم كنيد كه دايره اي مفروضي را نصف كند يعني وتر مشترك - 1

 دو دايره ،قطر دايره مفروض باشد

روي يك دايره داد ه شده ، نقطه را تعيين كنيد كه طوريكه خط هاي كه اين نقطه را به دو نقطه  - 2

واقع بر همين دايره وصل مي كند. خط مفروض را دردونقطه كه نسبت فاصله هايشان از معلوم 

 مين خط مقدور معلوم باشد قطع كندنقطه معلوم ديگري واقع بر ه

س أداده شده اند، مثلث متساوي الاضلاع را رسم كنيد كه يك ر (T)ودايره اي  L، خط Aنقطه  - 3

 قرار داشته باشد (T)ي روي دايره وديگر  Lودو راس ديگرش يكي روي خط Aنقطه 

 Aمماس باشد.(  ∆بگذرد وبرخط مفروض  Bو  Aدايره اي را رسم كنيد كه بر دو نقطه داده شده  - 4

 قرار دارند)  ∆دريك طرف خط Bو 

نسبت به آن  Cو Bچنان رسم كنيد كه  Aرا به مركز  (A)داده شده است دايره  ABCمثلث  - 5

 مزدوج باشند

معلوم است  	(�.	�� , b+c)زاويه روبروي آن ضلع، ومجموع دو ضلع ديگر ازمثلث يك ضلع - 6

 مثلث را رسم كنيد

 ؟ت حصه مساوي تقسيم كردتوسط پركاروخط كش به هشيك دايره را آياميتوان  - 7

  كتابنامه

 . مدرسهتهران: . 14جلد ، دايره المعارف هندسه). 1379رستمي، محمد هاشم. ( .1

ترجمه عالم .حساب ديفرانسيل و انتگرال با هندسه تحليلي). 1373سيلورمن، ريچارد. ا. ( .2

  . ققنوس تهران:.زاده، علي اكبر

 ير كبير. امتهران: . هندسه در گذشته و حال). 1365شهرياري، پرويز. ( .3

 از. دانشگاه شيرشيراز: . جبر خطي و كاربرد هاي آن). 1382لاري بازرگاني، عبدالرضا. ( .4

 . دانشگاه اصفهاناصفهان: . جبر). 1383محمدي، علي اكبر. ( .5

علمي و  تهران:.. ترجمه وحيدي اصل ، محمد قاسمتاريخ جبر). 1385مگارت، جان. باو. ( .6

 . فرهنگي
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  فصل هشتم

  ترسيم هاي اشكال هندسيكاربرد 

در اين فصل با استفاده از ترسيم هاي اشكال هندسي براي حل هندسي مسائل الجبري ، اثبات مطابقت هاي 

ادله الجبري ، حل غير مساوات الجبري استفاده از رسم و شكل هاي هندسي براي اثبات قضيه ها ، حل مع

   .مساحتهاي هندسي را مورد مطالعه قرار ميدهيمتبديل هاي درجه سوم به روش خيام 

  اثبات مطابقت هاي الجبري .1.8

روشها را  ايناقليدس بسياري ازشد.ميعمليه هاي الجبري به روش هاي هندسي انجام  پيش از پيدايش الجبر

  درمقالات خويش گنجانيده است.

  از مقاله دوم اقليدس مي پردازيم. قضيهحال به بررسي چند 

��  د. كنمي : مقاله دوم اصول اقليدس: به روش هندسي صحت مطابقت ذيل را ثابت 1قضيه � ��� � �� � 2�� � �� 

بيان اقليدس ازين قضيه چنين است : اگرقطعه خط مستقيم به دو حصه دلخواه تقسيم شود، مربع ساخته شده 

علاوه دوبرابر مستطيل روي تمام قطعه خط برابر است با مجموع مربع هاي ساخته شده روي دوقسمت، به 

  كه ضلع هاي آن ازين دوقسمت تشكيل مي شود.

خط ها موازي ضلع هاي مربع  bو  aرسم واز نقاط تقسيم دوضلع به دو قسمت   a+bحل: مربع به ضلع 

  رسم مي كنيم .

                    ). 274، ص7تشكيل مي شود( b و aودومستطيل به ضلع هاي  b، يك مربع به ضلع  aيك مربع به ضلع 

  

  مربع تقسيم شده : 351شكل 
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  وداريم :

 (a+b)= مساحت مربع به ضلع  a+مساحت مربع به ضلع  bمساحت مربع به ضلع + b (2و  a(مساحت مستطيل به ضلع هاي 

��                                                                        پس:              � ��� � �� � �� � 2��  

��                                                                                  يا � ��� � �� � 2�� � ��  

  اشكال هندسي نشان داده شده است. : صحت مطابقت هاي ذيل توسط1مثال 

(a+b)(c+d)=ac+ad+bc+bd                          

  
  مستطيل تقسيم شده352شكل 

     �� � � � ��� � �� � �� � �� � 2�� � 2�� � 2�� 

  

  مربع تقسيم شده : 353شكل 
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  كنيد.مي : صحت مطابقت هاي ذيل راثابت : مقاله دوم اصول اقليدس2قضيه 

1. 4ab+  �� 	 ��� � �� � ���  
2. (a+b)(a-b)=  �� 	 ��  

  غيرمساوي تقسيم شودمستقيم به طور مساوي، ونيز به طور بيان اقليدس اين قضيه چنين است : اگرخط 

بروي خط واقع بين نقاط تقسيم كننده برابر  مستطيل تشكيل شده از قسمت هاي غير مساوي به علاوه مربع

   است با مربع روي نيمه خط.

 
  مربع تقسيم شده :  354شكل 

 Qبه طور مساوي در  Pوفرض كنيدكه اين قطعه خط در قطعه خط مستقيم مفروض باشد.  ABفرض كنيد 


�  به طور نامساوي به دو قسمت تقسيم شود درين صورت قضيه بالا مي گويد كه :������ � ���� � ���� 

  ، مطابقت الجبري:  BQ = 2bو  AQ=2aاگرقراردهيم: 

4ab+  �� 	 ��� � �� � ��  =(a-b)(a+b)باشد مطابقت PQ = bو AB=2aاگر ��� 	 ��  

  بدست مي آيد.

وسط  را جدا مي كنيم و QB = 2bوبه تعقيب آن قطعه خط  AQ= 2aحل:  روي خط مستقيم قطعه خط 

  مي نامييم. Pرا  ABقطعه خط 

را روي قطعه خط هاي   QFLBو  PCDBمربع هاي   PB = a+b  ،PQ = a-b  ،PA=PB=a+bداريم: 

PB  وQB   مي سازيم ومستطيلAQFG  :رابنا مي كنيم. داريم  
�.�� � �� � ����� � ����� 
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����	 � �	��� � ����� � �	�
� � �	��
 � ����� � �� ⇒ 2� ∙ 2� � �� � ��� � �� � ��� ⇒ 4�� � �� 	 ��� � �� � ��� 

��  =(a-b)(a+b)براي اثبات صحت مطابقت  	 را اختيار  AB = 2aقطعه خط  ∆روي خط  ��

جدا مي كنيم وروي  PBرا روي PQ = bمي نامييم، سپس قطعه خط Pرا  ABقطعه خط  ميكنيم.وسط

                 را مي سازيم. QBLFو  PBDCمربع هاي  QBو  PBقطعه خط 

  
  مستطيل تقسيم شده :  355شكل 

�� را بنا مي كنيم داريم: AQFGسپس مستطيل  ∙ �� � ��� � ����� � ����� � ��	�� � �	��� � �	
�� � ����� � ����� � �	
��  ⇒ �a� b��a	 b�� �� � 		�� ⇒ �a� b��a	 b� � 		�� 	 �� 

��  +4abروش ديگري براي اثبات صحت مطابقت:  	 ��� � �� � ���  ،AB = a  وBC= b   را

وچهارمستطيل به  a – bو  a+bروي يك خط مستقيم رسم مي كنيم.وطبق شكل دو مربع به ضلع هاي 

4ab   شكل نشان ميدهدداريم: مي سازيم. همچنان كه abمساحت هاي  � �� 	 ��� � �� � ���                                                
             	  

 

 

 

 

 

  تقسيم شده مستطيل : 356شكل 

  ). 450-448، صص 3(
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  هاي الجبري. حل هندسي معادله .2.8

مي را براي حل برخي معادله هاي ساده الجبري به كار  درالجبري هندسي خود، دوروش اصلييونانيان 

 ن روش ،قراردادن متوازي الاضلاعبردند. روش تناسب ها، وروش اضافه كردن مساحت ها(موضوع اي

قطعه خط متوازي الاضلاع بر » اضافه كردن«كنار خطي است)، كه رياضي دانان دوره اسلامي از آن به 

ي ه هردوما نيز همين اصطلاح را به كار خواهيم برد. شواهدي دردست است ك مفروض تعبير كرده اند،

 اين روش ها از ابداعات فيثا غورثيان بوده است.

  روش تناسب ها.3.8

شود داده مي  a:x = x:bويا رابطه  a:b=c:xرا با رابطه x روش تناسب ها ترسيم قطعه خط به طول  

  قطعه خط هاي معلوم اند، امكان پذيرمي سازد. cو   a  ،bودرآن 

��ها، راه حل هاي هندسي براي معادله ها  تناسبيعني روش  � ��	, � � ��,�� � ��  

  را فراهم سازد.

  را چنان رسم كنيد كه xداده شده اند. قطعه خط به طول  cو  a  ،b: قطعه خط ها به طول ها 1 مثال

 ax = bc   .باشد  

را به صورت  ax = bcحل : معادله � �   مي توان نوشت. ��

 قطعه خط هاي  Oxرا رسم مي كنيم روي  xOyزوايه دلخواه 

  

  قطعه خط هاي متناسب : 357شكل 

 OA = a  وAB = b  و رويOy  قطعه خطOC = c  .ازرا جدا مي كنيمA به C وصل مي كنيم واز B 

  است .xمساوي  CDقطع كند.قطعه خط Dرادرنقطه  OYرسم مي كنيم تا  BCخط موازي 
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  داده شده اند. bو a: دوقطعه خط به طولهاي 2مثال 

��رارسم كنيد درصورتي  xقطعه خط به طول  � � (يا  ��� �   باشد. ��


قطعه خط هاي  ∆روي خط مستقيم حل :� � ��و � � به تعقيب هم رسم مي كنيم آنگا نيم  �

 رسم مي كنيم تانيم دايره را ACعمودي بر  Bمي كنيم واز نقطه رسم   ACدايره اي به قطر 

         .استمسئله  جواب  BDقطع كند.قطعه خط   Dدر نقطه 

  

  مثلثهاي محاط در نيم دايره : 358شكل 

���  داريم :  ADCوصل كنيم درمثلث قايم الزاويه Cو A به Dزيرااگر از  � 
�.��⟹ ��� � �	 ∙ � �� � � ∙ �⟹ �� � � 
  روش اضافه كردن مساحتها .4.8

ازآن  AQراكه ضلع  AQRSومتوازي الاضلاع  ABه خط عها ، قط براي روش اضافه كردن مساحت

را چنان اختيار كنيد كه  Cنباشد ،  Bدر Qاست ،درنظر بگيريد مطابق (شكل) اگر  ABدرامتداد خط 

QCBR  يك متوازي الاضلاع باشد .وقتيQ  بينAو B  است ، متوازي الاضلاعAQRS  خوانده مي شود

 Qخوانده مي شود .وقتي   ABقطعه خط اضافه شده بر  AQRSمنطبق شود متوازي الاضلاع  Bبر  Q.وقتي 

،بازيادتي به  ABاضافه شده بر قطعه خط  AQRSواقع شود ، متوازي الاضلاع  Bازطرف   ABبرامتداد 

 مي شود. خوانده QBCRمقدارمتوازي الاضلاع 

  
 چهارضلعي ها :359شكل 
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  ترسيمي ذيل را حل مي كند.مسئله  : مقاله اول اصول اقليدس، 3قضيه

اضافه كردن متوازي الاضلاعي با مساحت مفروض وزاويه هاي مجاوربه قاعده مفروض برقطعه خط 

طوريكه . به حالت خاص را درنظربگيريد كه در آن زاويه هاي مجاوربا قاعده قائم هستند ABمفروض 

  يل باشد.متوازي الاضلاع مضاعف مستط

طيل توابعاد مستطيل را كه مساحت برابر با مساحت مس x، ارتفاع مستطيل مضاعف را با  aرا با  ABطول 

�يا  ax=bcنشان دهيد. درين صورت  cو bمضاعف دارد، با  =   است. ���

  ذيراست.ترسيمي مسئله  : مقاله ششم اصول اقليدس، حل  4قضيه

با شكل كه مساحت آن برابر باشد ABبر قطعه خط مفروض   AQRSاضافه كردن يك متوازي الاضلاع

متشابه با متوازي الاضلاع مفروض، مساحت  QBCR، با نقصاني به اندازه متوازي الاضلاع  Fمستقيم الخط 

F  نبايداز مساحت متوازي الاضلاع رسم شده روي نيم خطAB  وتشابه با نقصانQBCR .تجاوز نمايد  

قاعده  aرا با  ABحالت خاص را درنظر بگيريدكه درآن متوازي الاضلاع مفروض يك مربع است، طول 

را كه مساحت آن با  Fوضلع مربع  xرا (كه اكنون مستطيل است)با  AQمتوازي الاضلاع اضافه شده 

  نشان دهيد. bمساحت مستطيل مضاعف برابر است با 

��  درين صورت: − �� + �� = 0……… . �)�يا  (1) − �) = 		�� =  

  ترسيمي ذير را حل مي كند.مسئله  : مقاله ششم اصول اقليدس ، 5قضيه

با مساحت مساوي مساحت شكل  ABبر قطعه خط مفروض  AQRSاضافه نمودن متوازي الاضلاع مانند 

تشابه با متوازي الاضلاع مفروض. حالت  QBCRوبا زيادتي با اندازه متوازي الاضلاع  Fمستقيم الخط 

از  AQقاعده  aرا با   ABكه درآن متوازي الاضلاع مفروض يك مربع باشد. طول  خاص را درنظربگيريد.

با مساحت مساوي  Fوضلع مربع مانند  xرا ( كه اكنون يك مستطيل است) با  متوازي الاضلاع مضاعف

��  ن صورت:نشان دهيد دري bمساحت مستطيل مضاعف را با  − �� − � = 0……… . �)�يا  (2) − �) = 		�� =   

مقاله ششم ابداع كرد  29و  28به آساني مي توان روش هاي ترسيمي براي حالت هاي خاص قضيه هاي 

به طور مثال باشد.  مي كه به طور قابل ملاحظه ساده تر از ترسيم هاي عمومي ترداده شده دراصول اقليدس

  ششم را درنظربگيريد .مقاله  28حالت خاص قضيه 
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مي خواهيم بر قطعه مفروض ، مستطيل اضافه كنيم كه به اندازه يك مربع نقصان داشته باشد. از  درين جا

  ) ملاحظه مي كنيم كه قضيه را به صورت زير مي توان بيان كرد.1معادله اول(

  

  تقسيم قطعه خط : 360شكل 

تقسيم قطعه خط مفروض بدان گونه كه مستطيل تشكيل شده ازقطعه هاي آن برابر با مربع مفروض باشد 

مسئله  درحالت كه اين مربع از مربع نباشد، روي نيم قطعه خط مفروض بزرگتر نباشد. براي روشن تر شدن 

رابه وسيله نقطه  ABبزرگترنيست. بايد  ABاز نصف   bدو قطعه خط باشند كه  bو   AB، فرض كنيد كه 


چنان تقسيم كنيم. كه  Qمانند �.�� �  باشد، براي انجام اين . ��

 جدا مي كنيم وبه مركز P، درنقطه وسط آنAB  را روي عمود ترسيم شده بر  PE=bامر 

E  و شعاعPB   قوس رسم مي كنيم كهAB  را مثل شكل درنقطه مطلوبQ  قطع كند . ثبوت صحت اين

  مقاله دوم آمده است زيرا بنا بر آن قضيه: 5روش  در قضيه 

 
�.�� � 		��			�� � 		��� 	 		�� � 		�� � 		��   

��معادله درجه دوم   xبا  AQوطول  aبا   ABبا نشان دادن طول  	 �� � �� � را حل كرده ايم.  0

  نمايش داده مي شوند.  QBو  AQجذرها با 

��جذرهاي معادله درجه دوم  sو  r(زيرا اگر 	 �� � �� � و  r+s=aباشده مي دانيم كه  0

r.s=b
2

bوحاصل ضرب شان  aيا  ABاند كه مجموعه  QBو AQاست اما    
  است) 2

��جذرهاي معادله درجه دوم  � �� � �� � با علامت منفي نشان  QBو  AQتوسط طول هاي  0

  ). 137-134، صص 1داده مي شوند(

مقاله ششم ، مي خواهيم بر قطعه خط مفروض ، مستطيل را اضافه كنيم كه به  29براي حالت خاص قضيه 

را مي توان به اين صورت دوباره بيان مسئله  ) مي بينيم كه 2اندازه يك مربع زيادتي دارد. ازمعادله اول(

  كرد:
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خط امتداد داده شده وقسمت  ن قطعه خط مفروض بدان گونه كه مستطيل تشكيل شده در قطعهامتداد داد

  امتداد داده شده برابر با مربع مفروض باشد.

��معادله : 1مثال 	 3� � 2 �   را به روش هندسي حل كنيد. 0

  راه حل اول. شكل روش حل را نشان مي دهد.

 مي باشند.                   DB = 2و  AD = 1جذرهاي معادله

  

  تقسيم قطعه خط توسط دايره: 361شكل 

��حل دوم. معادلهراه  	 3� � 2 � ��را به صورت   0 	 3� � مي نويسيم، اين معادله  2	

�معادله طول هاي نقطه هاي تلاقي منحني به معادله  � �� 	   است. y = -2وخط  �3

بنا براين، اين منحني وخط را دريك سيستم كميات وضعيه به دقت رسم مي كنيم، وطول نقطه هاي تلاقي 

                         .آنها را بدست مي آوريم

  

�  پارابول : 362شكل  � �� 	 3�⟹ �� � 2� 	 3		, �� � 0⟹ � � 32⟹ � � 	 49 
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�به طوريكه درشكل ديده مي شود گراف تابع = �� − �و خط �3 = به  Bو  Aدردو نقطه  2−

  . X=2و  X=1. پس جذرهاي معادله عبارت اند از متقاطع اند 2و  1طول هاي 

به كمك رسم گراف دوضلعي به معادله هاي   F(x) = 0يادداشت: براي تعيين جذرهاي معادله �� = ��و  (�)�� = راچنان در نظرمي گيريم كه معادله هاي طول هاي نقطه هاي تلاقي آنها  (�)��

����معادله  = ��باشد. آنگاه گراف هاي دو تابع  	0 = ��و  (�)�� = را دريك سيستم  (�)��

مي باشند  F(x)=0كميات وضعيه با دقت رسم كنيم وطولهاي نقطه هاي تلاقي آنها را كه جذرهاي معادله 

  بدست مي آوريم.

  ست.بديهي است كه به تعداد نقطه هاي تلاقي دو منحني معادله داده شده داراي جواب ا

نكته: در صورت كه جذرهاي معادله عدد صحيح نباشد، مقدارتقريبي جذرها را به كمك رسم منحني مي 

  توان بدست آورد.

��مثال: معادله  − �� − 4� + 4 =   را به كمك رسم گراف حل كنيد.  0

��حل: مي توان نوشت  − �� = +4� − كه اين معادله ، معادله طول هاي نقطه هاي تلاقي گراف  4

�تابع  = �� − �وخط معادله  �� = 4� −   است. 4

نقطه هاي  يم و طولهايبنا برين گراف تابع وخط را در يك سيستم كميات وضعيه با دقت رسم مي كن

 شده است بدست مياوريم. تلاقي آنها را كه جذرهاي معادله داده

+∞ 3  32 0  −∞ x 

        -  +  -    Y’  +∞ 0  −94  0  +∞ y  

Y  x −94  �� = 0 	32 
0  0   ,  3  +∞ ±∞ 
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 گراف معادله : 363شكل 

�جدول تغييرات تابع  � �� 	   به صورت زير است. ��

  

  

  

 

  

�براي رسم خط  � 2� � �  :دو نقطه آن را مشخص مي سازيم  2 � 1 													� � 0			� � 2 													� � 	4 

      عبارت است از:به طوريكه ديده مي شود طول هاي نقطه هاي تلاقي يعني جذرهاي معادله داده شده 

x=1  ،x=2  وx=-2  .مي باشند 

 

 

 

�∞ 1  23 0  	∞ X 

        +  -  +      �∞ 0  	427  0  	∞   
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  روش خيام براي حل هندسي معادله هاي درجه سوم .5.8

�قطعه خط به طول   nو   a  ،bبا قطعه خط هاي مفروض به طولهاي الف:  �   سازيد. ���

��ب: يك جذرمثبت معادله  � ��� � �� � طول قطعه خط ها  xو  a ، b   ،cرا كه درآن  ���

ل يا خواسته شده طول قطعه خط مجهو xطول قطعه خطهاي معلوم و   c و a  ،bدرنظرگرفته مي شوند.( 

  تعيين كنيد. است

  »با چند مربع هستند ريك مكعب، چند ضلع وچند عدد، براب«اين معادله را خيام چنين بيان كرده است

را با استفاده از  mرا رسم مي كنيم واز آن جا قطعه خط به طول  bnو  ��الف: قطعه خطهاي به طول 

��تناسب� �   رسم مي نمائيم. ��


ب:قطعه خط � �  را با استفاده از قسمت )الف(                                  ���

  

  هاپيربول : 364شكل 

BC=C  را رسم مي كنيم، نيم دايره به قطرAC .رسم مي كنيم  

  قطعه خط BD. روي مي ناميم Dبا نيم دايره اي را  Bدرنقطه  ACنقطه تلاقي عمود بر

 BE = b  را جدا مي كنيم. وE  وEF  را موازيAC  رسم مي كنيم، نقطهG  را برBC  چنان پيدا مي كنيم

  را كامل مي سازيم. DBGH ومستطيل  BG ⋅ED = BE ⋅ABكه 
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باشندوفرض كنيد  مجانب هاي آن EDو EF متساوي الساقين رسم مي كنيم به قسم كهپربول يك هاي Hبر

را  J  ،EFعبوركنندبر DEفرض كنيد كه خط موازي با قطع كند و J، نيم دايره اي را در كه اين هايپربول

  قطع كند متوالياً داريم: Lرا در BCو  Kدر

EK.KJ = BK.ED = BE.AB ……….(1) 

BL.LJ = BE.AL……….(2) 

(LJ)
2
 = AL.LC ………..(3) 

 
����
� � 
���
�…… . �4� ��� .
% � �%�. %�……… . . �5� �� '�% � ����( � �%��� 	 �%�…… . �6� ��%�� � ����%� � �� � ���%��………… �7� 

  يك جذرمعادله درجه سوم داده شده است. BL) نشان مي دهد 7رابطه(

��مثال: تعداد جواب هاي معادله  	 *+,� � –-را درانتروال  0 به كمك رسم گراف تعيين  /.,.

  كنيد.

	��حل: مي توان نوشت كه  *+,� � �اين معادله معادله تقاطع منحني  0 � �و  �,+* � است،  ��

 كميات وضعيه رسم مي كنيم وتعداد جواب هاي آن را در پس اين دوگراف را دريك سيستم محورهاي

–-فاصله  �مشخص مي سازيم. جدول تغييرات تابع  /.,. �  به صورت زير است. �,+*

 

  

  تابع گراف :  365شكل 

. .2 0 	 .2 	. x 

      -  0 + 0 - Y’ 0 1 0 1 - 0 y 
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�طوريكه ديده مي شود خط  � �گراف تابع  �� � –-را درفاصله  �,+* ., در سه نقطه قطع مي  /.

  يك نقطه منفي وطول نقطه ديگر مثبت است.طول  x=0كند كه طول يك نقطه 

��پس معادله  � –-درفاصله   �,+*	 )، ويك 0داراي سه جذراست، يك جذرمنفي، يك جذر( /.,.

 ]11[جذر مثبت مي باشد.

  حل هندسي غيرمساوات الجبري .6.8 

�2: غيرمساوات 1مثال 	 3 0   را به كمك رسم گراف حل كنيد.  0

�2حل: گراف معادله  	 3 � مستقيم موازي محورعرض هاست  را رسم مي كنيم، اين گراف خط   0

  تقسيم مي كند. علامت هربخش را مشخص مي سازيم. كه مستوي مختصات را به دوبخش

 ) است.1جواب ناحيه (

  

  گراف غيرمساوات : 366شكل 

�� : نامعادله2مثال � �� 	 2� 	 4� 1   را به كمك رسم گراف حل كنيد.   0

��حل: گراف معادله  � �� 	 2� 	 4� �  R=3وبه شعاع  O’(1,2)را كه يك دايره به مركز   0

است رسم ميكنيم. اين دايره مستوي مختصات را به سه بخش بيرون درون وروي دايره افراز مي كند. 

درون دايره مسئله  علامت هر ناحيه را مشخص مي كنيم، آنگاه ناحيه جواب نامعادله را كه ( كه درين 

  است) تعيين مي كنيم. 
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  گراف غيرمساوات :  367شكل 

�2: جواب سيستم نا معادله 3مثال 	 �� 	 2� 0 02� 	 � 	 2 1 0   را به كمك رسم گراف تعيين كنيد.    

�حل: گراف هاي دومعادله  	 �� 	 2� � �2و 0 	 � 	 2 � را كه اولي پارا بول ودومي  0

خط مستقيم است. رسم مي كنيم، پس از تعيين علامت ناحيه هاي بدست آمده جواب سيستم نامعادله است 

  مي باشد، مشخص مي شود. 3كه ناحيه 

  

 گراف پارابول:  368شكل 

دروجود  Mباشد برحسب جاي نقطه  XOYدرسيستم مختصات  Mمختصات نقطه  (x,y)اگر :4مثال

�3وعلامت جذرهاي معادله درجه دوم  	 2�� � 1�3 � � �   بحث كنيد.    0



231 

وعلامت  ∆حل: براي بحث دروجود وعلامت جذرهاي يك معادله درجه دوم بايد علامت مبين معادله 

 Sو  P،  ∆. بنا برين را تعيين مي كنيم Sوعلامت مجموع جذرهاي معادله  pحاصل ضرب جذرهاي معادله 

تعيين علامت مي كنيم  M(X,Y)معادله را بدست آورده ، گراف آنها را رسم و آنها را بر حسب جاي نقطه 

��∆  داريم: �� � 1�� � 			, ∆�� 0⟹ 	 � �� � 1��		; 			� � �� � 			, � � ��� � 2�� � 1� 
�گراف هاي  � �� � �و  		��1 � ��2و  		0 � 1� � �يا  0 � را دريك سيستم  1	

وناحيه هاي ايجاد شده  به وسيله اين گراف ها را مشخص مي سازيم. وعلامت مختصات رسم مي كنيم 

هريك را درهركدام از اين ناحيه ها ، درجدول زير مشخص مي سازيم وبا استفاده از آن دروجود وعلامت 

  )97- 91، صص11هاي معادله داده شده بحث مي كنيم(جذر

  

  گراف معادله پارابول : 369شكل 

  ناحيه ها  1  2  3  4  5  6

+  +  +  -  -  +  ∆�� �� � 1�� 	 � 
-  -  +  +  +  +  4 � � 
-  +  +  +  -  -  * � 2�� � 1� 3� 1 01 3� 3� 1 01 3� 0 1 3�1 3�     3� 1 3�1 0 5 |3�|0 |3�| |3�| 1 |3�|           
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  هاي هندسي براي اثبات قضيه هااستفاده از رسم شكل .7.8

رسم  CC’=mcو  BB’=mbواندازه هاي دو ميانه  BC=aرا با معلوم بودن اندازه ضلع  ABCمثال: مثلث 

  كنيد. 

  باشد.مسئله  جواب  ABCحل شده ومثلث مسئله  حل: فرض مي كنيم 

  ، بنا به خاصيت ميانه ها داريم:يممي نام Gرا رسم مي كنيم ونقطه تلاقي آنها را   ’CCو  ’BBميانه هاي 

�7مقدارمعلوم =  � �7و مقدار معلوم  ���8 � با معلوم بودن اندازه سه  GBCپس مثلث  ���8

  ضلع آن قابل رسم است.

 به ترتيب زير عمل مي كنيم مسئله  پس براي حل 

  

  ميانه مثلث : 370شكل 

�7و  BC=aرا با معلوم بودن   GBCمثلث  � �7	و���8 � را از  GBرسم مي كنيم آنگاه  ���8

وصل مي   ’Bبه  Cبدست آيد، از  ACوسط نقطه  ’Bبه اندازه نصف خود ادامه مي دهيم. تا نقطه  Gطرف 

وصل مي كنيم،  Bبه  Aمشخص شود. از  ABCاز مثلث  Aخود امتداد مي دهيم تا راس كنيم وبه اندازه 

�7و  BC=aاست. چون تنها يك مثلث با معلوم بود ن اندازه  مسئله  جواب  ABCمثلث  � ��8�  

�7	و � نيز منحصر به آن است بنا براين قضيه زير را مي  ABCمي توان رسم كرد. پس مثلث ���8

  توان بيان كرد:

قضيه: هرگاه يك ضلع ودو ميانه از يك مثلث با يك ضلع ودو ميانه ازمثلث ديگرهم مانند به هم 

  مانندمساوي باشند، آن دو مثلث معادل اند.

ميانه كه يكي از ميانه ها هم مانند همان ضلع باشد، از يك مثلث با همين اجزا از نكته: اگريك ضلع ودو 

 مثلث ديگر هم مانند به هم مانند مساوي باشنددو مثلث معادل اند.



233 

  براي پيدا كردن خاصيت هاي جديداستفاده از رسم شكلهاي هندسي  .8.8

داده شده است .ناصف الزايه هاي بروني اين مثلث رارسم كنيد. وثابت كنيد كه پاي  ABC: مثلث 1مثال

  ؟اين ناصف ها سه نقطه واقع بر يك خط مستقيم است 

مي ناميم اين سه نقطه روي يك خط مستقيم  �9و 9	�، 9
را ABCحل: پاي ناصف هاي زاويه بروني مثلث 


  ه مثلث داريم.زيرا بنا به خصوصيت ناصف هاي زاويقرار دارند.�9
�9 � ABAC… �1� ��9�
9 � BCAC… �2� �
9�
9 � A�CBC … �3� 

  ) داريم .3) و(2) و(1ازضرب كردن عناصر متناظررابطه هاي (

 
������ . ����� � 	 . ������ � 1 

روي يك خط مستقيم قرار دارند .دوباره فرض  �9و 9�، 9
سه نقطه وس لابنابراين بنابرعكس قضيه منو

 دوقطه  bو ABكنيد 

 

 

  

  زاويه هاي بيروني مثلث :  371شكل 


چنان امتداددهيم كه Qرا تانقطه  ABخط باشند بايد �.�� � راروي  BE=bبراي اين منظور   ��

قوس رسم مي كنيم  PE، وبه شعاع  AB،نقطه مياني  Pجدامي كنيم .وبه مركز  Bدر ABعمود رسم شده بر

) مقاله دوم عرض 6قطع كند مثل شكل اين دفعه اثبات به وسيله قضيه ( Qمطلوب رادرنقطه  ABكه امتداد 

  شده زيرا بنا برآن قضيه:

 
�.�� � �� 	 �� � �� 	 �� � ��� � �� 
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كه اولي را مثبت ودومي رامنفي مي گيريم جذرهاي معاله درجه BQو AQمانند قبل ملاحظه مي كنيم كه 

��دوم  	 �� 	 �� � است جذرهاي معادله  ABطول قطعه خط aهستند كه درآن     0 �� � �� 	 �� � 0 
��همان جذرهاي معاله 	 �� 	 �� �  مي باشد بجز اينكه علامت آن عوض شده است. 	0

 

  دريافت جذرمعادله به روي محور :  372شكل 

  ). 237، ص 30(

  تهاحتبديل مسا  .9.8

الخط به شكل مستقيم الخط ديگر علا قه مند بودند .حل فيثاغورسيان به تبديل مساحت يك شكل مستقيم 

، 42توسط آنها را مي توان درقضيه هاي ت با چند ضلعي مفروض هم مساحمسله اساسي ساختن مربعي 

بر فيثا  "از مقاله دوم اصول اقليدس پيدا كرد. راه حل ساده اي كه احتمالا 14وقضيه ازمقاله اول  45، 44

  به قرارزير است.غورسيان نيز معلوم بود 

   BRرادرنظر بگيريد  ABCDچند ضلعي دلخوا 

  قطع كند Rرادر  DCرسم كنيد تا ACراموازي 

  

  ساختن مربع هم مساحت به چندضلعي : 373شكل 

ابر وارد براين قاعده وارتفاعات  بر ACراداراي قاعده مشترك   ARCو  ABCآنگاه چون مثلث هاي  

مساحتهاي ARDو ABCDهاي  باشند .نتيجه مي شود كه چند ضلعيمعادل يكديگر مي مشترك اند،آنها

ند ضلعي به دست امده يك ضلع كمتر ازچند ضلعي مفروض دارد باتكرار اين عمل مساوي دارند.اما چ

از اين  ضلعي bكه داراي مساحت چند ضلعي مفروض است .حال اگر سرانجام به مثلثي دست مي يابيم 

���=باشد ،ضلع يك مربع معادل آن  bارتفاع وارد بر ضلع  hمثلث بوده و  b،يعني باواسطه هندسي بين   
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 درج وپر كار به آساني قابل ساختن است تمام اين واسطه هندسي با خط كش غير م داده مي شود. چون ��و

  . )90، ص 43حل كرد( را مي توان به كمك اين وسايلمسئله 

  خلاصه فصل هشتم

حل هندسي ، هاي الجبريمسئله  حل هندسي در اين فصل ما موضوعات مانند اثبات مطابقت هاي الجبري، 

ام براي حل هندسي معادله هاي روش خي، معادله هاي الجبري (روش تناسب، روش اضافه كردن مساحت)

، ضيه هااستفاده از رسم شكل هاي هندسي براي اثبات ق، ير مساوات الجبريحل هندسي غ، درجه سوم

را مطالعه تبديل هاي مساحتها ، و استفاده از رسم شكل هاي هندسي براي پيدا كردن خاصيت هاي جديد

    نموده و در مورد آنها معلومات بدست آورديم. 
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  فصل هشتم مسايل

�داده شده است قطعه خط به طول  aطعه خط به طول ق - 1 =  را رسم كنيد ��

���معادله  - 2 + ��� + 
� + � =  را به كمك رسم گراف حل كنيد 0

��  ل را به كمك رسم گراف بدست آوريدجواب سيستم دومعادله دومجهوله ذي - 3 + �� − 2� − 2� − 6 = 0 � + � − 2 =  0 

قسيم مي كند؟ودررسم نيز نشان اقطاريك پنج ضلعي منظم يك ديگر راچطوربه نسبت طلائي ت - 4

 دهيد

�گراف معادله  - 5 =   را ترسيم كنيد.  	������
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 فصل نهم

  ترسيم هاي هندسي پيشرفته اقليدس

 و اثبات هاي بدون امكان، ترسيم تضعيفجهت بهتر روشن شدن اين موضوع پيش از آن كه ترسيمات 

حجم مكعب، ترسيم تثليث هر زاويه، ترسيم تربيع هر دايره را بيان نمائيم لازم ميدانيم تا مطالب را پيشكش 

  علاقه مندان نمائيم

  .  استفاده از قسمت هاي تحليلي يك مسئله1.9

ين ااز ي پيش مطالعه نموديد. اما هدف ماترسيمي ومطالب را درفصل هان گوناگو ايلمس  گرچه قبلاً

 مسئلهعوض استفاده ازقسمت هاي تحليلي يك به استفاده ازترسيمات نيست، بلكه مهارت بيشتريافتن كار

ترش درك مفاهم باشيد كه ترسيمات وسيله جالب درگسكاربرد تاكيد داريم. به خاطر داشته وترسيمي 

وميانه اي بطورمثال: مثلث را با معلوم بودن طول يك ضلع وطول هاي ارتفاع  استهندسه اقليدس پيشرفته 

  نشان داده ايم. (a)را درشكل زير مسئلهنظيرآن ضلع را از آن رسم كنيد. تصوير تحليلي اين 

  

  مثلث با معلوم بودن ضلع ميانه و ارتفاع :  374شكل 

وم است، بلافاصله را مي توان از آنجا كه دو ضلع آن معل  AA’Dاز اطلاعات داده شده ، مثلث قائم 


�را مي توان بر  Cو  B كرد سپس رسم′?@@@@@A .مكان داد  

است. رسم واقعي  ’Aچه هريك از آنها به فاصله نصف اندازه ضلع داده شده از نقطه مشخص شده اي 

  ست .نشان داده شده ا  b)  (را درشكل 
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 مثلث با معلوم بودن ضلع ميانه و ارتفاع :  375شكل 

ودرنتيجه مثلث مطلوب را تازماني كه قطعه خط ميانه حد اقل به درازي قطعه خط ارتفاع  AA’Dمثلث 

مثال از مثلث  AA’Dاست، مي توان هميشه رسم كرد. وتنها يك جواب ممكن موجود است. مثلث 

معمولاً قائم الزاويه، معين مثلث است كه مي تواند بلافاصله از اطلاعت ، مثلث معين در ترسيم است

  داده شده رسم كرد.

 مثلث مطلوب به عنوان اشتراك رؤسوم با اهميت مشخص كردن يكي از به توضيح مفه مثال دوم:

  دومجموعه نقاط برقرار كننده شرايط داده شده مي پردازد.

مثلث را با معلوم مسئله  به بيان مروج، اين نقطه به عنوان تقاطع دومكان هندسي تعريف مي شود. درين 

نظيرآن ضلع رسم مي كنيم تصوير تحليلي بودن يك زاويه، طول ضلع مقابل آن زاويه، وطول ارتفاع 

BACرا درشكل ذيل نشان داده ايم. فرض كنيدكه
∧

 ،AD  وBC .مفروض باشند  

مشخص لب باقي مانده عات داده شده مشخص كرد، تنها مطرا مي توان با اطلا Cو  Bاز آن جا كه 

را مشخص نمي كند، اما  Aبه طور جداگانه  مسئله است. ساير شرايط  Cو Bمنسوب با   Aكردن مكان 

اين نقطه بايد برخط ه اين است ك  Aبرد. يكي از شرايط تشخيص مكان آنها را مي توان با هم به كار

نيز واقع شود. واين   مثلث بايد بر دايره محيطي Aاز ضلع مقابلش باشد.  ADوبه فاصله  BCموازي 

 bمعين). را درشكل ذيل  مثلث دايره را مي توان با داشتن زاويه وضلع مقابلش از مثلث يافت. (ترسيم

  نشان داده ايم.

معين مثال  مثلث مسئله ومثلث مطلوب را مي توان رسم كرد.  Aبدين ترتيب دو شرط تعيين كننده اي 

زاويه مفروض است. بنا برين  FCE) زاويه  b. درشكل (فوق از لحاظ خودش نيز قابل توجه است

  مشخص كرد. Cدر  CEوعمود در  BCمركز دايره مورد بحث را مي توان در تقاطع عمود نصف 
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كه درشكل ذيل نمايش داده شده، عبارت از تعيين تعداد جواب ها است، مي توان مسئله  بحث 

  مي تواند دايره را دوبار قطع كند. خطرسم كرد، وهريك ازاين دو BCموازي دوخط 

اما هرباردريكي ازحالات زاويه حاصل مكمل زاويه مفروض مي شود، وبنابراين حالت متذكره 

خط موازي متذكره دايره را چند بارقطع كند امكان دو، يك يا  حذف شود واين بسته به اين كهبايد

 هيج جواب را باقي ميگذارد

  

  مثلثها و مماس خارجي دايره : 376شكل 

سه عضوي ازاندازه يك زاويه مثلث ، طول ضلع مقابل آن وشعاع دايره محيطي آن مثال از يك فرضيه را 

  تشكيل ميدهد.

  عضوآن عضوباقي مانده را مشخص ميكند. n-1كه هرعضواست  nتعريف: فرضيه مجموعه از

كيل يك فرضيه نشان ميدهد  ش) تنها يك قسمت ازاثبات اين مطلب را كه سه عضو مورد بحث تbشكل(

متشابه  ،زيرا بايد نشان دهد كه هردوعضو، عضوي سوم رامعين ميكند اغلب ، ميتوان ازمفهوم مثلثها

دازه ناصف ترسيم ، مثلثي با معلوم اندازه هاي دوزاويه وانمسئله  درترسيمات استفاده كرده اين موضوع در

است اندازه هاي سه زاويه مسئله  يح آمده است . شكل ذيل تصوير تحليلي اين الزاويه سوم آن ،به توض

ABمثلث يك فرضيه تشكيل مي دهد.دراين صورت ميتوان با استفاده ازاين اطلاعات ومثلث C′ مشابه با   ′

  مثلث مطلوب رسم كرد.

 

  

  مثلث محاط در دايره : 377شكل 

هاي  است دراين صورت خانواده اي ازمثلث عروفكه مثلث مربوط درنوع مشخص شده ممعني اين  هب

تعين شده ومثلث مطلوب را ميتوان به عنوان عضوخاصي ازاين خانواده پيداكرد مثلث مطلوب طول ناصف 

به دست ميĤيد تا زماني كه  Dاز CD وبعد رسم به موازات Dبراي مشخص كردن  ADدمفروض درامتدا
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است همواره يك صورت موجود است . ممكن است  πمجموعه اندازه هاي دوزاويه مفروض كمتراز 

نقطه  ،. با معلوم بودن مركزدايره محيطي ، مركز دايره نهباشدترسيم ، شامل مفاهيم ازهندسه اقليديسي 

  است وسط يك ضلع 

طولهاي ارتفاع ميانه  كاربرمي برد رسم مثلث با معلوم بودن ازترسيم كه مفهوم پيشرفته تري را به :مثال دوم

را در شكل ذيل نشان  داده ايم در اين شكل  مسئلهس است تصوير تحليلي اين أوهم ميانه سوم ازيك ر ADCCCC  ارتفاعAECCCC هم ميانه ،وAA′CCCCC .ميانه است  

  

  ارتفاع ناصف الزاويه و ميانهمثلث با :  378شكل 

  .معلومي عمود است مي باشد دايرهآخرين مثال رسم دايره با شعاع معلومي كه برخط معلومي مماس وبر 

  

 دايره هاي متقاطع : 379شكل 

 فوقرا درشكل مسئله  ، اگر به زواياي قائمه تلاقي كند تصوير تحليلي دو دايره متعامد، يا عمود بر هم اند

ودايره مفروض دايره  Lمماس مفروض  (O)ايم درين شكل دايره مطلوب دايره به مركز نمودهرسم 

مركز دايره مطلوب است. يكي از  يتدرين صورت تنها  شش مورد تعين موقعاست.  (’O)مفروض با مركز

 Lاز  OAبه فاصله قائم مفروض  Lاين شرط است كه مركز مورد بحث به خطي موازي مسئله  شرايط 

�EE دوم اين است كه مركز متذكره به فاصله معلوم است. شرط � F�E��� � ��E′�� .  

وابسته به  (O)اش را مي توان تثبيت كرد به علت اين كه تشخيص مكان  يتقراردارد بنا براين موقع (’O)از

به بررسي چهارصفر ممكن بپردازيم               بايدمسئله  تقاطع دايره با دو خط موازي است ، براي بحث كامل 

 ). 245-242، صص2(
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 ترسيمات واثبات هاي بدون امكان .2.9

حل شوند. اما افلاطون مشخص كرده بود،  با استفاده از از وسائل كهرال بعضي از مساينمي توانستندنانيان يو

گرچه سرانجام هرچند  اختراع كردند.يل جديدي كه آن ترسيمات را ممكن مي ساخت وسا آنان به جاي

يص ترسيمات را، كه با خط كش نا ، پيشرفت هاي جبري سيستم اعداد حقيقي، تشخنه پيش ازقرن نزده هم

  درج وپركار نا ممكن اند ، ميسر ساختند.م

نام گرفت. اين » معروف يونانيمسئله  سه «ترسيمات چنان مشهور شدندكه مسئله  درتاريخ رياضيات سه 

يع دايره ب) وتر(سه قسمت مساوي كردن اي  تضعيف مكعب(دوبرابر كردن) تثليث زاويهمسئله  ،مسئله  سه 

اطلاعات لازم را براي اثبات اين كه هريك ازاين ترسيمات نا اند. درين مورد جبراعداد ترسيم نا پذير

ه آميزگوناگون تضعيف مكعب داستان هاي افسانمسئله  ممكن است  بدست داده است. درمورد پيدايش 

برابر  دونقل مي شود. يكي از آنها براين است كه پادشاه مي خواست اندازه مقبره مكعب شكل فرزندش را

توسط نجيب گوشانـ (منجم) فرمان داده شده بود كه  (Delians)كند. ديگري چنين مي گويد كه به دليان

دوبرابر كند درين مسائيل حجم  شده بودبراي رهاندن شهرازطاعون، اندازه محراب را كه براي آپولو نصب 

بايد جواب  xمعني است كه بدان ) واحد است، واين 2) واحد مكعب وحجم مضاعف(1مكعب اصلي(

�xمعادله  يحقيق � باشد. اما يك عدد ترسيم پذيربايد عضو از ميدان ترسيمي اي از مجموعه اعداد  2

�xگويا باشند، واين فرض كه جواب  �  بريكي از اين ميادين توسيعي قرار دارد به تناقص مي انجامد. 2

در اين مورد انداخته ايم ، كه هرگاه عدد به صورت چه مي توان ثابت كردهرچند تفصيلات جبري را  b� c√a  جواب معادله مكعبي باشد درين صورتb	 c√a .نيز هست  

bره به صورت قبلاً نشان داده شده كا اعضاي ميادين توسيعي را مي توان هموا � c√a  نوشت. اما فرض

�xدو جزء حقيقي   � ناحقيقي اند ، نقض مي كند، بنا  2اين واقعيت شناخته شده را كه دو جذرسوم  2

 عدد ترسيم پذيرنيست. xبراين، 

از مسائل يوناني فوق الذكر را تكميل مي كند. شكل مسئله  اين موضع اثبات غير ممكن بودن حل اولين 

  است.مكعب قرار ذيل 

  

  مكعب : 380شكل 
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  درج وپركار تنها انجام شود.كش نا م نمي تواند با خط ترسيم تضعيف حجم مكعب .3.9

لي، را مي توان به به سه قسمت  مساوي تقسيم كردن يك زاويه درحالت كمسئله  دوم، يعني مسئله  كار

اندازه  AOBرا به شكل ذيل به تصوير كشيده ايم، اگر زاويه مسئله  با اولي به اتمام رساند .  طريقي مشابه

درجه است به  ��	با اندازه برابر AOCمان ترسيم زاويه مسئله  درجه داشته باشد، درين صورت  Cاي بابر 

درجه نا ممكن  °60يا نشان دادن اين كه مثال جداگانه چون تثليث زاويه مسئله  طور معمولي ، با اين 

  است.

   COA> و  BOA>فرض ميكنيم كه  (b)درشكل ذيل قي ميكند.حالت كلي نا ممكن است . تلا ودرنتيجه

cosباشد اگردايره مان دايره واحد باشد دراين صورت  1 �E
 =OD وcos 1 �E
  =OE است

است مطابقت مثلثاتي  ODبا معلوم بودن  OEيافتن  مسئله دراين صورت مشابه ترسيم زاويه كوچكترمعادل

 يك زاويه وزاويه دوم با يك سوم اندازه زوايه اول عبارت است  كوساين هاي رابطه 

 

  

cosL دايره و زاويه :  381شكل  � 4 cos��L3�	 3 cos. �L3� 

�  = x    اگر cos	���� و cosLƟ برابر) 
  باشد درين صورت: �L =60)زيرا��

4��-3x-
��=0 

8��-6x-1=0                                 
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 bعامل مثبت يا منفي او aدراين صورت ٰ◌ جواب گويائي باشد  
	گويا ندارد زيره اگر اين معادله جواب

است  وميتوان جميع امكانات را براي خلاصه اين كه هيچ يك جواب نيست مورد  8عامل مثبت يا منفي 

 برسي قراردارد 

يم نرا به عنوان جواب ديگر دارد. فرض ميك  �√a-bباشد �√a+bاگرمعادله داراي جوابي به صورت 

 كه اين دوميدان توسعي جامع كمتريني را كه جواب مان عضوي ازآن است را نمايش دهند .مجموع سه

بطه بين جذرسوم باشد (مفروض ازرا rباشد  بنابراين اگر ��ضريب جمله  بحث بايد برابرجذر معادله مورد

  شده ودرنظريه معادلات  جذرها وضرايب معادله برابر

(a+b√�) +(a-b√�)+v = 0 

2a+v=0 

V = -2a. 

كمترين جوابها نمايش مي دهد .  توسيع فيلددرميدان  اعددي ر �√	a+bاوي فرض قبل را كه اين تس

وبنا  اعدادترسيم پذير نيست 6x-1=0-��8نقض مي كند دراين صورت نتيجه اين است كه جوابهاي 

  براين قضيه زيربنا ميشود. 

   

  تثليث زاويه:  382شكل 

  د.دريج وپركار تنها انجام دانا م را نميتوان با استفاده ازخط كش هرزاويه ترسيم تثليث  .4.9

ه معني يافتن طول ضلع مربع است كه مسئله بمشهوريونان تربيع دايره است اين مسئله سومين وپيچيده ترين 

 xانداره مساحت دايره اي با شعاع معلوم را دارا است ازالحاظ الجبراگرطول مطلوب ضلع مورد بحث 

را درشكل مسئله  ست ا .=واندازه ابعاد مطلوب  π=�.�باشد دراين صورت  واحد )Iوطول شعاع معلوم (
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دارند توضيح داده ايم اثبات اين كه عدد را نمي توان فوق كه درآن دوشكل مورد بحث مساحت يكسان 

اما دراين جا اثبات نميشوند                               ذيل كه هردودرست است  كتهرسم كرد بستگي به دون

 ). 400-398، صص11(

 0 = ��+...+ ���� ���� + ���� جواب معادله الجبري به صورت عبارت از بري عدد الج تعريف:

  .است���� و  n≥1. و تامباضريب 

 اعداد ترسيم پذير الجبري اند. تمام .1

  )1882) (جي . ليندمان j . Lindeman ( نيز الجبري نيست   π√عدد الجبري نيست بنا براين  	πعدد .2

  تنها با استفاده ازخط كش وپركار غيرممكن است .  ترسيم تربيع دردايره .5.9

ذكرگردديد يونانيان قديم نتوانستند سه ترسيم فوق را با استفاده از خط كش نامدرج همان گونه كه قبلا 

ند است . بسياري اوپركارانجام دهند اما اين عدد موفقيت آنهارا ازيافتن جوابها توسط وسايل ديگرباز

ب هاي به عنوان نتيجه مساعي دراثبات جوا تمخروطات امكانا مقاطع ازپشرفتهاي ريا ضيات ازجمله نظري

دومثال كه نشان ميدهد كه چگونه درواقع اين ترسيمات را ميتوان  ايل ترسيمي ناشي شدند دراين موردمس

انجام داد ازتاريخ رياضيات درنظرگرفته ايم يكي ازاين دواستفاده ازوسيله يا نخي اي موسوم به كانكويد 

ق .م . زيست  240دود ( ضيدان كه درحبه نام ينكومدس ريا)conchold ofniicomede5ينكومدس (

) شرح داده ايم دين شكل منحني 1است . روش عملي تثليث زاويه با استفاده ازكانكوئيد را درشكل (

كانكوئيد  ��������غير واقع بر  O)ونقطه ثابت (  ��������كانكوئيد موصوف است به ازاي خط ثابت  Gگزرنده از 

مجموعه ازنقاط تعريف شده زيراست :  است ) ��������كه درواقع شامل دوشاخه . هريك دريك طرف  (

را درنظر ميگيريم براي خطوط وازآن طرف نقاط  ��������) ومتقاطع با  Oمجموعه تمام خطوط گذارنده از (

يكي ازاين خطوط با فاصله   ��������تقاطع كذكورشان فاصله ثابتي اختيارميكنيم  همين قسم فرض ميكيم 

به فاصله ثابت  Xوفاصله مفروض . مجموعه تمام نقاط باشد دراين صورت به ازاي نقطه .خط.  EXثابت 

  .)921، ص 15) شاخه ازكانكوئيد استظ(Oدرامتداد اشعه از( ��������از
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 مربع و دايره : 383شكل 


EعمودبرA@@@@?��چنان درشكل فوق با  يا بهتربگويم ابزارميكانيكي ) اگراين منحني (?@@@@A و  EO قضمتساوي ن 

را ميتوان به سادگي با قراردادن نقطه  AOBقرارگرفته باشد دراين صورت زاويه مفروض   EXفاصله 

E  برخط واقع برE�@@@@@A موازي رسم كرد �7CCCC  با��@@@@@A  وصل كردنO   باG   نقطه واقع به كانكوئيد به سه قسمت

كه دررابطه با شكل زاويه مورد بحث را تثليث ميكند به نظريه اي E7@@@@@Aمتساوي تقسم كرد دليل اين كه چرا 

)B 2) با فرضEO  =GL توضيح داده شده وابسته است اگرH  وسطGL  باشد دراين صورتEO . HL . GJ 

  همه معادل اند بنا به مثلثهاي متساوي الساقين موجود  EHو .

<EOH= <EHO= <HE+ <HEG=2<H6CE اما به خطوط موازي<FOL=<H6CE  بنا براين  

<G6CE=<FOL   درنتيجه اندازه .است<EOG   دوبرابرFOL  وبنا براينOL@@@@@A . تثليث سازم است  

پيچ رمثال دوم : ازمنحني هاي هندسه كه دررسم جواب يكي از مسائل مشهورفوق بكاررفته استفاده ازما

را بزرگترين رياضيدان عهد  ق . م ) 212 – 287 ( تربيع دايره است . ارشميدس مسئله  ارشيمدس درحل 

قضيه راجع به منحني كه  28نسته اند اين رياضي دان علاوه بركتاب درمورد مارپيچ ها كه شامل باستان دا

آنرا مارپيچ ارشيمدس مي ناميم است راجع به موضوعات رياضي بسياري ديگري ازجمله موضوعات 

 يافتن مساحت مسطح به طريقه كه حساب انتيگرال را  پيش بيني مي كند πهندس چون محاسبه 

نشان داده شده درشكل ذيل با  OCDسه بعدي نيز مطابق نوشته است مارپيچ ارشميدس منحني وسطوح 

Pمعادله قطبي  � QL  به ازاي ثابت مفروضK  است اگردايره اي چنان كه نشان داده شده ، داراي شعاع

K  باشددرين صورت قوس زاويهAOB  آن داراي طولQL  كه طولP � E�  نيز هست مي باشد

������2Rاست كه مي تواند به صورت  �R.مساحت اين دايره  
نوشته شده باشد اما   ������ بنا  �

�R.  برين: � �2R��.R2 � 
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����2R�Sمتعامد باشند، درين صورت  OBو  OAاگر T � 2Q�E��  اگربخواهيم مربعي به ضلعX 

��هم اندازه اين دايره باشددرين صورت  � 2R�U�� وx .مي تواند رسم شود  

  

  تربع دايره :  384شكل 

مشهورفوق هم مانندجالب رسم چند ضلعي منظم محاط دردايره معلوم نيز علاقه رياضي مسئله  علاوه برسه 

عمومي مسئله  دانها را از زمان يونانيان باستان به بعد به خود جلب كرده است . درين حالت نيز اثبات 

بدست داده شده است، گوس  (CARL GUUSS)وتوسط رياضي دان بزرگ كارل گوسالجبري است 

ضلعي منظم دريك دايره را تنها با استفاده از  17محاط كردن يك قبلاً حل نشده مسئله  سالگي،  18درسن 

خط كش نا مندرج وپركار حل كرد، وهمچان قضيه اي را كه بيان مي كند كه كدام چند ضلعي منظم مي 

  اط شود وكدام نمي تواند ، اثبات كرد، قضيه مذكور را درين جا بدون اثبات بيان مي كنيم .تواند مح

قضيه: يك چندضلعي محدب به كمك تنها يك خط كش نا مندرج وپركارمي تواند دريك دايره محاط 

2تعداد اضلاع آن بتواند به صورت   nشود ، اگر وتنها اگ ,P�, P�… P�  به ازاي عدد صحيح نا منفي

X  وهرP�  2اول جداگانه به صورت�� � yبه ازاي   1 X   بيان شود. 0

بعضي از چند ضلعي هاي منظم كه طبق قضيه گوس ، ترسيم پذيراند چند ضلعي هاي با اضلاع 

فوق هيجگونه سررشته اي درمورد چگونگي  ضيهصورت قاند. 8,6,5,4,3 ,24,20,17,16,15,12

بدست نمي دهد درين  بدون رجوع به قضيه كلي مورد بحث اثبات امكان يا عدم امكان در هرحالت خاص

  را به صورت مختصر مورد بحث قرار مي دهيم. n=7جا حالت خاص و 
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  محاط در دايره مثلث : 385شكل 

است  °30برابر AOBمذكور را نشان مي دهد اندازه زاويه مركزي  مثلثشكل فوق تحليل 

 ABCباشد، هردو مثلث   ABO>ناصف  BCدارد اگر °72هر يك اندازه  ABOو OABوزواياي

  متساوالساقين است وبنا برين  BCOو 

 ������ ≅ ������ ≅ ��    ���∆~���∆نيز   ������ 	  و ����
 يا 
 �� � � 	 �جواب مثبت اين معادله  1 � √���� كه عدد ترسيم پذير است مي باشد. چنان  	

ضلع منظم مي تواند دريك دايره رسم شود، درحاليكه هفت  كهدكه قضيه فوق  واضيح مي ساز

ضلعي منظم نمي تواند اثبات غير ممكن بودن ترسيم هفت ضلعي  منظم دريك دايره مشابه به 

  اثبات مربوط به تثليث زاويه كلي است .

�مورد بحث معادل ترسيم طولمسئله   � 2�U* ���است اگر ��� � L باشد. درين صورت  

 3L � 4L � 360° � �U*3L � �U*4L   براي بيان كوسينوس هاي فوق برحسبX  مي

2�U*3L  توان از مطابقت هاي مثلثاتي استفاده كرد. � 2�4�U*�L 	 3�U*L� � �� 	 3� 2�U*4L � 2��U*�2L 	 1� � 4�2�U*�L 	 1�� 	 2 � ��� 	 2�� 

بدست مي  Xمساوي هم قرار دادن دو عبارت فوق  معادله اي درجه چهارم برحسب 

��	دهد. 	 �� 	 4�� � 3� � 2 �  كه مي تواند به صورت 0

 �� 	 2���� � �� 	 2� 	 1� � تجزيه شود ، اثبات اين را كه چرا عوامل فوق   0

  ). 215، ص30(درج وپركار رسم شوند نمي دهند مقادير كه بتواند با خط كش نا م Xبراي 
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  خلاصه فصل نهم

، عوض  بيشتر استفاده از ترسيمات نسيت ، بلكه بهت يافتن مهار ما از ترسيم نمودن تنها هدف

 .نمائيمهيم اين فصل را تاكيد مي مي به عنوان كاربرد مفايترسمسئله  استفاده از قسمت تحليلي يك 

چنان ترسيمات مسئله  درتاريخ رياضيات سه قرار ذيل است.  ترسيمات و اثبات هاي بدون امكان

عب ( دو برابر كردن يف مكتضع مسئله  معروف يوناني ) نام گرفتند اين سه مسئله  مشهورشدند كه(كه سه 

ترسيم تضعيف .  دايره ( مربع دايره ) قسمت مساوي كردن زاويه ) تربيع سهزاويه ( تثليث هم مكعب ) 

ترسيم تثليث هر زاويه را نمي توان با . نامندرج وپركار تنها انجام شود كش حجم مكعب نمي تواند باخط

نامندرج ترسيم تربيع دايره تنها با استفاده از خط كش ش نامندرج وپركار تنها انجام شود. استفاده از خط ك

  وپركارغيرممكن است. 
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فصل نهم مسايل  

 بدون استفاده از نقاله رسم كنيد را  °135،			°45		و					°90زاويه هاي  - 1

 ستنشان دهندكه تثليث زاويه با خط كش نامدرج و پركارامكان پذيرني - 2

 نيست درج وپركارممكن ط كش نامدايره باخ تربيعثابت كنيدكه  - 3

 وسط خط كش  نامدرج و پركارممكن نيست تضعيف مكعب تثابت كنيدكه  - 4

 را رسم كنيد. ˚15و ˚30به وسيله پركار و خط كش زاويه  - 5

 تثليث زاويه با تبرزين ممكن است نشان دهيد كه  - 6
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تهران: مركز نشر  .غلام رضا ،ياسي پور ترجمه. هندسه جديد). 1376اسمارت، جيمز. ار. ( .1

 . دانشگاهي

 . مدرسهتهران: . 14جلد ، دايره المعارف هندسه). 1379رستمي، محمد هاشم. ( .2

ترجمه عالم .حساب ديفرانسيل و انتگرال با هندسه تحليلي). 1373سيلورمن، ريچارد. ا. ( .3

  . ققنوس تهران:.زاده، علي اكبر

. ترجمه رضا انشايي، سيد اعظم. مقدمه اي بر جبر مجرد). 1384هانگرفورد، تي. دبليو. ( .4

 اصفهان: دانشگاه اصفهان.
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  فصل دهم

  ترسيم نقاط وخطوط در فضاي سه بعدي

ي، مستوي هاي افقي در اين فصل دريافت نقطه در فضاي سه بعدي، دريافت طول قطعه خط در فضاي سه بعد

  ، ارتسام موازي ومركزي را مورد مطالعه قرار ميدهيممقابل، جانبي

  نمائيم عرفي م  را فضاي سه بعدي تاجهت بهتر روشن شدن موضوع لازم دانسته ميشود 

  فضاي سه بعدي .1.10

فضاي كه درآن زنده گي مي كنيم نمونه فضايي سه بعدي است كه اين فضا را بنام فضاي اقليديس كه يكي از  

شده مي باشد ياد مي شود. و اين فضا از بي نهايت نقاط ،خطوط ومستوي تشكيل گرديده نامفاهيم تعريف 

يك سيستم كميات وضعيه سه ضرورت به  ��ضايي سه بعدي است.جهت دريافت وتعيين نقاط وخطوط درف

 ����بعدي مي باشد كه اين سيستم كميات وضعيه سه بعدي دكارت در فضا از سه محور دو بدو عمود برهم 

نشان مي   OXYZيا   O-XYZبه صورت را  تشكيل شده است. اين سيستم كميات وضعيه ̅���و  ����و 

  ذيل دهند قرار شكل

  

  وضعيه ديكارت درفضا سيستم كميت : 386شكل 
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  . تعيين نقاط در فضايي سه بعدي2.10

��در نظرمي گيريم وكتور   OXYZرا  در سيستم كميات وضعيه دكارت   Mنقطه را روي سه محور سيستم  �

و  ����ي محور ها بالايعمود را سه مستوي   Mكميات وضعيه رسم مي كنيم . براي اين كار از نقطه   OC=Z ،OB=Y.داده مي يشود. نشان  zو x ،  y وبا ناميده ميشود. M، عرض و ارتفاع نقطه  ������و  ������ ، ������قطع كنند. اندازه هاي جبري  Cو   A، Bمحورات را در نقاط   نتا اي ميكنيم.رسم مي  ̅���	و ����

به اين   M(Z,Y,Z)مي نامند و چنين مي نويسند  Mقطه را سيستم كميات وضعيه ن Zو  OA=X  .X  ،Yو

نيز نقطه يكتايي    (X,Y,Z)ب تمر جورهعكس هر سه  روبمرتب متناظر است. سه جورهترتيب هر نقطه به يك 

سه عدد درمقابل يك نقطه ويك نقطه درمقابل سه عدد  ،يعني .سيستم كميات وضعيه در فضا است  رابطة 

  تقابل دارد.

   ���.�.� � ر ،يعني مي نمايد.نمايش هندسي  ����,�,�/��.�,���  ��هر عنص

  با يك نقطه درسيستم كميات وضعيه دكارت در فضا نمايش داده ميشود.   (X,Y,Z)مانند

  

  يه ديكارت درفضاعوض مستويها در سيستم كميت : 387شكل 
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يا    YZ   ، (X,O,Z)يا     XY  ،(Y,O,Z)و   X,O,Yدرفضاي سه بعدي سه مستوي سيستم كميات وضعيه  

XZ  كه نقطه  اين سه مستوي سيستم كميات وضعيه فضا را به هشت ناحيه تقسيم مي كند.موجود است كه

  ميتواند دريكي از اين حجرات واقع گردد.

  درحالت هاي خاص:

 ارتفاعش برابر صفر است.   (X,Y,O)هرنقطه واقع برمستوي  - 1

 طولش برابر صفراست.   (Y,Z,0)ي هرنقطه واقع برمستو - 2

 عرضش برابر صفر است.   (X,O,Z)هرنقطه واقع بر مستوي  - 3

 ها عرض وارتفاعش صفراست. Xهرنقطه روي محور - 4

 ها طول وارتفاعش برابر صفر است. Yهرنقطه روي محور  - 5

 ها طول وعرضش برابر صفر است. Zهرنقطه روي محور  - 6

براي سيستم  O(0,0,0)اعش برابر صفراست يعني طول، عرض وارتف Oسيستم يعني نقطه  مبداً - 7

سيستم كميات وضعيه محورهاي  نسبت به مستوي هاي   (��,��,��)نقطه كميات وضعيه متناظر

 كميات ومبدا سيستم كميات وضعيه داريم.سيستم 

 است. (��−,��,��)نقطه    (X,O,Y)نسبت به مستوي  (��,��,��)متناظر نقطه  - 1

 است. (��,��,��−)نقطه    (Y,O,Z)نسبت به مستوي  (��,��,��)متناظر نقطه  - 2

 است. (��,��−,��)نقطه    (Z,O,X)نسبت به مستوي  (��,��,��)متناظر نقطه  - 3

 است. (��−,��−,��)طه ها نق  Xنسبت به محور  (��,��,��)متناظر نقطه  - 4

 است. (��−,��,��−)ها نقطه  Yنسبت به محور  (��,��,��)متناظر نقطه  - 5

 است . (��,��−,��−)ها نقطه  Zنسبت به محور (��,��,��)متناظر نفطه  - 6

  ميكنيم.فضا مشخص  مثال : نقاط ذيل را درسيستم كميات وضعيه دكارت در

F(2,3,0)   E(0,0,2)     D(0,2,0)     C(1,-2,3)     B(3,0,0)      A(2,3,1) 



253 

 

  

  دكارت درفضا تعيين نقاط در سيستم كميات وضعيه : 388شكل 

مبدا سيستم كميات وضعيه   O(0,0,0)از نقطه    P(X,Y,Z)فاصله نقطه : كميات وضعيهفاصله نقطه از مبدا سيستم 

������برابر است با   OPل قطعه خط يعني طو � ��� � �� � 	� .  

6
�مثال فاصله نقطه ,  دريافت نمايد ؟ازمبدا كميات وضعيه را �2,3

��  براي حل مثال فوق از رابطه فوق استفاده ميكنيم :حل  � ���� � ��� � ��� � �
6�� � 
2�� � 
3�� � √49 ⇒ 7 

�و  �,�	,��,����اگر بين دونقطه:فاصله ���,��,	�,���  برابراست با ABباشد طول قطعه خط    � �
��  ���� � 
��  ���� � 
	�  	���  

�مثال: اگر 1,2,�	و �3
3,  كنيد؟رادريافت  ABباشد طول قطعه خط �6,5

��                                       حل داريم :           � �
��  ���� � 
��  ���� � 
	�  	���  

  �� � �
3 � 1�� � 
6  2�� � 
5 � 3�� � √144 ⇒ 12 
�	و �,�	,��,����سيستم كيميات وضعيه وسط يك قطعه خط:اگر ���,��,	�,� !كيميات وضعيه نقطه  ،باشد

  ). 57- 55، ص36رادريافت كنيد( ABوسط قطعه خط 

��                                                             : حل داريم � ������ 	,			�� � ������ 		 , 	� � ������                                                    
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X 

   را بدست آوريد.  Mكميات وضعيه نقطه  ABوسط قطعه خط باشد  (3−,4−,1)�	و  (5−,3,2)�	مثال: اگر 

��				                                                                                   حل داريم كه : = ������ = ���� = 2                                                                                                                             �� = −4+ 22 = −1  	�� = −3− 52 = −4 �(2,−1,−4) 
 V,H)ترسيم نقطه درمستوي هاي ارتسام ( .3.10

به ارتسام قايم الزاويه به توضيح مختصر  Vو Hقطه وترسيم آن درسيستم مستوي هاي ارتسام قبل ازمطا لعه ن

  .مي پردازيم

وي دو مستوي ارتسام برر) مستوي وغيره ، مستقم  ،نقط (طريقه ارتسام قايم الزاويه عبارت ازطريقه است كه 

با عبوردادن اشعه عمودي بالاي مستوي هاي متذكره ارتسام مي يابد .يكي ازاين مستوي هاي   عمود متقابلاً

  موقيعت مي گيرد شكل ذيل . )مقابل(Vومستوي ارتسام دومي  )افقي(Hارتسام 

  

   Vسطح فوقاني مستوي

 Hسطح عقبي مستوي                                                                                            

   Hسطح پيش روي مستوي

 Vمستوي اني سطح تحت  

 

 Vو Hمستوي هاي ارتسام سيستم  :  389شكل   

 V 

H 
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نا محدود  Vو Hمي شود .مستوي هاي  ناميدهمستوي ارتسام مقابل  Vمستوي ارتسام افقي ومستوي  Hمستوي 

محور كميات وضعيه ناميده مي شود وبه  Vو Hتسام شفاف پنداشته مي شود . خط تقاطع مستوي هاي ارو

نشان داده مي شود .مستوي هاي ارتسام فضارابه چهار حصه (چارحجره) تقسيم مي نمايد. ترسيم  xحرف 

اشكال هندسي بويسله طريقه ارتسام قايم الزاويه نسبت به ساير طرق بكاربرده شده درمضون هندسه ترسيمي 

سنومتري) وطريقه مرتسيمات با علايم عددي ازنقطه كورنما) ارتسام موازي (آ:طريقه ارتسام مركزي (دچون 

 نظرسا ختمان گرافيكي خيلي ساده بوده وبه سهولت بدست مي آيد.

  انجنيري مهندسي به گونه گسترده مورد استفاده قرار داده ميشود.  ام درطراحيارتسهاي اين طريقه از  فلهذا 

نشانداده  V وHارتسام  يمستوي ها دو درسيستم ’A فضائي نقطه ��و  �� مرتسمات ) ترسيم390درشكل(

  شده است .

        Aنقطه  ��و مقابل   ��عمودهاي عبورداده مرتسيم هاي افقي  VوHبالاي مستوي هاي  Aازنقطه 

  حاصل ميشود.

را ايجاد مي كند كه نسبت به مستوي مستوي  Vو  Hعمود بالاي   ���و  ���مستقيم هاي ترسيم كننده 

  هاي ارتسام ومحور ارتسام مستوي مذكور عمود مي باشد.

  

  VوHدرسيستم مستوي ارتسام  Aترسيم نقطه          A1A2به وسيله مرتسيم هاي  Aترسيم نقطه  : 390شكل 
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ا گرديده است ازطريق نقاط پيد ��و  ��با استفاده از مرتسيم هاي داده شده  Aنقطه فضايي   )390درشكل (     حاصل Aداده و در تقاطع عمودهاي مذكورنقطه  رعمودها عبو VوHبالاي مستوي هاي ارتسام  ��و  ��

  مي گردد.

عيت فضايي همان نقطه را نسبت به سيستم قازاين جا گفته مي توانيم كه دو مرتسيم يك نقطه مي تواند مو

  ص ارائه بدارد.مستوي ها ي ارتسام به صورت مشخ

(طوريكه در شكل نشان داده شده است)  دوران داده درنتيجه مستوي  °90را به مدارتحت زاويه  Hمستوي 

  نقشه بدست مي آيد.

  دريك خط ارتباط بالاي محور ارتسام عمودواقع ميشوند. ��و  ��مرتسيم هاي 

حاصل  ) در سيستم دو مستوي ارتسام قايم(نقشهنژبر روي يك مستوي ايپورمو  VوHدراثر انطباق مستوي هاي 

  ميشود.

         

  به دورمحورارتسام ˚90تحت زاويه  Vبه وسيله دوران .مستوي A1مرتسم : 392شكل     در نقشه A2و A1مرتسيم هاي  : 391شكل 

يك ديگر  را قطع نموده درتقاطع خويش چهار زاويه دووجهي را كه ربع فضاي(حجره  VوHمستوي هاي 

  ) نشان داده شده است. 393ضايي) گفته مي شود به وجود مي آيد. تصوير معمولي اين حجره ها در شكل (ف

مت گذاري علا v-وV+و  H–و  H+را به دو نيم مستوي هاي كه به  V و Hمحورهريك از مستوي هاي 

  ). 10- 7، صص9گرديده تقسيم مي نمايد(
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ومرتسيم  H–اشته باشد ، مرتسيم افقي آن بر روي مستوي به طور مثال درصورت كه نقطه در ربع دوم قرار د

 واقع مي گردد. Vمقابل نقطه متذكره بر روي مستوي ارتسام 

  

 Vو Hتصوير فضاي حجرات چهارگانه درسيستم مستوي هاي  :  393شكل 

  در هرچهار حجره فضايي نشان داده شده است. D، و A،B،Cنقاط  اپيورتصاويرفضايي و ذيل  اشكالدر

  

 1) درحجره A)bم هاي نقطه يرسه مونقش aتصويرفضائي  :  394شكل 

  

  2) در حجره b( B) ونقشه مرتسيم هاي نقطه aتصويرفضائي ( :  395شكل 
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  3) در حجره b(C) ونقشه مرتسيم هاي نقطهaتصويرفضائي ( 396شكل 

  

  4) در حجره b( D) ونقشه مرتسيم هاي نقطهaتصويرفضائي (:  397شكل 

   Wو ,H Vترسيم نقطه درسيستم مستوي هاي ارتسام  .4.10 

قبلا تذكرداده شد كه دو مرتسيم يك نقطه مي تواند موقعيت همان نقطه را درفضا معين كند. اما در برخي    

ساختمان هاي انجنيري و غيره). براي كسب معلومات بيشتر  رموارد ( تصاوير عناصر ساختماني ، ماشيني تصاوي

م شده تصوير دو مرتسيم آن غير كافي بوده به ترسيم مرتسيم اضافي شي ضرورت احساس مي در باره شي رس

  گردد كه براي ترسيم اين مرتسيم اضافي از سه مستوي ارتسام متقابلا عمود بدست مي آيد .

) سيستم سه مستوي 399عمود عرض اندام مي نمايد . درشكل( بدين ترتيب سيستم سه مستوي ارتسام متقابلاً

عمود است. مستوي ارتسام  Vو Hكه بالاي مستوي هاي   Wرتسام متقابلا عمود رسم گرديده ، مستوي ا

نيز بوجود مي آيد.  نقطه  xعمود بالاي محور   zو  yمحورهاي  xجانبي ناميده ميشود. بر علاوه محور ارتسام 

ري مي گردد. ترسيم مرتسيم علامت گذا Oتقاطع هر سه محورارتسام مبدا كميات وضعيه گفته شده وبه حرف 

  به گونه سيسم دو مستوي ارتسام قائم الزاويه اجرا مي گردد. WوVوHدر سيستم مستوي هاي  Aجانبي نقطه 
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منطبق در يك مستوي نشان داده شده است. طوريكه  WوVؤH) شيماي مستوي هاي ارتسام 398درشكل (

 ذ مي نمايد.در شكل متذكره دو موقعيت را اتخا yملاحظه مي گرددمحور 

         

 Wو H،Vهاي به روي مستوي  Aتصورفضاي ومرتسيم هاي نقطه :399شكل توام در يك مستوي Wو  H،Vشيماي مستوي هاي   :398شكل 

    جانبي نقطه به كمك مرتسيم ها افقي ومقابل آن ارائه) شيوه هاي مختلط ترسيم مرتسيم 400درشكل (

  گرديده است.

  

  Aتلف دريافت مرتسيم نقطه شيوه هاي مخ : 400شكل 

  ). 29- 28، صص40(

  مختصري درباره طريقه هاي اساسي ارتساممعلومات . 5.10

كارداريم مانند تعميرات، انجن ها، دستگاه ها،پرزه جات انجن يايي كه درزنده گي ما با آنها سرواز اش يبسيار

  ها وفابريكات همه ساخته دست انسان مي باشند.

  ير، ساختن انجن ها وپرزه هاي آن لازم است كه ابتدا نقشه هاي آنها آماده گردد.براي اعمار نمودن تعم
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نقشه: عبارت از تصويرجسم است كه توسط آن مي توان جسم مذكور را ساخت نقشه را نظر به قوانين 

  وعكس عبارت از تصوير جسم مي باشد. وقواعدمعين اجرامي دارند،رسم

  

  ارتسام مركز : 401شكل 

آن كارگر نمي تواند كه اندازه وشكل آنرا بفهمد، براي اين منظور بايد نقشه آنرا داشته باشيم  ولي نظربه

درشكل فوق رسم ونقشه پرزه را باهم مقايسه نمائيد. همه اجساميكه اطراف مارا احاطه نموده اند داراي سه 

(ورق كاغذ)  كه تنها داراي به روي مستوي ند، يك انجنير بايداجسام را اندازه طول، عرض وارتفاع مي باش

  اندازه هاي دو بعدي طول وعرض مي باشد ترسيم نموده بتواند.

درفضا داده شده است. تصاوير  °Pومستوي  DوA،Bابتدا ترسيم نقطه را مطالعه مي كنيم، شكل فوق نقاط 

انتخاب مي كنيم، از  را  Cنقطه كيفي ترسيم مي نمائيم براي اين منظور  °�را بالاي مستوي  DوA،Bنقاط 

 °�,°�و°�ترسيم مي نمائيم. نقاط  °�با مستوي  تقاطعرا الي  CD و CBو   CAمستقيم هاي   Cنقطه 

بر روي مستوي بنام   جسم)(ترسيم تصوير نقطه است . °�بروي مستوي Dو  A ، Bعبارت از تصاوير نقاط 

مي باشد. مستقيم هاي  Dو  A ، Bترسيم نقاط  °�,°�و°�رتسام ونقاطبنام مركز ا C. نقطه ارتسام ياد ميشود

CA   وCB و CD عبارت از مستوي ارتسام است.  °�مستوي  . عبارت از مستقيم هاي ترسيم كننده مي باشد

  وذيلا شرح ميشود.

گذرد با مستوي ارتسام  مرتسيم نقطه: عبارت از  تقاطع مستقيم ترسيم كننده كه از نقطه داده شده مي - 1

 مي باشد.
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وازي استفاده ميشود. درشكل ذيل قه ارتسام مركزي وطريقه ارتسام مدرتخنيك از دو طريقه ارتسام : طري

مركز ارتسام تقاطع مي كند. اين عمليه بنام ارتسام مركزي يا د مي  Cمستقيم هاي ترسيم كننده درنقطه 

ترسيم كننده با هم موازي باشند بنام ارتسام هاي موازي ياد شود. ارتسام هاي كه در آنها مستقيم هاي 

  ميشود.

  

  ارتسام موازي :  402شكل 

داده شده  	ومستوي   A،B ،Cترسيم به طريقه ارتسام موازي درشكل نشان داده شده است ، درفضا نقاط 

ض مركز ارتسام تعيين مي نمائيم. براي اين منظور عو 	است مرتسيمات نقاط مذكوررا بالاي مستوي 

جهت ارتسام را كه در رسم توسط تيرها نشان داده شده است تعيين مي نمائيم، از  ذيلدر شكل  Cنقطه 

موازي به جهت ارتسام رسم ميكنيم تقاطع مستقيم هاي ترسيم خطوط ترسيم كننده را   Cو A،Bنقاط 

  است.  Cو A،Bمرتسيم نقاط   ��	و�� ، ��در نقاط  	با مستوي كننده 

م باشد اگرمستقييم هاي ترسيم كننده بالاي مستوي ارتسام عمود مات موازي مي تواند مايل ويا قائارتسا

  نباشد چنين ارتسام موازي را بنام مايل ياد مي كنند.

  

  :  ارتسام مايل403شكل 
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مي  م يادبنام ارتسام قائارتسام موازي را اگرمستقيم هاي ترسيم كننده بالاي مستوي ارتسام عمود باشد چنين 

  كنند. قرار شكل:

  

  : ارتسام قايم404شكل 

  درتخنيك از دو طريقه ارتسام استفاده مي گردد.

  طريقه ارتسام موازي -2طريقه ارتسام مركزي        – 1

(مطابق شكل) كه تصوير آن بايد بر روي   ABCطريقه ارتسام مركزي: فرض مي كنيم در فضا مثلث  – 1

را   SCو   SA  ،SBاشعه  S(مركزارتسام) داده شده است از طريق نقطه  Sسم گردد ونقطه ر Pمستوي 

��و  ��، ��عبور داده تقاطع  �	الي تقاطع آنها با مستوي   Pبر روي مستوي  ABCكه مرتسيم مثلث   

  است بدست مي آيد.

مستقيم هاي ترسيم  SCو   SA  ،SBدراين جا مستوي ارتسام (مستوي تصوير) مستقيم هاي  Pمستوي 

  ناميده مي شود. Pبر روي مستوي   ABCترسيم مركزي مثلث  ��و  ��، ��كننده و مرتسيم 

به خاطريكه ترسيم  لازم نيست مرتسيم هاي تمام نقاط آن پيدا شود ABCبراي معلوم بودن مرتسيم 

  فايت مي كند.مرتسيم ها صرف سه نقطه مثلث جهت به دست آوردن تصوير مكمل آن ك
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هاي آنها كافي مي بدين ترتيب براي رسم نمودن شكل چند وجهي دريافت مرتسيم هاي صرف راس 

  باشد 

پروسه بدست آوردن تصاويرمرتسيم هاي اشكال هندسي فوق الذكر مفهوم اصلي طريقه ارتسام مركزي را 

 را نيز تشكيل مي دهد .كه پائي ردو ارتسام  پايه واساسارائه مي نمايد. بايد تذكرداد كه ارتسام مركزي 

  ارتسام مركزي حاوي سلسله ويژه گي هاي است كه عمده از آنها بگونه زير مورد مطالعه قرار داده ميشود:

 

  : ارتسام مركزي405شكل 

ميباشد هر نقطه  Sو مركز ارتسام  Pدر تحت شرايط ترسيمي داده شده كه هدف از آن مستوي  .1

) يك مرتسم دارد زيرا از طريقه هر نقطه فضائي صرف يك مستقيم  Sفصائي ( به استثناي نقطه 

 ترسم كنند ممكن است عبور داده شود 

مرتسم خط مستقيم قرار شكل بصورت عموم يك خط مستقيم است . معمولاً مستوي كه بوسيله  .2

قطع ميكند . درحالت  ABار در مستقيم  pبه وجود ميايد مستوي ارتسام  AB و مستقيم Sنقطه 

) عبور نمائيد مستقيم مذكور چون Sاص به ويژه هنگامكه مستقيم از طريق مركز ارتسام ( نقطه خ

 كي مستقيم ترسيم كنند است ، بنام شكل نقطه ارتسام ميابد.
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  : ارتسام مركزي مستقيم406شكل 

هر نقطه شامل به يك خط مستقيم و يا خط منحني كه مرتسيم خويش متعلق به مرتسم همان خط  .3

�ق دارد مثلاً اگر  مطاب ∈ ′�  باشد ، پس �� ∈  است. ′�′�

 خط منحني به صورت عموم به شكل خط منحني ارتسام ميابد  .4

  

 : ارتسام مركزي منحني.407شكل 

 ). 13- 9، صص 16رتسيم هاي همان خطوط واقع ميباشد(نقطه تقاطع خطوط مستقيم در تقاطع م .5
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  ارتسام متقاطع مركزي : 408شكل 

لت خاص طريقه ارتسام مركزي محسوب اتسام موازي در صورتيكه مركز ارتسام در لايتناهي واقع گردد حيقه ارطر -2

ميگردد . در اين طريقه كليه شعاع هاي ترسيمي با هم موازي اند . همچنان در طريقه ارتسام موازي مانند طريقه ارتسام 

شد به روي مستوي ارتسام بشكل خط مستقيم مركزي هرخط مستقيم مشروط به اين كه با خط ارتسام هم جهت نبا

 ارتسام مي باشد .

را پيدا  ’A’B’Cيعني نقاط  Pبا مستوي  ABCبناً نقاط تقاطع شعاع هاي ترسيم كنند عبور داده شده از راسهاي مثلث 

 Pارتسام  نموده بعد از اتصال آنها به هم ديگر ارتسام موازي اضلاح مثلث و در نتيجه مرتسيم خود مثلث بروي مستوي

حاصل ميشود قرار شكل ذيل : در ارتسام موازي جهت اشعه ارتسام كه در حالت خاص بالاي مستوي ارتسام ميتواند 

  عمود قرار گيرد، داده ميشود . 

  
  به طريقه ارتسام موازيPبه روي مستوي  ABCتصويرمثلث : 409شكل 
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���و ���	، ���هرگاه اشعه ترسيم كننده   ABCعمود باشد درين صورت مرتسيم  	Pستوي ارتسامبالاي م  

  درغيرآن مرتسيم مايل گفته مي شود.است  	Pبرروي مستوي  ABCمرتسيم قائم مثلث 

ارتسام موازي به ارتسام قائم الزاويه وارتسام مايل تقسيم ميشود درارتسام قائم الزاويه مستوي ارتسام با جهت 

   زاويه غيرقائمه را مي سازد. ارتسام  زاويه قائمه و درارتسام مايل

قابل يادآوري است كه ارتسام اكسنومتري و ارتسام قايم الزاويه و همچنان طريقه مرتسيمات به علايم عددي 

  كه دراين كتاب گنجانيده نشده بر مبناي طريقه ارتسام موازي استوار ميباشد.

فورمول بندي گرديد، ويژه گي هاي ذيل را ارتسام موازي علاوه بر مشخصاتيكه قرار فوق براي ارتسام مركزي 

  نيز دارا ميباشد.

 C1D1و  A1B2 ، ABمرتسم هاي مستقيم هاي موازي به يكي ديگر موازي اند . بناً مستوي هاي  .1

CD  قرار شكل ذيل  كه از طريقه مستقيم هاي موازي در فضا عبور داده شده اند بين خود موازي

قطع گرديده خطوط تقاطع آنها نيز با يك ديگر  Hستوي سومي ميباشد. اين گونه مستوي ها توسط م

 موازي اند.

 

 Hدومستقيم موازي ومرتسيم هاي آنهابه روي مستوي : 410شكل 

 قطعه خط هاي يك مستقيم و مرتم هاي آنها قرار شكل ذيل با هم متناسب اند . .2

����                                                                                    يعني : � �������� 
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  : نسبت ميان قطعه خط هاي يك مستقيم و مرتسيم هاي آنها411شكل 

������هرگاه در رابطه فوق جاي طرفين با يكديگر تبديل گردد در آن صورت  � ������ � ميشود . به    �

  سبت ميان مرتسيم هاي قطعه خط با اصل آن يك كميت ثابت و معيين را تشكل ميدهد.معني اينكه ن

  انحراف ناميده ميشود  كميت مذكور ضريب

 نسبت بين دو قطعه خط موازي و مرتسيم هاي آنها اين موضوع ميواند به سولت قرار اتي به اثبات رسانيده شود: .3

  CKو AEقرار شكل ذيل داده شده است . مستقيم هاي  A1B1//C1D1ا يعني و مرتسيم هاي آنه  AB//CD فرض ميكنيم كه مستقيم

بوده و   AB//CDنظر به شرط سوال  CDKو  ABEم ميكنيم . در اين صورت مثلثاث رس C1D1و  A1B1را موازي 

  است .  ���~	ABCميباشد . بنابراين مثلث  AE//CKو  BE//DKاز نقطه نظر ترسيم 

   
  دو قطعه خط موازي و مرتسيم هاي آنها نسبت ميان: 412شكل 

����                    پس :                                                                                                                          	 ����  

����است در نتيجه   CK=AE=A1B1چون  	   بعد از تعويض موقعيت هاي طرفين در رابطه فوق    ��������

������                                                                                                داريم : 	 ������ 	 � 

قيم هاي موازي در ترسيم موازي آنها به روي همان مستوي اين بدان معني است كه : قطعه خط هاي واقع در مست

  مشترك داري ضريب هاي انحرافي مساوي اند.



268 

 

  قائم نقطه مرتسمات .6.10

 	داده شده است مرتسيم نقاط مذكور را بر روي مستوي  	ومستوي  قرار شكل ذيل  Cو A،B قطهدرفضا ن
مستقيم هاي   Cو A،Bيين مي نمائيم. از طريق نقاط تع 	دريافت مي داريم جهت ارتسام را عمود به مستوي 

 	ترسيم كننده را موازي به جهت ارتسام رسم مي كنيم. در نتيجه تقاطع مستقيم هاي ترسيم كننده با مستوي 
  دريافت مي گردد.  Cو A،Bيعني مرتسيم قائم نقاط  ��	و��و  ��نقاط 

  

  : طريقه ارتسام قايم 413شكل 

وتقاطع  .دريافت مرتسيم قائم نقطه بايد از نقطه مذكور بالاي مستوي ارتسام عمود رسم نمودهبراي  .1

ذيل مرتسيم قائم جسم بالاي مستوي ارتسام  نشان داده قرار شكل آنرا با مستوي ارتسام دريافت كرد. 

  شده است .

  

 

 

  

  ارتسام شي به طريقه قايم : 414شكل 

عبارت از مرتسيم  A1ترسيم شده است . Hبا مستوي  °90د تحت زاويه جسم مستقيم ترسيم كنن Aاز نقطه 

وغيره ميباشد نقاط مذكور را  …, B E،،C، ... وغيره مرتسيم قايم نقاط B1  ،E1  ،C1است همچنان  Aقايم نقطه 

را  توسط خطوط مستقيم وصل مي نمائيم و مرتسيم قايم جسم دريافت ميگردد بنابراين اگرما ارتسام قايم نقطه
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درست طبق قواعد بدانيم ميتوانيم مرتسم قايم هرجسم را ترسيم نمائيم طريقه ارتسام قايم در تخنيك مورد 

  استعمال بيشتر دارد.

 Aمرتسيم نقطه  A1يك مرتسيم به تنهاي موقعيت نقطه را در فضا مشخص ساخته نميتواند بطورمثال .2

نسبت به مستوي  را در فضا( Aوقعيت نقطه داده شده است قرار شكل ذيل آيا ميتوان م Hدر مستوي 

H  مشخص نمود؟ در رسم ديده ميشود كه (A1 ) عبارت از مرتسيم نقاط متعدديA’,A’’  ( و غيره

 را مشخص Aميباشد ههه اين نقاط بالاي مستقيم ترسيم كنند قرار دارند و نميتوانيم كه موقعيت نقطه 

 بسازيم .

 

 

  

  : مرتسيم يك نقطه415شكل 

ترسيم مرتسم سومي نقطه را در مثال هاي  :ومي آنرا ترسيم كردم سدو مرتسم دو نقطه مي توان مرتس نظر به

  آتي مطالعه مي كنيم.

  ) a411مطالبه مي گردد. شكل ( Aداده شده است مرتسيم جانبي نقطه  ��,��)A: نقطه (1مثال

 

  : مرتسيم سومي416شكل

از  )b411(را عبورمي دهيم. شكل   ́����خط ارتباط  ��واز طريق  �� ��خط ارتباط  ��از طريق نقطه 

� ́�نظر به محورات °45خط مستقيم تحت زاويه  Oطريق نقطه  را تا تقاطع با  ́���� خط  عبورمي دهيم ,,
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��	�خط ارتباطي  	�امتداد مي دهيم .از نقطه  	�اين مستقيم  در نقطه خط درنقطه  را تا تقاطع به امتداد   ,,

عبارت از مرتسيم  
�نشان مي دهيم نقطه حاصل  A3عبور داده و تقاطع خطوط مذكور را به  A2Azخط 

نيز دريافت شده مي تواند براي اين منظور   	�Oبدون استفاده از مستقيم   
�نقطه  مي باشد.  Aجانبي نقطه 

وضع مي  ����را از شكل اندازه كرده و آنرا توسط دوسوزنه بالاي امتداد خط ارتباط  OA�́قطعه خط طول 

  دريافت مي گردد. 
�نمايم نقطه 

  را تعيين كنيد؟  Bنقطه  ��,داده شده است مرتسيم مقابل  ���,��)B:  نقطه 2مثال 

  توسط تيرها نشان داده شده است. )b412(در شكل  ��,طريقه ترسيم نقطه  )a412(شكل 

  

  مرتسم جانبينقشه  : 417شكل 

  ). 62-58، صص 29(

  

  

  

  

  

  

  



271 

 

  خلاصه فصل دهم

موقعيت نقطه در فضا  . ترسيم نقاط وخطوط در فضاي سه بعديبحث اصلي اين فصل عبارت بود از 

اين .  دانيم ب ارتسامالي مستوي هاي  ار لازم است كه فاصله نقطه توسط كميت وضعيه قايم تعيين ميگردد

نقشه عبارت از تصوير جسم است كه توسط آن ميتوان جسم  ميباشد. Zو  X ،Yكميت وضعيه عبارت از 

مذكور را ساخت . نقشه را نظر به قوانين وقواعد معين اجرا ميدارند رسم وعكس نيزعبارت از تصويرجسم 

 نقطه (جسم) به روي مستوي بنام ارتسام ياد ميشود .م مرتس فهميد.را  ميباشد . ولي نميتواند كه اندازه وشكل آن

  ميگذرد با مستوي ارتسام ميباشد.  همرتسم نقطه عبارت از تقاطع مستقيم ترسيم كننده كه از نقطه داده شد

ارتسام ميگردد.  زي وطريقه ارتسام موازي استفاده ، طريقه ارتسام مركدر تخنيك از دو طريقه ارتسام  

يك مرتسم دارد زيرا از طريق هرنقطه فضاي صرف يك ارتسام مركزي هرنقطه فضا به استثناي نقطه مركز

درطريقه ارتسام موازي مركز ارتسام در لايتناهي واقع و  مستقيم ترسيم كننده ممكن است عبور داده شود .

عبارت از نقشه ايست كه پورنقطه اي ميگردد . و در اين طريقه كلي، كليه اشعه هاي ترسيمي با هم موازي اند .

ه نوع مستوي ارتسام . سدرآن دومرتسم قائم نقطه كه در ارتباط ارتسامي قرارگرفته اند ترسيم گرديده باشد

  و مستوي جانبي. ، مستوي مقابل افقي وجود دارد .
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  فصل دهم مسايل

طوريكه نقطه تقاطع  فضا سه مستوي موازي را با مستوي هاي مختصات رسم كنيد Aاز نقطه اختيار  - 1

نشان داده شده و  Sو  Q  ،Rاين سه مستوي موازي را با محوري هاي مختصات بترتيب با وسيله نقاط 

 واحد قرار دارند؟ Y0 ,Z0 X0,همچنين نقاط مزكور به ترتيب از مبدا به فواصلي

و A=(2,3,1) ،B=(3.0.0)،C=(1,-2,3) ، D=(0,2,0)، E=(0,0,2)نقطه هاي مساوي  - 2

F=(2,3,0) را در سيستم مختصات ديكارتي در فضا مشخص كنيد ؟ 

) است A1B1C1;A2B2C2شامل مستوي b1:b2( b  )وa1:a2 (a )واضع سازيد كه آيا مستقيم هاي ( - 3

 يا خير ؟

شامل  M) نشان داده شده است . نقطه M1و مرتسم افقي A1B1C1;A2B2C2 (ABC )مستوي (  - 4

  ؟ كنيدسم ررا  M نقطه M2مستوي مذكور است . مرتسم مقابل 
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 . تهران: امير كبير. هندسه در گذشته و حال). 1365شهرياري، پرويز. ( .1
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  اول فصل مسائل حلرهنمايي و

 هندسي مورد حل . مسئلهتوصيف  .1

 .مسئله توصيف جريان حل •

 نتيجه ميشود. مسئله ف رسم تكميل شده كه از حل يتوص •

 دسي درآموزش رياضي .بلند بردن مهارت هاي مسلكي و هن •

 افزار ها عبارت انداز: خط كش . پركار، دوسوزنه، پنسل ، نقاله وغيره. .2

 يك قطعه خط را ميتوان توسط خط كش نامدرج وپركار به چهار حصة مساوي تقسيم نمود. .3

 توسط پركار و خط كش نامدرج ميتوان يك زاويه را به چهار قسمت مساوي تقسيم كرد.  .4

 ترسيم اشكال هندسي منحيث يك افزار هندسي رول مهم را بازي ميكنند.مكان هاي هندسي در  .5

 هردو پركار معادل اند. .6

 بلي ! .7

 براي رسم يك قطعه خط تنها يك معلوم كه اندازه آن ميباشد ضروري است . .8
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  دوم فصل مسائل حل ويي رهنما

 a ميمستق باي مواز را b ميمستق خط A نقطه از ميهخوايم دارد، قرار a ميمستق از خارج  A نقطه .١
 قرار است شده داده نشان لاًيذ شكل در كش خط و كش رهيدا توسطي مواز خط نيا مينمائ ميترس
 . مينمائي م عمل ليذ

   اند شده داده  A نقطه و a ميمستق) 1
 رسم  R=AB بشعاع را قوس B مركز از.  ميكنيم ارياخت a ميمستقي رو را Bي فيك نقطه) 2
  . شوديم حاصل C هنقط.  ميكنيم
  .ميكنيم رسم r=AB  شعاعه ب را قوس Aمركز از) 3
  .گردديم حاصل D نقطه ، نموده رسم r=AC شعاعه ب را قوس B مركز از) 4
  .ميدهيم عبور a بهي مواز را b ميمستق DوA نقاط از) 5

 

  : ترسيم خط موازي418شكل 

 )شكل.( مينمائي م ميترس عمود b ميمستق به  A نقطه از .٢

   اند شده داده b ميومستق A نقطه) 1
  .مينمائي م رسم كند قطع L و K نقاط را b ميمستق كه Rي فيك شعاعه ب راي قوس A ازنقطه) 2
 را C نقطه نموده ميترس R1>KL/2ي فيك شعاعه ب راي گريدي ها قوس L و K مراكز از) 3
  . ميداريم افتيدر
  . b به است عمود A ميمستق كه ، ميكنيم وصل ماًيقتمس را CوA نقاط) 4
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  : ترسيم عمود419شكل 

 ميتقس پركار و كش خط توسطي مساو حصه دو به را آن ميخواهيم است شده داده AB خط قطعه .٣
  . ليذ شكل قرار.  مينمائ

 R شعاع همان با زين B مركز از. مينمائي م ميترس R>AB/2ي فيك بشعاع قوس A مركز از) 1
  . ميداريم افتيدر را D و C نقاط.  مينمائي م ميترسي قوس
2 (CD عمودبرAB نقطه و است K خط قطعه AB ي م ميتقسي مساو قسمت دو به را
  ).AK=KB.(دينما

  
  : ترسيم عمود420شكل 

  . گردديم ميترس ليذ شكل قرار.  باشد A هيزاو بهي مساو كه را  K هيزوا .۴
   است شده داده K ونقطه A هيزاو) 1
  . است مطلوب هيزاو ضلع كي از عبارت كه ميكش يم را L شعاع K نقطه از) 2
 شده داده هيزاو اضلاع ازي بالا و مينمائي م رسم R بشعاع راي هاي قوس K و Aمراكز از) 3

  . ميداريم افتيدر را L نقطه L شعاعي وبالا CوBنقاط
  . ميداريم افتيدر را M نقطه و ميكنيم رسم را R1=BC شعاع با قوس L مركز از) 4
 كه ميمستق MKL=CAB.  ميداريم افتيدر را مطلوبه هيزاو گريد ضلع M و K نقاط قيرط از) 5
 شوديم ادي هيالزاو ناصف بنام كنديم ميتقسي مساو قسمت دو به را هيزاو و گذرديم هيزاو راس از
.  
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  : ناصف الزاويه421شكل 

 شكل.  مينمائي م ميترس ليذ شكل قرار را مطلوبه هيالزاو ناصف .۵

   است شده داده K هيزاو) 1
 نقاط در را هيزاو مذكوراضلاع قوس.  مينمائي م رسم Rي فيك شعاعه ب را قوس K مركز از) 2

M وN كنديم قطع   
 قطع Lنقطه در را گريهمد كه ميكش يم را R1 شعاعي داري ها قوس N وM مراكز از) 3
  . كننديم
  . باشديم K هيالزاو ناصف از عبارت KL ميمستق) 4

  
  ناصف الزاويه :422شكل 

 .رديگيم صورت لاًيذ شده داده خط كي بهي مساو خط قطعه ميترس .۶

 خط قطعه به معادل خط قطعه ∆ خطي رو ميخواهيم است شده داده ∆ خط و AB خط قطعه) 1
AB ميكن رسم .  
 رسمي قوس AB برابر شعاعه وب نقطه نيا مركز به كرده ارياخت ∆خطي رو را Cي ارياخت نقطه) 2
   كند قطع D  نقطه در را ∆ خط تا ميكنيم
  . است AB خط قطعه با معادل خط قطعهي عني است مسئله جواب CD خط قطعه) 3
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  : ترسيم يك قطعه خط بالا قطعه خط داده شده423شكل 

  ذيل عمل ميكنيم قرار AB خط قطعه كي وسط نقطه افتيدر جهت .٧

   است شده داده AB خط قطعه) 1
   ميآور بدست را خط قطعه نياي وسط نقطه ميخواهيم) 2
  . ميكنيم رسم را AB قطعهي عمود ناصف PQ  خط) 3
  . AE=AB ميدار.  است مسئله جواب E نقطهي عني AB خط قطعه با PQ خطي تلق نقطه) 4

  
  قطعه خط :دريافت نقطه وسط424شكل 

 ميترس ليذ شكل قرارخط  آن خارج واقع در نقطه از را ،مفروض خط كي بر عمود خط ميترسي برا .٨
 .گردديم

   است شده داده آن خارج P ونقطه L خط) 1
  . ميكن رسم L برخط عمود خط P نقطه از ميخواهيم) 2
 نقطه چون ميكنيم رسم رهيدا r>PQ شعاعه وب P مركز به ، كرده ارياخت L خطي رو را Q نقطه) 3

Q خط نيبنابرا ،دارد قرار رهيدا نيا داخل L نقطه در را رهيدا R و S كنديم قطع .  
 RS دونقطه از P رايز گذرديم P نقطه از خط نيا ميكنيم رسم را RS خط قطعهي عمود ناصف) 4
  . است فاصله كي به
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  وسط قطعه خط :425شكل 

 . مينمائي م ميتقس لاًيذ شكل قراري مساو حصه پنج با خط قطعه ميتقس جهت .٩

  . است شده داده AB خط قطعه) 1
  . مينمائي م رسم اعشعي فيك هيزاو به A ازنقطه) 2
 شعاعي بالا. ميسازيم جدا قسمت پنج انهيمساوي فيك اندازه به مذكور شعاعي بالا A ازنقطه) 3

   ميكنيمي نشان را ،5 ،4 ،3 ،2 ،1 نقاط
  . مينمائي م وصل B نقطه با را پنج نقطه) 4
  )AC=CD=DE=EF=EB.( ميكشيم 5B بهي مواز راي ها ميمستق 4 ،3 ،2 ،1 نقاط از) 5

  .نمود ميتقس توانيم زيني مساو قسمت n به را خط قطعه به همين ترتيب.  اداشتي

  
  تقسيم قطعه خط به حصه هاي مساوي :426شكل 
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سوم فصل مسائل حل ويي رهنما  

 عمل لاًيذ باشد معلوم آن هيزاو كي ووسعت هرچهارضلع طول كه محدبي چهارضلع ميترس جهت -١
  مينمائي م

  .است شده داده آن A هيزاو ووسعت a,b,c,d آن عاضلا طول كهي چهارضلع) 1
 است شده داده آن وسعت كه را A هيزاو آن A درنقطه كرده انتخاب را AX ميمستق خط ك) ي2

  . ميكنيم رسم شكل طبق
  .ميكنيم جدا dو aي ها طول اندازه به بيترتبه  ADو AB آن AY و AX اضلاع از سپس) 3
   كنميم رسمي قوس داده قرار مركز را D نقطه نموده باز C اندازه به را پركار دهن بعداً) 4
 ميكنيم رسمي قوس داده قرار مركز را b نقطه نموده باز b انداز به را پركار دهن قسم نيهم به) 5
   كند قطع C درنقطه راي اولي قوس كه
 يچهارضلع از عبارت شوديم دايپ كه A,B,C,Dي چهارضلع ميكن وصل D و Bبا را C نقطه) 6

  . است مطلوب

  
  : چهارضلعي محدب427شكل 

 ليذ قرارشكل باشد شده داده دوضلع نيا نيماب هيوزاو دوضلع كه ضلاعي الامتواز ميترسي برا -٢

1 (Pو q و دوضلع اندازه A باشديم دوضلع آن نيماب هيزاو .  
 هيزاو كه ميدهيم انتقالي طور را A هيزاو آن Aنقطه ودر كرده رسم P اندازه به را AB خط) 2

BAY هيزاو بهي مساو A باشد .  
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 را Dو نموده باز AB=p بهي مساو را پركار دهن و كرده جدا q اندازه به را AD,AY از بعداً) 3
  . مينمائي م رسم راي قوس داده قرار مركز

 را گريدي قوس داده قرار مركز را B نقطه و كرده باز AD=q اندازه به را پركار دهن همچنان و) 4
 . مينكيم رسم

 مطلوب ضلاعالاي متواز D و B به C بعدازاتصال كند قطع C مانند نقطه راي اولي قوس) 5
ABCD  ديايم بدست.  

  
  : متوازي الاضلاع428شكل 

 . مينمائي م ميترس لاًيذ شكل قرار باشد شده داده آن ضلع كي طول كه مربع كي ميترسي برا -٣

1 (AB است مربع ضلع كي طول .  
  . ميكنيم رسم ABي بالا عمود را AB , AX  خط هقطع A درنقطه) 2
 D نقطه اولاً كرده باز AB اندازه به را پركار دهن و نموده جدا AB انداز به را  AD,AX از بعداً) 3
  . ميكنيم رسم قوس داده قرار مركز را
  .مينمائي م رسمي گريد قوس داده قرار مركز را  B نقطه نداده ريتغ پركارو دهن بعداً) 4
 . است مطلوب مربع از عبارت ABCD كه كند قطع C نقطه در راي اول قوس كه) 5

  
  : مربع429شكل 

 . لاًاستيذ شكل قرار باشد شده داده قاعده به مربوط انهيم و ،عارتفا ، قاعده كه مثلث كردن رسمي برا -۴

  .باشد مذكور مثلث انهيم و عارتفا بيترتبه  q وpو قاعده AB خط قطعه) 1
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 اندازه با نآ فاصله كه مينمائي م رسم AB قاعده بهي موازي طور را CD خط قطعه كلش قرار) 2
  . باشد p شده داده عارتفا
ي عني شده داده انهيم اندازه به آن شعاع كه ميكنيم رسم راي قوس Oي عني AB  فيتنص نقطه از) 3

Q باشد  .  
   كنديم قطع Fو E در را CD مذكور قوس كه ستي عيطب) 4
  .دارد حل دو مسئلهي عني اند مطلوبي ها مثلث از عبارت FAB و EABي ها مثلث) 5

  
  : ترسيم مثلث430شكل 

 هيزاو كي وسعت و بوده ABC مثلث مساحت به معادل آن مساحت كه ضلاعالاي متواز ميترسي برا -۵
 . ليذ شكل قرار باشد شده داده هيزاو كي بهي مساو آن

   ستا شده داده � هيزاو كيو ABC مثلث) 1

 ثيح واز بوده � بهي مساو ان هيزاو كي وسعت كه ميكن رسم را ضلاعالاي متواز ميخواهيم) 2
  .باشد ABC مثلث به معادل مساحت

 كه ميدهيم انتقالي طور را � هيزاو E نقطه در و مينمائي م رسم را مثلث AE انهيم شكل قرار) 3
  .بود دخواه EF آن گريد ضلع كه عستيطب.  باشد EC آن ضلع كي
 C نقطه از هم كندو قطع F  در را EP كه.  ميكنيم رسم BC به را AMي مواز خط كي A از) 4
   دينما قطع G را AM كه ميكنيم رسم EP بهي مواز خط كي
  . است مطلوب ضلاعالاي متواز از عبارت ECGF شكل) 5
 AEC مثلث مساحت چند دو ABC مثلث مساحت كه است واضح شود دقت شكلبه  اگر) 6

ي ادار رايز است AEC مثلث مساحت دوچند زين ECGF ضلاعالاي متواز مساحت همچنان است
 داده هيزاو به معادل مذكور ضلاعالاي متواز هيزاو كي برآن علاوه و. اند مشترك عارتفا و قاعده

  است مطلوب ضلاعالاي متواز ECGF جهينت در پس است � شده
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  : متوازي الاضلاع431شكل 

 باشد ABCD شده داده محدبي ضلع چهار كي به معادل مساحت ثيح از كه مثلث ميترس جهت -۶
 . مينمائي م عمل لاًيذ شكل قرار

   است شده داده ABCD محدبي ضلع چهار) 1
  . باشد موصوفي ضلع چهار به معادل مساحت ثيح از كه ميكن رسم را مثلث ميخوهيم) 2
3 (D به را B از و نموده وصل C بهي مواز كي DB افتهي امتداد كه.  ميكنيم رسم AB در را E 

  . است مطلوب مثلث از عبارت DAE ميكنيم وصل E به را D بعداً كند قطع

 خط دو نيماب P و است DB مشترك قاعدهي ادار CDB و EDBي عني الذكر فوقي ها مثلث چون :اداشتي
 برابر CDB مثلث مساحتي عني اند گريد كي معادل مساحت ثيح از آنها الذ اند واقع CEو DBي مواز

 نينچ دش علاوه DAB مثلث مساحت شودي انداز نظر معادله طرف هردو به اگر است EDB مثلث مساحت
  . باشديم ABCD=DAE ايو  DAB+CDB=DAB+EDB مثلث ديايم بدست

) n-1( مضلع كي با باشدي ضلع ) nي(ادار راكه محدب مضلع هرنوع توانيم ما روش نيع بادرنظرداشت
  .باشد مساحت نيعي داري ضلع n مضلع كه ميكن ليتبدي لعض

n بوده تام عدد n>3 باشديم.  

  
  : چهارضلعي محدب432شكل 



283 

 

 زين آن مساحت و بوده شده داده هيزاو كي به معادل آن هيزاو كي كه ضلاعالاي متواز ميترسي برا -٧
  ذيل قرار باشد ABCD محدبي ضلع چهار مساحت با معادل

1 (ABCD صد مطلوب الضلاعي متواز شده داده هيزاو و شده داده محدبي ضلع چهار كي 
   است درجه

 مساحت ثيح واز بوده درجه صد آن هيزاو كي كه ميكن رسم را ضلاعالاي متواز خواهميم) 2
  . باشد ABCDي چهارضلع به معادل

 افتهي تدادم كه مينمائي م رسم DBي مواز را C ، CE نقطه از كرده وصل B به را D شكل قرار) 3
AB در راE حال  كنديم قطع D به را E ميكنيم وصل .  
  . باشديم ABCDي چهارضلع مساحت به معادل لهحاص ADE مثلث مساحت) 4

  
  :متوازي الاضلاع433شكل 
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چهارم فصل مسائل حل ويي رهنما  

 .دهميم عبور ليذ قرار نقطه سه قيازطر را رهيدا )١

 . است شده داده A,B,C نقاط -١

 . مينمائيم وصل B نقطه به را C نقطه و B نقطه به را A قطهن -٢

 . ميكنيم ميتقسي مساو حصة دو به را BC و ABي خطها قطعه -٣

 . گذرديم A,B,C نقاط از كه باشديم رهيدا مركز از عبارت O نقطه -۴

  
  دريافت مركز دايره: 434شكل 

 ()شكل.  مينمائيم عمل لاًيذ قرار قوس مركز افتيدري برا )٢

 . است شده داده a قوس -١

 . مينمائي م نيتع را C,B,Aي فيك نقطه سه a قوسي رو به -٢

 . مينمائيم ميترس را BCتر و ABوتر -٣

 . باشديم A قوس مركز از عبارت O نقطه مينمائي م تقسمي مساو دوحصه به را BC و ABي وترها -۴

  
  : دريافت مركز دايره435شكل 

 ()شكل قرار.  مينمائي م عمل لاًيذي مساو حصه چهار به هيزاو كي ميتقس جهت )٣

 . است شده داده XAY هيزاو -١

 . مينمائي م تقسم دهيگرد ذكر قبلاً كهي مساو حصه دو به را XAY هيزاو اول -٢
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 .مينمائي م تقسمي مساو حصه دو به را آني هركدام PAX و YAPي عني هيزاو هر بعداً -٣

 . گردديم متقس پركار و خطكش توسطي مساو حصه چهار به را هيزاو جهينت در -۴

  
  : ناصف الزاويه436شكل 

 . مينمائي م عمل ليذ كش وخط پركار توسط خط قطعه كي ميتقس جهت )۴

  است شده داده AB خط -١

 . مينمائي م ميتقس كش وخط پركار توسطي مساو دوحصة به اول متذكره خط -٢

 .مينمائ يم ميتقس حصة دو به گانه جدا هرحصة بعداً -٣

 . گردديم ميتقسي مساو حصة چهار متذكربه خط جهينت در -۴

  
  : ناصف عمودي437شكل 

 قطعه نمود ميتقسي مساوي ها قسمت به را شده داده خط قطعه كي توانيم پركار و خطكش توسط -١
 . است شده داده AB خط

 .  ميريگيم كمك ان خواص و تالس هيقض از حالت نيا در -٢

 A مانند AB خط قطعه سر كي ازي مساوي ها قسمت به AB خط قطعه ميتقسي برا كه بيترت نيا به -٣
 . ميكنيم رسم  KN طول به آن به متقاطع خط قطعه
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 . ميكنيم ميتقسي مساوي ها قسمت) nي (مساوي ها حصه به را ان سپس -۴

 نقاط از كي هر از آخر در و كرده وصل B مفروض خط قطعه گريد سره ب) N(ميتقس نقطه نيآخر از -۵
 . كند قطع را AB تا ميكنيم رسم BNي مواز خط ميتقس

 . باشديم AB طول  �� كيهر طول و بوده برابر هم باي همگ AB خط قطعهي رو آمده بدست اتقطع -۶

  .بسازد درجه 180 هيزاو AB خط قطعه با دينبا AN خط قطعه:تذكر

  
  : تقسيم قطعه خط به حصه هاي مساوي438شكل 

 . مينمائي مي رآوادي را ليذ نقاط رهيدا به خارج نقطه مماس ميترس جهت )۵

 .باشد هتداش مشترك نقطه كي رهيدا طيمح به كه ستا ميمستق از عبارت رهيدا به مماس -١

 شوديم ادي تماس نقطه بنام نقطه نيا -٢

 . گذرديم تماس نقطه از كه باشديم شعاع با عمود شهيهم مماس ميمستق -٣

 ي خارج وي داخل. گردد رسم رهيدا طيمحي بالا توانيم مماس نوع دو -۴

A. ي داخل مماس 

B. ي خارج مماس 

  طبق گردديم ادي خارج مماس بنام.  باشد داشته قرار مماس ميمستق طرف كي به رهيدا هردو اگر -

 . شوديم ادي يداخل مماس بنام باشند داشته قرار مماس ميمستق طرف هردو به ها رهياگردا -

  مينمائي م رسم رهيدا به مماس دارد قرار رهيدا طيمح از خارج كه A نقطه از -۵

a( طهنق و رهيدا A است شده داده  

b( رهيدا مركز O نقطه به ار A مينمائي م وصل. 

c( خط قطعه OA ميكنيم قسمتي مساو قسمت دو به را  

d( نقطه جهينت در K ميداريم افتيدر را  

e( مركز از K بشعاع رهيدا R=KA نقاط و مينمائي م ميترس MوN ميداريم افتيدر را. 
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f( AM و AN باشديم رهيدا به مماس .  

  

  
  هامماس: 439شكل 

 .  است شده داده CD و O (،AB( مركز به رهيدا كيدر نابرابر وتر دو )۶

 .باشديم كترينزد رهيدا مركز به باشد تر دراز كه آنها هركدام CD و ABي ها وتر نيدرب -١

  
  :وتر دايره440شكل 
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  است نموده قطعه را گريد كي D و C نقطه در كهيطور است شده داده B و A مركز به رهيدا دو )٧

 . است مسئله جواب CD خط قطعهي عني است رهيدا دو مشترك وتر  CDي عنيوتر نيا •

 . شتراستيب شان طول پس است كترينزد رهيدا مركز به رهيدا دو از CNو CM مانند گريد هروتر رايز •

 وتر طول ، ديدرآ CM وضع تا كند حركت A رهيداي رو D نقطه اگر CD وتر طول راتييتغ •
 كه ، شود رهيدا دو نيلمركزخط اي مواز وتر نيا كهيهنگام تا كنديم دايپ شيافزا رهيدا دو مشترك

 . است دارا را خود مقدار اكثر حد حالت نيدرا

 D تقاطع نقطه بر هنگامكه تا شوديم كم جيتدر به مشترك وتر طول D سمت به C از حركت ادامه در •
 . دارد را طول نيكمتر حالت نيدرا كه شود منطبق

  
  تر دواير: و441شكل 

�∝ برابر دوران A نقطه حول را D نقطه چنانچه است CA=AD ندرآ كه باشد شده خواسته وتر CADاگر )٨  A نقطه حول ’O  رهيدا ديبا پس ستين معلوم D نقطه وچون مشود منطبق Cبر D شود داده 180°
 . است نينچ مسئله حل آنجا از و شود داده دوران

�∝ اندازه به A نقطه حول ’O رهيدا -١   ديدرآ ”O رهيدا صورت به تا ميداهيم دوران  180°

 قطع Dدر را ’O رهيدا كنديم وصل A به را C كه خط و Cنقطه O رهيدا به ”O برخورد نقطه -٢
 دينمائي م

 . است شده خواسته وتر CAD جهينت در -٣

  
  : وتردواير442شكل 
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  . است شده داده P نقطه و ’Oو O رهيدا دو )٩

 .  مينمائي م رسم رهيدا دو به نسبت قاطع P نقطه از -١

  باشد ’OO ووسعت I و ’B=B’A ميكن فرض -٢

  است M نقطه PAي رو I ريصوت -٣

⋅ MB جهينت در است ’AB وسعت نيوهمچن A’B وسعت M پس -۴  MA=MA’ ⋅  MB’ 

 است IP قطر به رهيدا طيمحي رو نيوهمچن ’O و O رهيدوداي اصلي محوري رو M پس -۵

 اي كي اي دو مسئله شوديم رسم مطلوب قاطع M نقطه نيعه ب است آنها تقاطع محل جهيدرنت -۶
 .دارد جواب صفر

  
  : وتر دواير443شكل 
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پنجم فصل مسائل حل ويي رهنما  

 .  ميريگيم R را شده داده شعاع .١

�ي مساو R شعاع به رهيدا در محاط متساوالاضلاع مثلث ضلع كه ميدانيم -١ �   است 3√

� طول به خط قطعه نيبنابرا -٢ �  ) است مشخص درشكل رسم روش( ميكنيم رسم3√

� شعاع به و A مركز به گرفته نظر در رهيداي رو را A دلخوا نقطه آنگاه -٣ �  رهيدا3√
  ميكنيم رسم

 . كند قطع C وB در را O رهيدا تا -۴

۵- B به را C مثلث ميكنيم وصل ABC است مسئله جواب . 

 ميكن وصل هم با انيم دري كي را ميتقسي ها نقطه و ميكن ميتقسي مساو قوس شش به را رهيدا توانيم - :تبصره
.  

  
  : مثلث محاط در دايره444شكل 

   . ميكنيم فرض  R را الاضلاعي متساو مثلثي طيمح رهيدا شعاع .٢

 . ميكنيم رسم را رهيدا نيا -١

 . ميكنيم ميستقي مساو قسمت شش به را شده رسم رهيدا سپس -٢

 . ميكنيم دايپ رهيداي روي متوالي بطور R طول بهي ها وتر كه بيترت نيا به -٣

 .ميكنيم وصل هم با انيدرم كي را امده دست نقطه شش سپس -۴

 .ديايم بدست R شعاع به رهيدا در محاط الاضلاعي متساو مثلث -۵
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  : مثلث محاط در دايره445شكل 

 .  ميريگيم ABC الاضلاعي تساوم مثلثي دروني محاط رهيدا را I رهيدا .٣

 .باشنديم منطبق برهم الاضلاعي متساو مثلث عارتفا مركز ثقل مركز كه ميدانيم -١

 . است زينABC الاضلاعي متساو مثلث ثقل مركز I پس -٢

 تا ميدهيم امتداد خود برابر دو اندازه به I طرف از آن كرده رسم را I رهيدا از DO دلخوا شعاع -٣
 . ديآ بدست A نقطه

۴- DA است نظر مورد الاضلاعي متساو مثلثي ارتفا . 

 تا مينمائي م رسم رهيدا نيا بر مماس خط دو A از و ميكنيم رسم I رهيدا بر مماس D در -۵
 .كنند قطع C وB در را رهيدا بر D در شده رسم مماس

 . است مسئله جواب ABC الاضلاعي متساو مثلث -۶

  
  محاط در مثلثدايره : 446شكل 

 الاضلاعي متساو مثلث از BC ضلع بر مماسي خارجي محاط رهيدا را Ia رهيدا و دهش حل را مسئله .۴

ABC ميكنيم فرض  . 

� شعاع و است مماس ضلع نيا بر BC ضلع وسعت M نقطه در رهيدا نيا كه ميدانيم .1� � �� � �√
 . است �
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 ارتفاعي عني MA=ra اندازه به M ازطرف M Ia و ميكني م وصل  M به Ia از ABC مثلث رسم نيبنابرا .2

 . ميكني م رسم a  ضلع به الاضلاعي متساو مثلث

 C و B در را رهيدا نيبرا M در شده مرس مماس تا ميينماي م رسم) Ia( رهيدا بر مماس دو A از سپس .3
  كنند قطع

 . است مسئله جواب ABC الاضلاعي متساو مثلث .4

   
 : مماس هاي خارجي دايره447شكل 

 .  ميكنيم رسم را الاضلاعي متساو مثلثي خارجي محاط رهيدا Ia مانندي ارياخت طهنق مركز به .5

 . ميكنيم رسم ميديد قبلاً كهيطور همان را نظر مورد الاضلاعي متساو مثلث آنگاه -١

 .ديايم بدست A سأر بيترت -٢

 رهياد و رهيدا دو نيا مشترك مماس ميكنيم رسم رهيدا مثلث عارتفا hبرابر AH وشعاع A مركز به -٣
 . استمسئله  جواب ABC مثلث كنديم قطع C در را AY و B در را AXي داخلي محاط

  
 : مماس هاي خارجي در دايره448شكل 

 . ميكنيم رسم را مثلثي داخلي محاط رهيدا .6

  مينمائي م ميترس آن بر را AY و AX هم بر عمود مماس دو

X Y
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  : دايره محاط در مثلث قايم الزاويه449شكل 

مسئله ) محاط است جواب O,R) را كه در دايره ( ABC )A=90حل شده و مثلث قائم الزاويه را مسئله  .7
  ميگيريم  قرار

مقدار معلومي است  ونقطه داده  BC=2Rوتر اين مثالث قائم الزاويه ، مساوي قطر دايره داده شده يعني 
  مي ناميم . Mرا نيز  ACشده روي ضلع 

داده شده است ، پس مجموع دو ضلع زاويه قائمه يعني  ازطرفي شعاع دايره محاطي مثلث نيز
AB+AC=2R+2r  نيز معلوم است . از آن جا  

  

  

  

  : مثلث قايم الزاويه محاط در دايره450شكل 

شعاع دايره محاطي دروني مثلث قائم الزاويه  OH=rو  ∝=Bرا حل شده مي گيريم و اگر   مسئله .٨

ABC ) A=90 باشد  مثلث قائم الزاويه (OBH  بامعلوم بودنH=90 ، OH=r  وOBH=
قابل رسم   �∝

 ) چنين عمل مي كنيم ABC ) A=90است  بنابراين براي رسم مثلث قائم الزاويه 

=OBH وH=90 ، OH=rهاي  را با معلوم OBHمثلث قائم الزاويه 
  رسم مي كنيم   �∝

 BHو  دايره رسم مي كنيم مماسي براين Bيك دايره رسم مي كنيم سپس از  rو به شعاع  Oبه مركز 
مماس ديگري بردايره رسم مي كنيم تا  Aبدست آيد از  Aامتداد مي دهيم تا راس  HA=rرا به اندازه 
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 مسئله ) جوابABC )A=90قطع كند مثلث قائم الزاويه  Cرا در نقطه  Bامتداد مماس رسم شده از 
�∝=Bاست . در صورتي كه  rو  90°   داردجواب ه هموار مسئله باشد  0 

  
  : شعاع دايره محاطي دروني مثلث قائم الزاويه451شكل 

A!زاويـه   ABCحل شده و مثلث قائم الزاويـه   مسئله فرض ميكنيم .٩ �  AB=cكـه از آن ضـلع    �90°
بـه   ACو  ABباشد نقط هاي تماس ضلع هاي مسئله معلوم است ، جواب  rوشعاع دايره محاطي داخلي 
 مي ناميم . Oمركز دايره را  و Eو  Dدايره محاطي داخلي مثلث را 

  ميباشند . AD=AE=rمربع است بنابراين  ADOEچهارضلعي 
ن معلوم اسـت . در نتيجـه مثلـث    از آ DBو  ADاست دو قطع خط  AB=cپس به توجه به اين كه ضلع 

AOB  با معلوم بودنAD=r  ،DB=c-r  و ارتفاOD=r        قابل رسـم اسـت پـس روش رسـم مثلـث قـائم
را جدا ميكنـيم   AD=rرا رسم ميكنيم و روي آن قطع خط  BD=cن است . قطع خط نيچ ABCالزاويه 

دايـره را رسـم ميكنـيم و از دو     rشـعاع  ه وب ـ Oترسيم مي نمائيم ، به مركز   DO=rعمود به اندازه  Dاز 
س سـوم مثلـث قـائم    رأ Cمماس هاي بر ايـن دار رسـم ميكنـيم تـا يـك ديگـر را در نقطـه         Aو  Bنقطه 

ABC !Aالزاويه  �   قطع كند . بدين ترتيب مثلث مودر نظر بدست ميايد. �90°

  
  : روش ترسيم مثلث قايم الزاويه452شكل 

ABC !Aمثلث قائم الزاويه متساوي الساقين   .١٠ �  را در نظر ميگيريم . قرار شكل  AB=ACو  �90°
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ناصف  AOميگذرد و  Aس از رأ BCوتر اين مثلث معلوم باشد دايره به قطر  BC=aفرض ميكنيم 
را رسم  BC=aاست ) . بنابراين براي رسم اين مثلث قطع خط  BCوسعت  Oاست (  BCعمودي 

  مي ناميم . Oدايره را رسم ميكنيم و مركز آن را  BCميكنيم . سپس به قطر 
وصل ميكنيم . مثلث قائم  Cو  Bبه   Aقطع كند . از  Aرا رسم ميكنيم تادايره را در   BCقطر عمودبر
  است .مسئله جواب  ABCساوي الساقين الزاويه مت

هم  A'BCنيز قطع ميكند و مثلث  ’Aرسم ميشود دايره را در نقطه ديگر  BCعمود بر  Oياداشت : قطر كه از 
  است .مسئله جواب ديگر  ABCمانند با مثلث 

  
  : روش ترسيم مثلث قايم الزاويه453شكل 
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  ششم فصل مسائل حل ويي رهنما

ازه هاي قطعه خط ها حفظ ميشوند . پس دليل هم مانند بر دليل برابري هر شكل در تناظر محوري اند .١
براي  امحوري آن به صورت معكوس متساوي اند ، زير و تناظر Fقال يافته آن است . هرشكل تبه ان

محور تناظر بر خود شكل برگردانيده  حولانطباق آنها بايد تبديل يافته شكل از مستوي خارج شود و 
 شود .

  
  ر محوريظ: تنا454شكل 

 باشد Dنسبت به محور  XOYزاويه متناظر زاويه  ’X’O’Yاگر در شكل  .٢

 #!OMN � O�MN�, !ONM � O′NM�'  

  
  رظ:  تنا455شكل 

 ’Aنقطه  Dدومين تناظر نسبت به  هآنگا ببرد ’Aرا به نقطه  Aنقطه  Dدر واقع ، اگر تناظر نسبت به خط  .٣
تغير نمي كند حكم قضيه ميتواند بدين  Aدو تناظر وضع نقطه  بر ميگردانند ، يعني براثر Aرا به 

 ا ميكندخنثظر نسبت به يك خط يك ديگر راصورت نيز بيان شود : دو تنا

 

 : تناظر محوري 456شكل 
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و  ∆ نسبت به دو خط  ABCرا تناظر هاي محوري مثلث  ”A”B”Cو  ’A’B’Cبه طور مثل مثلث هاي   .۴  بدست مياوريم . ′∆

جهتش مخالف زاويه  ’Aمعادل اند اما زاويه  ”A”B”Cو ’A’B’Cص تناظر محوري دومثلث بنابر خوا
A  است ، زاويهA” ش مخالف جهت زاويه ا جهتA  است ، بابراين دوزاويهA’ و A”  هم جهت

هم  ”A”B”Cو  ’A’B’Cاستند . همين طور براي زاويه هاي ديگر قابل اثبات است . پس دو مثلث 
  جهت اند . 

  
  : تناظر محوري457شكل 

 .مي ناميم  ’A’Bرا بترتيب  dنسبت به خط  Bو  Aمتناظر هاي دو نقطه  .۵

واقع  dقي اين دو خط روي محوري تناظر عست كه نقطه تلاياند . طبمسئله جواب  ’BAو  ’ABخط 
 است .

  
  d: متناظر نظر به خط 458شكل 

 ميم .مي نا ’Bبدست مياوريم و  YوXرا نسبت به محور Bتناظر نقطه  .۶
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خط بر اين  Aاست ) دايره رسم ميكنيم . از نقطه  XYبه  ’BBنقطه تلقي  BK  )kبشعاع  ’Bبه مركز 
 ’Bبه  Mاست، زيرا اگر از مسئله جواب  XYنقطه تلقي اين خط به  Mدايره مماس رسم ميكنيم. 
 2BMYمساوي به زاويه  AMXاست پس زاويه  M1=M3=M4=M2وصل كنيم داريم زاويه 

  است.

  
  xy: متناظر نظر به محور 459شكل 

ناصف عمودي  AHيكنيم . چون ) را رسم مABC )AB=ACاز مثلث متساوي الساقين  AH ارتفاع .٧
متناظر يكي ديگر  Cو  Bاست ) . پس دو نقطه  BCعمود بر AHوHC=HBاست (  BCقطعه خط 

 است . ABCمحور تناظر مثلث  AHميباشند . بنابراين خط  AH نسبت به ارتفاع

  
  : متناظر نسبت به ارتفاع460شكل 

 Cبه  H1قطع كند . از  H1را ادامه ميدهيم تا دايره محيطي مثلث را در نقطه  ABCاز مثلث  AH ارتفاع .٨
 وصل ميكنيم . با توجه به شكل 

A1=C1=

��� عمود بر  CBو چون  C1=C2هايشان برهم عمود اند ) . بنابراين زاويه  (ضلع A1=C2و   
HH1  است پسCB  ناصف عموديHH1  است در نتيجهH1  متناظر نقطهH  نسبت به ضلعBC  .است

  نسبت به ضلع هاي ديگر نيز مطلب به همين روش ثابت ميشود.  Hبراي تناظر نقطه 
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  BCنسبت به ضلع  Hمتناظر نقطه  H1: متناظر 461شكل 

δتركيب  .٩ � S�oS�oS�oS� را مورد ملاحظه قرار دهيد كه در آن r, q,p  خطهاي محتوي  1و 

�δ!ADاويه هاي چهارضلعي است به دليل ناصف الز � AD  وδ!O� � O  يك انتقال همانند
�S�oS	محسوب مي شود . � S�oS�   1!بوده و از اين رو زاويه, r� 	� 	 !q, p�  را داريم . در

CODنتيجه  . AOB �  (شكل) خواهد بود .	180

  
  ضلعي: ناصف الزاويه هاي چهار462شكل 

ضلعي منظم از  nضلعي منظم قابل محاط شدن در يك دايره است و ناصف عمودي هر ضلع از  nهر  .١٠
يعني قطر دايره است به سادگي ثابت ميشود كه هريك از ناصف هاي عمودي  مركز دايره ميگذرد .

كه  جفت باشد ، محور تناظرهابروسعت هاي دوضلع روبرو nمحور تناظر استند . اگر تعداد ضلعهاي 
اظر از راس و سعت ضلع ضلعي منظم تاق باشد هرمحور تن nگذرند و اگر تعدا ضلع هاي يموازي م

 س ميگذرد .روبرو ان رأ

  
 :محوري تناظر شش ضلعي منظم 463شكل 
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 بلي زيرا تناظر محوري هرشكل بخود آن شكل مشابه است تناظر محوري مستطيل نيز مستطيل است .   .١١

وي ناصف عمودخط المركزين آن دو دايره است و مركز هردايره روي وتر مشترك دو دايره مسا  .١٢
 دايره ديگر قرار دارد .

  
  دواير: خط المركزين 464شكل 

را  BوAمجانس هاي دو نقطه  ’A’Bمفروض اند (شكل)  ∆نسبت تجانس و خط  Kمركز و  Sنقطه   .١٣
 بدست آيد  �∆يافته به هم وصل ميكنيم تا راس 

ست ا واقع �∆روي  ∆از خط  Mاست ، يعني مجانس هر نقطه مانند  ∆مجانس  �∆ثابت ميكنيم كه 

�����از تساويهاي  � k  و����� � k ا نتيجه مي گيريم : رتساوي زير�����=
����� از اين تساوي معلوم   

گر از خط نقطه اي دي Mمي باشد . حال اگر  ∆يا  ABموازي با خط  �∆يعني  ’A’Bمي شود كه خط  يعني موازي با  AMيعني  ’A’Mمجانس آن باشد . به همين ترتيب ثابت مي كنيم كه بايد  ’Mو  ∆ يعني  �∆منطبق بر ’A’Mنمي توان رسم كرد ،  ∆بيش ازيك خط به موازات  ’Aباشد و چون از  	∆
M’  مجانسM  است �∆، روي  

  
  : نسبت تجانس خطوط465شكل 
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 ∆از خط  ’N مجانس يك نقطه  �∆از خط  ’Nكرد بعكش ،هرنقطه مانند مي توان به سهولت ثابت
  است ). ’SNبا خط  ∆نقطه تلاقي خط  Nاست (

را همواره مي توان متجانس دانست ، در اين صورت ، مركز  �∆و ∆(مركز تجانس) روي  Sاگر نقطه 
  چيست ؟)  ( نسبت تجانسواقع نباشدكه روي هيچ يك آز آنها  Sتجانس نقطه دلخواهي است مانند 

ن پاره خط ست كه نسبت اندازه اش به اندازه آمجانس هر پاره خط ، پاره خط ديگري ا - :1نتيجه 

������مساوي قدر مطلق نسبت تجانس است  � �����=|k|  
و همجهت با آن و مجانس معكوس  ياست مواز وكتور ، وكتوريمجانس مستقيم هر  -:2نتيجه 

 ازي و در جهت مخالف آن است (شكل)وم هروكتور، وكتوري 

  
  : مجانس مستقيم وكتور466شكل 

را بدست  Oاز دايره  Mمجانس يك نقطه   ’Mمركز دايره و نقطه  Oقرار شكل مجانس  ’Oنقطه   .١۴

������را مثبت فرض كنيم  Kمياوريم . هرگاه  =k  : بدست ميايدOM’=KR  يعني فاصله مجانس هاي
و  ’Oست به مركز ه اداير ’Mاست . پس مكان  KRمقدار ثابت  ’Oاز نقطه ثابت  Oنقطه هاي دايره 

 قرار داد .  |K|منفي باشد در استدلال بالا بجاي آن بايد  Kاگر  KRشعاع 

  
  مركز دايره Oمجانس  ’O: نقطه 467شكل 

������باشد ميدانيم كه شكل  ABCDEمجانس چند ضلعي  ...’A’B’C’D’Eاگر چند ضلعي   .١۵ � k  و ������ � |k|  و . . . پس������ � ������ � ������ � ⋯ � |k|   ونيز ميدانيم كه : زوايهA’=A  و
B’=B  . . . و 



302 

 

  
  s: مجانس پنج ضلعي نظر به نقطه 568شكل 

را نسبت تشاب يا نسبت تجانس دو  Kبه مركز تجانس دو چند ضلعي و نسبت  را مركز تشابه Sنقطه 
  امند . چند ضلعي مي ن

. زيرا كه   ��است اما نسبت  ’A’B’Cنيز مجانس  ABCباشد  Kبه نسبت  ABCمجانس  ’A’B’Cنتيجه : اگر 

:	 ������ � ������ � ⋯ � 4��4  

 هاي متناظر متساوي باشند دوشكل رايادآوري : ميدانيم  كه هرگاه در دوشكل ضلعهاي متناظر متناسب و زاويه 
، شكل ، شكلي  اي را كه گفتيم مي توان به اين صورت بيان كرد : مجانس هر قضيهمتشابه مي نامند : پس 

 وازي باشند .به با آن كه ضلعهاي منتاظر شان ماست مشا
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فصل هفتم مسائل حل ويي رهنما  

كند يعني وترمشترك دو دايره ،  ره مفروضي  را نصفبه مركز نقطه مفروض دايره رسم ميكنم كه داي .1
 باشد. قطر دايره مفروض

  ABرا در وتر مشترك  C(O,R)دايره مفروضي  Mحل شده و دايره به مركز مسئله فرض ميكنم تحليل: 
وصل ميكنيم خط المركزين دو دايره را نيز رسم  Aبه  Mاست، قطع كرده است از  (O)كه قطر دايره 

  يم مينما

  ميدانم كه خط المركزين دو دايره ، ناصف عمودي وتر مشترك آنها است .

�MAداريم  MOAاست. در مثلث قايم الزاويه  ABناصف عمودي  MOپس  � MO� . OA�   از

�MA=√OMآن جا نتيجه ميشود  . R�  كه اين مقدار شعاع دايرهM  است  

رسم  OMعمود بر  Mمقدار معلومي است. از نقطه  OMوصل ميكنم طول قطعه خط  Oبه  Mترسيم از 
رسم  MA=MBو به شعاع  Mقطع كند دايره به مركز  Bو Aرا در دو نقطه  Cميكنم تا دايره مفروض 
  است .مسئله ميكنم اين دايره جواب 

  
  : وترمشترك دو دايره469شكل 

ن ميكنم طوريكه خط هاي اين نقطه را به دو نقطه معلوم واقع بر يروي يك دايره داده شده ، نقطه تعي .2
دو نقطه كه نسبت فاصله هايشان از نقطه معلوم ديگري  همين دايره وصل ميكند ، خط مفروضي را در

 واقع بر همين خط مقدار معلوم باشد ، قطع كند .

واقع بر  Bو Aكه نقطه هاي مفروضي  BMو AMحل شده و خط هاي مسئله فرض ميكنم : تحليل 
  قطع كنند  QوPرا در دونقطه  FPQوصل ميكنند ، خط مفروض  Mدايره را به نقطه مطلوب 
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م مشود ، رس AMموازي  Qكه از نقطه  QLنقطه ثابت مفروض باشد و خط  F. اگر  ذيلق شكل مطاب
داده شده است  AB، و چون وتر LQB=AMBقطع كند ، خواهيم داشت .زاويه  Lرا در  FAخط 
معلوم است ،   FQ:FPچون نسبت  FL:FA=FQ:FPمعلوم است از طرف ديگر داريم  AMBزاويه 

با زاويه مفروض ديده ميشود . به اين  Qاز نقطه LB. پس قطع خط معلوم معلوم است  Lپس نقطه 
در محل برخورد اين مكان هندسي و خط  Qبدست ميايد نقطه  Qترتيب يك مكان هندسي براي 

FPQ  قرار دارد . خطBQ   دايره را در نقطه مطلوبM . قطع ميكند  

  
  : دايره470شكل 

ش ا ضلاع رسم ميكنم كه يك راسند نقطه مثلث متساوي الاداده شده ا  )Tو دايره ( Lخط  Aنقطه  .3
 قرار داشته باشد . Tو ديگري روي دايره  Lو دو راس ديگرش يكي روي خط  Aنقطه 

و  AB=ACباشد. چون مسئله جواب  ABCحل شده و مثلث متساوي الضلاع مسئله فرض ميكنم  :حل 
و به زاويه دوران  Aسبت به مركز دوران ن Bدوران يافته نقطه  Cاست ، پس نقطه  BAC=60°زاويه 
دوران  °60به زاويه دوران Aرا نصب به مركز دوران  Lخط مسئله است. بنابراين براي حل  60°

يك راس مثلث خواسته شده است . از  Cنقطه  Tبا دايره  ’Lبدست آيد. نقطه تلقي  ’Lميدهيم تا خط 
A بهB  وصل ميكنم و به مركزA  و به شعاعAC رسم ميكنم تا خط دايرهL  را در نقطهB  .قطع كند

  است .مسئله جواب ABCضلاع مثلث متساوي الا

  
  A نسبت به مركز دوران Bدوران يافته نقطه  C: نقطه 471شكل 
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مماس باشد ، در صورت كه  ∆برخط   Tدايره خواسته شده در نقطه  Cحل شده باشد و مسئله اگر  .4
مماس خواهد بود  Tمنعكس  ’Tدر  ∆بر منعكس  Cمنعكس كاس تبديل كنيم ، عشكل را به وصل ان

 	∆خط مستقيم و منعكس  Cريم ، منعكس يبگ Cكاس را يك از نقطه هاي دايره عاما اگر قطب ان
 ق حل ميكنم :يرمسئله را به اين طدايره خواهد بود مماس برآن خط مستقيم . پس 

A  مانند  هومقدار دلخوا انعكاسرا قطبAH�  فرض ميكنم. يعني نعكاسارا طاقتAH  عمود است
 ’Bرسم ميشود حال  AHاست كه قطر  ′∆دايره  ∆رسم كردايم . منعكس خط  ∆بر خط  Aكه از 

وصل كرده  ’Tبه Aرا رسم ميكنم . از  ’T’Bمماس  ′∆به دايره  ’Bرا بدست مياوريم و از  Bمنعكس 
است در حالت مسئله ميگذرد دايره جواب  Tو  A  ،Bميناميم . دايره كه بر  Tرا  ∆به ’ATنقطه تلقي 

  دو جواب داردمسئله كلي 

  
  مماس ∆برخط   Tدايره خواسته شده در نقطه  C: 472شكل

دو نقطه را نسبت به يك دايره مزدوج مينامند ، هرگاه خط قطبي يكي نسبت به دايره از ديگري  .5
 BCر باشند بر دايره به قطر نسبت به آن مزدوج يكي ديگ CوBبگذرد. دايره به مركز كه دو نقطه 
 ATمماس  Aاز نقطه  Aرا ر سم ميكنم . براي تعين شعاع دايره  BCعمود است . بنابراين دايره به قطر 

را رسم ميكنم . بساده مسئله دايره جواب  ATبشعاع  Aنگاه به مركز رسم ميكنم آ BCرا بردايره به قطر 
 Cميگذرد و قطبي نقطه  Cنسبت به آن از نقطه  Bطه گي ثابت ميشود اين دايره چنان است كه قطب نق

 ميگذرد . Bنسبت به آن از نقطه 
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  : نمايش دو نقطه مزوج473شكل 

به  Aرا از طرف  BAباشد . ضلع مسئله جواب  ABCدر حل شده گرفته، فرض مي كنيم مثلث مسئله  .6
ازطرفي در  BD=BA+AD=b+cوصل مي كنم . داريم  Cبه  Dادامه مي دهيم و ازِ BD=ACاندازه 

ADCداريم : مقدار معلوم  ACDمثلث متساوي الساقين  � ACD � �� � A  بنابراين مثلثBDC  با

BDC	و BD=b+cضلع،   BC=aمعلوم بودن ضلع  � �� � A قابل رسم است اين مثلث را رسم
 ABCس سوم مثلث كه رأ Aرا در نقطه  DBرا رسم مي كنيم تا  DCميكنم آنگاه عمود منصف ضلع 

 ست قطع كند .ا

. با فرض برقرار بودن اين  a<b+cممكن نيست ، مگر اين كه داشته باشيم مسئله حل اين يادداشت:
زاويه روبرو به ضلع كوچكتر را داريم . بنابراين ممكن است بتوانيم دو مثلث  BCDشرط ، در مثلث 

د . از هر مثلث نين مثلث قابل رسم نباشچرسم كنيم يا ممكن است  BCDط مفروض براي يباشرا
دو جواب ، يك مسئله كمكي يك و تنهايك مثلث مطلوب ميتوان بدست آورد . پس ممكن است 

  جواب داشته باشد . يااصلاً جواب نداشته باشد 

  
  : مثلث متساوي الساقين474شكل 



307 

 

دايره را به چهار قسمت مساوي  BDو  ACعمود  درشكل نشان داده شده است كه قطرهاي متقابلاً .7
 عبارت از مربع است  ABCDم ميكند تقسي

دايره را به هشت حصه  8..1،2،3را ترسيم مي نمايم نقطه نقاط   BOCوAOBناصف الزاويه هاي 
  مساوي تقسيم ميكند .

  
  : تقسيم محيط دايره به هشت حصه مساوي475شكل 
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  هشتم فصل مسائل حل ويي رهنما

 را رسم ميكنم   �x=aطول خط به  هداده شده است نقطه قطع aقطعه خط به طول  .1

1حل : مي توان نوشت  ⋅ x � a ⋅ a  ويا�� � �� OXروي ضلع  xOy ه. حل با استفاده از زاويه دلخوا 
 ،OA=1  ،AB=a  و روي ضلعOY  ،OC=a  جدا ميكنيم ازA  بهC  وصل كرده از نقطهB  خط

  است  CD=xقطع كند قطعه خط  Dرا در  OYميكنيم تا وصل  ACموازي 

  
Xبه طول  قطعه خط :476شكل  � a�	  

2. ax
 . bx� . cx . d �  را به كمك رسم گراف حل ميكنم  0

اين معادله را به صورت معادله تقاطع دو منحني يا يك خط و يك منحني ميتوان نوشت . به  –حل 

ax	طور مثال ميتوان نوشت . . bx� . cx . d � كه اين معادله ، معادله طولهاي نقطه هاي  0
yتقاطع منحني به معادله  � ax
 . bx�  با خط با معادلهy � @cx @ d ن ياست ، و  براي تعي

جواب هاي معادله منحني و خط اخير را در يك سيستم محورهاي مختصات رسم ميكنم و طولهاي 
  نقطه هاي تقاطع آنها را بدقت بدست مياوريم .

�xگراف  حل  .3 . y� @ 2x @ 2y @ 6 � است  �2√)و شعاع 1.1( را كه دايره به مركز 0
 م و نقطه هاي تقاطع آنها جواب سيستميرا دريك سيستم مختصات رسم ميكن x+y-2=0وخط معادله 

Bx	است � 3y � 1 			Bx � @1y � 3 

 

 

 

 :  گراف معادله دايره477شكل 
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 م ميكنند. يطلائي قرار ذيل تقساقطار يك پنج ضلعي منظم يكديگررا به نسبت  .4

نسبت طلائي است استفاده ميكنم در  AF/FDاز علايم شكل در توضيح با نشان دادن اينكه . حل 
 =BCوED=BCاما AF/FD=AF/ADبنابراين  ACF~�EFمثلث  ACDEذوزنقه متساوي الساقين 

AF زيرا است ،ABCF  لوزي است بنابراين���� � ���� 		يا		 ���� � نسبت طلائي  AF/FDلذا  ����
است ، اگر اضلاع پنج ضلعي منظم يك واحد باشد در اين صورت طول اقطار آن مقدار عددي نسبت 

  طلائي است .

  
  : اقطار يك پنج ضلعي منظم578شكل 

�cos!@Hچون  .5 � IJKH  است ، لذا منحني نظربه محورقطب متناظراست (شكل ذيل) براي
θ � rشعاع 0 � θي و برا ∞ � rقيمت شعاع  180° � ميشود ، پس منحني مربوطه بسته   1

 نيست (پارابولا است ) . فقط چند قيمت در جدول ذيل مرتب ميگردد .

  
 : منحني نظربه محورقطب متناظر479شكل 
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نهم فصل مسائل حل ويي رهنما  

ميكنيم هريكه م يرا برآن ترس ADواقع براين خط عمود  Aرا در نظر ميگيريم از نقطه  BCخط راست  .1
است . ناصف الزاويه اين دو زاويه بطورمثال ناصف الزاويه  90 ˚مساوي CADو  BADاز زاويه هاي 

CAD  را رسم ميكنيم وآن راAE زاويه   مي ناميمCAE=45°  وBAE=135˚ ذيل است . قرار شكل 

  
 ˚135: ترسيم زاويه 480شكل 

 تثليث زاويه توسط خط كش و پركار ناممكن است . .2

 درج ناممكن است .كش و پركار نام دايره با خط بيعتر .3

 درج و پركار ناممكن است .تضعيف مكعب المستطليل خط كش نام .4

 BCرا چنان رسم ميكنم كه وتر  ˚A=90كه زاويه  ABC، مثلث قايم الزاويه  ˚30براي رسم زاويه  .5
را باطول   ACطع خط را رسم ميكنم . ق  ˚xAy=90باشد براي اين كاراول زاويه  ACدوبرابر ضلع 
) قوس رسم ميكنيم كه AC  )2iو بشعاع دو برابر يعني Cجدا ميكنيم . به مركز  AYروي  Iدلخوا مثلاً 

A x  را در نقطهB  قطع كند. ازB  بهC  وصل ميكنم زاويهABC=30˚  است . چون در مثلث قايم
را رسم  ABCاصف الزاويه ن 15˚ضلع مقابل به آن نسب وتر است ، براي رسم زاويه  ABCالزاويه 

 ميباشد. قرار شكل ذيل  ˚15برابر  DBCو DBAميكنيم .هريكي از زاويه هاي 

   
  ˚15: ترسيم زاويه 481شكل 

y
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تثليث زاويه با تبرزين طي سالها وسايل ميخانيكي سيستم هاي مفصل و پركار هاي مركب متعددي  .6
تبرزين است  ابتدائي از اين قبل به اصطلاحب و تثليث ابداع شده اند . يك وسيله جال مسئلهبراي حل 
يف شده است. براي توص 1835علق به سال رزين معلوم نيست اما اين وسيله در كتاب مطبمخترع ت

تثليث شده به (شكل نگاه كنيد) شروع كنيد .  TوSكه در  RUخط مانند  هساختن يك تبرزين از قطع
يد همچنان در شكل مزبور نشان داده ئود رسم نماعم RUرا بر  SVرسم كنيد و  SUنيم دايره به قطر 

ار دهد قر يبه وسيله تبرزين افزار را روي زاويه طور ABCشده كامل كنيد . براي تثليث زاويه مانند 
مماس باشد . آنگاه  Dمثلاً در  BCبگذرد و نيم دايره بر  Bاز نقطه  SVقرار گيرد  BAروي  Rكه 

زاويه مفروض را  BTو BSهمه مساوي اند.  TDBو RSB,TSBچون ميتوان نشان داد كه مثلث هاي 
وي زاويه تثليث ميكنند . تبرزين را ميتوان بر كاغذگراف با خطكش و پركار ساخته و سپس به ر

ير ميتوانيم يك زاويه را با خط كش و پركار تثليث كينم (با دوتبر زين مفروض تنظيم كرد. به تغي
 ساوي تقسم كرد) قرار شكلميتوان يك زاويه را به پنچ قسمت م

 

 (فانه):تبرزين482شكل 
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دهم فصل مسائل حل ويي رهنما  

) تنها و Y0 ,Z0 X0,يكتا اند. بنابراين به سه اعداد مرتب ( Sو  Q Rبه آساني ديده ميشود كه نقاط  .1
د و قرار فضا تنها و تنها سه اعداد مرتب تقابل ميكن Aتنها يك نقطه اختيار فضا و به يك نقطه اختاري 

 ) ميباشد قرار شكلY0 ,Z0 X0,داري مختصات قايم ( Aتعريف نقطه 

  
  :مكعب483شكل 

را در نظر ميگيريم و باتوجه به عدد هاي داده شده نقطه هاي  O-xyzحل سيستم كميته مختصات  .2
 مورد نظر را مشخص مي كنيم . قرار شكل

  
  : مكعب مستطيل484شكل 

مستوي است در اين صورت مستقيم بايد حد اقل دونقطه مشترك شامل اين  aفرض كنم كه مستقيم  .3
را با قطه خط هاي   a1) نقاط تقاطع مستقيم Bبا مستوي مذكور داشته باشد نقطه در اپيور (شكل 

A1B1  وB1C1  بهM1  وN1  نشان ميدهيم از نقاط مذكور خطوط ارتباط را تا تقاطع با مستقيمa2 
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بالاي مستقيم  N2و  M2شاني ميكنيم . از نقشه واضح است كه نقاط را ن N2و  M2رسم نموده ، نقاط 
 ميباشد .  ABCشامل مستوي  aقرار دارند. پس مستقيم  B2C2و  A2B2هاي 

نيست زيرا كه با مستوي مذكور يك نقطه مشترك دارد  ABCشامل مستوي  b1:b2( b(مستقيم 
  .است L1:L2(Lاين نقطه عبارت از () C (قرار شكل

  
 : مستوي485شكل 

 خط مستقم عبور ميدهيم . A1و مرتسم افقي يك نقطه كيفي مثلث بطور مثل نقطه  M1از طريق نقطه  .4

خط ارتباط را تا  K1نشان ميدهيم از نقطه   K1به   C1B1ه خط عطع مستقيم مذكور را با قطنقطه تقا 
وصل مينمايم  A2با نقطه را  K2را نشاني ميكنيم نقطه  K2رسم نموده نقطه   C2B2تقاطع با قطعه خط 

 .حاصل ميشود A1K1:A2K2(AKمستقيم ( ABC. بدين ترتيب در مستوي مثلث  

رسم شده  A2K2الي مستقيم  M1در تقاطع خط ارتباط كه از نقطه  Mنقطه  M2 م مقابلمرتس 
  دريافت ميگردد . 

  ي قرار داردشامل اين مستو AKاست زيرا كه بالاي مستقيم  ABCشامل مستوي  M1:M2(Mنقطه ( 

  
  X: ترسيم مثلث نظر به محور 486شكل 
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   -: 1ضميمه  

  بر اشكال هندسي شرح مختصر

به هندسه دارند تهيه وترتيب شده است.  بمنظور استفاده محصيلان ، استادان و ديگر علاقه مندان كه سروكار 
  كه دربرگرندي رسم ها واشكال  بوده قرار ذيل است

   

  

  

  

  

500 
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 a//bمستقيم ھای موازی 

ABفاصله بين مستقيم ھای 

a   وb 

 axb) (مستقيم ھای متقاطع

A مستقيم ھای نقطه تقاطع 

a  و b 

 عمود ھای متقابل 

  مستقيم ھای صليبی
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 خط منکسر
 

 خط منکسر محدب
 

 خط منکسر بسته
 

 ناصف الزاويه
 خط منکسر منظم 

 

 خط منحنی
 

 فصل مشترک قوس ھا
 

 بيضوی ناقص
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 زاويه سطحی
 

 ناصف الزاويه
 

 زاويه حاده
 

 زاويه سطحی
 

 زاويه قايمه
 

 زاويه مساوی
 

 زاويه مکلمه
 

 اويه متممهز
 

 زاويه سطحی
 

 زاويه متقابل براس
 

 زاويه منفرجه
 



318 

 

  

 زوايای متوافقه
 

 جانبی داخلیزوايای 
 

 جانبی خارجیزوايای 
 

 متبادله داخلی زوايای
 

 متبادله خارجیزوايای 
 

 زاويه مرکزی
 

 زاويه محيطی
 



319 

 

 

 

  

 مثلث ھا

  کثر الزوايا
 

 

 مثلث قايم الزاويه
 

 

 مثلث حاده الزاويه
 

 کثيرا 1ض0ع محيطی
 

 

 کثيرالزوايا
 

 کثيرا1ض0ح منطم
 

 کثير الزوايای منظم ستاره
 مانند
 

 کثيرا1ض0ع محاطی
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 مثلث ھا

 مثلث 
 

 نقطه تقاطع ارتفاعات
(O) 

 

 متساوی ا1ض0عمثلث 
 

 متساوی الساقينمثلث 
 

 قايم الزاويهمثلث 
 

 حاده الزاويهمثلث 
 

 جه الزاويهمنفرمثلث 
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 متوازی ا1ض0ع
 

  

  

                              

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

   

 چھار ضلعی ھا
 

 

 چھار ضلعی
 

 معين يا لوزی
 

 

 مستطيل
 

 

 مربع
 
 

 ذوزنقه
 

 

 ذوزنقه قايم
 

 

 ذوزنقه متساوی الساقين
 

 

 ھرم مخمس القاعده

 

منشور مخمس 
 القاعده

شکل متناظرمحور

 

 

 ل متناظر مرکزی

 

 
 

 

  

 ذوزنقه متساوی الساقين

 

  

 

 مستطيل

 مربع

 ذوزنقه قايم

 ذوزنقه قايم

 معين يا لوزی

 متوازی ا1ض0ع
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 سطوح مدور

 ھرم مخمس القاعده

 شور مخمس القاعدهمن

 شکل متناظر محوری

 شکل متناظر مرکزی
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 مستوی و خط مستقسم

 

 

 مستقيم متقاطع 
 مستوی

 مستقيم عمود با1ی
 مستوی

 

 

 مستوی ھای متقاطع

 مستوی و خط مستقيم

 مستوی ھای موازی

 مستوی ھای عمود
 متقابل
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 کثيرالسطوح

 

 شش وجھی منظم
 (مکعب)

 

 

 

 

 

  

 جھار وجھی منظم
 (ھرم)

منشور 
 عمودی

 ر ضلعی مايل

 
 

 

 

 
 ھشت  وجھی منظم

 مکعب

 دوازده وجھی منظم
 

 بيست وجھی منظم
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 منشور غير منظم

 ھرم غير منظم
 منشور مايل

 منشور عمودی

 منشور چھار ضلعی مايل

 منشور قايم

 منشور منظم
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 نظمھرم غير م

 

 ھرم منظم

 

ھرم قطع شده غير 
 منظم

 

 ھرم قطع شده منظم

 

 ھرم قطع شده منظم
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 سطو ح خارجی انحنا

 استوانه

 

 

 استوانه مايل

 

 استوانه قايم

 

 مخروط

 

 

 مخروط مايل

 

 استوانه قايم

 

 

 سطح استوانه ای

 استوانه مايل
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 طورخم

 

 کــــــــــــره 

 

 ليام هدش عطق طورخم

 مياق هدش عطق طورخم
 رودم

 

 

 

 

 طورخم

 ليام طورخم

 مياق رودم طورخم

 یطورخم حطس
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 هرک

 

 یلوط عطاق

 یو هرک یجراخ حطس

 یورياد مسج

 ینارود یجراخ حطس
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  ضميمه دوم 

  ترسيم مخروطات سه گانه

�Nي قطعه خط ها C1نقطه تنصيف  Nبه دوطرف  ’FFترسيم اليپس ذريعه نقاط . از .1 � N�’ � O	. جدا مي نمائيم�	مجموعه قطعه 593است مطابق شكل ( ’��يك نقطه كيفي روي قطعه خط  (

 و شعاع	F’Fدايره هاي رسم مينمائيم كه مركز آنها  2Oمساوي است به  �’�	و��خط هاي 

است تقاطع اين دو مشترك به اين دو دايره يك نقطه اليپس  Pميباشند يك نقطه  ’��	و��هايشان 

�’�–	��دايره مشروط است بر � FF’ � �� . �’� . 

�N# اول استنباط ميگردد كه خود بخودمورد تطبيق است از شرطشرط دوم  . N�' @ #N� @ N�' � FF’ � 2N� � FF’Q 
�Nبالاخره  � FF’  هرموقعيت�	بين		N	و	F  را ير ترتيب شعاع ها چهارنقطه اليپس يثر تغابه

باشد كلانترين 	Fدر  �كه نقطه يميدهد به همين اساس تمام نقاط اليپس را بدست آورده ميتوانيم . وقت

Oشعاع وكتور مساوي است به . I  وكوچكترين آن مساوي است بهO @ I  دايره هاي مربوط باهم

  را تثبيت ميكنند . ’�	و�مماس بوده و نقاط 

   ذيل  قرار شكل 

  

  : الپيس593شكل 
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�Nميگريم  Nترسيم هايپربول ذريعه نقاط . دومسافه مساوي بدو طرف نقطه .2 � N�’ � O  روي

مساوي است  �’�	و	��ميگيريم تفاضل قطعه خط هاي  �يك نقطه  �’�و به امتداد  �Rخط  نيم

نقطه  م مي نمايم يكرس ’��	و	��اند به شعاع هاي  ’F	وFدايره هاي را كه مركزشان   	2Oبه P	 مشترك به اين دو دايره يك نقطه هاپيربول است براي اينكه اين دايره ها هم ديگر را قطع كند

�’�حتمي و كافي است كه  @ �� � FF’ � �� . . شرط اول هميشه در محل تطبيق  ’�

’FFاست از دوم استنباط ميگردد   � !N� @ N�� . !N� . N�’� ياFF’ � 2N�	  يا

�Nبالاخره   NF 	 . 

هايپربول را ميدهد .  شعاع ها چهار نقطه  بررويبا تغي Fxخط  روي نيم Cهريك از موقعيت هاي نقطه 

ميگردد  ده ميتوانيم . از مناقشه فوق واضحاست كه به همين ترتيب تمام نقاط هايپربول حال نمو واضح

عاع وكتور به هر اندازه كه خواسته كه يك نقطه هاپيربول ميتواند به اندازه لايتناهي دور رود . زيرا ش

منطبق ميگردد كوچكترين شعاع وكتور هايپربول را كه  Fبا   Cباشيم كلان شده ميتواند . وقتكه نقطه 

Iمساوي به  @ O  را ميدهد ’�و�است به دست مياوريم ، دايره مربوطه نقاط.  

  )594قرار شكل ( 

  

  هايپربول : 594شكل 

) به M1ط . پيش از همه ملاحظه مي نمائيم كه هيچ يك از نقاط پارابول (ترسيم پارابول ذريعه نقا .3

بزرگتر است از  M1Fطرف چپ مواجه (كه محراق در آن شامل نيست ) بوده نميتوانند . زيرا مسافه 

�Sمياوريم  �جه أشامل آن يك موازي با مو  Fپس از اين تبصره به سمت كه  �MHمسافه  � T 

م ساست ر Rو شعاع آن  Fموازي را از هم جدا ميسازد دايره را كه مركزش  مسافه است اين دو
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قطه پارابول است براي اينكه دايره را ن م است ، آنييك نقطه مشترك دايره و مستق Pميكنيم اگر

. اين شرط در وقت  rكوچكتر باشد از شعاع  Fقطع كند حتمي وكافي است كه مسافه آن به مركز 

Tواقع نشود يعني  IوFبين  Kعملي ميگردد كه  واقع شود شرط تقاطع  I وF بين  Kاگر  � 

’�Fعبارت است از  � S�	;  يعنيK  و �بينF	 در  ’�اگرA  باشد دايره و مستقيم در نقطهA  با

بياوريم موازي مذكور تمام نقاط پارابول را به  �به   ∆يك موازي  Aس أاز ر  هم مماس اند اگر .

شامل آن است ميگذارد . از مناقشه فوق معلوم ميگردد كه كوچكترين قيمت شعاع و  طرف كه محراق

س . برخلاف شعاع وكتور به هر اندازه خواسته أو اين قيمت متعلق است به ر��كتور مساوي است به 

  ذيل باشيم بزرگ شده ميتواند يك نقطه پارابول ميتواند به لايتناهي دور شود .قرار شكل

   

  پارابول: 595شكل 
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Publishing Textbooks 

 

Honorable lecturers and dear students! 

The lack of quality textbooks in the universities of Afghanistan is a serious 

issue, which is repeatedly challenging students and teachers alike. To 

tackle this issue, we have initiated the process of providing textbooks to 

the students of medicine. For this reason, we have published 223 different 

textbooks of Medicine, Engineering, Science, Economics, Education and 

Agriculture (96 medical books funded by German Academic Exchange 

Service, 100 medical with 20 non-medical books funded by German Aid 

for Afghan Children and 4 non-medical books funded by German-Afghan 

University Society) from Nangarhar, Khost, Kandahar, Herat, Balkh, Kapisa, 

Kabul and Kabul Medical universities. It should be mentioned that all 

these books have been distributed among the medical and non-medical 

colleges of the country for free. All the published textbooks can be 

downloaded from www.ecampus-afghanistan.org.  

 

The Afghan National Higher Education Strategy (2010-2014) states: 

“Funds will be made available to encourage the writing and publication of 

textbooks in Dari and Pashto. Especially in priority areas, to improve the 

quality of teaching and learning and give students access to state–of–the–

art information. In the meantime, translation of English language textbooks 

and journals into Dari and Pashto is a major challenge for curriculum 

reform. Without this facility it would not be possible for university students 

and faculty to access modern developments as knowledge in all disciplines 

accumulates at a rapid and exponential pace, in particular this is a huge 

obstacle for establishing a research culture. The Ministry of Higher 

Education together with the universities will examine strategies to overcome 

this deficit.”  
 

The book you are holding in your hands is a sample of a printed textbook.  

We would like to continue this project and to end the method of manual 

notes and papers. Based on the request of higher education institutions, 

there is the need to publish about 100 different textbooks each year.  



I would like to ask all the lecturers to write new textbooks, translate 

or revise their lecture notes or written books and share them with us 

to be published. We will ensure quality composition, printing and 

distribution to Afghan universities free of charge. I would like the 

students to encourage and assist their lecturers in this regard. We 

welcome any recommendations and suggestions for improvement.  

 

It is worth mentioning that the authors and publishers tried to prepare the 

books according to the international standards, but if there is any problem 

in the book, we kindly request the readers to send their comments to us 

or the authors in order to be corrected for future revised editions. 

We are very thankful to Consulate General of the Federal Republic of 

Germany/Mazar-e Sharif which has provided fund for this book.  

I am especially grateful to GIZ (German Society for International 

Cooperation) and CIM (Centre for International Migration & 

Development) for providing working opportunities for me during the past 

five years in Afghanistan. 

In our ministry, I would like to cordially thank Minister of Higher Education 

Prof Dr Farida Momand, Academic Deputy Minister Prof M Osman 

Babury, Deputy Minister for Administrative & Financial Affairs Prof Dr Gul 

Hassan Walizai, Chancellor of Balkh University Prof Mukamel Alokozay, 

Adviser at Balkh University Dr M Saber Momand, and lecturers for their 

continuous cooperation and support for this project.  

I am also thankful to all those lecturers who encouraged us and gave us all 

these books to be published and distributed all over Afghanistan. Finally I 

would like to express my appreciation for the efforts of my colleagues 

Hekmatullah Aziz, Ahmad Fahim Habibi and Fazel Rahim in the office for 

publishing books.  

 

Dr Yahya Wardak 

CIM-Expert & Advisor at the Ministry of Higher Education 

Kabul, Afghanistan, May, 2016 

Office: 0756014640 

Email: textbooks@afghanic.org 



 

 

Message from the Ministry of Higher Education 
 

In history, books have played a very important role 

in gaining, keeping and spreading knowledge and 

science, and they are the fundamental units of 

educational curriculum which can also play an 

effective role in improving the quality of higher education. 

Therefore, keeping in mind the needs of the society and today’s 

requirements and based on educational standards, new learning 

materials and textbooks should be provided and published for the 

students. 

I appreciate the efforts of the lecturers and authors, and I am very 

thankful to those who have worked for many years and have 

written or translated textbooks in their fields. They have offered 

their national duty, and they have motivated the motor of 

improvement. 

I also warmly welcome more lecturers to prepare and publish 

textbooks in their respective fields so that, after publication, they 

should be distributed among the students to take full advantage of 

them. This will be a good step in the improvement of the quality of 

higher education and educational process. 

The Ministry of Higher Education has the responsibility to make 

available new and standard learning materials in different fields in 

order to better educate our students. 

Finally I am very grateful to Consulate General of the Federal 

Republic of Germany/Mazar-e Sharif and our colleague Dr. Yahya 

Wardak that have provided opportunities for publishing textbooks 

of our lecturers and authors. 

I am hopeful that this project should be continued and increased 

in order to have at least one standard textbook for each subject, in 

the near future.  
 

Sincerely, 

Prof. Dr. Farida Momand 

Minister of Higher Education 

Kabul, 2016 
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