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 نه لري.  مسؤلیتټولنې په دې اړه  ېکوونک تطبیقلري. مرسته کوونکي او 
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 د لوړو زده کړو وزارت پیغام

په مختلفو دورو کې کتاب د علم او پوهې په لاسته راوړلو، ساتلو او بشر  د

درسي کتاب د نصاب اساسي برخه  .خپرولو کې ډیر مهم رول لوبولی دی

جوړوي چې د زده کړې د کیفیت په لوړولو کې مهم ارزښت لري. له 

ې د اړتیاوو په نظر کې همدې امله د نړیوالو پیژندل شویو معیارونو، د وخت د غوښتنو او د ټولن

 نیولو سره باید نوي درسي مواد او کتابونه د محصلینو لپاره برابر او چاپ شي.

لهههه ښهههاغلو اسهههتادانو او لیکوالانهههو  خهههه د زړه لهههه کهههومي مننهههه کهههوم چهههې دوامهههداره زیهههار یهههې 

ایسهههتلی او د کلونهههو پهههه اوږدو کهههې یهههې پهههه خپلهههو اړونهههدو  هههان و کهههې درسي کتابونهههه تههه لیف او 

ء کههههړی دی او د پهههوهې موتهههور یهههې پهههه حرکهههت راوسههههتی لي دي، خپهههل مهههی پهههور یهههې اداژبهههاړ

دی. لهههه نهههورو ښهههاغلو اسهههتادانو او پوههههانو  خهههه ههههم پهههه درنپهههت غوښهههتنه کهههوم تهههر  هههو پهههه خپلهههو 

، چهههې لهههه چهههاپ وروسهههته د  رانهههو  کتابونهههه او درسي مهههواد برابهههر اړونهههدو برخهههو کهههې نهههوي درسي

کههههړل شي او د زده کههههړو د کیفیههههت پههههه لوړولههههو او د علمههههي پروسههههې محصههههلینو پههههه واک کههههې ور 

 په پرمختګ کې یې نېک  ام اخیستی وي. 

د لههههوړو زده کههههړو وزارت دا خپلههههه دنههههده بههههولي چههههې د  رانههههو محصههههلینو د علمههههي سههههطحې د 

نههههوي درسي مههههواد برابههههر او چههههاپ لوړولههههو لپههههاره د علومههههو پههههه مختلفههههو رشههههتو کههههې معیههههاري او 

 کړي.

د  دی کتههههاب خههههه مننههههه کههههوم چههههې د  کهمکههههار ډاکههههتر یحیههههی ورد د ږ زمههههو ېکهههه یپههههه پهههها

 خپرولو لپاره یې زمینه برابره کړېده. 

 ټههههوره پروسههههه دوام وکهههړي او پراختیهههها ومههههومي  د د رسي کتههههابونو د چهههاپولویهههم چههههې  هیلهههه منههههد

تهههر  هههو پهههه نیههه دې راتلهههونکې کهههې د ههههر درسي میهههمون لپهههاره لههه  تهههر لههه ه یهههو معیهههاري درسي 

 کتاب ولرو.

 په درنپت

یعبدالتواب بالاکرز  ریانجن پلومیپوهنمل د  

وزیرسرپرست او  علمي معین د لوړو زده کړو  

۸۱۳۹کابل،   



 

 

 قدرمنو استادانو او  رانو محصلینو!

یهو کې د درسي کتابونو کموالی او نشهتوالی لهه لویهو سهتونخو  خهه  ږهل کېه ي.  پوهنتونونوافغانستان په  د

او لهه هغهو  ړه میتهود تهدریس کهويمعلوماتو ته لاس رسی نه لري، پهه زا یونوشمیر استادان او محصلین  زیات

 کیفیت فوتوکاپي کې ي. ټیټچې زاړه دي او په بازار کې په   ټه اخی خه  نواو چپترو  نوکتابو 

او کابل پولي   طبي پوهنتون کابل،، کابلالبیروني، نن رهار، خوست، کندهار، هرات، بلخ موږ د ېاوسه پور  تر

 ، ژورنالیخمساينس، انجنیري، اقتصاد د طب، سي کتابونهدر  مختلفعنوانه  ۳۰۰  ه کم لپارههنتون تخنیک پو 

د افغهان غیهر طبهي  اوطبهي  DAAD، ۱۷۰آلمهان د علمهي همکهاریو ټهولنې د  يطبه ۹۶) واو زراعت پوهنځيه

 آلمهاني او افغهاني پوهنتونونهو ټهولنې د کتابونهه Kinderhilfe-Afghanistan ،۷ ماشومانو لپهاره د جرمنهي کمېټهې

DAUG ،۲ د  بونههکتا ۳ ،کتابونه په مخار شریف کې د آلمان فدرال جمهوري جهاال کنسهول ريAfghanistan-

Schulen ،۱ ،نور کتابونه د کانراد ادناور بنسهټ ۸د سلواک اېډ او  ۲ د صافی بنسټ لخهوا KAS  پهه مهالي مرسهته )

 .چاپ کړي دي

ادارو او  رېشهم اتیهز ویهپوهنتونونهو او  ونهدهړ ا ولهوټ وادېهچاپ شوي کتابونهه د ه يړ نومو ېچ ده، ړو ېادونید 

 شوي دي.  شلېو  ه تو  اړیمؤسساتو ته په و

 شئ. یکولا  ډاونلو ډ خه  ڼېپا بیو www.afghanistan-ecampus.org چاپ شوي کتابونه له ولټ

 (۲۰۱۴ه  ۲۰۱۰)د  ړو زده کهههههړو وزارت د افغانسهتان د لهو چهېحهال کهې تهر سره کېه ي  داسهېدا کړنې په 

 کلونو په می ستراتیژیک پلان کې راغی دي چې:

د لوړو زده کړو او د ښوونې د ښه کیفیت او زده کوونکو ته د نویهو، کهره او علمهي معلومهاتو د "

شي د برابرولو لپاره اړینه ده چې په دري او پپتو ژبهو د درسي کتهابونو د لیکلهو فرصهت برابهر 

 رسهیداو پپتو ژبهو تهه د کتهابونو او  ي ژبې  خه دريانگریخ لپاره له   ریفورمي نصاب د یمتعل

نشي کولای  استادانو ژباړل اړین دي، له دې امکاناتو  خه پرته د پوهنتونونو محصلین او مواد

 ."پیدا کړيلاس رسی عصري، نویو، تازه او کره معلوماتو ته 

سره مرسهته وکهړو او د چپټهر او لک هر  نهوابرولو سره د هیهواد لهه پوهنتونو مون  غواړو چې د درسي کتابونو په بر 

 هه نها د موسساتو لپاره هر کهال و نوټ دوران ته د پای ټکی کې دو. د دې لپاره دا اړینه ده چې د لوړو زده کړ 

 .کتابونه چاپ شيدرسي عنوانه  ۱۰۰  ه

 

 

 

 

 



 

 

 
 

لو مسلکي برخو کې نوو  کتابونوه ولیکوي، وړبواو  او موا هوم ، چې په خپوله ټولو محترمو استادانو څخه هیله کو 

 پوه وا  کوې موون ز  ،نوټونه او چپټرونه امډېټ او د چاپ لپواه  ییواه کو   خپل پخواني لیکل شو  کتابونه، لکچر

 .اسوتادانو او محلولیځو پوه وا  کوې وهکو و ،ووهوسته مې د اوونو  پوهځييوهاک   چې په ښه کیفیت چاپ او  مې

پو   څوو پوه هوډ  یور ، له موون  ه  یموک کو   او نظرمات ټکو په اوون  خپل ووان مزونه ماد شومو هم اهنګه د

 .هامونه پوهیه ک وغېزمن برخه کې ا

تر و د کتابونو محتویهات د نړیوالهو علمهي معیهارونو  ،لفینو او خپروونکو له خوا پوره زیار ایستل شوی دیؤ د م 

، نهو وليهدل شيکې ځینې تیروتنې او سهتونخې  اد کتاب په محتو  شيکیدای  بیا همپه اساس برابر شي، خو 

 ،لف او یا مون  تهه پهه لیکلهې بږهه راولیه يؤ له درنو لوستونکو  خه هیله مند یو تر  و خپل نظریات او نیوکې م

 تر  و په راتلونکي چاپ کې اصلاح شي.

 .ید ړیرکو  یې ت پد دغه کتاب د چاپ ل ېمننه کوو چ رهډې خه د کمپنۍ  د اناسیس

 خهه،   CIM (Center for International Migration & Development)او( لهه دفهتر GIZ) تیهز یآ  ېد جهاو 

لهه  هړ وو، ههم  د ز يړ د کهار امکانهات برابهر که ېپه افغانستان که ېپور  ۲۰۱۶نه تر  ۲۰۱۰له  یېزما لپاره  ېچ

 مننه کوم. ېکوم

معهین ډاکهتر مهالي او اداري ، یعبهدالتواب بهالاکرز  ریهانجن پلهومیپوهنمل دوزیر سرپرست  د لوړو زده کړو له

پهه لهوړو زده کهړو  وزارت کهې  ،قيیاحمهد طهارق صهد سیمالي او اداري رئ ،علمي معین او احمد سیر مهجور

او استادانو  خه مننهه کهوم چهې د پوهنځیو رییسانو د  ،سانویرئ وهنتونونود پسلاکار ډاکتر  ل رحیم صافي، 

مننهدوی يهم او ر ېهډ خه  مؤلفد دغه کتاب له . ې دهکړ ورسره یې و مرسته ا لېهڅو یې کتابونو د چاپ لړۍ 

 کړ.  ېپه وړيا تو ه  رانو محصلينو ته وړاند یېکلونو زيار -خپل د کلونو چېکوم،  یېستاينه 

 خه هم مننه کوم چې د کتابونو د چاپ هر یو حکمت الله عخیخ او فهیم حبیبي  همدارن ه د دفتر له همکارانو

 نه ستړې کیدونکې هلې ځلې کړې دي.کې یې  په برخه

 سلاکارد لوړو زده کړو وزارت  ،کډاکتر یحیی ورد 

  ۲۰۱۹ ،نومبرکابل، 

 ۰۷۵۶۰۱۴۶۴۰,۰۷۰۶۳۲۰۸۴۴   ټیليفون: د دفتر

 textbooks@afghanic.de ايميل: 
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ډيرلږاويا ھيڅ ليکني نه   دمعاصرالجبرپه برخه کې په پښتواودری کې افغانستانپه  چې څرنګه 
په  لجبراويا معاصر االجبر مجرد الجبر ،  مدرند  چې( الجبر غواړم دلته د له دې کبله دي شوي ،

 په له ھغه څخهوا لريعموميت  کې ډيرالجبر په  چې  مفاھيم وااساسات ځني )  نوم ھم ياديږي
ولکه عملياتک4سيک  په وخت تيريدوسره چېڅرنګه  .دلته وليکم ،کيږياستفاده  تهزيا وکېرياضيات

دا ډول  دعلما  چېشو سبب  دا. کړيمسايل حل  ځنې نشوکو7ی    “.„و ضرب ا  “+„جمع  
  N.H. Abel  چېڅرنګه  .کړلتعريف   ( operation)عمليات لپاره نوي  حلد موضوعات 

فورمل په پيدا زياته وې د حل لپاره ديو 3 تر يیدرجه  چې وعاد7تم الجبریکال کې د  1826 په
يوې دوه   نظر  )ن ساختما(جوړښت  الجبری ويوخت کې د ھغه  بيا په .کولو کې بريالی نشو

معاصر  د البته شروعاو دا ل په فکر کې شود تعريف  ته  ( binary operation) رابطه ګوني
  او E. Steinitz   ،D. Hilbert لکه له خواوعلمانورو د وروسته بيا. وه الجبر) مدرن(

R.Dedekind      په مثالڅانګود  په مختلفو ھغه نن چې. ورکړل شوانکشاف ته   الجبرمدرن 
په دې . شوي ديتقسيم  نورووا )ساحه  (  Field،  ) حلقه(  Ring  ، )روپګ ( Group ډول
 ع4وه پرھغه د .  شوی دیصرف نظر  څخهمفصل تشريح  د وو ساحا وحلق،  وروپګ کې دچاپ 

Cryptography  ) د څخه الجبرمعاصرداستفاده  په باره کي معلومات اودھغي ) ليکنيرمز
 نورھم دی ته وخت کې په راتلونکي چېلرم رتصميم ګم .کي ليکل شويديکتاب  سره پدي ومثال

نن په نړۍ  چېلونه استعمال شې، رياضي سمبو ھغه چې ښيښ شوی دیكو دلته .ورکړموسعت 
د نومونو په  دارنګهھم .د يوي معيني ژبې نه ويتابع کيږي اواستفاده کې په کتابوکې له ھغه څخه 

استفاده مروجه نومونو څخه   )و انگلسی پښتو ا  ( د دو ژبو چېکې کوښيښ شوی دی  استعمال
مطالعه  ژبو بين الملليپه  ونهکتاب ينورو علم وا رياضید  چېولپاره کسان دھغو داالبته . وشي 

 ، په اخيرکې دلته استعمال شوی دي چې ختصاراتا وونه امبولس ھغه. ويھم  کوي ، د ګتې وړبه
 ۍاشتبھات يا غلط جوړښت کې و پهجم4ت د و ياپه ليکلوا چېلری امکان .يکړی د تشريحمې 

  . غواړممعذرت  ي وي ،موجود
   
   

   Lھمند م داكتر عبد   
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  د موضوعاتو فھرست 
  رياضی اساسات

    (set)جموعهم     
       ) (mapping تابع     
      (relation)رابطه   

mathematical logic and De Morgan`s Laws          

  ګروپ: فصللمړی 
   algebraic structure   ) الجبري جوړښت (    

Semigroup           
 Monoid        

    group        

     (Cayley Table)جدول  کيلی   

     روپ ھمومورفيزمګ :فصلدويم 
    (Group  Homomorphism)  روپ ھمومورفيزمګ    
     (Group  Isomorphism)  مورفيزماسوروپ ګ    

Kernal          

    ونهروپګفرعی  :دريم فصل
      (subgroup) روپګ فرعی    
       )cyclic group)   ( روپګ دورانی    
     )  (permutation group روپګ پرموتيشن    
  )   theorem  division  algorithm(  قضيه وريتمگديويشن ال    
    Euclidean Algorithm       قضيه  
    ( group order) مرتبه روپګ    
     ديوعنصر مرتبه  روپګ    
    ( theorem of fermat )قضيه  فرميت    
  )   ( left  and right cosetو اچپ ښی او    
  )  Index(ايندکس     
     قضيه Lagrangeد     
  )    ( normal subgroup  روپګ فرعی نورمال    

     (factor group)روپ  ګفکتور    
          group homorphism) ( ضيهق ھمومورفيزم ګروپ    
                    )  group isomomorphism (ګروپ ايزومورفيزم قضيه     
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       (residue class)  يک4س )باقيماده( پاتي     
     (residue class group)روپ ګ وک4س باقيماده     
 ) theorem Cayley(قضيه  کيلي     

   Direct product of groups :فصلڅلورم 
Direct product of groups           

Cartesian product                
External direct product            

Enternal direct product           
    Chinese remainder theorem   

solve equations of congruent classes     

    ګرووپونهدوراني : فصل پنځم
     (cyclic groups) ونهروپګ دورانی    

     )    ( Euler functionايولرفنکشن     
prime residue class group              

      (Ring) رينګ :فصلشپږم 
     (Ring)حلقه     

       (Subring) ګرين فرعی    
  )   ideal( اديال    
   )    Ring homomorphism(ھومورفيزم  ګرين    

Prime Ideal         
Principle Ideal         

  ) ring homomorphism  (ھومورفيزم قضيه رينګ    
 ) ring isomorphism  (ايزومورفيزم قضيه رينګ    

Integral domain    )ناحيه تمامی(    
Gaussian integers            
Euclidean Domain             

Characteristic of Ring        
       )Polynomial Ring( ګينر پولينوم   

Division Algorithm         
Remainder Theorem        

   common divisor greatest  )قاسم ترټولولمړی مشترک   (  
   ګينر پولينوم د   

    ساحه: فصلاوم 
  )    Field( ساحه     
   )     Subfield(   ساحه فرعی    
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   فصل اتم 
    Field) (extensions )  يا امتداد(ساحه يي توسعه    
     degree of field extension ) درجه   يتوسع ساحه ييد (       
  )   Agebraic extension ( توسعه الجبری    
    (The theorem of Lagrange for fields)  ي لپارهساح دقضيه رنج گ7   
      ) polynomial   Minimal(مينيمال پولينوم    
    (  Splitting field) ساحه گسپليتين   
    ) The fundamental theorem of algebra (قضيه  اساسیالجبر   
   ) quotient field( ساحه تنکيوسي   
   )Eisenstein's criterion  ( شرطونه د پولينوم لپاره ايزن شتاين    

  فصلنھم 
     ) classes congruent of Equations (معاد7ت  وک4س باقيمانده    

   ) Vieta's formulas( فورمول ويتا    
  لسم فصل

  ) ( Cryptography رافیګکريپتو   
   Hellman Cryptsystem -Pohlig   کريپتوګرافی سيستم  پوليګ ھيلمن   
   RSA  سيستم رافیګکريپتو  (RSA-Cryptsystem)  
       (Elgamal-Cryptsystem)کريپتوګرافی سيستم  الجمل    
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  اساسات يضريا د

او اړيکی   (رابطه)   )   (تصوير) انځور   ,  ( مجموعه  

(  Set , Mapping and Relation )  
 

  مفاھيم اوقضاياوی چې وروسته په رياضي اساسات ، پدی فصل کښی غواړم ځنی
  . په مختصرډول تشريح کړم ي،ورځينی استفاده کيږ کېمعاصر الجبر

ي کال ي4دم 1874له خوا په   Georg Cantorد  )  set ( سيت   : 0.1تعريف
   : شوی دیتعريف  کې په 7ندې ډول

Set يوه مجموعه د اوبجيکتونو) Objects  (   ده چې ټول يو معين مشخصات
سيت ساينس د پوھنځی   Xدمثال په ډول که . ولری مګر يوله بل څخه فرق لری

. معين مشخصات دلته دساينس دپوھنځی محصل کيدل دی. محصلين وی
�  :ډول ښيو 7نديمونږ يو سيت په .مګرھرمحصل له يوبل څخه فرق لری = {��, ��, … … … … . } 

 
.  دلته   . . . . ��, ��, �� Objects   د چېديX      د سيت د عناصرو

(elements) ديوه سيت . په نوم ياديږیX   وشمير د  عناصردcardinality  په
  .   سره ښودل کيږی  ∅خالی سيت په  . سره ښيو |�|  يږي اومونږ ھغه پهياد نوم

  :  2 .0تعريف  
( a )   که چيریX   اوY  ه ویوندوه سيت .X    ته فرعی سيت(subset)   دY  

   (� ⊆ �x ∀  : چېپه دې شرط  ،ويل کيږی   ( ∈ X ⟹ x ∈ Y 

⊃ X) ويل کيږي Y د (proper subset) ته   Xيوفرعی سيت  Y)  ،يپه د 
  :يعنې. يوه شامل نکې   X په اوموجود وي عناصرکښی ځنی  Y  په يچشرط 

    ∃ a∈ Y ; a∉ X 
 :په ډول مثالد 

        X = { 2,4,5}, Y = {2,4,5,a,b} 
X  يو proper subset د Y ځکه . دی &, ' ∉ X   
�   ېسره مساوی دی په دې شرط چ Yاو   X. ھرسيت يوخالی فرعی سيت لری  ⊆ ��  او    ⊆  :يعنې. يو   �
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� = � ⇔  (� ⊆ �) ∧ (� ⊆ �)  

 ( b )  سيت  متناھید) set (finite  دي موجودونه تعريف لپاره ډول ډول .  
 . Dedekind R (1831-1916) يت س متناھی(finite set )  عريف ت نګهردا

     : دیکړي
فرعی پروپر کښی ھيڅ يو  Xويل کيږي پدی شرط چې په  متناھیته   Xيوسيت  

)  و شميرعناصرد( Cardinalityموجود نه وی چې   (proper subset)سيت  

 يعنې. سره مساوی وی  Xد 

∄ A ⊂ X ;  |+| =  |�| 
|+|   ; A ⊂ X  ∀  :  چېدا اويا <  |�| 

  .دلته د متناھی پرځای دمعين  او د غيرمتناھی پرځای دغيرمعين کلمه ھم استعمالو
�مونږ معين سيت په  = {��, ��, … ,  و شميرعناصرد  Xدلته د  . سره ښيو  {-�

|�|   يعنې. دی n  مساوی = .   
   .اديږييپه نوم  (infinite set)سيت  متناھیدغير نه وي متناھی ېچسيت ھغه ھر

|�|:  يعنې  = ∞  
  :مثال 

  ℕ = {  1,2,3 ,3,4, … } 
  ℕ4 = { 0, 1,2,3 ,3,4, … } 

  ℤ  = { . . . , −3, −2, −1 ,0,1,2,3 , … } 

 2ℤ = { . . . , −6, −4, −2 ,0,2,4,6 , … } 

 ℚ = {:;   │=, > ∈ ℤ, > ≠ 0} 

 ℕ ⊆ ℤ ⊆ ℚ ⊆ ℝ ⊆ ℂ 

 :ځکه  .  يد) متناھیغير(غيرمعين  ونه  ټولسيت پورتنی
 ( ℕ ⊂ ℤ ⊂ ℚ ⊂ ℝ ⊂ ℂ  , 2ℤ ⊂ ℤ  )   
                      ∧ 

(  |ℕ| = ∞ , |ℤ| = ∞ , |2ℤ| = ∞ , |ℚ| = ∞ , |ℝ| =  ∞ , |ℂ|= ∞ ) 

   دی )متناھی(سيتونه معين  7نديدا :مثال   

                                � = C � D  وي  بحری  ا عظم  �E 
           � = { F ∈ ℤ │ − 2 ≤ F ≤ 2} 

X  و اY  يعنې.  ه  لریعنصر 5 يوھر |� | = |�| = 5     

� � رمګ ⊈ ��   او   ⊈   
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 J � :  = {L ∈ ℤ |−15 ≤ L ≤ 16     }        
   J� ≔ CL ∈ ℤ D(1 ≤ L ≤ 16  ) ∧ (w  even P جفتQ)E  

           = {2,4, 6,8,10,12,14,16}  
�J  چېليدل کيږی  ⊆ J �  و ا|J�| = 8 

:�J  يدخالی ونه سيت 7نديدا  = {. ∈ ℕ | n < 0  }  , W4: = {� ∈ ℤ | x� = 3 } 
|�J |  0 = و  ا = |JT| =  | JU| 

,��که چيری    :0.3 تعريف  ��, … ,   : ، بياونه ویسيت -�
  :(Union)اتحاد  

      �� ∪ �� ∪ … ∪ �- ≔ {� | ∃W ∈ {1,2,3, . . , .}; � ∈ �Y}    : (Z[\]^_]`\Za[) تقاطع 
      �� ∩ �� ∩ … ∩ �- ≔ C� D � ∈ �Y , ∀W ∈ {1,2, … , .}E              

�J� = J کی مثال په پورتنی  ∪ J� و ا= J�   J� ∩ J�  دی  

سيت دھغه حقيقی عددونه وي چې دصفرڅخه زيات اويا مساوی دی  ℝcکه :  مثال
  يعنې. دصفرڅخه کم اويا مساوی دی  چېسيت دھغه حقيقی عددونه وي    ℝdاو 

              ℝc = {� ∈ ℝ | �  ≥ 0    } 
                ℝd = {� ∈ ℝ | �  ≤ 0    } 

 .هدتقاطع صفر  دھغوی واسيت و اعداد حقيقید  اتحاددھغوی 
ℝc  يعنې   ∪  ℝd = ℝ   {0}   وا   ℝc  ∩  ℝd =  

�  :مثال ≔ {x ∈ ℤ │ (−8 ≤ � ≤ 8)} � ≔ {x ∈ ℤ │ (−8 < � < 8)} 8∈ X   ⟹  8∈ X ∪ Y -8∈ X  ∧  -8∉ Y   ⟹  -8∉X∩Y 5∈ X   ∧  5∈ Y    ⟹   5∈ X∩Y 
  A = {a,b,c,d} , B = {d,e,f},  C = {a,b } A ∪ B = {a,b,c,d,e,f} , A ∩ B = {d} C ⊆A    , , , , A∪ C = {a,b,c,d} = A , A ∩ C = {a,b} = C A∖ B = {        a∈    A │        a∉    B } =    {a,b,c} :مثال  
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A ∖ C = {  a∈ A │  a∉ C } = { c, d } ,  C∖A = ∅  

 او ېک A په   C د complement ته  A ∖ C سيت . دی  C ⊆A  چېڅرنګه 
     ته ويل کيږي A نطر  B د  Complement relativeته  سيت A∖ B  د

  :مثال
  J�  ≔ {� ∈ ℝ | x < 0 ∨    � > 0}    

W1  له صفرڅخه )   ∨( له ھغوحقيقی اعدادو چې له صفرڅخه لوی يا  سيت
  : يعنې. تشکيل شوی ده  ،کوچنی وی

W1 = ℝ ∖ {0} = ℝ∗ 
W2  صفرڅخه )   ∧ (  له ھغوحقيقی اعدادو چې له صفرڅخه لوی اود  سيت

پس . څرنګه چې ھغه ډول حقيقی عدد نه پيداکيږی.  کوچنی وی تشکيل شوی ده 
W2  يعنېخالی ده   :W2 = ∅ 

  :پيدا کړۍ (elements)عناصر  سيتونو 7نديد : .10 تمرين
( a )                                   � ≔ {x ∈ ℤ │ (−1 ≤ � ≤ 6)} 

  ( b )               � ≔ {x ∈ ℤ │ ( 1 ≤ � ≤ 7)} 
 ( c )   

                          A: {. ∈ ℤ | 0 ≤ . ≤ 4  } 
        r ≔ {� ∈ ℤ |  x = n� − 4  , . ∈ A } 

( d )  Y  ∪ X   اوX ∩  Y   البته دلته . پيداکړيۍX   اوY پورتني سيتونه دي 

(�)= :يعنې. وښيو  p(X) په  ونهسيتټول فرعی  Xد  ونږم که .دیسيت وي X :تعريف  ≔ {+ | + ⊆ � } 
 p(X)  دX د power set په نوم ياديږی. 

   A1 ={a} ونهسيتفرعی  په دی صورت دھغه .وي  X = {a,b}  که :مثال
A2={b},  A3={a,b},  يعنې. دي ∅ او: =(�) = {∅, A�, A�, A� }    ∧    |p(X)| = 4 

  |(∅)p| 1 = و  ا  ∅}=  p(X) {صورت  پدی. وي سيت خالی  Xکه چيری 
  :افادي صدق کوی نديسيتولپاره داY 7او   X: قضيه 

( a )        � ⊆ �  ⟺   =(�) ⊆ t(�) 
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( b )       =(� ∩ �) = =(�) ∩ t(�) 
 ( c) 

   =(�) ∪ =(�) ⊆ =(� ∪ �) 
"   :( a )ثبوت ⟹ "   

  + ∊ p(X) ⟹ + ⊆ �  ⟹ + ⊆ � ⟹  + ∊ p(Y) 
                ⟹  =(�) ⊆ t(�) 

� ∈ � ⟹ {�} ⊆ � ⟹   {�} ∈ =(�) 

          ⟹  {�} ∈ =(�  ] د  فرضيي  له مخي [     (
          ⟹ {�} ⊆ � ⟹   � ∈ �  ⟹  � ⊆ �    

+  :( b )ثبوت ∈ =(� ∩ �) ⟹ + ⊆ � ∩ � ⟹ + ⊆ �  ∧  + ⊆  � 
                     ⟹  + ∈ =(�)  ∧   + ∈ =(�) ⟹ + ∈ =(�) ∩ t(�) + ∈ =(�) ∩ t(�) ⟹ + ⊆ � ∧  + ⊆ � ⟹ + ⊆ � ∩ �  
                           ⟹  + ∈ =(� ∩ �) 

�)=:     يپه نتيجه ک ∩ �) = =(�) ∩ t(�) 
+  :( c )ثبوت ∈ =(�) ∪ =(�) ⟹  + ⊆ �  ∨  + ⊆ �  

                          ⟹  + ⊆ (� ∪ �) ⟹  + ∈ =(� ∪ �)   
�)=   :رابطه صدق نه کوی نديمګردا7 ∪ �)  ⊆ =(�) ∪ =(�) 

�  :مثال ≔ {1,2}, � = {2,3} =(�) = {∅, {1}, {2}, {1,2}, } =(�) = {∅, {2}, {3}, {2,3}} =(�) ∪ =(�) = {∅, {1}, {2}, {1,2}, {3}, {2,3} } � ∪ � = {1,2,3 } =(� ∪ �) = {∅, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}{2,3}, {1,2,3} } 
{1,3}  ليدل کيږی چه ∉ =(�) ∪ =(�) 

.)   nشمير  (elements)دعناصرو  Ayسيت  يومعين دکه   :قضيه ≥  ،وي (0
    .دی  2n و شميرعناصرد Power set د ھغه بيا

  .ثبوت کړو  تهn نظرله لياری  complete inductionغواړودا قضيه د :ثبوت
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  ديموجود ونه حالت يثبوت کی دا دري 7ند  complete induction په
  وکړیصدق  لپاره n = 0 د بايد : شروعايندکشن 

n يیدرجه  لپاره چې سيتونوچه دټولو کوو فرض  ونږم :يهفرض ايندکشن  ≥ 1  
  کویصدق ،  وی

 کویصدق  لپاره ھم n+1  د ی چېبايد ثبوت ش : ثبوتايندکشن  

n :ايندکشن شروع = 0 ⟹ Ay = ∅ ⟹ p(Ay) = {∅}  ⟹  |p(Ay)| = 1 = 24  

  دل شو چه لمړی حالت صدق کویولي

|p(Ay)|: يعنی. لپاره صدق کوی nقبلوچه د  :فرضيه ايندکشن = 2y 

:Ay : شکل تعريفوو نديپه Ayc� 7او   Ayمونږ  :ايندکشن ثبوت = {a�, a�, … . , ay} Ayc�: = {a�, a�, … . , ay, ayc�} Ay ⊆ Ayc�   ⟹   p(Ay) ⊆ p(Ayc�)   
مونږدغه عناصرپه . دی 2yد عناصروشمير  p(Ay)ايندکشن دفرضی له مخی د 

p(Ay)  :شکل ښيو ندي7 = {s(1), s(2), … , s(2y )},   |p(Ay)| = 2y    p(Ayc�) = p(Ay) ∪ {ayc�} = { s(1), s(2), … , s(2y ), 
                 s(1) ∪ {ayc�}, s(2) ∪ {ayc�}, … , s(2y ) ∪ {ayc�} } 

|p(Ayc�)| :واری تکراريږی، نوبيا ليکلی شو 2yسره  {�ayc}اتحاد د  چه پورته ليدل کيږی = |p(Ay)| + 2y =  2y + 2y = 2. 2y = 2yc�  
:Ay  :مثال = {a�, a� } Ayc�: = {a�, a�, a�} 
nکی  مثال پدی = 2  p(Ay) = {∅, {a�}, {a� }, {a�, a� } } } |p(Ay)| = 2� = 4 p(Ayc�) = p(Ay) ∪{a�} = {∅, {a�}, {a� }, {a�, a� } , 

                 {∅ , a�}, {a�, a�}, {a� , a�}, {a�, a� , a�}  }  |p(Ayc�)| = |p(Ay)| + 4 = 2� + 2� = 2. 2� = 2�c� == 2� = 8 

 :تمرين
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( a ) که  X = {a, b, c}  وي  .p(X) و ا|p(X)|    پيداکړی 

( b )  که  X ≔ {x ∈ ℤ  │4 ≤ x�  ≤     |p(X)| وا عناصر X د . وي { 16
 پيداکړی  
سيت  څخه پر Aسيت  له يوه (function or  mapping)تابع   يوه :4.0عريف ت

B دھرعنصر  چېده  رابطه باندی يوه دا ډول& ∈ 'لپاره يوازی يو عنصر + ∈   په نوم ياديږي (map)د تصوير اويا انځور  aد  چېموجود وی    |
  :يعني بايد

       ∀   a ∊ A, ∃! b ∊ B  ;  f(a) = b            
:~  :په 7ندې شکل ښودل کيږي ھغه وا + ⟶ | & ⟼ ~(&) = '                  

f (a)    دmapping  ياimage  )د )انځور يا   تصويرa  نظرf    په نوم, A  د
Domain په نوم , B   دCodomain  او په نوم f(A)  دA د Range   اويا

image   ھر  .په نوم ياديږيRange  يو فرعی سيت(subset)   د
Codomain د  تابع 7نديدا. دیidentity function    په نوم ياديږی:     W� ∶ | ⟶ | 

                   & ⟼ W�(&) = &    

:~ B:= {d , e , g , h  } , A:= { a , b , c }   :مثال + ⟶ | 
                & ⟼ ~(&) = � 
         & ⟼ ~(&) = � 

        ' ⟼ ~(') = � 

.  لری رونه تصوي دوه  a ځکه لمړی داچې. دیه ن درست  f د  تعريفدا ډول 
 .نه لریتصوير  څھي  c داچېم يدو

  نه دي درست  ونهتعريف 7نديدا لپارهf د   :.0  1مثال 
( a)   ~: ℤ ⟶ ℕ 

                                            & ⟼ 2&   
&:  ځکه    = −1 ∈ ℤ ⟹ ~(&) = ~(−1) =  −2 ∉ ℕ             

 b )( 
                                         ~: ℝ ⟶ ℝ   

                                             � ⟼ √� 

     ℝ     f(-2) = √−2 ∌ ځکه د مثال په ډول   



  Algebra  ---------------------------------------------------- الجبرمعاصر     
  

 

13 
 

  دیدرست  لپاره fتعريف د  7نديدارګم

      ~: ℝ ⟶ ℂ 

          � ⟼ √� 
   B:= {0 , 1  } , A:= { a , b , c }:  مثال   

( a )     ~: + → |   , f(a) = 0 , f(b) = 1 , f(c) = 1 
  دی  Bھغه يعنې. يسره مساوی د codomainاو  range په دې مثال کښی   

( b )      �: + → |   , g(a) = 1 , g(b) = 1 , g(c) = 1 
  range  او  Bمساوی   A   ,  codomainمساوی domain په دی مثال کښی  

    دی ته g  نظر {1}مساوی  
   domainساوی دي که چيری دواړه عين م ھغه وخت g وا fدوه تابع  :وټن

∍ aاو د ھر )  Aد مثال په ډول  (   A   لپاره بايد ~(&) =   .صدق وکړۍ (&)� 
~  :  0.5تعريف ∶  + ⟶   .      ده) Mapping(  يوه تابع       |  

                        
f  injective:    a, b ∊  A   ,  ~(&) =  ~(')        ⟹          &  =  '           

,aکه مونږ يعنې(  b ∊  A   چېولرو  ~(&) =    ) شي a = bبايد  .وي  (')~ 
≠  &        :اوياداچې         '   ⟹  ~(&) ≠  ~(')                  a, b ∊  A ,   

 f  surjective :  ∀   b ∊ B  ∃ a ∊ A ;  f(a) = b            

 )شي    f(a) = b  چېوي موجود   ∍ A aلپاره بايد يو   b ∊ Bھر د يعنې ( 
 f   bijective   :  f  injective    ∧    f surjective     

  B:= {d , e , g  } , A:= { a , b , c }   :مثال
         ~: + ⟶ | 
              & ⟼ ~(&) = �   

              ' ⟼ ~(') =  � 
              � ⟼ ~(�) = �   
 

f يو injective  ځکه. نه دی   f(a) = f(b) = e مگر b  ≠ a   دی   
f  يو surjective  ځکه د. دیه نھم g ∊ B   پهعنصر ھيڅ يو لپاره  A نشته  کې

x∄  : يعنې. وی g  انځوريي  چې ∊  A ;  f(x) = g    

 B:= {d , e    } , A:= { a , b , c }   :مثال
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      ~: + ⟶ |  & ⟼ ~(&) = �    ' ⟼ ~(') =  � � ⟼ ~(�) = � 

 f وي surjective  رګمدی injective  ځکه. دیه ن f(a) = f(b) = d  
         b  ≠ aرګم

 تابع يوه  ونږ نشوکو7ی م.  B:= {d , e , g , h } , A:= { a , b ,c } :مثال
 B  ~:  ځکه.  وی surjective  چېپيدا کړو   → +

         .امکان شته  injective  درګم  │+│ │|│= 4 > 3 =

:~     .2:0 مثال ℤ ⟶ ℤ 
         a  ⟼   2 a 

  f  وي  injective ونږمکه .  دی b ∊ ℤ   a ,  چې ولرو  f(b)  f(a) =  وي.  
  کيږي  a = b  چېی ش بايد ثبوت

                   f(a) =    f(b)    ⟹  2 a = 2b   ⇒   a = b        

 f يوsurjective   ځکه په. دیه ن ℤ     نه پيداکيږی چې  عنصريوداسی ھيچ کي
   . وی) په ډول  يو  مثالد (  اعداد طاقته  fنظر  تصويريي

     ∄ f(x) = 1  x ∊ ℤ ;   يعنې 
 : 3.0مثال 
( a )  تابع 7نديدا  bijective   ده  ~: ℝ ⟶ ℝ 

                                           & ⟼ 2& 
injective   و دی اواضح  يی توبsurjective   ځکه . ھم ده : ' ∈ ℝ, &: = �� ∈ ℝ ⟹ ~(&) = ~ ���� = 2. �� = '                                         

  
 ( b )  تابع  7نديدا  Injective رګم. ده surjective    نه ده 

~: ℕ ⟶ ℕ 
                         . ⟼ f(n) = n + 1 

m,n∈ ℕ ,  f(m) = f(n)  ⇒  m +1 = n+1  ⇒  m = n   ⇒ f injective 
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  = f(m)  1 کښی نه پيداکيږی چې ℕ په m څ يوعددھيلپاره   1دمثال په ډول د 
 دیه ن surjectiveپس    .شی
 ده surjectiveاو نه  injectiveتابع نه  نديا7د :مثال

  ~ ∶   ℂ ⟶  ℝ   
                                  z =  a + ib ⟼ │�│ = √a�  +  b�  z1= 3 + 4i   , z2 = -3 -4i f(z1) = │z�│ = √3�  +  4�  = √25 = 5 f(z2) = │z�│ = �(−3)�  +  (−4)�  = √25 = 5 

  .هنه د injectiveپس . دی  z2 ≠ z1مګر 
Surjective ځکه د ھر . ھم نه دهz ∈ ℂ 0لپاره   ≥   f(z)  دی  

 surjectiveاو نه   injectiveتابع نه   7نديمعلوم کړۍ چې ولی دا :0.2  تمرين
:~ کيدای شی ℤ ⟶ ℤ 

      � ⟼ � � 

:~که مونږ دوه تابع     : 0.6تعريف  + ⟶ :�او    | | ⟶  . ولرو  �
  � ∘ ~ ∶ + ⟶  combination )   (mappingد تابعو د ترکيب  gو ا  fد   �

  ښودل کيږی سره "∘"په صورت عموم ترکيب د دوتابعوپه . په نوم ياديږی
�پدی مثال کښی غواړو  :  مثال   ∘ ℤ :� پيداکړو  ~ ⟶ ℝ                     ~: ℕ ⟶ ℤ                                                     

           ' ⟼ '� − 1                 & ⟼  & + 1                   ~(&) = & + 1 ∈ ℤ                                                         
 � ∘ ~ (&) = �(& + 1) =  (& + 1)� − 1 = &� + 2& + 1 − 1  
               =  &� + 2&  

�  : تمرين ∘  پيدا کړی  ~
( a )  �: ℕ ⟶ ℝ                          ~: ℕ ⟶ ℕ 

                           ' ⟼ 2√'                    & ⟼  & + 1 
( b )  

                      �: ℕ ⟶ ℚ                             ~: ℕ ⟶ ℕ                                              

                          ' ⟼ 2√'                        & ⟼  & + 1 

:�  تابع   که مونږ دوه 0.1 : ليما � → :~  او  � � → �  : بيا. ولرو 

( a )  ~ W.����W��  ∧    � W.����W��  ⟹  � ∘ ~  W.����W�� 
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( b )  ~ �������W��  ∧    � �������W��  ⟹ � ∘ ~   �������W�� 

( c )  � ∘ ~  W.����W��  ⟹ ~ W.����W�� 

( d )  � ∘ ~   �������W�� ⟹ � �������W��    

(a) د   :���ت ���� ��&, ' ∈ ��ر	   �� ∘ ~(&) = � ∘ �ي   a = b �ې��  ���ت �� ���� . و�   (')~��  � ∘ ~(&) = � ∘ ~(') ⟹ ~(&) = ~(')   [ W.����W�� ځکه �  يو   ]                           
                                 ⟹ & = '   [ W.����W�� وي  [ ځک ~  

 (b) چېی ثبوت شبايد :  ثبوت :  
    ∀� ∈ �, ∃� ∈ �; � ∘ ~(�) = �                                                             
     ~ ���� ⟹  ∀F ∈ � ∃ � ∈ �; ~(�) = F                                                                            

     � ���� ⟹  ∀� ∈ �   ∃ F ∈ � ; �(F) = �                                                                        

 : کې نتيجه په

    gPf(x)Q = g(y) = z ⟹ � ∘ ~ ���� 
   . کړیثبوت   ليما دپورتنی(d) و   ( c )    : .30 تمرين

   0.4: مرينت
f: ℤ ⟶  ℤ    ,    g: ℤ ⟶  ℤ          ,   h: ℤ ⟶  ℤ    n ⟼ 2n              n ⟼ 3n + 5           n ⟼ - 6n 

 ( a ) پيداکړیترکيب  توابعو 7نديد  f ∘ g  ,  g ∘ f  ,  f ∘ h  , h ∘ f   , g ∘ h  , h ∘ g         
( b )  څخهکومی دھغوترکيبو injective   اوکومی   surjective دی 

:~ : 0.7تعريف  + →  تابعه معکوس دھغی.  دهتابع   bijectiveيو  |
 (inverse function)    شوی دیتعريف  ډول  7نديپه :  ~d�: | ⟶ + 

                                                        ' ⟼ &: = ~d�(') 

'د  يعنې ∈ &عنصر  غهھمته  �d~  تصوير نظر | ∈  f(a) = b چېدی  +
~ دی   bijective ھم  �d~و کيږي  ا ∘ ~d� = id: | ⟶ |      ∧   ~d�  ∘ ~ = id:  + → + 

    ده  Bijective تابع 7نديدا :مثال   
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                      ~: ℝ ⟶ ℝ 
                           � ⟼ 3� + 2                                            

  شکل لري   7ندي )   ( �d~د ھغی معکوسه تابع 
       ~d�: ℝ ⟶ ℝ 

              F ⟼ �d��  

  :ځکه

 ~d�(F) = �d��  ⟹ ~ ∘ ~d�(F) = ~ ��d��  � = �(�d�)� + 2 = F 

   :  0.5تمرين
( a )    ثبوت کړی چې دf   تابع په پورتنی مثال کښیbijective   ده. 
( b )  تابع معکوس پيداکړی 7نديد 

             ~: ℝ ⟶  ℝ 
                 x ⟼ 2x + 1 

  :0.8 تعريف
( a )   ډول ھم تعريف شوی دی  7نديپه  سيت) متناھی(معين :     

:~  :بطی صدق وکړیرا ندي7 چېويل کيږی معين ته ھغه وخت سيت  M و ي r ⟶ r   injective    ⇔    ~: r ⟶ r   surjective 
:~ n ∈ ℕ ∧  ∃ bijective ∃ :ډول  7نديا په ويا r ⟶ {1,2, … , . − 1  }  

                                                     ⟹ M  finite (معين ) 
  ( b ) )  countable set   سيتدشميروړ :(  

په دی شرط  ،  په نوم ياديږی )سيت دشميروړ( countable set   د  Xسيت  وي
 ترمينځ يوه  (subset) سيت فرعی ديو ) اعداد طبعی( ℕ د  وا X د چې

bijective که دا شرط موجود نه وي د. وي هموجود تابعuncountable set   
   .په نوم ياديږي

په نوم ياديږی،  )سيت دشمير وړغيرمعين (   infinite  countableد Xسيت  وي 
 هموجودتابع   bijective  وهي ترمينځ ) اعداد طبعی( ℕ وا X د  چېپه دي شرط 

 infinite  countable )اعداد ناطق( ℚاو )  اعداد تام( ℤپه ډول  مثالد. وي

اوس غواړو په   .سيت دی uncountable يو ) اعداد حقيقی( ℝ مګر .ونه ديسيت
  .  دیسيت دشميروړغيرمعين  وي ℤ چېيوه مثال کی وښيو 

                 f : ℤ   ⟶  ℕ 
                2k                  ( k ≥  0 ) 

                                  k  ⟼ f(k) = 

                             2(-k) -  1       ( k < 0 ) 
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f injective:  m,n∈  ℤ  ,  f(m) = f(n) 
≤ m,n   . 1  :ديموجود  ونهحالت نديدری 7 لپاره  n وا mد   0   ⟹ f(m) = 2m  ∧  f(n) = 2n ⟹ m = n                        ⟹   f injective 2 .  m ≥  0  ∧  n < 0 ⟹ f(m) = 2m  ∧  f(n)= 2(-n)-1   
عدد طاق  وي 1-(n-)2و ا 0 <(n-)2  بايد، شويدی انتخاب  n < 0 چېڅرنګه  

 m,n < 0  ⟹  f(m)= 2(-m)-1  ∧  f(n)= 2(-n)-1             f(m)= 2(-m)-1  =   f(n)= 2(-n)-1  ⟹ m = n  . 3 .ه لريامکان نحالت  f(m) = 2m = 2(-n)-1 = f(n) کی  دتيجه په  .وي
                   ⟹   f injective 

f surjective  :د x∈  ℕ  امکان لري ونهحا7ت نديه 7دو لپاره :  

≤ x even , x  دی عدد جفت وي x :حالت لمړی 0  ⟹  ∃ k∈  ℤ ; 2k = x ⟹ k =  ��                          ⟹ f(k) = f(��) = 2.�� = x  ⟹ f surjective 
− = x = 2.(-k) – 1 ⟹  k عدد دیطاق وي x : حالتدويم  �c�� ∈  ℤ 

f(k) = f(− �c�� ) = 2.(- (− �c�� ) - 1  = x + 1 – 1 = x ⟹ f surjective  

    .دی سيتدشميروړغيرمعين يو  ته نظر تعريف  ℤ وا دیبايجکتيف  f يک نتيجهپه 

:~تابع  بيا ديوی.  ویسيت  )متناھي(  و معيني Aکه    :0 .1قضيه  + → +   
  .   يد يمعادلديوبل سره   يافاد 7نديلپاره دا

 ( i )  f  وي  injective  دی    
( ii )  f وي surjective  دی    
(iii)  f  وي bijective  دی    

.  ه لریعنصر مختلف  nچې  کووفرض  مونږودی امعين  Aڅرنګه چې  :ثبوت 
  يعنې
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+ = { &�, &�, … , &- } 
(ii) ⇐ ( i)   

     :  داپه دی معنی چې. ه وی ن   surjectiveوي  fکه   

~ .£� �������W��  ⟹ ~(+) ≠ + ⟹  ∃& ∈ + ; & ∉ ~(+ )                                    

 وی       │(+)~│  m =   که. دی څخه کم  nوشمير له  عناصرد    f(A)د  يعنې 
 و کښیروک  m (m<n)په   اوبجکت   nکه  چيری  . وای پرنسيپ  Birichletد 

و ي  fداپدی معنی چې   . وی   objectه دوپه يوه روک کښی  بايد  .  یتقسيم ش
injective  پس بايد .دیتضاد ی فرضيدا د مگر .  نه دی  f  و يsurjective  

      .وی
(ii) ⇐ (i)   
     :  دی معنی چېه پ دا . ه وین  injectiveو ي  fکه    

~ .£� W.����W�� ⟹ ∃&, ' ∈ + ; & ≠ ' ∧  ~(&) = ~(')              

  بايد يعنې.  ولریعنصر   n-1اعظمیکو7ی شی   f(A)ی حالت کې دپ
 f(A) ≠  فرض  surjectiveو ي  fځکه . ده فرضی دا خ4ف درګم. وی   +

 . وی  f  injectiveبايد   پس .شوی وه
 :نوټ

( a )   د دومعينوسيتوA   اوB  چېپدی شرط . قضيه صدق کوی 0.1لپاره ھم 

 │|│ =   .وي │+│

 ( b )7کوې  دغيرمعين سيت لپاره صدق نهقضيه  0.1 چېمثالونه ښي  نديدا  
  0.4:  مثال 

( a ) 

f : ℕ → ℕ 
                                                                          n      (طاق  n  که ) 

n  ⟼ f(n) = 

                                                    
  y�  ( که  n  جفت )     

f      يو injective  ځکه. دیه ن: 

f(3) = 3 = 
¤¥ = f(6)   ⟹   f not injective  

f     مګرsurjective  دی    :k∈ ℕ 



  Algebra  ---------------------------------------------------- الجبرمعاصر     
  

 

20 
 

يو  fکيږی او   f( k) = k پدی صورت کی. طاق وی  kکه چيری  :لمړی حالت
surjective  دی 

∋n ∃  :په دی صورت. جفت وي  kکه چيری   :دويم حالت ℕ ; k = 
§¥  ⟹  n = 2k ⟹  f(n) = f(2k) =  

¥¥̈  = k  

                       ⟹ f  surjective 
( c )  که چيریB  يو معين سيت اوA  د ھغهproper subset  

⊃ يعنې (  B   +  (دی صورت مونږنشوکو7ی يوه ه پ. ویbijective  تابع ددی
. مګردغيرمعينو سيتونو ترمينځ بيا دا امکان شته. دواړو سيتونو ترمينځ   پيده کړو

 واضح کوی دا ونهمثال 7ندي چې

 0.5:مثال 
( i ) 

              f : ℕ 4  → ℤ 
                                                                 

 ( که  x  جفت)            ��
                  x  ⟼ f(x) =                 

                                         d(�c�)�  ( که  x  تاق)      

  عدد فرض شويدیفت ج 0البته دلته 

 :کی نيسو پام دری حالته په 7نديد ثبوت  لپاره دا injectiveد  

x,y ∈ ℕ 

case 1:   f(x) = 
��  , f(y) = 

©� 
             f(x) = f(y)   ⟹  

��  = 
©�  ⟹  2.x = 2.y  ⟹  x = y 

case 2:   f(x) = 
d(�c�)�  ,  f(y) = 

d(©c�)�  

           f(x) = f(y)  ⟹  
d(�c�)�  = 

d(©c�)�   ⟹  -2.x – 2 = -2.y -2 

                           ⟹  x = y 

case 3 : f(x) = 
��  , f(y) = 

d(©c�)�  

            f(x) = f(y)  ⟹  
��  = 

d(©c�)�   ⟹  2.x = -2.y – 2  ⟹  x + y = 1 

x + y = 1      امکان نه لری ،  ځکهx   اوy  طبعی اعداد دی.  
  f مګر  په لمړی او دويم حالت کښی . وليدل شول چې دريم حالت امکان نه لری 

  :ځکه. ھم دی   surjectiveيو   f. اينجکتيف دی
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∋  yد    ℤ   حالته موجود دی 7نديلپاره  دری:  
case 1 : y = 0             

          
��  = y = 0    ∨    

d(�c�)�  = y = 0   

           ⟹  x = 0  ∨  -(x +1) = 0 
∌0څرنګه چې  ℕ    پس بايد  . دی-(x +1) = 0  وی   . 

         -(x +1) = 0    ⟹     x = -1 

          f( -1) =  
d(d�c�)�   = 0 

case 2 : y > 0    
         x:= 2y ∈  ℕ   ⟹ f(x) = f(2y)  

                                        = 
�©�  = y    [   جفت دی  2y ځکه     ] 

case 3 :  y < 0 
       x:= -2y-1∈  ℕ  ⟹  f(x) = f( -2y – 1 )  

                                        = 
d (d�©d �c�)�     [ طاق   -2y-1 ځکه     ] 

                                        =  
�©�   = y 

∋  yپه ھردری حالتوکښی وليدل شوه چې دھر    ℤ   لپاره يوx   په  ℕ  کښی
⊃دواړه غيرمعين دی او   ℕاو   ℤ. شي   = y f(x) چېپيداکيږی  ℤ ℕ  ھم صدق

 ددواړوسيتونوترمينځ موجود دی bijectiveبياھم  . کوی
 ( ii )  7نديدا  Exponentialfunction  بايجکتيف ده :  

exp   : ℝ ⟶   ℝc      
            x    ⟼  e

x
   

e  د  اويلرعدد(Eulers Number) په نوم يادديږی  

 e = 2.718281828459 
 injective: x,y∈  ℝ , , , , exp(x) = exp(y)          ⟹ ex

 = e
y
  ⟹  x = y  ⟹  exp injective 

surjective : 

y∈ ℝc  

x:= ln(y) ⟹  y = ex = exp(x) ⟹ exp  surjective  

  ℝc    اوℝ    او  يواړه غيرمعين دد⊂ ℝ    ℝc  بياھم  . ھم صدق کویbijective 

 .ددواړوسيتونوترمينځ موجود دی
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   injective ,surjectiveڅخهتوابع  7نديکړی چې کومي د معلوم :0.7  مرينت

    يد   bijectiveياوا
( a ) ~ ∶  ℝ ⟶  ℝ 

                                            � ⟼ �� + 1 
( b ) ~ ∶  ℝ ⟶ ℝ 

                                             � ⟼ 3� − 4 
  سيتونو لپاره   Y   (i=1,2,3,…,n)+ د   : 0.9 تعريف 

direct product of Sets    شوی دی تعريفډول  7نديه پ:  
   +� × +� × … .× +- 

                           ∶= {(&�, &�, . . . . , &-)│&Y ∈ +Y , W = 1,2, … , .} 
+ونږ  م که = +� × +� × +� × … .×  ھرپدی صورت . کړووضع  -+

& +  عنصر & :لريشکل  7ندي ∋ = (&�, &�, &�, … , &-) (&�, &�, &�, … ,     n – tupelتوب د دومساويويل کيږی او n-tupelته     (-&
 :وی دیتعريف ش دا ډول

     & = (&�, &�, &�, … , &-) , ' = ('�, '�, '�, … , '-) ∈ +                                                  
     & = ' ∶⟺  &Y = 'Y  ∀ W ∈ {1,2, … , .}                                                       

+که  = +� = +� = +� = ⋯ =    direct productوی په دی صورت   -+
Y+د    .ليکل کيږيه شکل پ   -+سيتونو د    
  direct product د  Cartesian product  ھندسهپه نوم ھم ياديږي اوپه 

ر  عنص n سيت Bد وا عنصر  m سيت Aکه د . کيږيتفاده سا  هزياد کښی تری
|+|   نېيع. ولری = ¬  ، ||| = و ا Aد  direct product  سيت  Gکه او  .

B يعنې  .وی  G = AxB  .په دی صورت د G  دعناصرو شمير m.n يعنې. دی   || =  |+�|| =  |+|. ||| = ¬. . 

  . کوی  صدق ھم    Ai  (i=1,2,…,n)  لپاره  ونوسيت ومعيندزياتو  رابطه  پورته        

 A = {1,2,3} , B = {a,b,c,d} G = AxB = {1,2,3} x {a,b,c,d}      =  {  (1,a),(2,a),(3,a),{1,b),(2,b),(3,b),(1,c),(2,c),(3,c),(1,d)            ,(2,d),(3,d) }  :   ثالم       
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 |G| 12 = 3.4 =:    چېليدل کيږی 
�ℝ� := ℝ x ℝ   f :   ℝ  : 0.6مثال      ⟶  ℝ�      (��, ��) ⟼ (2�� , ��) 

f injective: 

x = (x1,x2) , y = (y1,y2)  ∈ ℝ� 

  دی x = y چېبايد ثبوت شې . وي   f(x) = f(y)که چيرې 

f(x) = f(y)  ⟹  ( 2x1 , x2 ) = ( 2y1 , y2 ) 

               ⟹  2x1 = 2y1  ∧  x2 = y2  ⟹  x1 = y1  ∧  x2 = y2 
               ⟹  x = y 
               ⟹  f injective 
f surjective: 
y = (y1,y2)  ∈ ℝ�  

∋بايد يو   ℝ� x = (x1,x2)   چېموجود وي f(x) = y  شی  

f(x) = f(x1 , x2) = ( 2x1 , x2 ):= y = (y1,y2) ⟹  2x1 = y1  ∧  x2 = y2  ⟹  x1 : = 
��̄   ∧  x2: = y2   ⟹  f(x) = f(x1 , x2) =  f(

��̄  , y2) =  ( 2. ��̄  , y2 ) =  (  F� , y2 ) = y ⟹  f surjective 
  .دی   bijectiveيو  fپه نتيجه کې 

   : پيدا کړی  (elements)عناصر  سيتونو 7نديد :0.7 تمرين       

         J ≔ {(�, F) ∈ ℤ�ℤ│(� + F = 0) ∧ (−3 ≤ �, F ≤ 3)} 
  X ≔ {(�, F) ∈ ℤ�ℤ|(� � = F � ) ∧ (−3 ≤ �, F ≤ 3)} 
  Y ≔ {(�, F) ∈ ℤ�ℤ|(� = 0 ∨  F = 0) ∧ (−3 ≤ �, F ≤ 3)} 

( b ) J: = {°(��, ��, ��) ∈ ℝ�| �� = ��} u = (1,0,1) , v = (2,0,3), w = (0,1,0) 
   نه ديکی شامل اوکوم شامل   W  په  w,v,u چه کوم يود کړیمعلوم    
   ( c )   H:= { (x1,x2,x3,x4) ∈ ℝT│ x1+3x2+2x4=0 , 2x1,x2+x3=0} u=(1,2,0,2) , v=(3,-1,-5,0) , w=(-1,1,1,-1) 



  Algebra  ---------------------------------------------------- الجبرمعاصر     
  

 

24 
 

 نه ديکی شامل اوکوم شامل   Hپه    w,v,uمعلوم کړی چه کوم يود 
 دی  bijective وا  injective   ,surjectiveتابع  7نديکومی  :0.8  تمرين 

( a )    ~ ∶ ℝ�ℝ  ⟶ ℝ                                             
                                      (��, ��) ⟼ �� + ��    
 ( b )    ~ ∶ ℝ�ℝ ⟶  ℝ 

                       (��, ��) ⟼ ��� + ��� − 1 
≠سيت ويپر  „  "~  (relation)رابطه  وهي 0.10:تعريف  ³  A 7نديباندی د 

, &   .په نوم ياديږی  ) رابطهه معادل( relation  equivalence خواصوسره د ', � ∈ + 

( i )  a~a       (reflexive ) ( ii )  a~b    ⇒    b~a                   ( symmetric ) ( iii )  a~b   ∧  b~c    ⇒  a~c       ( transitive ) 
ته متناظر او   symmetric، ته انعکاس   reflexiveپه ځينو کتابوکې 

transitive ته انتقالي ويل شوي دی. 

≠  سيت پريوه  ”=“ رابطه مساواتد : مثال ³  A   رابطهه معادلباندی يوه 

    (eq-relation) ده  .  

 reflexive:  a = a   ⇒  a  ~ a    ( ∀  & ∈ +  )   

 symmetric: a~b  ⇒  a = b  ⇒ b = a 

                            ⇒ b~a    (∀  (&, ') ∈ +�+ ) 

 transitive: a~b  ∧  b~c  ⇒ a = b  ∧ b = c ⇒ a = c  
                              ⇒  a~c        ∀ ( &, '), (', �) ∈ +�+     

       :کې نيسو پام رابطه په 7نديندی دابا ℤپر  :مثال

a  ~ b  : ⇔ a  ≤ b         ( (&, ') ∈ ℤ�ℤ ) 

  :ځکه .نه ده symmetricمگر . ده transitiveو ا reflexive  رابطه پورتنی 
      2 ≤ 3  ⇒ 2  ~ 3   3 ≰ 2   ⇒ 3 ≁ 2 

 .نه ده )    eq-relation( يوه معادله رابطه رابطه  پورتنی پس
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.   ده ) eq-relation (  يوه معادله رابطه رابطه 7نديندی دابا ℤ پر:  0.7مثال (&, ') ∈ ℤ�ℤ    a  ~ b  : ⇔ 2 |  a – b         (   2  دی تقسيم د قابل  ( a – b پر 

:reflexive  

    a – a = 0     ⇒    2 | 0    ⇒  a  ~ a      
 : symmetric 

(&, ') ∈ ℤ�ℤ ,  a  ~ b  ⇒ 2|a – b   ⇒  ∃ q∈  · ; a – b = 2q 
           ⇒ b – a = 2.(-q)             ⇒ 2|b – a  ⇒ b  ~ a  ⇒ “~"  symmetric 

: transitive   (&, '), (', �) ∈ ℤ�ℤ , a  ~ b  ∧  b  ~ c  ⇒ 2|a – b   ∧  2|b – c           ⇒  ∃ m∈ ·   ; a – b = 2m  ∧    ∃ n∈  · ; b – c = 2n             ⇒ b = a – 2m ∧        c = b – 2n  
        ⇒   c = a – 2m – 2n = a – 2(m+n)           ⇒ c – a = - 2(m+n)  ⇒ a – c = 2(m+n) ⇒ 2|a – c           ⇒ “~" transitive    

 .ه د)    eq-relation( ه معادله رابطه يو   "~“   ثبوت شو چې

شوی تعريف  ډول 7نديپه   (relation) رابطه   "~“دا ) تام اعداد (   ℤپر : مثال
,a,b:    ده  c ∈ ℤ  

 a~b: ⇔ a.b ≠ 0 

 a~ b ⇒ a.b ≠ 0 ⇒  b.a ≠ 0  ⇒ b~a ⇒  "~"  symmetric 
 a  ~ b  ∧  b ~ c  ⇒  a.b ≠ 0  ∧  b.c ≠ 0  
                        ⇒ a ≠ 0 , b ≠ 0 , c ≠ 0                             ⇒  a.c ≠ 0  ⇒ a ~ c ⇒ "~" transitive 

 . شي   0.0  0 ≠وی ، بايد     0 ~ 0ځکه که   .ه ده ن  reflexiveمګر  

 .نه ده)     eq-relation   (ه معادله رابطه يو   "~"پس 

  :0.9تمرين

( a )   X  پر  .  د  يوه ښونځی شاګردان دیX  رابطه  7ندي نه ديبا(relation) 
∋ a,b  .  تعريف شوی ده X  
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  a~b: ⇔      سره په يوه ټولګی کی دی b د    a 

ده)    eq-relation (  ه معادله رابطه يو   "~"     بوت کړی چې ث      

( b )   X  پر  .  د ساينس دپوھنځي محصلين دیX  رابطه  7ندي نه ديبا
(relation) تعريف شوی ده  .  a,b ∈ X  

  a~b: ⇔   دی    سنه سره ھم b د    a 

  ده)   eq-relation(   ه معادله رابطه يو  "~"  بوت کړی چېث 

,&  :رابطه تعريف شويده 7نديباندی دا ) ناطق عددونه(  ℚپر   : 0.10  تمرين  ' ∈ ℚ  

  a~b: ⇔ & − ' ∈ ℤ 
 ( a ) رابطه يوه معادل "~"ثبوت کړی چه   )eq-relation   (ده  

( b )  �¹  نی روبطی درستي دي7نديکومي�� ~ �T��   , º� ~ �4U    , �� ~ �¹   , »¼ ~ �¼   , ¹¼ ~ �»   

  

≠پر :0.11تعريف  ³  X  يوه  نه ديباسيت„  ~ „ relation equivalence   
 ده   تعريف شوی  )رابطه ه معادل(

     [x]~ : = { y∈ X │ x ~ y  } 

 [x]~  ه  تclass equivalence  ) معادله  که مونږ . ويل کيږي) معادل ک4س
  د مثال  په ډول . کې ونيسو پام په  مثال 0.6د   (eq-relation)رابطه 

  [5]~ = { y∈ X │ 5 ~ y  } = { y∈ X │ 2|5 – y }  

                          = { …., -5,-3,-1,1,3,5, 7, 9, 11, ……. } 

≠ : 2.0قضيه  ³  X رابطهه معادليوه    „ ~  „او  سيت  )eq-relation  (      
  :افادي صدق کوې  نديدا7بيا . ده  Xپر 

( a )      X = ⋃ [x]~¾∈¿  

( b )    [x]~  ≠ ³      ∀x∈ X 

( c )    [x]~ ∩ [y]~≠  ∅ ⇔   x ~ y    ⇔  [x]~ = [y]~ 

( a )     ثبوت    :X ⊆  ⋃ [x]~¾∈¿  واضح دی 

  

x∈ X    ⟹   x∈ [x]~    [~   reflexive ]   

           ⟹  [x]~ ≠ ³   ∧  X ⊆ ⋃ [x]~¾∈¿  
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 .ھم ثبوت شو ( b )په عين وخت کې    

( c )   ثبوت:  

u∈ [x]~ ∩ [y]~   

  ⟹  x ~ u    ∧   y ~ u  

  ⟹  x ~ u    ∧   u ~ y    [~  symetric  ] 

  ⟹  x ~ y   [~  transitive  ] 

x ~ y   ⟹   ∀  u∈ [x]~ ;  x ~ u  

                         ∧  x ~ y   [ ~  symetric  ∧ transitive  ] 

 ⟹  y ~ u    [ ~  symetric  ∧ transitive  ]  ⟹  u∈ [y]~  

 ⟹   [x]~ ⊆ [y]~    

 ~[y] ⊇  ~[x]  چېھمدا ډول کو7ې شو ثبوت کړو 

~x ~ y    ⟹  [x]  ⟹  ~[y] = ~[x]  :له بلي خوا که  ∩ [y]~≠  ∅ 
,ℕ n: 1.12تعريف     k ∈ n! = 1.2.3…..n 

                
y!À!.(ydÀ)!      0≤k≤n (Ày) =     

                 0              k > n 

n! د factorial  و ا(Ày) د  binomial coefficient  دلتهالبته . په نوم ياديږي 

ډول  نديپه 7  (Ày)وي ، پدی صورت مساوی صفر k وياا مساوی n او k که
 1 = (yy) = (4y)  : تعريف شويده

�.U!�!(Ud�)! =  ��4¹  = (�U) 120 = 1.2.3.4.5 = !5   :مثال   =  ��4��   = 10 

  

  )   ( mathematical logic and De Morgan`s Laws: 0.13تعريف 
  او ) mathematical logic(منطق  ورياضيات ډول دمختصرمونږ دلته غواړو په 

De Morgan وکړتشريح  و سرهمثال د قانون. 
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( a )  Boolean Operators : عمليات  7نديدا(operatotrs) د 
Boolean Operators         په نوم ياديږي:  ∧   : logical  and   (conjuction) ( وا (   ∨   : logical or (disjuction  ( يا ) 

  :لرو (statments) يافاد دينپه ډول مونږ دا 7 مثالد  

   : P توبمحصل پوھنتون  کابل دد   

Q  :   توانژبه خبروکولو پښتوپه    

R :  اوسيدونکیھرات  د    

  خبري کو7ی شی وپه پښتوپوھنتون محصل ا کابل د،  اوسيدونکیبلخ  داحمد  :مثال

که مونږ ھغه . نه کویصدق افاده  R درگم. کویصدق افادی   Q وا P دلته د
، سره وښيو  F (false) په نه کوي صدق کهوا T (true) په کويصدق  چېافادی 

  :شکل لري نديکی 7 جدولپه ھغه  چېبيا کو7ی شو 

 ∧ ( and  )   : 

 Q∧ R P ∧ R P ∧ Q R Q P 

    F    F    T F T T 

or) ∨ ( : 

Q ∨ R P ∨ R P ∨ Q  R Q P 

     T   T   T F T T 

   :لرو يافاد نديمونږ دا7  :ثالم

P :     خوړلکباب  
Q    : 7څښلکو  
R  :   څښلشربت  

 P∧ Q :  وڅښیکو7  وا وخوریکباب  غواړيمحمود  
Q∨R    :وڅښیيا شربت اوکو7  غواړي محمود  

P∧( Q∨R)  :وڅښیکو7 يا شربت ( او محمود غواړي کباب وخوری (  
Q ∨(P∧R) : و شربت ا وخوریکباب ( يا  وڅښی او کو7 غواړي محمود

 ) وڅښی

  د ی ډولعموم په .دي (statments)ه يافاد دري Rو  P   ،Q   :نوت 

Boolean Operators 7 لري خواص  نديدا: 
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 commutative  :(                                       P ∧ Q = Q ∧ P( تبديلی 

  ): associative(حادی ات   
P ∧ ( Q ∧ R ) = ( P∧ Q ) ∧ R   

P ∨ ( Q ∨ R ) = ( P ∨ Q ) ∨ R   

 ): distributive(وزيعی ت
P ∧ ( Q ∨ R ) = ( P ∧ Q ) ∨ ( t ∧ R  ) 

P ∨ ( Q ∧ R ) = ( P ∨ Q ) ∧ ( t ∨ R  ) 

 
 ( b ) قانون مرجن د  )De Morgen`s Laws     (:  

  کی نيسو پامه پمثال د پورتنی  Rو ا p   ،Q  یافاد دری مونږ ھغه    

logic not: ¬  

 ¬P    : نه خوړلکباب   

R ¬ :  شربت نه څښل  

¬Q    : کو7  نه څښل 

¬(P ∧ Q)      ( Negation of a conjunction ) 

¬(P∨Q)      ( Negation of a disjunction) 

( b )    دميرجن قانون  ) De Morgen`s Laws  (  :  

 

¬(P ∧ Q) = ¬P ∨ ¬Q     [ وڅښیکو7 يا  وخوری کبابنه غواړی محمود    ] 

¬(P∨Q) = ¬P ∧ ¬Q        

                      [ وڅښیکو7نه غواړی  ونه غواړی کباب وخوری امحمود    ]  
 :مثال

( a ) د p و  اQ شوي ديتعريف  ډول 7نديپه  يافاد:  
P:  x ≤ 100 ,   Q:  x > 40 

 :پدی صورت
P ∧ Q = { x ≤ 100 ∧  x > 40 } 
¬(P ∧ Q) = ( ¬P)  ∨   (¬Q ) = ( x > 100 ) ∨ ( x ≤ 4 0 )  

( b )  p  ،Q  وا R 7 شوي ديتعريف  ډول نديپه:  
P: x = 10 , Q: x = -10  , R: x2 = 100 

 :رابطی ليکلی شو 7ندي
P ⟹ R ,    Q ⟹ R  
R ⇏ P , R ⇏ Q  
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R ⇔ P∨Q  
  

De Mo rgen`s Laws for Sets  :    

 A,B⊆X  

Ac := X∖A  = {  a∈ X │  a∉ A  }   
Ac  complement of A in X               

Bc := X∖B  = {  a∈ X │  a∉ B  }     
Bc  complement of B in X               
(A ∪ B )

c
 =  A

c
 ∩ Bc

 

(A ∩ B)
c
 =  A

c
 ∪ Bc

 

 :مثال 

X:= { a,b,c,d,e,f,g,h,8,9} , A:= { a,b,c,d} , B:= {c,d,e,f,} 

A ∪ B = {a,b,c,d,e,f} , A ∩ B = {c,d} 

A
c
 = {e,f,g,h,8,9} , B

c
 = {a,b,g,h,8,9} 

(A ∪ B )c
 = {g,h,8,9} = A

c
 ∩ Bc

   

(A ∩ B)
c
 = {a,b,e,f,g,h,8,9} =  Ac

 ∪ Bc
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   فصللمړی 

 ) Group (روپګ

r ست پريوه    "⨁“ (Binary operation)  ابطه ر  ه ګونیدووه ي : 1.1 تعريف ≠   :    شويدهتعريف  ډول 7نديپه  ³
                 ⨁: r × r ⟶ r 

                  (&, ') ⟼ &⨁' 

,&)ھر  د يعنې   ') ∈ r × r  عنصر  وي ی زيوافقط � ∈ r  چې دیموجود   � =  .یش '⨁&
 شوی دهتعريف ) تام اعداد (   ℤ پر "  ⨁" (Binary operation)رابطه  نهګوه دو کښی يوهمثال  7نديپه  :  مثال

.   ⨁ ∶  ℤ  � ℤ  ⟶    ℤ 
                                   (a, b )  ⟼  a⨁ b =  2a − b                  

,&)دھر   ') ∈ ℤ × ℤ  لپاره فقط يوازی يو� ∈ ℤ  چېموجود دی � = &⨁' 
:⨁  کړوتعريف  باندی )اعداد  طبيعي(  ℕ ډول پر 7نديپه   ⨁   مګرکه  .شي ℕ �ℕ ⟶ ℕ    

                          (a, b )  ⟼  a⨁ b =  2a − b     

  وا a = 2  ځکه که.  دهه ن  (Binary operation)رابطه  دا دوه ګونی
   b = 6وی  

2 – 6 = - 2 ∉  ℕ  ·a⨁ b = 2a – b = 2     

 پر "  ⨀" (Binary operation)نه رابطه ګوه دوکښی يوه مثال  7نديپه  :  مثال

 ℝ ) شوی دهتعريف ) حقيقی اعداد   

          ⨀ ∶  ℝ  � ℝ  ⟶    ℝ 

                   (a, b )  ⟼  a⨀ b =  ��  (a +  b)                  
   کړوتعريف ) اعداد  تام(  ℤ ډول پر 7نديپه  ⨀که  مګر

             ⨀: ℤ �ℤ ⟶ ℤ    
                  (a, b )  ⟼  a⨀ b =  ��  (a +  b)     

  ویb = 3  و ا a = 2  ځکه که.    نه ده رابطه ګونهه دودايوه 
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a⨀ b =  ��  (a +  b)  = 
��  (2 +  3) = 

U�   ∉  ℤ   

rت يس وي :  1.2 تعريف ≠ ⨁ یرابط ګونيه دوله يوی   ³   الجبریسره د    
,r) ونږھغه  پهم وا يږیياد په نوم (algebraic structure) جوړښت ⨁  ) 
⨀او   ⨁ (Binary operations)و  رابطګونوه دو دو له Mت يس وي .سره ښيو      

,r) مونږ په سره  ⨁, ⨀ ,  ℤ) په ډول مثال د. ښيو (  + , . ) , ℝ  , + ,   . )  ( 

   لری چې ھريوی دوه دوه ګوني رابطی ) ساختمان(جوړښت  الجبري (.  ,  + , ℂ )و ا
    لری "" . و ا  ""+

,r) ويد  خواص تعريف  ندي7 لپاره ) ساختمان  (جوړښت  الجبری    (⨁
  :شويدي

 ( i )    اتحادی(associativity)  

   &⨁('⨁�) = (&⨁')⨁�      (  ∀&, ', � ∈ r  ) 

  ( ii ) نظر⨁   وي  چېخاوند دی، پدی شرط  (left identity) عينيت ته د چپ  

    e ∈ M چېوی  موجود  e⨁& =    right identity) ( عينيت دښیوا &
�⨁&  چېخاوند دی پدی شرط      = & ∀& ∈ r)     ( چپ عينيت که د. شی  
  .په نوم ياديږی عنصر عينيت د وي ، بيامساوی  سرهعينيت ښی  وا   

( iii)   يو  ' ∈ M   د يوه & ∈ M  چپ معکوس د(left inverse)  په نوم   

b⨁a چېدی شرط ه ياديږی، پ     = e   معكوس  ښیوا(right inverse)   
'⨁a که ورته واي،     =    .دی عنصر عينيت دلته   eالبته.  وی �

( iv )  ديلیتب(commutative)  

                      &⨁' = ' ⊕ &       (  ∀&, ' ∈ r  ) 

,r)   :نوت ⨁, ⨀   خواص ته توزيعی 7ندي. دی الجبری ساختمان يو  ( 
   (distributive)  ويل کيږی 

  ∀&, ', � ∈ r  ,   &⨀('⨁�) = (&⨀')⨁(&⨀�) ∧ ('⨁�)⨀& = ('⨀&)⨁(�⨀') 
  : مثال 

 ( a )  ℝ ⊂ M:={-1,1}   ∙ ∶ M xM ⟶ M    
                (a, b ) ⟼  a ∙ b         

 ته  “+„جمع   مگرنظر . لریالجبری ساختمان ته يو   “ ∙„ضرب   نظر  سيت M د
  جوړښت  الجبری يو  (∙ ,M) يعنې.  ∌ M   1 + 1 = 2  کهځ  .لریه ن
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 .دیه ن (+,M)مګر . دی)  ساختمان (
 ( b )   دℂ  ⊂ M:={-1,1,i,-i}   الجبری ساختمان  وي  “.„ضرب  نظرسيت  
  ځکه. لری     

(-1).(-1) = 1 ∈  M , (-1).(1) = -1∈ M, (-1).i = -i∈  M, 

 (-1).(-i) = i∈  M, 1.1 = 1∈  M, 1.i = i ∈  M, 1.(-i) = -i∈  M,  

i.i = -1∈  M, i.(-i) = -1.(i2) = (-1).(-1) = 1∈  M,  

(-i).(-i) = 1.(i2) = 1.(-1) = -1∈  M 

  :ځکه.   لری نه ساختمان الجبریته  “+„نظر جع   M رګم
M  ∉ (-1)+(-1) = -2  

( c )   ℕÉ,      لری ساختمان  الجبری ھم   )   (+

:⨀   تعريف شويده  رابطه يګون هدو 7نديدا نه ديبا) طبعي اعداد( ℕ پر  -:مثال ℕ × ℕ ⟶ ℕ 
                   (&, ') ⟼ &⨀' = &� (ℕ, ⨀)   يو الجبري جوړښت(algebraic structure) مګرتبديلي خاصيت . دی

(commutative)  ځکه. نه لري :  

  2 ⨀ 3 = 2� = 8 ≠ 9 = 3� =   3 ⨀ 2  
 : 1.2مثال

( a )  X  پورسيت . دی يو سيتP(X) يو الجبریته سيتو اتحاد او تقاطع  نظر د 

  .دي الجبری جوړښت ( ∪ ,P(X))او    (∩ ,P(X))يعنې. لري  ساختمان

  :ځکه    

A,B∈P(X)   ⟹  A,B⊆ X ⟹  A∪B⊆ X  ∧  A∩B⊆X 
                  ⟹ A∪B∈ P(X)  ∧  A∩B∈P(X) 

 ( b ):  يو r(2�2, ℝ)    شکل لري 7نديسيت  

M: =  {+ ∈ r(2�2, ℝ)│+ = �& '� ��   }            
(M,+)  الجبری جوړښت يو(algebraic structure) ځکه. دی 

 :ليکلی شو مخېدمتريکسوخواصوله 
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A , B ∈ M  , + = � &�� &��&�� &���  , B = Ë '�� '��'�� '��Ì 
A + B = Ë &�� + '�� &�� + '��&�� + '�� &�� + '��Ì     ⇒  A + B ∈ M 
-A = � −&�� −&��−&�� −&��� ∈ M 

(M,+) تبديلي ھم دی.  
(M,.)    الجبری جوړښت يو ھم(algebraic structure) دلته ھم ځکه. دی  

 A,B∈M ⟹ A.B∈M  :ليکلی شو مخېدمتريکسوخواصوله 

  :ځکه. تبديلي خاصيت نه لري (.,M) مګر   

+ = �1 22 1� , | =  �2 −22 −1�  ∈  M 

A.B = Ë1.2 + 2.2 1. (−2) + 2. (−12.2 + 1.2 2. (−2) + 1. (−1)Ì = �6 −46 −5� 

B.A = �2 −22 −1� . �1 22 1� = �−2 20 3� 
  دی B.A ≠ A.Bليدل کيږي چې 

په . دمتريکسوضرب دی “.„دوه ګونې رابطه دمتريکسوجمع او   “+„البته دلته   
,.�.)r چېعمومي ډول کو7ې ووايو  ℝ)  سيت نظردمتريکسوجمع او ضرب ته

  .لريالجبري جوړښت 

   1.3:مثال

( a )  {+ ∈ r(2�2, ℝ)│+ = � & '−' &� , &�  + '�   ≠ 0}     M:= 

  ( i ) 

           ⋅ : MxM ⟶  M 

               (A,B)  ⟼ A⋅B 
      (M,.)  جوړښتالجبری  وي(algebraic structure)   دی 
  ( ii ) 

           + : MxM ⟶  M           (A,B)  ⟼ A+B 
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   (M,+) جوړښتالجبری  وي ولي(algebraic structure)  نه لري 

+      ( i ) :حل  = � & '−' &� , | = � � �−� �� ∈ r   
A.B = � & '−' &� . � � �−� �� = � &� − '� &� + '�−'� − &� −'� + &�� 
(ac – bd)2 + (ad + bc)2 = (ac)2 -2 acbd + (bd)2     

                                                      + (ad)2 + 2adbc + (bc)2 
                                              = (ac)2 + (bd)2 + (ad)2 + (bc)2 
 a2 + b2  ≠ 0   ∧  c2 + d2  ≠ 0   
 ⟹  (a2 + b2 ).( c2 + d2 ) ≠ 0       
 ⟹  (ac)2 + (bd)2 + (ad)2 + (bc)2 ≠ 0 
 ⟹  A.B∈ r 

∋A,B   :طريقه په بلهيا  r ⟹  det(A) = a2 + b2  ≠ 0   ∧  det(B) = c2 + d2  ≠ 0   
det(A.B) = det(A) . det(B) ≠ 0 
⟹ (ac – bd)2 + (ad + bc)2 = det(A.B) ≠ 0 
⟹    A.B∈ r 

     دی   (algebraic structure ) جوړښت الجبری وي  (. ,M)کی نتيجه  په
+  :( ii )( ii )( ii )( ii )حل  = � & '−' &� , | = � � �−� �� ∈ r   

A+B = � & '−' &� + � � �−� �� = � & + � ' + �−' − � & + �� 
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∋A+B بايد جوړښت وي ، يوالجبری  (+,M)که   r صدق وکړی .   

( a+c)
2
 + ( b+d)

2
 ≠ 0 

( a+c)
2
 = a

2
 + 2ac + c

2
 

( b+d)
2
 = b

2
 + 2bd + d

2
 

+  نه کویصدق ولپاره متريکس نديپه ډول د 7مثال  د = � & '−' &� = � 1 1−1 1� , | = � � �−� �� = �−1 −11 −1� ∈ r   
A + B =  � 1 − 1 1 − 1−1 + 1 1 − 1� = �0 00 0� ∉  M 

     . دیه نساختمان  الجبری (+,M) يپه نتيجه ک. دی  0 = 02+02  ځکه
 1.1:تمرين 

( a )    │  -5≤ a ≤  3 }       ℝ ∈ M:= { a    

  لری )  ساختمان( جوړښت الجبری  يو  (+,M)  ايا        

( b )  که پرℝ  رابطه تعريف شوی وی ونهدوه ګ 7نديباندی:  

          ⨁   : ℝ x ℝ ⟶  ℝ 

          (a,b)  ⟼ a ⨁  b = 
�� ( a+b) 

⨁ ,ℝ)   چېبوت کړی ث  لریه تحادی خاصيت نمګرا .الجبري جوړښت لری  ( 

( c )  د  z = a + ib ∈ ℂ   لپاره√a�  +  b�  │�│   عريف شويدیت =

G:= {zG:= {zG:= {zG:= {z∈ ℂ │ │z│= 1 } ∙ : G x G ⟶   G             (z1,z2) ⟼  z1 . z2 
  دی (algebraic structure)الجبري جوړښت يو (.,G) چېثبوت کړۍ 

 .سره ښيو  eپس له دي په عينيت عنصر :نوټ 

,) (algebraic structure) جوړښت الجبری وي : 3 .1 تعريف  که د  (⨁
خواصه  (i),(ii) که ، semi group   خاصيت ولری د   ( i) پورتنی تعريف 

په   ) (group  روپګ خواصه ولری د (iii) , (i),(ii)  کهاو  monoid   ولری د
  بيا ھغه . خاصيت ھم صدق وکړی  (iv ) کی روپ ګ وهي که چيری په. نوم ياديږی 
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 دروپ ګ تبديلي يو .ويل کيږی  commutative group) ( روپګتبديلي ته 
ablean group  که ديو ګروپ دعناصروشميرمعين وي د  .ياديږیپه نوم ھم   

که ھسی نه وي ورته غيرمعين . په نامه ياديږي (finite group)معين ګروپ 
 .واي ( infinite Group)    ګروپ

,ℕ)  :مثال  ℕپه  “0„مګرڅرنګه چې عينيت عنصر . دی semi groupيو  (+

  .نشې کيدای monoid، پس  دیه نکې شامل 

,) ه  ک   : 1.1قضيه    ⨁  : بيا .ويروپ ګ يو ( 

&ھرعنصر د     ( 1 ) ∈   دیموجود  (left-inverse) معکوس وچپي یزيوا 
  .ھم دی  (right-inverse)معکوس کی ښی عين حال  داپه  چې      

  کی حال  داپه عين چېموجوددی،  (left-identity)عينيت  يوازی يوچپ  ( 2 )
  .  ھم دی     (right-identity)  عينيت ښی        

  معکوسچپ   Î&و ا left-identity)عينيت  چپ  e که : ثبوت ( 1 )

   (left-inverse) د a په G چې یثبوت ش  بايد. کی وی &Î  معکوسښی  

(right-inverse)  دa  يعنې. ھم دی :  

                    &Î⨁& = �     ⟹      a ⨁&Î = �      

 دیموجود  Ï&  معکوس دلپاره ھم يوچپ  Î& دپس  دی ،روپ ګ وي G چېڅرنګه 

Ï⨁&Î&  چې = &∀  : يعنې. یش  � ∈  ∃ &Î ∈ , &Î⨁& = � ∧ ∃ &Ï ∈ , &Ï⨁&Î = � 

    &⨁&Î = �⨁(&⨁&Î) دیعينيت    ]                 چپ    e                   [    کهځ

            = (&Ï⨁&Î)⨁(&⨁&Î)     [ دی  &Î  چپ معکوس د  &Ï    که ځ  ]                                   

            = &Ï ⨁  (&Î⨁(&⨁&Î))     [   اتحادی خاصيت ]             

            = &Ï  ⨁  (( &Ð ⨁a)⨁&Î)     [       [ اتحادی خاصيت      

            = &Ï⨁(�⨁&Î)         [ دی    a معکوس د   ځکه     Î&  چپ   ]  

             = &Ï ⨁&Î               [    دیعينيت چپ    e                    [    ځکه  

             = e          [ دی  &Î    چپ معکوس د   &Ï      ځکه  ] 

  .ھم دی  aد معکوس ښی      Î& چېوښودل شو 
�  که  : ثبوت )2(  ∈   .وی (left-identity)  عينيتچپ   

&∀: يعنې  ∈    & = �⨁& 
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&∀:    یبايد ثبوت ش    ∈    & = &⨁�  & ∈    ⟹   ∃ &Î ∈  ;  &Î⨁& = e &⨁� = a⨁(&Î⨁&)  

        = (a⨁&Î)⨁a       [   اتحادی خاصيت ]  
        = e⨁&            [   1(   ته(  [    نظر    

        = a                 [    �د� ���    !� e  [    ��ځ  
  ھم دی (right-identity)  عينيت  ښی e چېوليدل شول  
̅�  چېمونږفرض کوو  ∈   دی    G  عينيت د ھم يو 

  �⨁�̅ = دی عينيت    ]         � �̅  [    ځکه  
  �⨁�̅ = �  دیعينيت    ]         ̅� ځکه     ] 

  ̅� = eپه نتيجه کی 
  موجود دی (identity )په يوه ګروپ کی فقط يو دعينيت عنصر چېثبوت شو  
´&پرع4وه     Î&د  چېفرض کوو   ∈    .دی a د معکوس  وھم ي 

a´ = a´⨁�               [    دیعينيت  �  [   ځکه 

    = a´⨁(a⨁&Î )       [ دی    a ځکه     Î&  معکوس د    ] 

   = (a´⨁a)⨁&Î )       [   اتحادی خاصيت ]  

   = e⨁&Î  = &Î           [ دی    a ځکه     ´&  معکوس د    ] 

 وس کمعی يوزيوافقط  کی دھرعنصرلپاره گروپ په يوه چېوليدل شول 
inverse)  (  دیموجود  

. ھم دیمعکوس  کی ښی عين حال پهمعکوس  عنصر چپ aديو  چېرنګه څ :نوت
ھمدارنګه د  .ښيوو �d&په و ا وايو   (inverse)پس له دی ھغه ته  معکوس  مونږ

  .لپاره (identity) عينيت عنصر
,ℝ ) :مثال +), (ℚ, +), (ℤ,  صفر ييعنيت عنصرد  چېګروپونه دي تبديلی   (+

  . دی a دمعکوس  a-و  ا “0„

   ( ℝ∗, . ), (ℚ∗, .   وا  “1„ وي ييعنيت عنصرد  چېګروپونه دي تبديلی    (

  
�Ò a-1 =    دیمعکوس a 1 =   ځکه. دی  

�Ò a.  کيږی 

,r(2�2که مونږ د   :1.4 مثال ℝ) M:=    چېپوھيږو. ونيسو ېنظرکسيت په 

(M,+)  او(M,.)  لري) ساختمان(الجبري جوړښت .M  نظرد متريکسوجمع
  :ليکلی شو مخېدمتريکسودخواصوله  ځکه. دی monoidاوضرب ته 
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∋A,B,C   :(associativity)يت صاتحادي خا M A+(B+C) = (A+B)+C  ∧  A.(B.C) = (A.B).C 
 (.,M)اوواحد متريکس د  عنصرعينيت  (+,M)صفرمتريکس د  :عينيت عنصر

 :يعنې. دی عينيت عنصر

�0 00 0�  , �1 00 1� 

+ = �& '� �� ∈   

�& '� �� + �0 00 0� =  �& + 0 ' + 0� + 0 � + 0� = A 

 �& '� �� . �1 00 1� =  �& + 0 0 + '� + 0 0 + �� = A 

(M,+)   ځکه. دی ھم ګروپ:  

-A = �−& −'−� −�� 

A+(-A) = �& '� �� + �−& −'−� −�� =  �& − & ' − '� − � � − �� 
                                                        = = = = �0 00 0�    

  دی Aمعکوس د   A– چېليدل شوو

  دی ګروپ تبديلي     (+,M)صو په اساس د متريکسو دخوا

ھمدارنګه دمثال په . ځکه صفرمتريکس معکوس نه لري. دیه نګروپ  (.,M)مګر 
  متريکس معکوس نه لري 7نديډول دا

 A = � 1 2−1 −2� 

,r(2�2پورتني خواص نه يوازی د  (.,M)او  (+,M) د ℝ)  لپاره بلکه په عمومي
,.�.)rصورت د  ℝ) لپاره ھم صدق کوې.  
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سره  ℂپه سيت  (complex number) وويا مختلط اعداداموھومی د:  1.1ټنو
  . يد ℝ  ∈ a,b  دلته چې. لری شکل z=a+ibد  ∋ℂ zو ھر ښودل کيږی ا

a  = real part   , i =   imaginary unit , b = imaginary part ,  

absolute value:= │�│ = √a�  +  b�      

 complex conjugate:= �̅ = a – ib ℂ,+) (  و  ا  ”0“  صفر ييعنيت عنصر چې. دیگروپ  تبديلی وي-z=-a-ib 

  دی  z=a+ib   دمعکوس 

  ( ℂ∗, .   د معکوس. دی  “1„ ييعنيت عنصر چې. دیگروپ  تبديلی وي ھم (

  ℂ∗ ∈  z=a+ib   که z-1    7س ته راځيشکل   7نديوی په   

z-1 =   �Ó = �ÒcY� = �ÒcY� . ÒdY�ÒdY� =   ÒdY�ÔÕ c ÖÔ×dÖÔ×dÖÕ ×Õ  
     =  ÒdY�ÔÕ  d(d� ) ×Õ  = ÒdY�ÔÕ c ×Õ = Ó̅│Ó│Õ 
z. z-1 =  Ó.Ó̅│Ó│Õ  =  ÔÕ c ×Õ

ÔÕ c ×Õ = 1 
  .کویصدق   ونه ھمخواص دګروپ نور. دی  z دمعکوس  z-1   چېليدل کيږی 

∋  i3-2: مثال  ℂ∗ z =   . غواړو په ( ℂ∗, .   .  پيدا کړو  z د معکوس کی روپګ (

z-1 = Ó̅│Ó│Õ  = �cY��Õ c(d�) Õ  = �cY�T cº = �cY���  = ��� + ��� W 
   :چېليدل کيږی 

  z.z-1 = ( 2 -3i ) . (�cY���  ) = (�d�Y ).(�cY�) ��  = Tdº(Y.Y)��   
         = T dº(d�)��  = ��  ��  = 1 

���z-1= �cYکینتيجه په    دی  3i    z- 2 =دمعکوس    

∋  5i+3- د معکوس  :تمرين  ℂ∗ z =    نظر(ℂ , ,∗ℂ )و ا (+ .   ته پيداکړی  (

  که .لرو a1  ,a2,a3,. . . . ,an   {   =: G  {سيت معين  مونږيو 1.4: تعريف 
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  وی، بيا کو7ی شوھغه   (identity) عينيت عنصردھغه  a1يو ګروپ او   (∗, )
    :ډول وښيو 7نديپه يو جدول کی په  
  

an . . . . . a3 a2 a1 * 

a1*an . . . . . a1* a3 a1* a2 a1* a1 a1 

a2*an . . . . . a2* a3 a2* a2 a2* a1 a2 

a3*an . . . . . a3* a3 a3* a2 a3* a1 a3 

. . . . . . . . . . 

. . . . . . . . . . 

. . . . . . . . . . 

. . . . . . . . . . 

. . . . . . . . . . 

an * an . . . . . an * a3 an * a2 an * a1 an 

 

فقط کی  ))ستون ( دارنګه په ھره ستنی ھم ( ه ليکهھرپه بايد  کیجدول په پورتنی 
  .په نوم ياديږی Cayley Table د  جدول دا ډول. یيو  G  دعناصر تنھا مختلف

خواص  ندي7 يی جدول چېګروپی جوړښت لری،  ھغه وخت جدول Cayleyيو 
  : ولرۍ

( i )  ويعنصر موجود عينت  
( ii )   ويمساوی  سره ښی معکوسو اچپ  
( iii )   خاصيت ولرېاتحادی  
 G:={a,b,c,d,e} :مثال

e  d  c  b  a ∗
e  d  c  b  a  a  
c e d a b b 
b a e d c c 
a c b e d d 
d b a c e e 
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  خکه  . دیه نګروپ  (∗ ,G)مګر . دی aپورتني جدول کې د عيتيت عنصر  په

c ∗ d = a ≠ b = d ∗ c 
  دیه نښی معکوس  ھغهدی، مګر dچپ معکوس  cد 

:(�)+: مثال  = {e, a}   .له دوه ګونې  رابطی   ⨀نظر (�)+ مونږکو7ی شو 

 کی وښيو   Cayley Tableشکل په   7نديپه  مخې

  

  

  

 e  ⨀ e = e  , e  ⨀ a = a = a  ⨀ e    , a  ⨀ a = e 

 (+(�),   يوتبديلی ګروپ دی (⨀
      1.2ينرتم

  ( a )ولی  ( ℝ, . ) وا  (ℤ, . ), (ℕ,   .لریه ن  روپی ساختمانګ (+
) b(   چېثبوت کړی  (ℚ∗, .   .دیگروپ  وي (

(c ) }   1 - ,1 { =: G  . چېکړی ثبوت  G  ويته نظرضرب 
  دیروپ ګ
 لریشکل  څهجدول   Cayley  دھغهوا 

( d )      ℂ  ⊂  G:={-1,1,i,-i}  . چېکړی ثبوت  G  ويته نظرضرب  
  لریشکل  څهجدول   Cayley  دھغهوا دیروپ ګ     

 ه ګونې دو  "⨁„وه   ي سيت باندیپر {a0,a1,a2,a3}=(T)+   د  1.4 : مثال  
 :کی تعريف شويده  جدول Cayley  وي پهشکل  7نديپه رابطه 

  :ډول عمل کوي 7نديپه  رابطه دوګونه ⨁په پورتنی جدول کې 
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           &ØcÙcÚ         W~     Û + Ü + Ý < 4 

 =       &ØcÙcÚdT     W~    4 ≤ Û + Ü + Ý < 8 

           &ØcÙcÚd»      W~      Û + Ü + Ý ≥ 8 

  

  :ډول عمل کوي 7نديپه  رابطه دوګونه ⨁په پورتنی جدول کې 
  

                                   &ØcÙ       W~     Û + Ü < 4 

          &Ø⨁&Ù = 

                             &ØcÙdT    W~      Û + Ü ≥ 4 

  ( A(4), ⨁)    ځکه.دیروپ ګ  وي:  

∋   ( associativity )  (  اتحادی ( 1 )   ℕ λ, Ü, Ý  0 و ≤ λ, Ü, Ý ≤ 3 (   

                                            &ØcÙ⨁&Ú    W~     Û + Ü < 4 

   P aß ⨁&ÙQ ⨁  &Ú = 

                                            &ØcÙdT ⨁  &Ú     W~     Û + Ü ≥  4 

  

                                                

            

       

 

  . کی ونيسو پام په λ⨁(aµ⨁aν)& مونږ 7س ته راځی ، کهعين نتيجه 

                   :پس لھذا    

     &λ⨁(aµ⨁aν) = (&λ⨁aµ)⨁aν 
   a0   ( 2 )  عينيت عنصرد  (identiy) دی 

دھغه دی ، پدی معکوس   aµعنصر  وي λ&ھر  د: (inverse)   معکوس  ( 3 )  
Ü   چې شرط + λ  = �a�⨁a   :  دمثال په ډول   . شی 4 = a4 

ه ګونه  دو  "⨀„وه   ي سيت باندیپر   A(2,2) :={b1,b2,b3,b4}د    1.3  : مثال
 :کی تعريف شويده  جدول Cayley  وي پهشکل  7نديپه رابطه 
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ھم معکوس  خپلهھرعنصر وا دیعنصر عينيتد �'  چېکی ليدل کيږی  جدول په
�'⨀�'  :ځکه.دی  = '�⨀'� = 'T⨀'T = '� 

,Ûد Ü, Ý ∈ ℕ     2   چېلپاره ≤ Û, Ü, Ý ≤ وی ، مختلف  ,Ý , Ü Û وا  4
  Ø⨀'Ù = 'Ú'  .شوی دهتعريف  ډول  7نديپه  (binary operation)رابطه ه ګونې دوپورتنی 

   :associativity )   ( اتحادی

,Û د Ü, Ý ∈ ℕ 2 چې ≤ Û, Ü, Ý ≤  .ویمختلف    ,Ý , Ü Û  وا 4
�Ø⨀'Ù'� :بيا ليکلی شو  ⨀'Ú = 'Ú⨀'Ú = '� 'Ø⨀P'Ù⨀'ÚQ = 'Ø⨀'Ø = '� 

�'Ø⨀'Ø� ⨀'Ø = '�⨀'Ø = 'Ø 

'Ø⨀ �'Ø⨀'Ø� = 'Ø⨀'� = 'Ø 

P'Ù⨀'ÙQ⨀'Ú = '�⨀'Ú = 'Ú 

'Ù⨀P'Ù⨀'ÚQ = 'Ù⨀'Ø = 'Ú 

P'Ù⨀'ÚQ⨀'Ú = 'Ø⨀'Ú = 'Ù 

'Ù⨀('Ú⨀'Ú) = 'Ù⨀'� = 'Ù 

P'Ù⨀'ÚQ⨀'Ù = 'Ø⨀'Ù = 'Ú 

'Ù⨀P'Ú⨀'ÙQ = 'Ù⨀'Ø = 'Ú 
  دروپ  ګ A( 2,2)  .دیروپ ګ وي ⨀ ,A( 2,2) )  (  چېثبوت شو،  کی نتيجه په

Klein four-group(F.Klein 1849-1925)    ياديږی په نوم.  

,) : 1.1 ليما ⨁ ,&ھردو د .دیروپ ګ وي (  ' ∈ معادله  7نديلپاره وعنصر 
�d('⨁&)  : کویصدق  = 'd�⨁&d� 
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بايد ثبوت  يعنې. دی '⨁&  دھم  معکوس  �d�⨁'d& چې یبايد ثبوت ش: ثبوت
= ('⨁&)⨁(�d�⨁&d')  :چې یش � 

('d�⨁&d�)⨁(&⨁') = 'd�⨁P&d�⨁(&⨁')Q [خاصيت اتحادی ]    = 'd�⨁((&d�⨁&)⨁') 

                 = 'd�⨁(�⨁') = 'd�⨁' = �   

 ⟹  (&⨁')d� = 'd�⨁&d� 

,)که : 1.2قضيه  ⨁ eاو  روپګيو (  ∈  7نديبيا دا.  دھغه عينيت عنصروی 
  :کویصدق  یافاد

( 1 )                &, ', � ∈  
           � ⊕ & = �⨁' ⇒ & = '  
                     ∧ 
            & ⊕ � = '⨁� ⇒ & = '      

                       . ول امکان لریاختصار کی روپ ګپه يوه يعني       
 ( 2 ) 

  &, ' ∈  , ∃! � ∈  ;   �⨁& = '   ∧     ∃! F ∈  ; &⨁F = ' 
�  چېمونږفرض کو: )1(ثبوت  ⊕ & = �  ده '⨁� ⊕ & = �⨁' ⇒ �d� ⊕ (�⨁&) = �d�⨁(�⨁') 

                      ⇒ (�d� ⊕ �)⨁& = (�d�⨁�)⨁'                                                  
                      ⇒ �⨁& = �⨁'                        

                    ⇒ & = '                                                                                                         
&  :چېھمدارنګه کو7ی شوثبوت کړو       ⊕ � = '⨁� ⇒ & = ' 
   : )2(ثبوت

 &, ' ∈  ⇒  ∃&d� ∈ ځکه  G  دیروپ ګ وي   ]           ] 

        ⇒   '⨁&d� ∈   
�  :صورتپدی . کړووضع  =:d�  x&⨁'  که مونږ = '⨁&d� ⇒ �⨁& = ('⨁&d�)⨁& = '⨁(&⨁&d�) 

   = '⨁� = ' 
     .دی موجود  کی  G په x يو ھغه ډول چېوليدل شول   
L   که ∈ L  يعنې. ویعنصر وي ډولغه ھم ھم ⊕ & = ' 



  Algebra  ---------------------------------------------------- الجبرمعاصر     
  

 

46 
 

    L ⊕ & = ' ⇒ (L ⊕ &) ⊕ &d� = ' ⊕ &d�    
                    ⇒ L ⊕ (& ⊕ &d�) = ' ⊕ &d�                                   

               ⇒ L ⊕ � = ' ⊕ &d�      ⇒ L = ' ⊕ &d� = � 
  .لریجودوخاصيت  په ھغه  x وي يوازیفقط   چېثبوت شو

 تيس پريوه رابطه  نهوګه دو وهي ⊕که : 1.3قضيه  ≠ افادی  7نديبيا دا .يو ∅
    :يله يوبل سره معادل د

  يو گروپ دی  (⊕,)    ( 1 )
( 2 ) 

  ⨁    ( a )  اتحادی  خاصيت لری 
( b )     د ھر دو عنصرو&, ' ∈ ,�لپاره    F ∈   خواصوسره  7نديد 

 x ⊕ a = b   ⋀    a ⊕ y = b                        :  يوجود لر          
                           

 :ثبوت 
  .څخه 7س ته راځی ېقضي 1.2  دوا وخواص د روپګ : ( 2 )   ⇐  ( 1 )

�  :کو7ی شووليکو) b(   پهنظر     : ( 1 )   ⇐  ( 2 ) ∈  ⇒ ∃� ∈  ; �⨁� = & [  که c = a = b وی ]     � ∈  ⇒ ∃F ∈  ; �⨁F = & 

         ⇒ �⨁& = �⨁(�⨁F)    
                     = (� ⊕ �) ⊕ F = � ⊕ F = & 

,�  .دیموجود   eعينيت عنصر دپس  & ∈  ⇒ ∃� ∈  ; �⨁& = � 
  .دی  aدمعکوس    x يعنې
  1.5 : مثال

G:= {+ ∈ r(2�2, ℝ)│+ = � & '−' &� , &�  + '�   ≠ 0}      ∙ : G x G ⟶  G 
        (A,B) ⟼ A∙B 

 (G,.)   دیروپ ګ يو  
  .لري) ساختمان(يو الجبری جوړښت   (.,G) چېمثال کی مو وليدل  1.3په  :حل

,r(2�2  ( . ,چېڅرنګه   ℝ) (  پس .  لری خاصيت اتحادي(G,.)   اتحاديھم 
,G⊆ r(2�2ځکه  .لری  خاصيت ℝ)      
  :ځکه. دی متريکسواحد يی  عنصر عينيت
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 á = �1 00 1� ∈  ,  + = � & '−' &� ∈   
A.E = � & '−' &� . �1 00 1� =  � & + 0 0 + '−' + 0 0 + &� = A 

+  :عنصر معکوس = � & '−' &� &� .  A-1 = �ÒÕc�Õ  :شکل لري 7نديمتريکس  معکوس A د    ∋ −'' & � ∈  

  :ځکه   
  

A-1 = �ÒÕc�Õ  . �& −'' & � = ã ÒÒÕc�Õ  d�ÒÕc�Õ �ÒÕc�Õ  ÒÒÕc�Õ
ä 

( ÒÒÕc�Õ)� + ( d�ÒÕc�Õ)� =  ÒÕ
(ÒÕc�Õ)Õ   +  �Õ

(ÒÕc�Õ)Õ  = ÒÕc�Õ
(ÒÕc�Õ)Õ  &� + '� ≠ 0 ⇒  ÒÕc�Õ

(ÒÕc�Õ)Õ ≠ 0  ⇒  A-1∈  

A . A-1 = � & '−' &�.  �ÒÕc�Õ  . �& −'' & � 
            = �ÒÕc�Õ . Ë &� + '� −&' + &'−&' + &' &� + '� Ì            = �ÒÕc�Õ . Ë&� + '� 00 &� + '�Ì            = ÒÕc�Õ

ÒÕc�Õ . �1 00 1� = �1 00 1� 
  1.6 : مثال   دیوپ رګ  وي (.,G) چې وثبوت ش

 GL(2, ℝ ): = { A ∈ r(2 × 2, ℝ )│ A invertible (  عکوس پذيرم  ) } 
    ,.) GL(2, ℝ ) ( متريکس   عينيت عنصريی واحد  چېدی روپ ګ ويE2  دی.  
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. لری (algebraic structure)يوالجبری جوړښت  ) GL(2, ℝ ) ( . ,  :حل
∋A,B  :مخی خطی الجبرله ځکه د GL(2, ℝ )  ⟹ det(A.B) = detA . detB ≠ 0                               ⟹ ∃æ ∈ GL(2, ℝ ) ; D = (A.B)-1                                 ⟹   A.B∈ GL(2, ℝ ) 

  A∈ GL(2, ℝ )  ⟹ det A ≠ 0  ⟹   ∃ A
-1∈ GL(2, ℝ ) ; A. A

-1
 = E2  

 .دیروپ ګ وي)  GL(2, ℝ ) ( . ,  کی نتيجهپه 
   .دی روپګ يو)  GL(n, ℝ ) ( . , چېکړو ثبوت ی ډولعموم په کو7ی شو :نوت 

  .دیعدد طبعی  وي دلته nالبته 

   1.3: تمرين  ≔ {� ∈ ℂ │ │�│= 1} د اوz=a+ib  په دي ډول  │�│  لپاره

│�│ :شوی دیتعريف  = √a�  +  b�  

 G x G ⟶  G : ∙  :دوه ګونه رابطه لرو ندي7 نديبا Gپر 

           (z1,z2) ⟼  z1 . z2 

  دی روپګ وي (.,G) کړی چی ثبوت 
سره    “⋅„ په ( Binary operation)نه رابطه ګوه دو مونږپس له دی يوه  :نوت 
  .دهه ن ضرب عمليه عادیدلته د وھدفښيوا

æT د :  1.7مثال  ≔ {�, &, ', �, �, ~, �, ℎ} رابطه  ينوګه دو يوه پرسيت باندی
) (Binary operation تعريف شويده شکل 7نديکی په  جدول په يوکيلی :  

  

 

  

h g f d c b a e . 

h g f d c b a e e 
d h g f e c b a a 
f d h g a e c b b 

g f d h b a e c c 
a b c e f g h d d 
b c e a g h d f f 
c e a b h d f g g 
e a b c d f g h h 
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 (D4,.)  یيعينيت عنصر چې دیروپ ګ يو e چېڅرنګه .  دی a.c=e پس  دی
�d& يعنې .عنصر دی c د  a د معکوس = پس  دی = e  h .h چېڅرنګه  وا  �
�ℎd يعنې.  دی hخپله  h د معکوس = ℎ  .له  جدول ھمدی ډول کو7ی شو د  په

  .  پيداکړومعکوس  وعناصر مخی د ټولو
  :په ډولمثال د .  کویصدق  ھم  (assosativity)اتحادی خاصيت 

 a. ( d . f )= a . c =e 
( a . d ). f =  f . f  = e 

 .وښيو اتحادی خاصيتھمدی ډول کو7ی شودټولوعناصر
  (D4,.) د روپګDihedral group  په نوم ياديږی . 

 کيلی جدول  نی7ندي نظر   Q8:={ e,a,b,c,d,f,g,h}  1.8: مثال
(cayley table ) دیروپ ګيو ته . 

 

h  g  f  d  c  b  a  e .  
h g f d c b a e e 
g h d f b c e a a 
d f h g e a c b b 
f d g h a e b c c 
c b e a g h f d d 
b c a e h g d f f 
e a b c f d h g g 
a e c b d f g h h 

 

e عنصر عينيت(identety)  د Q8 ځکه.دیه مګرتبديلی ن. دي  d.b = h  ≠ g = b.d 
 کيلی جدول7ندنی نظر ھم   Q6:={ e,a,b,c,d,f } :   1.9 مثال

 (cayley table ) دیروپ ګ وي له مخې . 
 

f  d  c  b  a  e .  
f  d  c  b  a  e  e  
c f d e b a a 
d c f a e b b 
a b e d f c c 
b e a f c d d 
e a b c d f f 
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  :ګروپونه معين دي ندي7 :نوټ

A(2), A(4), A(2,2), D4, Q8, Q6 éA(2)é = 2  ,  éA(4)é = éA(2,2)é = 4  ,  DQ6 D =  6  , |D4 | = DQ8 D  = 8 

 : 1.4  تمرين
G={ e,a,b  } ( a ) و ا ⋅ : GxG→     7ندي.  ده نه رابطهوګه دو وهي 

 . یروپ شګوي   (⋅ ,G) تکميل کړی چي داډول جدول    
 

b a e . 

b a e e 
e   a a 
 e b b 

 

 (b)     } G={ e,a,b,c  وا  G    ⋅ :GxG→ده نه رابطهوگه دو وهي  .

 . یروپ شګ وي   (.,G) يتکميل کړی چ داډول جدول 7ندي

  

C b a e . 

c b a e e 

b e   a a 
   e b b 
    b c c 

  
( c ) د Q6 , D4 , A

(4) , A(2,2) وا Q8 دیه ن تبديلی په ګروپونوکی کوم يو 

� یعينيت عنصر چيگروپ  وي(⊕,)   :   1.5تمرين ∈   : کړیثبوت .  دی 
                 & ∈ ; &⨁& = & ⇒ & = �    

  ) عنصردی ھغه عينيت. يعني په يوه ګروپ کې که يو عنصرپورتنی خاصيت ولري( 

 ℝ  x ℝ  ⟶   ℝ  : ⨀     : تعريف شوی ده  هرابط هنګوه دو 7ندي ) اعداد حقيقی ( ℝ پر :   1.6تمرين

                            (a,b)  ⟼  a ⨀ b =  �� (a + b) 
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,ℝ ) ولی  چېثبوت کړی     ګروپ کيدای نه شي  (⨀
      :ولرو ونهمتريکس 7نديکه مونږ:  1.10 مثال 

  á = �1 00 1�  , ê = � 0 1−1 0�    
 ë = �0 WW 0� , ì = �W 00 −W�  

Q: = {±E , ± I ,±J , ±K}         
 :شکل لري 7نديھرمتريکس منفی  دلته دالبته 

  

-E=�−1 00 −1� ,   -I =�0 −1 1 0 �     , 
-J=� 0 −W−W 0 �   ,    -K=�−W 00  W� 

   ∙ : Q x Q ⟶   Q 
      (A,B) ⟼  A∙B 

ده  (binary operation)رابطه   ګونهيوه دوه  “ ∙“ په اسانه ښودل کيدای شی چی
دھغه معکوس   A–لپاره    A∈Q ∖ {±E}دھر . دھغه عينيت عنصردی  Eاو 

  دی  E-معکوس خپله    E-اود  
مګر تبديلي . يوګروپ دی, Q) .   ( په نتيجه کی . اتحادي خواص ھم صدق کوي

  :ځکه دیه ن
    I. J = K  , J.I = -K   ⇒  I. J  ≠   J . I 

   لريشکل  7ندييی دا)    caley table  (جدول کيلی د 
  
  

-K K -J  J -I  I -E E . 

-K  K -J  J -I  I -E  E  E 
 K -K  J -J  I -I  E -E -E 
 J -J -K  K  E -E -I  I   I 
-J  J  K -K -E  E  I -I  -I 
-I  I  E -E  K -K -J  J  J   
 I -I -E  E -K  K  J -J -J 
 E -E  I -I -J  J -K  K  K 
-E  E -I  I  J -J  K -K -K 

  
 
    .لری جوړښتته ګروپی و ضرب اجمع  نظر G =   0,1,2 } {ايا 1.7 :  تمرين  
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  D6  پررابطه  ه ګونه دووه ي  “ . “    وا D6 = { a,b,c,x,y,z}  .1 : 8تمرين   
  .شیروپ ګ وي  D6) , . (  چېکړی تكميل  داډولجدول   7ندي. باندی ده

                                           

. a b c x y Z 

a     c b 

b  x z    

c  y     

x    x   

y       

z  a   x  

  

 :متريکسونه لرو 7ندينږمو 1.11: مثال

 á = �1 00 1�   , + = �−1 00 −1� , | = �0 −11 0 � ,   
� = � 0 1−1 0�     

Q4 := {E,A,B,C} 
. : Q4 x Q4 →  Q4 

        (X,X) ↦  X.Y 
 

Q4   جدول کيلی او دیروپ ګ وي caley table)  ( لري شکل 7ندي يی:    

C  B  A  E .  
C  B  A  E  E  
B  C   E  B  A  
E   A  C  B  B  
 A   E  B  C  C  

  

 .  ∋G a و ا (algeb-struct) جوړښتالجبری  وي (.,G) :1.5تعريف 
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ïÒ  : G → G 

 x  ↦ a.x 

aï : G → G 

x  ↦ x.a 

  ïÒ د  right-translation و اaï  د  left-translation په نوم ياديږي  
  :   بيا .دی  (algeb-struct) جوړښتالجبری  وي  (.,G)  :1.2ليما 

&  دھرصورت دي ه پ. ويروپ ګ وي  (.,G) که  ) 1(  ∈  وي   ïÒ   لپاره 
bijective دی  

&   دھر ïÒ و خاصيت ولری ا associativity )  ( اتحادی (.,G)که   ) 2(  ∈   .دی  روپګ يو (.,G)صورت په دي . وي surjective  لپاره 
'  ) 1(ثبوت  ∈   ⇒  ∃!  x ∈  ; a.x = b   [ د     ې له مخېقضي 1.2   ] 

            ⇒ ïÒ(�) = '   ⇒  ïÒ  surjective 

x,y∈  ; ïÒ(�) =  ïÒ(F)  ⇒  a.x = a.y  ⇒   x = y   [  1.2 د   ې له مخېقضي ] ⇒  ïÒ  injecetiv 
 دیيجکتيف اب  ïÒ چې وثبوت ش
&  ) 2( ثبوت  ∈    ⇒  ∃  x ∈  ;   ïÒ(�) = a.x = a    [ surjective وي   ïÒ ځکه] 

�  پس. دیموجود  e:= xعنصر  عينيت يود کيږي چینتيجه څخه   a.x = a د ∈    ⇒ ∃  y ∈  ; ïÒ(F) = a.y = e  [surjective وي   ïÒ ځکه ] 

پس ثبوت . دیموجود  لپاره  & دمعکوس  يو کيږي چینتيجه څخه   a.y = e  د
     ويکصدق لپاره ھم  aï دليما پورتنی . دی  روپګ يو (.,G) وچیش

& د پورتنۍ ليما څخه نتيجه اخلوچې د ھر. يو ګروپ دی   (∗ ,G)  :تبصره  ∈   يد  bijecktive تابع نديلپاره دا7   
  

      f:  ⟶ G                    f:  ⟶ G                 
        � ⟼ & ∗ �                  � ⟼ & ∗ � 
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,∗ℝ )مثال په ډول د د  . ,ℤ)  او  (   bijective  تابع 7نديدا کېپه ګروپونو  (+
  دي

    f : ℝ∗ ⟶ ℝ∗           f : ℤ ⟶ ℤ 

          x  ⟼ 
�� ∙x               x  ⟼ 5 + x 

 ℝ  x ℝ ⟶  ℝ         (a,b)   ⟼  a ⨀ b =   a + b + 3  : ⨀  :  1.12مثال

 دیروپ ګ يو  )  ℝ ⨀ ,   ( چې وکړ ثبوتواړوغ 

  لری) ساختمان (جوړښت الجبري و ي )  ⨀ , ℝ  ( چېليدل کيږی  :حل
∋a,b,c   :اتحادي خاصيت ℝ  (a⨀    b)    ⨀ c    = (a+b+3) ⨀ c = a+b+c+6                      = a+  b⨀ c + 3  =  a⨀ (b⨀ c ) 

∋a ∀  :پس بايد. ویعنصر عينيت e  که :عنصر عينيت ℝ ; a⨀ e = a ⟹  a + e + 3 = a ⟹ e = -3  
  دی  = e 3-عنصر  عينيت يعنې

  :پس بايد. يو a دمعکوس  b که:   (inverse element)معکوس عنصر 
a ⨀ b = -3  ⟹ a + b + 3 = -3 ⟹ b = -a -6 = -(a+6) 

 (a+6)    دمعکوس a ځکه. دی:  a ⨀ ( -a -6) = a –a -6 + 3 = -3 = e 

  دیروپ ګ وي )  ⨀ , ℝ  ( کی نتيجهپه 
  :   1.10تمرين

       ⨀ :  ℝ  x ℝ  ⟶   ℝ 
               (a,b)  ⟼  a ⨀ b =   a + b + 5 

  دی روپ ګ يو   )  ⨀ , ℝ  (ثبوت کړی  
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   دويم فصل

   ھمومورفيزم گروپ

(Group  Homomorphism)    

,ð)و ا (⊕,)  : 2.1تعريف      mapping وي. ه ديروپګ هدو (⨀

  ñ:  ⟶ ð سره د  وخواص 7نديدGroup Homomorphism    
- Hom)    (Gپه نوم ياديږي.  

           (& ⊕ ') = ñ(&)⨀ñ(')     (     ∀&, ' ∈        )        
   Group Monomorphismورته  ،وي  injective ېچ G-Hom و ي

(G-Monom)  که، surjective وي ورته Epimorphism Group   
 (G-Epim)  او کهbijective ورته وی بيا Group Isomorphism     

   (G-Isom) ويل کيږي.  

:ñ  که. يوګروپ دی  (⊕,) :  2.2تعريف   ⟶ وی، بيا   G-Hom يو  
 G-Endo وي  .ويل کيږی  Group Endomorphism  )  (G-Endo  ورته
په نوم  Group Automorphism  (G-Auto)ھم  وي د    bijectiveچې

  .  ياديږي
     :مثال  

 ñ   : P ℝ , +Q ⟶ (ℝ , +) 

         x    ⟼    2x    
  .دیروپ ګ ويته    ”+“نظرجمع   ℝسيت  وحقيقی اعداد د چېمونږپوھيږو

  x,y ∈ ℝ   ñ(x+y) = 2(x + y) = 2x + 2y = ñ (x) + ñ(y)    ⇒  ñ   G-Hom 
ھم   G-Epimاو  G-Monomپس. اينجکتيف او سورجيکتيف دی  ñ چېڅرنګه 

  .دی G-Isomپه نتيجه کي يو . دی

:   ñ  : يتعريف ش ډول  7نديپه  ñ که ( ℤ  , +) ⟶  (ℤ , +)         x    ⟼    2x    
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ليدل کيږي . دیروپ ګ ويته    ”+“نظرجمع   ℤسيت  واعداد تام د يچمونږپوھيږو
  .دی  G-Monomپس يو. ده G-Homانجکتيف او   ñ چې

ځکه دمثال په ډول د  .ھم نشي کيدای  G-Epimپس . سورجکتيف نه ده   ñمګر 
(�)ñنه پيداکيږی ، چه   x لپاره ھيڅ تام عدد 1- =  .شی (1−

  : يتعريف ش ډول  7نديپه  ñ که
  ñ   : � ℝ∗ , . � → (ℝ∗ , . ) 

              x    ↦    2x   

∗ℝ  چېمونږپوھيږو
 ويته     ”.“نظرضرب ) صفر  ی لهسيت ب وحقيقی اعداد د(  

    .دیگروپ 

 x,y ∈ ℝ∗  
ñ(x.y) = 2(x . y) = 2x.y ≠   2� .2F = ñ (x) . ñ(y)   

    دیه ن G-Hom  وي ñ چېوليدل شول 

   : يتعريف ش ډول  7نديپه  ñ که

 ñ   : � ℝ∗ , . � ⟶  (ℝ   , +) 

                  x    ⟼    2x   

x,y ∈ ℝ∗  ñ(x.y) = 2(x . y) = 2x.y      ∧     ñ (x) + ñ(y)  = 2x + 2y 

 ⇒    ñ(x. y)   ≠    ñ (x) + ñ(y)   

   دیه ن G-Hom  وي ñ چېمعلوم شو

:   ñ   : يتعريف ش ډول  7نديپه  ñ که P ℝ  , +Q ⟶ (ℝ   , +) 

        x    ⟼    -x   

x,y ∈ ℝ 
 ñ(x+y) = -(x + y) = -x - y  =  ñ (x) + ñ(y)  ⇒  ñ   G-Hom  

:   ñ  : يتعريف ش ډول  7نديپه  ñ که � ℝ∗ , . � ⟶ (ℝ∗   , . ) 

        x    ⟼    -x   
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 x,y ∈ ℝ∗ 
ñ(x.y) = -x.y      ∧     ñ (x) . ñ(y)  =  (-x) . (-y) =  x.y 
  ⇒    ñ(x. y)   ≠    ñ (x) . ñ(y)   

    دیه ن G-Hom  وي  ñ  ه نتيجه کیپ 
 :چېعمومي صورت کو7ی شو ووايو  په :2.1 نوټ

( a )    د ھر∈ ℝ a  7 تابع يو  نديلپاره داG-Isom  هد  

ñ   : P ℝ , +Q ⟶ (ℝ , +) 

         x   ⟼    ax    

( b )    د ھر∈ ℤ m   تابع يو  7نديلپاره داG-Monom  دی 

ñ   : ( ℤ  , +) ⟶  (ℤ , +) 

        x    ⟼    mx    

   دی   G-Isomيو   Exponentialfunction  7نديدا   :مثال

exp   : P ℝ  , +Q ⟶ (ℝc∗ , . ) 

                     x    ⟼    e
x
  

   G-Hom : 

x,y∈ ℝ ,  exp( x+y) = ex+y = ex . ey = exp(x) . exp(y) 

 .  بايجکتيف دی exp مخېمثال له  0.4له بلي خوا د 

,�)و ا (⊕,�) :2.1قضيه �� ييعناصر عينيت چېه روپګ هدو  (⨀ ∈ و ا  � �� ∈ :ñکه  .يد � � →   :کويصدق افادي  7نديبيا  .ويG –Hom  وي �

( 1 )    ñ(��) = �� 
( 2 )   ñ( &d�) = (ñ(&))d� 

⨀ xکی   روپګ وي په چېونږپوھيږوم): 1(ثبوت   x = x  عينيت د  يوازی
 .دینصر خاصيت ع

  ñ(��) = ñ(�� ⊕ ��) = ñ(��)⨀ñ(��)   [    G-Hom  ñ ] 
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 روپګ وي چېونږپوھيږو ماو. دی G2  دعينيت عنصر  (��)ñ چېداښيي    
(��)ñبايد   پس  .لريعينيت وي يوازی =   وي  ��
��)e2 ⨀ ñ(��)  = ñ(��) = ñ  :ډول  7نديپه ثبوت  اويا ⊕ ��) = ñ(��)⨀ ñ(��) 

        ⇒  ñ(��) = e2        [    1.2 قضيي له مخې   [  د 
��   مخې (1)د له   ):2(ثبوت   = ñ(��)  دی   .  

        & ∈ � 

       �� = ñ(��) = ñ(a ⊕ &d�) = ñ(&)⨀ñ(&d�)                                                    

 .دی  (&)ñ  د معکوس  ñ(&d�)    چېاخلو نتيجه  له دي څخه
ñ(&d�)  پس  = (ñ(&)) d� 
  )ترکيب ھمومورفيزم ( Homomorphism composition :2.2 ضيهق 

(,⊕)  ، (�, :ñ که  .دي ونهروپګ دری (⊝,�)او  (⨀  ⟶ و ا �   ñ�: � ⟶ :ñ�£ñ بيا  .يوG-Hom  هدو �  ⟶   .دی  G-Homھم  �
,& : ثبوت ' ∈   

  ñ�£ñ(& ⊕ ') = ñ�£Pñ(&)⨀ñ(')Q   [  G-Hom وي   ñ  ځکه ]  

                       = ñ�£ñ(&) ⊝ ñ�£ñ(') [  G-Hom  وي   ñ�  ]   

  دی G-Hom وي  ñ�£ñ په نتيجه کی
,�)وا  (⊕,): 2.3تعريف   � چېونه روپګدوه   (⨀ ∈ ��و ا   ∈  يي �

:ñ اوعناصر عينيت  ⟶   ھسته  φته د  تيس 7نديدا بيا.دی G-Hom  وي �

( kernel  )    مونږ ھغه پهوا کيږيويل kerφ  سره ښيو   Ker φ ≔ {a ∈ G |φ(a) = e�}                                   Im( φ) ≔ {φ(a)|  a ∈ G } ⊆ G� 
  دی) نقش يا تصوير (  φ Imageد   Im( φ)دلته 

,�)وا  (⊕,): 2.3قضيه   � چېونه روپګ  (⨀ ∈ ��و ا   ∈  عينيتد يي �

:ñ    اوعناصر   ⟶ ⇔ ��ñ W.����W  :بيا. دی  G-Hom وي� ì��ñ = {�} 
��ì  چې یبايد ثبوت ش  "⇒": ثبوتñ =   .کيږي  {�}

��ì  که ñ ≠   :  پدی صورت يو {�}
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ì��ñ ≠ {�} ⇒ ∃& ∈ ;  & ≠ �  ∧  ñ(&) = �� 

(�)ñ په اساس  قضيی  2.1  له بلي خوا د = ��     

  ñ(&) = �� = ñ(�)  

               ⇒ & = �               [      injective ñ   وي      [ ځکه  
             ⇒  ì��ñ = {�} 

": ثبوت ⇐ ,& د " ' ∈ (&)ñ  چېکوفرض  مونږ لپاره   = ñ(') وي. ñ(a ⊕ 'd�) = ñ(&)⨀ñ('d�)   

           = ñ(&)⨀Pñ(')Qd�
    [ په اساس  یيقض    2.1  د  ]                   

          = ñ(')⨀(ñ(')) d� = ��      [ ی په اساس  فرضيد   ]   

 ⇒ a ⊕ 'd� ∈ ì��ñ    

 ⇒ a ⊕ 'd� = e      [     ì��ñ =  [ ځکه  {�}

 ⇒ a ⊕ 'd� ⊕ b = e ⊕ b =  b     ⇒ & = '                     
 ⇒   ñ   injective           

:ñ      هد G-Aut هوي  تابع 7نديدا :  2.1مثال   (ö, + )   ⟶   (ö, + )                                                  � = (� + WF) ⟼   �̅ =   (� − WF)    
  : حل

G-Hom  ñ : � = � + WF  , �� = �� + WF� ∈ ö  ñ( � + ��) = ñ(� + WF + �� + WF�) =  ñ(� + �� + (F + F�)W)   

                    = (� + �� − (F + F�)W = (� + �� − WF − WF�) 

                = � − WF + �� − WF� =  �̅ + ��̅ =  ñ(�) + ñ(��)  

injective ñ :  � = � + WF  , �� = �� + WF�  ∈ ℂ  

 z1 = zوی بايد ثبوت شی چی   ( � )ñ(��) = ñکه چيری  

 ñ( � ) = ñP� + WF) = ñ(��) = ñ(�� + WF�Q  

    ⇒  �̅ = x –iy = x1 – iy1 =  ��̅  ⇒  x = x1    ∧  –iy = – iy1 

    ⇒ x = x1    ∧   iy =   iy1  ⇒ z = x + iy = x1 + iy1 = z1 

    ⇒ ñ  injective 
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ñ surjective :  
� د   + WF ∈ ö  لپاره مونږ يوz1   مساوی دx - iy   د مساوی    z1  وضع  لپاره
 ñ(z1) = ñ( x – iy)= x + iy = z کوو

  دی G-Aut وپس ي. دی بيجکتيفو  ا G-Hom  وي ñ چېڅرنګه 

  = {0} ñ  ker    .ځکه ñ وي  injective  دو صفرعينيت عنصر ا (ö,  دی (+

, (�,�)+)  پر تابع 7نديدا:    2.2 مثال  ⨀ , (�,�)+) :ñ  : شويدهتعريف  باندی روپ ګ   (  ⨀  ) ⟶ (+(�,�) , ⨀  )   a   ⟶  a⨀ a           

G-Hom   : د چېبايد وښودل شي∀�, F÷ (+(�,�))   افاده صدق  7نديلپاره  
�) ñ  :کوي  ⨀  F) = ñ(�) ⨀  ñ(F)  

� :لپاره  (�,�)+) ÷ �∀دھر   واعينيت عنصر  (�,�)+ د   b1چېمونږپوھيږو ⨀ � = b1 z:=� ⨀ F ∈ (+(�,�) ñ (� ⨀  F)  =  ñ(�) = z⨀ z = b1 ñ(x) = x⨀ � = b1            ∧  ñ(F) =  y⨀  F = b1    ⟹ ñ(x) ⨀ ñ(y)   = b1⨀  b1    = = = = b1 ⟹   ñ(� ⨀  F) = b1 = ñ(x) ⨀ ñ(y)   ⇒  ñ  G-Hom 
   وي φ پس . هد  (�,�)+) (پر  څخه (�,�)+) (له تابع  وي ñ  چېڅرنګه 

  G-Endom  دی .  

Injective :   �, F÷  +(�,�) . کهñ(�) = ñ(F)   چېشي بايد ثبوت  وي  

   = x  y  يعني  .دی:  

 �, F÷ (+(�,�)) ; ñ(�) = ñ(F) ⇒ � = F ñ('�) = '�⨀'� = '� = '�⨀'� = ñ('�) 

�'رګم ≠   . دیه ن   injectiveوي  ñپس .  دی  �'

Surjective  :ھر  د چېي بايد ثبوت شF÷+(�,�)  موجود    (�,�)+  ÷�يو لپاره
(�)ñچې وی = F     يعني  .شي:  ∀F ∈ P+(�,�)Q,   ∃�÷  +(�,�)  ; ñ(�) = F 
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�' چېڅرنګه  ∈ (�)ñ چې ه لريوجود ن((�,�)+) ÷�   عنصريو  لپاره ھيڅ  (�,�)+  =   G-Autom وي ñ کی نتيجه اوپه دیه ن  surjectiveپس . يش  �'
Ker φ        پيداکړو Ker φ اوس غواړو  . دیه نھم  ≔ Ca ∈ +(�,�) D φ(a) =  b�} 

a ∀   :دجدول له مخی ∈ +(�,�)  ;  φ(a) = a ⨀ a = b1 ⇒  Ker φ = +(�,�) 
 1.9په   .دیروپ ګ يو نظرضرب ته G={1,-1} چېمونږپوھيږو   2.3:مثال  

شوي تعريف  ډول 7ندي په φ  . دیروپ ګ ھم يو ,Q8)  (. چېمثال کی مو وليدل 
  :ده

               φ:  (Q6
 ,∗ ) ⟶ (G, . ) 

 φ (e) = φ (a) = φ (b) = 1     ∧  φ (c) = φ (d) = φ (f) = -1 
 φ(d*f) = φ(b) = 1 = (-1).(-1) = φ(d). φ(f)  په ډول مثالد . دی  G-Hom  وي  φ  چېپه اسانی سره ښود7ی شو

 ker φ    : پهعينيت  چېڅرنګه G    پس. ید) يو( 1 کی  kerφ = {x ∈ Q¹  |φ(x) = 1} = { e,a,b } 
   :   2.4مثال 

   ≔ {+ ∈ r(2�2, ℝ)│+ = �� F0 �� , �� ≠ 0}           

( a )   G دیروپ ګ وي ته ضرب وماتريکسد نظر  

( b )   تابع  ندي7ا دG-Hom  ده  

ñ ∶ (, . )   ⟶ (ℝ∗ , . )              

                          A=�� F0 �� ⟼   xt     
  ( a ) ثبوت

   G,.) (      ځکه.  لري جوړښتالجبری:  

+ = �� F0 �� , | = �& '0 �� ∈ G 
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A.B = �� F0 �� . �& '0 �� = ��& �' + F�0 �� �  
≠ ��  :له بلي خوا 0    ∧  &� ≠ 0   ⟹ x ≠ 0 , t ≠ 0 , a ≠ 0 , c ≠ 0 ⟹   xa.tc ≠ 0      ⟹ A.B ∈ G  

≠ ��  اوياپه بله طريقه   0    ∧  &� ≠ 0          ⟹    det(A) ≠ 0  ∧   det(B) ≠ 0        ⟹  det(A.B) = xa.tc = xt.ac ≠ 0 ⟹ A.B∈ G 
  دیشامل  کی G دی اوپه (identity)عينيت    ماتريکس E2د :  عينيت عنصر  

  کويصدق  ھم associativity) (اتحادی  خاصيت 
+ :    موجوديت   (inverse)معکوس د  = �� F0 �� ∈ G  ⇒  x.t  ≠ 0  ⇒  x ≠ 0 , t ≠ 0 

     �� F0 ��    �1 00 1�  . 
�¾ 

 

     ù1 �¾0 �ú    ù�¾ 00 1ú  . 
�û 

     ù1 �¾0 1ú    ã�¾ 00 �û
ä   - � ¾ . 

     �1 00 1�    ã�¾ d�¾û0 �û
ä    

       ⇒   +d� = ã�¾ d�¾û0 �û
ä    

  کيږي   . E2  +d� A =   وا  �G  +d ∋  چېښود7ی شو اسانی  په

≠ x.t  :  د الجبرخطی له مخیاويا  0  ⟹ det(A)  ≠ 0  ⟹ A invertible 
                   b ) ( ثبوت 
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 + = �� F0 �� , | = �& '0 �� ∈ G 
ñ(A.B) = ñ (��& �' + F�0 �� � = (xa)(tc) = (xt).(ac) 
           =  ñ(+). ñ(|) 

        ker φ    : په عينيت   چېڅرنګه.) , (ℝ∗  1 کي )پس. دی ) يو :  

kerφ = {A ∈ G  |φ(A) = 1} = {+ ∈  │+ = �� F0 �� , �� = 1}         
          =  {A ∈ G │A = �x y0 t� , t = �� }        

  د مثال په ډول.  خ4ف د صفر دی x  ځکه .لرو اجازهx تقسيم پر   

 ù2 F0 �� ú, ù−2 F0 − �� ú ∈ kerφ 

≠  {  چېرنګه څ {1 kerφ ی له مخیقضي 2.3 د، پس  دی φ  دیه نينجکتيف ا.  

  :په ډول مثالد 

+ = �1 20 2� , | = �2 20 1� 

φ(A) = 2 = φ(B) مګر دی ،A و اB نه ديمساوی  سره  

  . ديی وفضا وکتوری  (W, ℝ)  او  (V, ℝ)    2.5:مثال 
 

 L: V  ⟶  W   lin-Map   ⟹    L: (V,+)  ⟶  (W,+)   G-Hom 
       ونه ديروپګ تبديلی (+,W)وا (+,V) له مخی د تعريف فضا کتوریو  :حل 

x,y∈V    ⟹  L(x + y ) = L(x) + L(y)    [  خطی است گميپين   L  ځکه ] 
            ⟹  L G-Hom 

   2.1:تمرين   
( a)         ñ ∶ (ö, + )   ⟶

  z =  a + ib  ⟼   │�│ = √a�  +  b�  

 دی     G-Hom  وي  ñايا   
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 ( b)       ñ ∶ ( ℂ ∗, . )   ⟶ (ℝ∗ , . ) 

   � = & + W' ⟼    │�│= ýa2  + b2
  

 پيدا کړی  ñ ker  او ید  G-Hom  وي  ñ چېکړی ثبوت  

,�)و (⊕,) ا:  2.4 قضيه  � ييعناصر عينيت چېدي روپ ګ (⨀ ∈ و ا  �� ∈ :ñ   که . دي  �  ⟶   :وي بيا G_Hom  وي�

( 1 )    ( ì��ñ,⊕) دی روپګ  ھم  . 

( 2 )   ) , ⨀     ( ñ() دی روپګ ھم    

,&    : ( 1 )ثبوت ' ∈ ì��ñ ⇒ ñ(a ⊕ b) = ñ(&)⨀ñ(')   
                   = ��⨀��  [     a  وا  b د ì��ñ  ځکه  دي عناصر ]      

��ìد  bو ا  a  ځکه   [ñ   ديعناصر   [   
                   = �� ⇒ a ⊕ b ∈  ì��ñ        

��ì , ⊕  ( چېوليدل شوñ  ( ) جوړښتيوالجبريalgeb-structلري  (.     

��ì  چېڅرنګه  :اتحادی خاصيتñ ⊆ ��ì  پر  ⊕ وا ñ تطبيق ھم  نه ديبا
��ì  پس. کيږيñ  لريھم اتحادی خواص.  

�   : موجوديت دعينيت  ∈  ⟹  ñ(�) =  ��       ⟹ � ∈  ì��ñ   
  : موجوديت معکوس د

 & ∈  ì��ñ ⊆  ⟹ ñ(&) = �� 

                         ⟹ Pñ(&)Qd�
=�� 

                         ⟹  ñ(&d�) = قضيه   ]     ��    [  نظر     2.1 

            ⟹ &d�  ∈  ì��ñ 
, (  چېغواړوثبوت کړو (2) : ثبوت  ⨀     ( ñ()يوګروپ دی 

 &�, '� ∈ ñ(G) ⟹ ∃&, ' ∈ ; ñ(&) = &� ∧  ñ(') = '� 
     ⟹ &�⨀'� =   ñ(a ⊕ b) = ñ(&)⨀ñ(') 

                     ⟹ &�⨀'� ∈ ñ(G) 
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 . يوالجبری ساختمان لري)   ()ñ , ⨀ (  چېثبوت شو

 :اتحادی خاصيت 
 &�, '�, �� ∈ ñ(G) 

   ∃&, ', � ∈ ;  ñ(&) = &� ∧  ñ(') = '�    ∧  ñ(�) =  �� &�⨀('�⨀��) = ñ(&)⨀Pñ(')⨀ñ(�)Q                                                                              

                    = Pñ(&)⨀ñ(')Q⨀ñ(�)                                                             
          = (&�⨀'�)⨀��    

(�)ñ :دعينيت موجوديت    = �� ⇒ �� ∈ ñ(G) 

�& :موجوديت معکوس د ∈ ñ(G) ⇒ ∃& ∈ ; ñ(&) = &�  ∧  ∃&d� ∈ ; & ⊕ &d� = �   
            ⇒ ñ(&)⨀ñ(&d�) = ñ(a ⊕ &d�) = ñ(�) = ��                   ⇒ a�. ñ(&d�)  = e� 

 .              دی �a دمعکوس  ñ(&d�)په نتيجه کی 

  :بيا . دي  ونهروپګ (⊖ ,G2)و ا (⨀ ,G1) ،   (⊕ , G) :2.5قضيه  

:ñ که ( 1 )  ⟶   معکوس  ñ د بيا .وي G-Isom وي  �

    ñd�: � ⟶  .ید G-Isomھم  

:ñ  که ( 2 )   ⟶ :�ñ و ا � � ⟶ �  G_Isom  بيا د ھغوې  .ېو
:ñ�£ñ   ترکيب  ⟶   .دی  G-Isomھم    �
ھم  تابع معکوس   (Bijective)فی بايجکتيديوی  چېمونږپوھيږو ):1(ثبوت

  وي  �ñd چېی ثبوت ش کوي پس کفايت . دی (Bijective) فبايجکتي
 G-Hom  دی. &�, '� ∈ � ⇒  ∃&, ' ∈ ; ñ(&) = &� ∧ ñ(') = '�    [  ñ surjective  ] 

 ⇒ ñ(a ⊕ b) = ñ(&)⨀ñ(') = &�⨀'�    [  ñ    G-Hom   ]      

 ⇒ ñd�(&�⨀'�) = ñd� �ñ(a ⊕ b)� = ñd�£ñ(& ⊕ ')  
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                    = id(a ⊕ b) = a ⊕ '           

(&)ñ  :  چېرنګه څ  = &�   ∧  ñ(') = '� ⇒ ñd�(&�) = &  ∧  ñd�('�) = '  
  :پس

                  ñd�(&�⨀'�) = ñd�(&�) ⊕ ñd�('�) 
  .دی G-Isom وي  �ñd  چېثبوت شو

 وي  ñ�£ñ چېي ثبوت ش کویکفايت  ی په اساسقضي  2.2  د   ):2(ثبوت
  .دی)  bijective ( ف بايجکتي

 Injective :  &, ' ∈ , ñ�£ñ(&) = ñ�£ñ(') 

           ⇒ ñ(&) = ñ(')   [       injective    ñ� ځکه        ] 

           ⇒ & = '              [       injective    ñ ځکه        ] 

.                                                                 دی injective يو  ñ�£ñ  چېثبوت شو   

  Surjective :  
 �� ∈ � ⇒ ∃�� ∈ �, ñ�(��) = ��  ∧  ∃� ∈ ; ñ(�) = �� 

              ⇒  ñ�Pñ(�)Q = ñ�(��) = g� 

              ⇒   ñ�£ñ   surjective 

  وا injective  surjective ,څخه  وتوابع 7نديدکوم يو: 2 2.تمرين 

  G-Hom نه دي دي او کومي  

( a )  f  ∶ (  ℤ , +) ⟶ (  ℤ , +) 

                           z  ⟼  2z 

(b)  f  ∶ (  ℤ , +) ⟶ (  ℤ , +) 

                        z  ⟼  z+1 

 (c )  f  ∶ (  ℤ , +) ⟶ (  ℝ∗  , . ) 

                    x  ⟼  x2+1 

( d)     f  ∶ (  ℤ , +) ⟶ (  ℝ∗  , . ) 
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                       x  ⟼ ��  . ( x -1 ) 

(e )  f  ∶ (  ℝ∗  , . ) ⟶ (  ℝ∗  , . ) 

                     x  ⟼  x2  

 ∋G a . دیعينيت عنصردھغه   e  واروپ ګيک   (.,G)   2.3 :  تمرين

               La  :  G  ⟶  G                         x ⟼  a.x.a-1      
 . پيداکړی La ( ker (  دی او  G-Aut  وي  La  چېثبوت کړی      

 .دیعينيت عنصر د ھغه  eو  اروپ ګ وي  (⨀ ,G)  : 2. 4.تمرين  

f  :  G  ⟶  G 

       a ⟼  a⨀a  

  ( commutative)روپګتبديلی وي G چې کړیثبوت . وی G-Hom وي  f که
 دی 

 دی ګروپ��  ( . ,Q4)  چېمثال کی مو وليدل  1.11په  :  2.5  تمرين

               f  :  (A
(2,2)

, ⨀ ) ⟶ (Q4, . ) 

                               b1   ⟼  E    ,   b2   ⟼  A 

                               b3   ⟼  B   ,   b4   ⟼  C 

 ده  G-Homيوتابع   پورتنی ايا

    G Commutative  ⇔  G1 Commutative ( a ) ( a ) ( a ) ( a )   :بيا. دی G – isom   وي : ñ   (.,G )   ⟶  ( *,G1)   : 2.6  تمرين 
(    b )b )b )b )  |G |   =  |G �|   
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  فصل دريم 

 (Subgroup)روپ ګفرعی   

�و ا دی روپګ وي (⊕,): 3.1تعريف  ⊆  .  

 H   روپ ګفرعی ته(Subgroup)  که چيري , واي  H دوه   ⊕ نظر خپله
  .وېروپ ګ وي (⊕ , H)يعني   .جوړښت ولريروپي ګ  ې تهرابطګوني 

 :مثال
 )a (  G و ا{e}  د  ونهروپګفرعی دوړهG چېدي ،  روپګ e  دیعنصر  عينت    

 ) b(   ℤ دروپ ګ فرعی وي  ℚ  ته دی  ”+“نظرجمع. 

 )c(  ℚ  دروپ ګ فرعی وي  ℝ ته دی    ”+“نظرجمع.  

 )d(  ℚ∗
∗ℝ  دروپ ګ فرعی وي 

∗ℝو ا  
   "."ضرب  نظر ∗ℂ  دروپ ګ فرعی وي  

  .ته دي           

)e (   H={a0,a2}   دروپ ګ فرعی وي  +(T)  دی . 

�وا دی عينيت عنصريي   e چیروپ ګ وي (⊕,G) :3.1قضيه ⊆ ,& (1 ) :بيا.   ' ∈ �, &⨁' ∈ � 

( 2 )  e∈  (⊕,H)      يوفرعې ګروپ  ⇔                                 �
( 3 ) & ∈ � ⇒ &d� ∈ � 

"ثبوت ⇐   .کوي  صدق) 1(  پس کې دی ،  Gپه روپ ګفرعی  وي   H چېدا : "
  :پس وي،  H د عينيت عنصر    ̃�که  :ثبوت )2(

         �̃ ∈ � ⇒ �̃ ∈   ∧    �̃⨁�̃ = �̃  

̃� يعنې .وي G د عينيت عنصر  ̃�  چې لريامکان  دا ھغه وخت = پس .  �
e∈   .دی   �
        : ثبوت( 3 ) 

e,& ∈ � ⇒ ∃' ∈ �; &⨁' =  [   1.2 مخېقضيي له   ]   �

  .وی  b = a-1)  يعنې ( a د بايد معکوسb  پس .دی روپګ وي G چېڅرنګه 
':کې نتيجهپه   = &d� ∈ � 

"ثبوت ⇒  دوه ګوني ⊕ته د ) 1(نظر  او ندیت خالی يس Hته د ) 2(نظر  :"

 دھرعنصرلپاره وا عينيت تيس  H ته د )3(و ا) 2(نظر  .کوي صدق ھم رابطه 

     .دی روپګ فرعی ويته  ⨁پس نظر . لريمعکوس 
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�، روپ ګ وي (⊕,): 3.2قضيه  ∈ �و اعينيت عنصر   ⊆  :بيا . 

  

( 1)  � ≠ ∅ 

,&∀ ( 2 )      (⊕,�)     يوفرعې ګروپ  ⇔                                                             ' ∈ �, &⨁'d� ∈ �         
 

"ثبوت ⇐   :يعنې لري خواص  داروپ ګھر فرعی  چېده واضح :  "
           � ∈ �  ⇒   � ≠ ∅ 

          ∀&, ' ∈ �, ∃ 'd� ∈ � ∧   &⨁'d� ∈ � 

"ثبوت ⇒ , ) 1( ېقضي د ھغې  H چې ېبايد ثبوت ش ي له مخېقضي   3.1د :  "
 .  لري خواصه ) 3(و ا) 2(

          H ≠  ∅ ⇒ ∃ & ∈ � ⇒ � = &⨁&d� ∈ � ⇒  (2)                                              

          &, � ∈ � ⇒ �⨁&d� ∈ � ⇒ �⨁&d� = &d� ∈ � ⇒ (3)                               

     &, ' ∈ � ⇒ &⨁'d� ∈ )2( نظر   ته  ]            �  ] 

�d' پس . يکوصدق ي قضي 3.1د ) 3(  چې پورته وښودل شول ∈   .دی   �
             ⇒ &⨁('d�)d� ∈ )2( نظر   ته    ]                           �  ]  

       ⇒    &⨁('d�)d� = a⨁' ∈ � ⇒ (1) 
 H:={b1, b2 }   د {b1}و ا A(2,2) پرع4وه  کې روپګ   ,A(2,2)) ⨀ ( په : مثال

A په روپ ګ فرعی يو سيت ھم
کې  Hپه   b1 يیعينيت عنصر ځکه . کې دی  (2,2)

  .کيږي  b2 = b1  ⨀  b2  واشامل 

,æT) د  : مثال .   H:={e,a,b,c} ، {e,b}د   {e}و ا æTپر ع4وه  کې روپګ په (
  .دي  æT په ونهروپګفرعی ھم سيتونه 

و ا) 2(, ) 1(قضيي  3.1 بايد ، وي æT  دروپ ګفرعی  وي H:={e,a,b,c}که 
  ولري ) 3(

 � ∈ � ⟹ (2)  
  : مخې له ولجد  D4 د 

  &. & = ' ∈ �  , &. ' = � ∈ � , &. � = � ∈ �  ,  ' = � ∈ �,  
  �. � = ' ∈ �     ⟹ (1)  
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 . دی b خپله معکوس b دوا دی a معکوس c دو ا c د معکوس  a چېڅرنګه  
  .دی æT دروپ ګفرعی وي H={e,a,b,c} کې نتيجه په .کوېصدق  ھم) 3(پس 

  کي دي  æT پهروپ ګ فرعی و څخهسيت 7نديکوم يو د  :تمرين 
H1 = {b,f,h} , H2 = {e ,b,d,g } , H3 = {e , f } , H4 = {e,b,c} ,  
H5= {e,a} 

سيت   =:H  {e,a,d,f}د   {e}و ا Q8 پرع4وه کې  روپګ  (. ,  Q8) په :مثال 
 اوس. کويقضيه صدق   3.1 د  2)   (او (1)   ځکه .دی روپګفرعی ھم دھغه 

� ∀ د معکوس چې وښيوبايد  ∈     کې شامل دی  Hھم په   �

�. ~ = � ⟹   �d� = ~   ∧   ~d�  = � ⟹  d-1, f-1  ∈ � 
a.a = e   ⟹ a = a-1  ⟹  a-1∈ � 

 . کې دی  Q8 په روپ ګفرعی  وي  H={e,a,d,f }کېنتيجه  په  
  .دی روپيو ګ (. ,  Q)  چېپه مثال کی مو وليدل  1.9د  :A.3مثال  

     ځکه .کې دی  (. ,  Q) پهروپ ګفرعی  وسيت ي  =:Q1   {E,-E,I,-I}د   ( 1 )
áاو  Qعينيت عنصر د  Eمونږپوھيږو چې    ∈  Q1   مخېد کيلي جدول له . دی:     

 (-E).(-E) = E ,  (-E).I = -I ,  (-E).(-I) = I , 

 I.I = -E ,   I.(-I)=E,   (-I).(-I) = -E 

 :پس ليکلی شو. دی Iمعکوس  I–او  I–معکوس  I، د   E–معکوس خپله  E-  د 

 ∀A,B ∈ Q1  ⟹ A.B∈ Q1  ∧    A-1∈ Q1 

 .دی  Qيوفرعي ګروپ د  Q1 مخېقضی له   3.1د  ه نتيجه کیپ  

عينيت  دی اووپ روګي (.,GL(2, ℝ )) چېکی مو وليدل  مثال 1.6په    ( 2 )

E2 = �1 متريکس واحد   يیعنصر 00  .  دی  �1
N:= { A ∈ (GL(2, ℝ ), . ) │detA = 1 } 

H:= { A ∈ (GL(2, ℝ ), . )│  A diagonal قطری(  ) } 

M:= { A ϵ GL(2, ℝ) │ A = �1 &0 1�   } 
 N  ،M و اH ونه د وپرګ فرعی GL(2, ℝ )  دي   

,A  .کوواستفاده څخه  قضيی 3.1 لپاره دحل   :حل | ∈N     ⟹ detA = detB =1      det(A.B) = detA . det(B) = 1.1 = 1 ⟹ A. | ∈N det(E2) = 1  ⟹  E2 ∈N 
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A = �& '� �� ∈N  ⟹ detA = ad – bc = 1 
A-1 = �

���� . � � −'−� & � = �� . � � −'−� & � = � � −'−� & � det(A-1) = ad – bc = 1 ⟹ A-1 ∈N 
 .دی GL(2, ℝ ) د وپرګفرعی  N کی نتيجه په

 A = �& 00 '� , | = �� 00 ��  ∈H 
A . B = �& 00 '� . �� 00 �� = �&� 00 '�� ∈H  , E2 =�1 00 1� ∈H 
 
detA = ab ≠ 0   [ A∈ (GL(2, ℝ ), .  [     ځکه (
      ⟹  a ≠ 0   ⋀   b ≠ 0 

 A-1 = �
���� . �' 00 &� = �Ô× . �' 00 &� =  ã�Ô 00 �×

ä ∈H 
 .دی GL(2, ℝ ) د وپرګ فرعی ويھم  H چېو ثبوت ش 

  E2 =�1 00 1� ∈M 

A = �1 &0 1� , B = �1 '0 1�   ϵM 

A.B = �1 &0 1� . �1 '0 1� =  �1 & + '0 1 �  ϵM detA = 1 ≠ 0     A-1 = �
���� . �1 &0 1� = 1 . �1 −&0 1 � =  �1 −&0 1 � ∈M  چې وثبوت ش M  د وپرګفرعی  ويھم GL(2, ℝ ) دی. 

   :3.1تمرين  
( a ) په  ونهروپګفرعی  وڅخهسيت نديوم يود7ک,.) DT ( ګروپ کې دي   H1 = {b,f,h} , H2 = {e ,a,g,h } , H3 = {e , f } ,  H4 = {e,b,c} , H5= {e,a} 

  ( b ) په  ونهروپګفرعی  وڅخهسيت نديوم يود7ک,.) Q» ( ګروپ کې دي 

H1 = {c,f,h} , H2 = {e ,a,g,h } , H3 = {e , f } ,  
H4 = {e,b,c} , H5= {e,a} 
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( c ) په  ونهروپګفرعی  وڅخهسيت نديوم يود7ک(Q,.) کې دي  
H1 = {E,-E } , H2 = {E ,I,K } , H3 = {-E , -K } , H4 = {E,-E,I,-I } , 

 H5= {E,K} 
:H  : مثال = {& ∈ ℤ │ − 6 ≤ & ≤ 6}                                   ( a )  

H     دروپ ګ  فرعی  ,+) (ℤ   ځکه. کيدای نه شې :  ∉ H =11 5 + 6                           

( b )   ∶= {� ∈ ℝ │� > 0 } ℝc    
 ℝc  روپ   ګفرعی(subgroup) د ,+ ) ℝ  ( نظر  چې ”0“صفر  ځکه. دی ه ن

 .دیه نشامل  کې ℝcمګرصفر په .دی ℝ دعنصر  عينيت ته “+„جمع 

 : 3.2  تمرين 
( a )  

  M: = {+ ∈ r(2�2, ℝ) }   
  N: = {+ ∈ r(2�2, ℝ)│+ = � & '−' &�   } 

   N چېکړي ثبوت .ګروپی جوړښت لری (+,M) چېمثال کی مووليدل  1.1په    
 .دیروپ ګفرعی  يودھغه    

( b )   چېکړی ثبوت  ℝc : = {� ∈ ℝ │� >  پهروپ ګفرعی  وي   { 0
   ,.) ℝ∗ ( کې دی.  

,�)  ، (⊕,)  :3.3قضيه   � چې ونه روپګ (⨀ ∈ ��و ا  ∈  ویھغد  �
�  که . دي عناصر عينيت ⊆ ��و ا  ⊆   وا ونهروپګفرعی   �

  ñ:  ⟶   :بياً . وي G-Hom وي �

( a )  	d
 .دی G دروپ ګفرعی  وي (��)

( b ) ñ(�)  د روپ ګفرعی  وي G1 دی. 
( a )ثبوت :   

 ñ(�) = ��             [ يقضي  2.1   له مخې  (��)�ñd ⇒       [   د   = � ⇒ � ∈ ñd�(��) 
    ⇒ ñd�(��) ≠ ³                                                                          

,& ھرد چېکړو ثبوت  کوېکفايت  ي له مخېقضي 3.2 د  ' ∈ ñd�(��)  لپاره

�d'⨁&   ارنګهھمد بايد ∈ ñd�(��)   وکړي صدق. 

    &, ' ∈ ñd�(��) ⇒ ñ(&), ñ(') ∈ �� 
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    ⇒ ñ(&⨁'d�) = ñ(&)⨀ñ('d�) = ñ(&)⨀ñ(')d� ∈ �� 

  ⇒ &⨁'d� ∈ ñd�(��) 
  . دی G د روپ ګعي وفري (��)�ñdس پ  

 (b)  ثبوت:    

  ñ(�) = �� ∈ ñ(�) ⇒ ñ(�) ≠ ³   

  a�, '� ∈ ñ(�) ⇒ ∃ &, ' ∈ �;  ñ(&) = &�  ∧  ñ(') = '�                                             

   ⇒ ñ(&⨁'d�) = ñ(&)⨀ñ('d�)                         

             = ñ(&)⨀ñ(')d�  = &�⨀'�d� ∈ ñ(�)                                                          

  .دی Gد  روپګفرعی  يو (�)ñ  په نتيجه کې

باندې 7ندې تابع  روپګ  (�)+ واروپ ګفرعی  H={a0,a2} ⊇ (T)+پر  :مثال
⟶ f : H                تعريف شويده   +(�) 

                    x ⟼ ��    W~    � = &0&    W~    � = &2 ° 
f  وي G-Isom ځکه. دی: ~(a4⨁&4) = ~(&4) = � = �⨀� = ~(&4)⨀~(&4) ~(a4⨁&�) = ~(&�) = & = �⨀& = ~(&4)⨀~(&�) ~(a�⨁&�) = ~(&4) = � = &⨀& = ~(&�)⨀~(&�) 

  وي f کې نتيجهپه  .دی   bijectiveفبايجکتي وي f چېھمدارنګه ليدل کيږي  
 G-Isom  دی. 

 يي   (generator) مولد وعناصرټولو د چې روپګ (.,G)و ي :  3.2 تعريف 
 .په نوم ياديږي (cyclic group)روپ ګدورانی  وي، دعنصروي يوازې د ھغه

∋a  وي که يعنې   .څخه 7س ته راشي  aد عناصر ټول  Gد  چې وي موجود
  :يعنې

                            ∀ ' ∈  , ∃i∈ ℕ ; a.a......a  (    دفعه - i ) = ai = b 
〈&〉  وي، مونږ ھغه بيا په روپګ  Gد   (generator)  مولد a که = سره  
  .ښيو
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ℤ  چېڅرنګه    :مثال = {.. 1|. ∈ ℤ}   پس . دی(ℤ, . دیدورانی گروپ  (+
,ℤ)يعنې    +) 〈1〉 =    

  په ډول  مثال د
   5.1=1+1+1+1+1   =  5  ,    -5 = -5.1 = -(1+1+1+1+1)     

〈1−〉ھمدارنګه  = (ℤ, ℤ   :ځکه.   (+ = {.. (−1)|. ∈ ℤ} 

 په ډول مثال د
  3 =  - (3. (-1) = - (-1-1-1)  ,   - 3 = 3.(-1) = (-1-1-1 )  

,P+(T)  :مثال ⨁Q  ځکه. دیروپ ګ دورانی وي: 

〈&�〉 = P+(T), ⨁Q 

a11 = a1 ,    a12 = a1⨁a1 = a2  ,    
 a13 = a1⨁ a1⨁a1 = a2⨁  a1  = a3 , 
a1

4 =  a1⨁ a1⨁a1 ⨁a1 =   a3 ⨁  a1= a0 

>مدارنګه ھ &� >= (+T,         دی             (⨁

  A(2) روپ ګدورانی  وي ھم(cyclic group) دی.  
  :ځکه، نه دیروپ ګدورانی  وي A(2,2)مگر 

  ∀ ' ∈ +(�,�) ;  '� = '� ⇒ < ' > = {', '�} 
,'}د  عنصر فقط  bھر يعنې   په ډولمثال د . کيدای شېمولد    {�'

  < '� >= {'�, '�}    
 A(2,2) د (generator) مولد  چېه لري عنصروجود ن څھيکې   A(2,2)پس  په 

 .ويروپ ګ

په   (�,�)+په ډول د  مثال د.  ويروپ ګ وي د مولد هعنصر هدو کيدای شي  : ټنو
,�'>ګروپ کې '� > = +(�,�)   

 '� = '� ⊙ '�  ∧  'T = '� ⊙ '�             
,�'> ھمدارنګه  'T ,�'> وا  < 'T   . دي  (�,�)+   د  مولد   <

د   e وا a> = G>   چې (.,G)روپ ګدورانی   معينونږ کو7ی شو يو م: ټنو
     :دی په 7ندې شکل وليکوصرنع عينيتھغه 

                          G = { a, a2,a3,…….,an = e }  
 عينيتد ھغه   e وا a> = G>   چې (.,G)روپ ګدورانی   معينونږ يو م: مثال

      :دی په 7ندې شکل لروعصنر
                              G = { a, a2,a3,a4,a5, a6 = e } 
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H = {a2,a4,a6= e } د G ځکه .دیروپ ګفرعی  وي:  

  a2. a2 = a4 , a2. a4 = a6 = e ,  
  a4. a4 = a8 = a2. a6 = a2. e = a2 

  :3.3تمرين 
( a ) پورتني مثالد G  پيدا کړې  ونهروپګفرعی  مولد عناصراونور 
( b ) H:={e,a,b,c} , W:={e,b,f,h} ⊆ D4 

  معلوم کړۍ چې کوم يو . دي D4فرعي ګروپونه د  Wاو  Hمونږپوھيږو چې    
  .نه دیيی دوراني    

 : 3.4 تمرين
   عينيتد ھغه  e وا a> = G>   چې (.,G)روپ ګدورانی  معين يوونږم ( 1 )

    . يي پيدا کړې  (subgroup)  ونهروپګفرعی . دی په 7ندې شکل لروصرنع    
  

 ( a )         G = { a, a2,a3,….,a9,a10, a11 = e }      

( b )      G = { a, a2,a3,….,a14,a15, a16 = e }      

 ( 2 )        � ≔ { 2-  | .÷ℤ  } 

,∗ ℚد روپګ فرعی يو دورانی  H چېکړی ثبوت       .   دی)   (

  دی (commutative)تبديلی  (cyclic group) روپګ معين دورانیھر  ( 3 )

X  :3.3تعريف  ≠ :~. دیت يس وي ∅ � →  پرموتيشن ته تابع �
(Permutation) چيري  ويل کيږی ، که f   وي bijective  پر ونږم .ويX  

  :يعنې .ښيو  سره S(X) ونه په موتيشپر ټول
         �(�) ≔ {~: � ⟶ � | ~   'W����W�� } 

  :موجود دي   هپرموتيشن  7نديباندې يوازې دوه   X = {1,2} پر : مثال

       ~4: � ⟶ �                   ~�: � ⟶ �               1⟼ 1                           1⟼  2                      2⟼  2                          2⟼ 1 
 د .ودیعناصرد ھغه تابع  باندی تيسشمير پريو   (Permutation)پرموتيشن  د 

د  X که صورت ې عموم په .شميرشپږدیپرموتيشن    X={a,b,c}د په ډول مثال
!.)               !n  ⇒  |�(�)| = n =  |�|  يعني  .دی   factorial) ( !. شميرپرموتيشن  دوې ، بيا دھغه  nعناصرو شمير = 1.2.3 … . .) 
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X که  :3.4قضيه   ≠   تابع ترکيبنظر  S(x) وي ، بيا ست  وي ∅
  ”map-composition”   ته  ګروپ دی.  
  :    ثبوت 

  : (binary operation)  رابطه ه ګوني دو
∶∘  .دهتطبيق د قابل   S(X) پر  رابطه 7نديدا  چېي بايد ثبوت ش  �(�) × �(�) ⟶ �(�) 

    (f,g) ⟼ f∘g 
    فبايجکتي ھم ترکيب  وې ، بيا د ھغوي  فتابع بايجکتي هدو ځکه که .دهواضح دا 
  .دی 

   :ځکه .دیعنصر  عينيت يی تابع  idد  : )  (identityعينيت عنصر 

                  (W� ∘ ~)(�) = W� ∘ P~(�)Q = ~(�) ⇒ W� ∘ ~ = ~ 
  . تابع د ترکيب له مخی واضح دی دا ھم : (associative)خاصيت   اتحادی

 :  (inverse element)عنصر  معکوس 

    ~ ∈ �(�) ⇒ ~  'W����W�� 

      ⇒ ~d�  'W����W��      ⇒  ~d� ∈ �(�) 

        (~d� ∘ ~)(�) = � = W�(�) ⇒ ~d� ∘ ~ = W� 

S(X)  دpermutation  Group په نوم ياديږي  

 : 3.1نوټ 
( a )  دX = {1,2,3,...,n}   لپاره مونږ∈ �(�) f  شکل ليکو 7نديپه:  

f =� 1     2      3 ⋯ n   f(1)  f(2)  f(3) ⋯ f(n)� 

( b )  S(X)   ګروپ د|�| >   X={1,2,3}  د مثال په ډول. نه دیلپاره تبادلوی  2

   ~� ≔ Ë 1 2 3f1(1) f1(2) f1(3)Ì = �1 2 32 3 1� 

    ~� ≔ Ë 1 2 3f1(1) f1(2) f1(3)Ì =  �1 2 32 1 3�  
  ~� ∘ ~�(1) =  ~�(2) = 3   , ~� ∘ ~�(2) =  ~�(1) = 2 
  ~� ∘ ~�(3) =  ~�(3) = 1 

  ~�£~� = �1 2 32 3 1� £ �1 2 32 1 3� = �1 2 33 2 1� 
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 ~�£~� = �1 2 32 1 3� £ �1 2 32 3 1� = �1 2 31 3 2� 

�~£�~   چېليدل کيږي  ≠  .دی �~£�~

  Sn. ښيو  Sn په روپ ګ  S(X)د  وي ، بيا X={1 ,2,3,………n}که   : نوټ

  .  ويل کيږي  (symmetric group)  يي  (degree)درجه   nته 

∋a,b:  3.4تعريف   ℤ  . چېمونږ وايو b  برa  يا دويش وړ تقسيمد قابل  

 )  (a divided b  عدد  ويکه چيري  ،دیc∈  ℤ  چېوي موجود  b = a.c  
  . سره ښودل کيږي a|b په  شي او دا

∋a,b   (division  algorithm)  : 3.5 ضيهق  يوازيفقط  بيا,  b ≠ 0و ا · 

r   وي ∈ ∋q و و يا  ·  a= q.b +r            0   :خواصوسره موجود دی نديد7  ·  ≤ r < |'| 
q حاصل تقسيم  د(the quotient) و اr باقيمانده  د (the remainder) په نومو

  . ياديږي

∋ H:={ a - bq | q مونږ د ثبوت لپاره :ثبوت    · ; a – bq ≥ 0}   کې  پام په
  :کړوثبوت  نيسواوغواړو

H  ≠ ∅   (a) 

  . مکان لرياه ونحالت 7نديدوه دالپاره   b  د :ثبوت

≥ q   په دې حالت  : b > 0 حالت لمړی  Ò�  بياغوره کوو ،:      

 q ≤ 
Ò�     ⇒   q.b ≤ a ⇒  a – q.b ≥0  

      :بياغوره کوو،   �q ≥ Ò    په دې حالت  : b < 0 حالت دويم 

q ≥ Ò�     ⇒   q.b ≤ a ⇒  a – q.b ≥0  
  کيږي a-q.b ∈ H چېشو پيدا  qعدد  يو و کېحالت په دوړو چېوليدل شول 

   .سره ښيو  r  په کې H په عنصر مونږ ترټولوکوچنی . دی    ∅ ≠  Hپس

r∈ H   ⇒     ∃ q∈  · ; r = a – b.q   ∧   r  ≥ 0   ⇒    a = b.q+r 

( b )      :r<|�| 
 ≤ b r بيا  صورتپه دې   .وې   ≤ r  |'|پس بايد ،نه وې   |'| > r که   :ثبوت
 .وې  b < 0ويا  ا   b >0پس بايد  دی b ≠ 0 چهڅرنګه .  کيږي

  b > 0   :       b > 0     ∧   r ≥ b    ⇒  r – b ≥ 0   ∧   r – b ≤ r 
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 a = b.q + r   ⇒  a - bq = r  ⇒ a – bq - b = r – b                     ⇒  a -b(q + 1) = r – b ≥ 0    
                  ⇒   r – b  ∈  H      < 0< 0< 0< 0 bbbb      ::::    b < 0     ∧   r ≥ b  ⇒  r + b ≥ 0   ∧  r + b  ≤ r  a = b.q + r   ⇒  a - bq = r   ⇒    a - bq + b = r + b                        ⇒   a - b(q –1) = r + b ≥ 0  
                   ⇒  r + b  ∈  H                     

موجود     r + bاو    r –bکوچني اعداد r  تر چېوليدل شو  و کېحالت اړودوپه 
انتخاب کې   H ترټولوکوچنی عنصر په  r  چېدی تضاد   دا دھغه سرهرګم. دي

  دی     |'| > rپس لھذا .  شوی وه
 . دیموجود  وسرهخواص د ھغو  r و ويا  q وييوازې فقط  چېشې ثبوت  اوس بايد
  q.b + r = a =  q1.b + r1   ⇒  q.b – q1 .b = r  - r1   يعنې. ولري  خواص ھم دا   r1وا  q1 که چيري 

   ⇒  '. (> − >� ) =  � − ��    
   ⇒   |'| |> −  >�|  =  |� − ��| 

= <  که   :نه وي، بيا  �< 
 >  ≠   >�   ⇒  |> − >�| ≥ 1  ⇒  |�� − �| ≥ |'|  

�چېدا بيا دھغه سره په تضاد کې ده  �, r <|'|     بايد  پس. شوي وهانتخاب > = �و ا  �<  =  �  . وې �
 a = 55 , b = 24  ⇒    55 = 2.24 + 7  :مثال
qدلته  = 2 , r = 7  a = -55 , b = 24  ⇒  -55 = (-3).24 + 17 
qدلته  = −3 , r = 17   a = -55 , b = -24  ⇒  -55 = 3.(-24 ) + 17 
qدلته  = 3 , r =     :3.2  ليما   17

( a )  د ∀¬÷ℕ   دلپاره  ¬ℤ ≔ {¬� | �÷ℤ}  د تيسℤ , فرعي  وي   )  ( +
 . دی  روپګ

( b ) دی روپګ فرعی بياھم يوتقاطع  وروپګ فرعی د . 
 ( a )  ( 1 ) :شېثبوت  چېکوې كفايت  مخېله  قضي 3.2  د :ثبوت ¬· ≠ ∅ ( 2 )    ∀ &, '÷¬ℤ , & − '÷¬ℤ   
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  m=0 :   حالت لمړی 
ℤ¬صورت  پدي  = , ℤ دروپ ګفرعي  وي   {0} و ا کيږي  {0}   .دی  )  ( +

≠m  :حالت دويم  0  0÷ℤ  ⇒ ¬. 0 = 0 ÷ ¬ℤ ⇒ ¬ℤ ≠ ∅ ⇒    ( 1 ) 

a,b÷ ¬ℤ ⇒  ∃ &� , '� ÷ℤ ; & = ¬&�  ∧  ' = ¬'� 

               ⇒ & − ' =  ¬&� − ¬'� = ¬(&� − '�) 

               ⇒ & − '  ÷ ¬ℤ      �  &� − '�÷ ℤ   ځکه�     ⇒  ( 2  ) 

  :بل ډول ثبوت
, f: (ℤ  ده  G-Homتابع يو  7ندينوټ په اساس دا   2.1د   +) ⟶  (ℤ , +)                   z  ⟼  mz 
, ℤ)يوفرعي ګروب د   m ℤ f(ℤ = ( مخېقضی له  3.3د       .دی  (+
 ( b )  روپګ که مونږ يو : ثبوت . ) (G,    دe اورسره ولرو عنص عينيت   
  )   W÷ê  ( Hi    وي ونهروپګ فرعیيی.{1,2, . . . ,n}   =  : I    
Y�� �Y∩=:  يعنې. ښيو  H په تقاطع  دھغوی       H 

  . کې دی  G پهروپ ګ فرعی وي H چېکړوثبوت  اوس غواړو

�÷  �Y         ( ∀ W ÷ê )   ⇒  e ÷ H      a,b ÷ H  ⇒   a,b ÷  �Y         ( ∀ W ÷ê )     
               ⇒  a.b ÷  �Y     ( ∀ W ÷ê )     [ روپ ګفرعی      Hi    ځکه ]  

       ⇒   a.b ÷  � 

a ÷ H  ⇒  a ÷  �Y         ( ∀ W ÷ê )   ⇒  a
-1

 ÷  �Y         ( ∀ W ÷ê ) 

           ⇒   a
-1

 ÷ H 

  .دی کې G  پهروپ ګفرعی  وي مخېله ې قضي 3.1 د  H کې نتيجهپه 

فرعی  وي   zϵ 5ℤ  }  = { 5z | 5ℤچې پوھيږو مخېله   ليما  3.2د   :مثال 
,ℤ)  پهروپ ګ ϵ 5ℤ   ⇒  5ℤ 5.1     وثبوت کړ له مخی یقضي   2.3د  داغواړو اوس . کې دی (+ ≠ ∅    a,b÷ 5ℤ ⇒  ∃ &� , '� ÷ℤ ; & = 5&�  ∧  ' = 5'� 
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               ⇒ & − ' =  5&� − 5'� = 5(&� − '�)                ⇒ & − '  ÷ 5ℤ      دی� &� − '�÷ ℤ  ځکه �     
  .دیکې   ℤ پهروپ ګ  فرعی 5ℤ کې نتيجهپه 

  هونروپګفرعی   6ℤو  ا 11ℤ  چېکړی ثبوت  په اساس یقضي 2.3 د: 3.5 تمرين
 . ديکې  )   ℤ (+,په 

, ℤ په Hروپ  ګھر فرعي  :3 6.قضيه  دلته . لري  شكل ℤ    H. =د کې )  ( +
n÷ℕ   پهطبيعي عدد ټولو کوچنی  ترويا امساوي صفر H کې دی . 
  :ثبوت
 H={0}  :حالت لمړی 

H={0} ⇒ . = 0 ∧   � = {0. &|&÷ℤ} = 0 . ℤ 
≠ H  :حالت دويم  {0} 

. ي اعداد ھم په کې شامل ديپس طبيع دی ،  ℤ د روپ ګفرعي  وي H چېڅرنګه 
⇒ �÷m  .کې دی  H په طبيعي عدد  تر ټولو کوچنی  n چېفرضوومونږ    ¬÷ℤ  ⇒  ∃ > , � ÷ℤ ; ¬ = .> + �    0 ≤ � < .  [ division  algorithm  ] 

 ⇒   r =  m – nq ÷�       [  m,n ϵ�  ځکه   ] 
  . وې r = 0پس بايد  کې دی ،  H پهطبيعي عدد ترټولو کوچنی   n  چېڅرنګه 

      ⇒ ¬ = .> ÷� ⇒ � = .· 

∋cعدد  وي :  3.5 تعريف  Y&د   (commen divisor)قاسم  مشترک  · ∈ ·  
(i=1,….,n)  ټول چې، پدي شرط  نوم ياديږی اعدادو په   ai  پر c    د قابل باندې

  :يعنې .ويتقسيم 
          � | &Y      (i= 1,2,……..,n) 

∋a1,a2 ……,an    3.6:تعريف   مشترک  ,d1,d2 ……,dk d    که ، ·  

∋an (i=1,2,…n)  د  (commen divisor) قاسم       di | dو وې ا · 
(i= 1,2,……..,k)   بيا . وکړيصدق d  دa1,a2 ……,an دو اعداد   

greatest commen divisor  ) وا يږييادپه نوم )  مشترک قاسم ترټولو لوې 
  .سره ښيو a1,a2 ……,an(  d=gcd(ھغه په 

   : (Euclidean Algorithm)  3.7 قضيه 

     a�, a� ∈  ·  , a� ≠ 0 ∧  a� ≥ 1     
∋ ..……,a3 ,a4استعمال څخهDivision Algorithm د پرله پسې څوواره     ·    

  . و سره 7س ته راغلې ديخواص نديد 7 اعداد
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a1=q1a2+a3                      q1∈  · , 0 ≤ a3< a2  a2 = q2a3+a4                           q2∈  · , 0 ≤ a4 <a3 

 

                                                         (∗) 

  an-4 =  qn-4 an-3 +an-2                qn-4∈  ·   , 0≤an-2<an-3 

  an-3 =  qn-3 an-2 +an-1               qn-3∈  ·   , 0≤an-1<an-2 

 an-2 = qn-2 an-1 +an                   qn-2∈  ·   , 0≤an<an-1 

 an-1 = qn-1 an+ an+1                 qn-1 ∈  · , 0 = an+1 

 :په عمومي ډول کو7ی شو وليکو

 &Ö = qÖ .aÖc� + aÖc� ,        qÖ ∈  ·, 0 ≤ qÖc� < qÖc�  
 :خواصوسره موجود دی 7نديد nقضيه وای چه يو   

 ∃ n ∈ ℕ , ay ≠ 0  ∧   ayc� = 0  ∧  ay = gcd (a�, a�) 
  : ثبوت

 a�  � a� �  …  � 4      ⇒   ∃ n ∈ ℕ; &- ≠ 0 ∧   ayc� = 0    
 an |an           ⇒   an | an-2   ⋀                                [ ځکه   an | an-1 ]  an-1= qn-1 an + an+1 = qn-1 an + 0  ⇒  an | an-1 an-2 = qn-2 an-1 + an  ⋀   an | qn-2 an-1  : وپورته خوا ته مطالعه کو 7نديله  يمعاد7 اوس پورتني

 an | an-1  ⇒  an|an-2   ⇒. . . . . . ⇒  an |a2  ∧  an|a1  : وليکو چېکو7ی شو با7خره  و7ړ شو، نه ديھمدا ډول که وړا

 . دی a2و ا a1 د قاسم مشترک  an نتيجه کې په
 t | a1,a2           :وې، بيا  a2و ا a1 دمشترک قاسم  وي ھم t  که 

a1= q1a2 + a3  ⇒  a3 = a1- q1a2                ⇒ t | a3          [ t|a2  ⋀ t | a1 ځکه ] 
⇒     t | a1,a2   ⇒ t | a3  : راځي 7س تهبا7خره  ورکړو،ادامه  که ھمدارنګه     . . . . .   ⇒  t | an-1 ⇒ t | an 
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 قاسم مشترک ترټولو لوې anپس  .دیتقسيم  د قابل t پر  an چې کيږينتيجه  له دي
   an = gcd (a1, a2) يعنې .دی a1,a2د 

له لياری   Euclidean algorithmد   an  مشترک قاسم  a2 ,a1د  چېاوس مو 
∋r,s پيدا کړ، کو7ی شو    صدق کړي معادله  7ندي چېپيدا کړو  اعداد  · 

                     an = ra1+  sa2         
     an-2 = qn-2 . an-1 + an  ⇒   an= an-2 -  qn-2 .an-1  .ومعادلي څخه استفاده کو  ( ∗)ددي لپاره د 
 an-3 = qn-3 . an-2 + an-1  ⇒     an-1 = an-3 - qn-3 . an-2   : له بلې خوا
 an = an-2 -  qn-2 .an-1    =  an-2 -  qn-2 (an-3 -qn-3 . an-2) an-4= qn-4 . an-3 + an-2   ⇒   an-2 = an-4 - qn-4 . an-3  وضع کو  قيمت پرځاې دھغه  an-1اوس د  
 an = an-2 -  qn-2 (an-3 -qn-3  an-2)  = (an-4 - qn-4 . an-3) - qn-2 (an-3 -qn-3  (an-4 - qn-4 . an-3))  کو  وضع قيمتپرځاې دھغه   an-2اوس د  

پاتې باقی  a2  وا a1فقط  کې معادله پورتنی  که په ھمدا ډول ادامه ورکړو،  په 
  an = an-2 -  qn-2 (an-3 - qn-3 . an-2)  :پس. دیعدد  sد  ضريب  a2و اعدد    rد  ضريب a1د  چېکيږي 

    = (an-4 - qn-4 . an-3) - qn-2 (an-3 -qn-3  (an-4 - qn-4 . an-3)) 
    = ………= ra1 + sa2 

   gcd( 9692,360)=r.9692 + s.360  رابطه صدق وکړې 7ندي چېپيداکړو اعداد sو ا r غواړود :  3.1مثال
  :حل

9692 =26 . 360 + 332      4= 28 – 1 . 24  

360 = 1 . 332 + 28              = 28-1(332-11.28) 

332 = 11 . 28 + 24              = 12.28 – 1.332 

28 = 1 . 24 + 4                    = 12. (360-1 .332) -1 .332 

24 = 6.4 + 0                        = 12.360 – 13.332                                              =12 . 360 – 13 .( 9692-26.360)                                              = 12.360 + 13.26(360) – 13.9692                                              = 350 . 360 – 13 . 96 92 
  :يپه نتيجه ک

 r = -13 , s = 350     



  Algebra  ---------------------------------------------------- الجبرمعاصر     
  

 

83 
 

 gcd ( 9692 , 360 ) = 4 = (-13) . 96 96 + 350 .360 

∋r,s غواړو:  مثال   رابطه صدق کړي 7ندي چې يدا کړوپ   · 

gcd( -65,25 ) = r.(-65 ) + s25 
  2.10 – 25 = 5                     10 + 3.25- = 65-  :حل

25 = 2.10 + 5                                 = 25 -2(-65 + 3.25 )      

10 = 2.5 + 0                                    = 25 + (-2).(-65)  - 6.25 

                                                  = (-2).(-65)  + (-5).25 r = -2  , s = -5    ,  gcd(-65,25) = 5  = = = = ----2222.(-65 ) + -5.25       
∋  : 3.6 تمرين   ·    r,s  پيدا کړی  معادلوکې 7ندي په  :   

(a)    gcd(150,40) = r.150 + s.40 (b)    gcd(170,30) = r.170 + s.30 (c)        gcd(2615,315) = r.2615 + s.315 (d)   gcd(-60,36)= r . (-60)+s.36 
,& که مونږ دري :  نوټ ', � ∈ ℤ مشترک تروټولولوې  ولرو، بيا دھغوي داعدا
  :  ډول 7سته راځي  په 7ندې  (gcd)قاسم 

gcd(&, ', �) = gcd(���(&, ') , �) = gcd (&, gcd(', �)) 

په   (gcd)مشترک قاسم تروټولولوې  بيا ھم دھغوي ولرو، اعداد  که زيات شمير
   . ھمدي ډول 7سته راځي

  . پيدا کړو  gcd(30,66,93) غوارو : 3.2مثال

Gcd(30, 66, 93) =gcd(gcd(30,66),93)  66=  2 .30 +6   30= 5  .  6 +0  
 gcd(30,66)=6   93=  15 .6 +3  6= 2.3+0   چېپيدا شو

  :پس .دی  gcd(6 , 93 ) = 3  چېليدل کيږي 
Gcd(30,66,93) = gcd(gcd(30,66) ,93)   
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                      = gcd(6,93)=3 
  . پيداکړو  gcd(36,60,150) غواړو :3.3مثال 
 . پيده کو gcd(36,60)  لمړی

60=1.36+24 

36=1.24+12 

24=2.12+0 

 gcd(36, 60)= 12پس 
= 6 gcd(12,150) ځکه . دی :  

150 =12.12+6 

12= 2.6+0 

gcd(36,60,150) = gcd (gcd(36,60), 150)                 

              = gcd(12,150) = 6 

,& :3.3ليما  ', � ∈ ℤ   .بيا :  (a)  &⎮'. �   ∧  gcd(&, ') = 1 ⟹ & ⎢� (b) &⎮� ∧   '⎮�  ∧  gcd(&, ') = 1 ⟹ &. '⎮� (c)    gcd(&, �) = 1  ∧   gcd(', �) = 1 ⟹ gcd(&. ', �) = 1 (d) P prime   ∧   p⎮a.b    ⟹  p ⎮ a    ∨  p⎮'     
( a )  ثبوت :  gcd(&, ') = 1 ⟹  ∃ �, � ∈ ℤ ; ra + sb = 1  

                           ⟹ �. 1 = �&� + �'�   &⎮'. � ∧   &⎮&. �   ⟹ &⎮ �&� + �'� ⟹ &⎮� 

( b ) ثبوت:  gcd(&, ') = 1 ⟹ ∃ �, � ∈ ℤ ; 1 = ra + sb  

                           ⟹ � = �&� + �'� 

&⎮� ∧  '⎮� ⟹ &'⎮�&� ∧ &'⎮�'� ⟹ &'⎮�  
(c)  ثبوت :  gcd(&, �) = 1 ⟹  ��, �� ∈ ℤ; ��& + ��� = 1    gcd(', �) = 1 ⟹  ∃ ���� ∈ ℤ ; ��' + ��� = 1  

  : و ضرب لي له يو بل سرهمعادپورتنی 
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����&' + ����'� + ����&� + ������ = 1            ⟹ ����&' + (�� ��' + ����& + �� ���). � = 1  ¬: = ���� , . ≔ ����' + ����& + ����  ∈ ℤ 
  ⟹ ¬(&') + .� = 1 ⟹ gcd(&', �) = 1 

( d)  که     :ثبوتa پر p   يعنې. نه وېتقسيم  د قابلباندې  a ∤  p P    ∤     a                ⟹  gcd(p,a) = 1    ⟹  ∃ � ,� ∈ ℤ  , r.p + s.a = 1              ⟹  b. r.p + b.s.a = b p⎮'�= ∧  =⎮'�&     ⟹  =⎮'       
� بعی عددط   3.7 :تعريف   ∈ ℕ  مضرب مشترک ترټولوکوچنۍ د  

 )  Lcm:= Least Commen Multiple ( د a�, a�, … , ayϵ·  اعدادو په
 ai │ d      ∀  W÷ {1,2,…..,n} ( i ) :  چېنوم ياديږي په دي شرط 

�که  ∈ ℕ  وی، بيا بايد مضرب مشترکھم يو: ( ii ) ai │ s      ∀  W÷ {1,2,.....,n}    ⇒   d │ s Lcm  طريقي موجودي دي 7نديد پيداکولولپاره  
,¬  :رابطه موجوده ده 7نديترمينځه  Lcmاو   gcdد    :لمړی . ∈ · gcd(m, n) . Lcm(m, n) = │m. n│ 

   له مخی پيداکړو  gcd د  Lcmيعنی کو7ی شو 
دلته ھغه . دي تجزيه کول (factoring)راکړل شوی اعداد په لمړنی فکتورو  :دويم

شميره چه په دواړوکی شامل اولوړطاقت ولری ا نتخابيږی اوبيا دمتباقی فکتورو 
 سره ضريږی

   پيدا کړو  Lcm(36,15 ) غواړو  :مثال 
m  :له لياری gcdد  :لمړی = 36  , n = 15   36 = 2.15 + 6   15 = 2.6 + 3   6 = 2.3 + 0   gcd (36,15) = 3   gcd(36,15) . Lcm(36,15) = │36.15│ 

 ⟹ Lcm(36,15) = 540gcd(36,15) = 5403 = 180 
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36  له لياری یتجزيد (factoring)په لمړنی فکتورو  :دويم = 2.2.3.3   15 = 3.5 
Lcm(36,15)  په نظرکی نيسو 32،پس دیشامل  په دواړوکې 3  څرنګه چې = 2.2.3.3.5 =  180 

    پيدا کړو  Lcm(72,108 ) غواړو  :مثال 
 
  

72 = 23 . 32 

108 = 22 . 33 

 طاقت ترټولوزيات  ( 33و ا23  پس. دیشامل  په دواړوکې 3و ا 2 څرنګه چې
مشترک مضرب يي ترټولوکوچنی  وحاصلکووا ضرب سرهدی له يوبل   )ريل

(Lcm) دی.  

m  پيدا کړو  Lcm(-24,10 ) غواړو :مثال = −24  , n = 10   −24 = −3.10 + 6   10 = 1.6 + 4   6 = 1.4 + 2   4 = 2.2 + 0   gcd (−24,10) = 2   
Lcm(−24,10) = │ − 24.10│gcd(−24,10) = 2402 = 120 

24−  :له بلی لياری = 2�. (−3)   10 = 2.5 
Lcm(−24,10) مثبت عدد تعريف شوی دی  Lcmچه  ځکه .دمنفی ع4موڅخه صرف نظرکوو = 2�. 3.5 =  120 

 
      پيداکړو  Lcm(8,10,12,16)  غواړو    :مثال 

 8 = 23 10 = 2 . 5 12 = 22. 3  16 = 24 
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 طاقتلوړترټولو 2 يعنې  ( 24  پس. دیشامل  په ټولوکې عدد  2د  چېڅرنګه 

مشترک ترټولو کوچنی  ضرب حاصل د دوې. کوضرب سره  5و ا 3 د   )لري
  يعنې .دی (Lcm)مضرب 

Lcm(8,10,12,16) = 24. 3 . 5 = 240  

       پيداکړیپه دواړوطريقو Lcm(180 , 600 ) : 3.7 تمرين

,·) کو7ی شو پهپه کومک   Lcm ) (مشترک مضرب ني کوچ د  :نوټ  کې  (+

 دھغوي  dو ا  a1,a2 ,.....,an ÷ ·  کهنې عي .تقاطع پيدا کړوونو روپګ فرعید 
 :  7ندي افاده صدق کوي بيا .وېمشترک مضرب نی کوچ ټولوتر

d = Lcm (a1,a2 ,.....,an )    ⇒    ⋂  &Y  · = �· -Y�� 

  :ثبوت

 m∈ �· ⟹ �│¬ ⟹ &W│¬   (W = 1,2, … , .) 

            ⟹ ¬ ∈ &Y  ·   (W = 1,2, … , .) ⟹ ¬ ∈ ⋂  &Y  ·-Y��  

            ⟹  �· ⊆ ⋂  &Y  ·-Y��   � ∈∩���y  &Y  · ⟹ � ∈ &W ·     (W = 1,2, … , .)   
               ⟹ &Y│�  (W = 1,2, … , .)   
               ⟹ �│�    (d =  Lcm (a1, a2 , . . . . . , an )    ځکه )   
               ⟹  � ∈ �·  ⟹ ∩Y��-  &W · ⊆ �· 

�Y∩ :په نتيجه کي�- aÖ· = �·   
  

            : ځکه .  2  · 3 ∩ ·  ∩  4 ·   12 = ·  په ډول مثالد 
Lcm(2,3,4) = 3 . 22  = 12 

    3.8 :تمرين 

( a )  ۍپيدا کړتقاطع وروپګفرعی  · 4 وا 10 , · 6  ·د  کي ) ·  +,  (په.   

) ( b  په)  ,+  · ( ۍکړتقاطع  وروپګفرعی  · 8 وا 6  ·د  کي.   

) مرتبه  روپګ( group orderوشميرد عناصردروپ ګ  (.,G)ديو:  3 8.تعريف
نه وې،  روپ معينګ که  .سره ښيو || و يا ا ord(G) په نوم ياديږي اوھغه په 

  . سره ښيو   ord (G) = ∞  بيا ھغه په

 ده  ord(A(4) ) = 4او   مرتبه غيرمعين   ) ·  +,  (د مثال په ډول د  
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  a ⊕ a⊕ ……..⊕ a د لپاره آساني د کې روپګ  (⊕ ,G)په يو : نوټ
 )m  پرځاې)  )دفعه(وارې  am  ليکو  . 
 .دی a∈Gو ا) خنثی ( عينيت عنصر  e،  روپ ګ وي   (⊕ ,G):   3 9.تعريف 

په نوم ياديږي  )مرتبه (  a  orderشي د   am =e  چې   m∈ ℕنۍ کوچ ترټولو
  :  يعنې .ښيو  ordG(a) او مونږھغه په 

 {i∈  ℕ | ai
 =e}                                                   ordG(a)=min 

  . ليکو ord(a)  بيا فقط. ھدف دی روپکوم ګ چېوي معلوم  که 
 ord(D4,.) = 8   e1 = e   ⇒  ord(e) = 1 b.b = b2  = e ⇒    ord(b) = 2  c.c = b c3 = c.c.c = b.c = a c4 = c.c.c.c = a .c = e   ⇒    ord(c ) = 4   په ډول مثالد 

    (.,Q8) وا   (.,D4) په  ord(g)  وا  ord( d ) ، ord(f)  :3.9 تمرين
  .ګروپوکې پيدا کړۍ

 د بيا. دیعينيت عنصر  e  او a ∈ G  ، روپګ و معيني (⊙ ,G)   3.8 :قضيه
a   مرتبه(order)  دG ېمرتب د  (order)يعنې. ده  يا مساوی څخه کوچني:   £��(&) ≤ £��() 

 ord(G) , k= ord(a) =||   :ثبوت 
  و ا   k    || <بايدصورت په دي  .نه وي  ord(G) ≤  ord(a)که 

 k ≥ ||+1  شي.     X:={1,2,3,…….k}   ~: � ⟶        W  ⟼  &Y  
� چېڅرنګه  > ,Wپس بايد   فرض شوی دی، ||  � ∈   وسرهخواص 7نديد  �
       i > j , f(i) = ai  = f(j)   = aj   ⇒ ai . (aj) -1 = aj (aj )-1                                          ⇒  a i - j = e .ويموجود 

ي مرتب دا درګم.  کيږي i - j دمساوی  ord(a) چې اخلونتيجه  له دي څخه
(order)  ځکه.  لريتضاد سره  تعريفد  k  چېټولو کوچنۍ عدد دی   ak = e  

 .وي   Ord(a) ≤ ord(G) بايدپس . دی i – j < k > 0مګردلته . شي
عينيت  e  ,روپګمعين  وي (  . ,G) : ( theorem of fermat )  3.9قضيه   

 a ord(G) = eبيا  .  a ∈ Gعنصر او 
  :کو7ي شو وليکوپس  .ګروپ دیمعين  G چېڅرنګه :  ثبوت 

  G= { g1 , g2, . . . , gn } ,  ord(G)=|| = .   
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:f  : کې نيسو نظر پهتابع  7نديدا  نه ديبا G مونږپر   ⟶   
      g ⟼ a.g 

 .دی   bijectiveيو    f چېواړو ثبوت کړو غ 

 �, F ∈  , ~(�) = &. � = ~(F) =  &. F  
 &� = &F ⇒ &d�. &. � = &d�. &. F ⇒ � = F ⇒ ~  W.����W��  

اويا .له مخی سوريکتيف ھم دی قضي  0.1ګروپ دی، پس د  متناھی Gرنګه چه څ
  :شکل 7نديپه 

Y∈  , �: = &d�. F ⇒ ~(�) = (&d�. F ) = &. (&d� . F) = F   
   ⇒ ~ �������W�� 

  :پس .دی  bijective وي f  چېثبوت شو 

  = ~() ⇒ C��,��, … , �-E = C&��,&��, … , &�-E 
  ⇒ ∏ �Y-Y�� =  ∏ &�Y-Y�� =  &- ∏ �Y-Y��  

   ⇒ ( ∏ �Y-Y�� ) . ( ∏ �Y-Y�� )-1   = &-(∏ �Y-Y�� ) . ( ∏ �Y-Y�� )-1 

   ⇒ an = e     ⇒     &- = & !"(#) = � 
∋aاو عينيت عنصردھغه  e چې روپګمعين  وي ( . , G)  : 3.10 قضيه   .وي 

  .     ord(a)| ord(G)يعني .  هدتقسيم  د قابل نديبا ord(a) پر ord(G) بيا
 ord(G) چېکړو فرض ونږوموي ا  ord(a) = nو ا ord(G) = m که : ثبوت 

∋ q,r ∃   :صورتپه دي  بيا .نه دهتقسيم  د قابل نه ديباord(a) پر ℕ ; m=q.n+r             (    0< r  < n  )            ⇒ r = m-q.n 
 fermat   چېپوھيږو  مخېې له قضيد  aord(G) = am = e  پس. ده:    ar = a m-qn  = am . (a )-qn =  am . (an)-q = e.(e)-q = e.(eq)-1= e 
ټولو کوچنۍ عدد تر n ځکه.  لريتضاد سره  تعريفد  (order)ي مرتب دا درګم

پس  . دی  r < nو  ا  ar =e چېپورته مګروليدل شو . شي  an = e   چېدی 
  .وي  ord(a)| ord(G) بايد

روپ ګ بيا ھغه وي ،عدد  اوليه يو (order) مرتبه دھغه چېروپ ګھر   3.4 :ليما 
  .دی  (cyclic group) دورانی



  Algebra  ---------------------------------------------------- الجبرمعاصر     
  

 

90 
 

 eو ا pاوليه عدد  يي  (order)مرتبه  چېوي روپ ګ وي (  . ,G)ه ک :ثبوت  
  . وېعنصر  عينيتدھغه 

  .دیواضح  توبدورانی   Gبيا د  وي، G = {e} که
  . دی G ≠ {e} چېفرضوواوس 

G ≠ {e}  ⇒ ∃ & ∈  ,a≠{e} 
 ord(G) = p    ⇒   ord(a) | p      [  3.10  ی له  مخی قضي    ]  

 a> =G> کې نتيجه پهو ا وي ord(a) = pپس بايد  .دیعدد  اوليه p چېڅرنګه 
  . دیروپ ګدورانی  وي G يعنې. صدق کوی

ord(+(T))  دی 4&  عينيت عنصرکې  روپګ (⊕,(T)+) په  : 3.4  مثال = D+(T)D = 4 
 &� ⊕ &� =  &� 
 &� ⊕ &� ⊕ &� =  &� ⊕ &� =  &� 
 &� ⊕ &� ⊕ &� ⊕ &� =  &� ⊕ &� =  &4   ⇒  &�T =  &4  

            ⇒ ord( &�) = 4   ∧   ord(a1) | ord(A(T)) 
 &� ⊕ &� =  &4    ⇒  &�� =  &4    ⇒  ord( &�) = 2   ∧ ord(a2) | ord(A(T)) 
 &� ⊕ &� =  &� 
 &� ⊕ &� ⊕ &� =  &� ⊕ &� =  &� 
 &� ⊕ &� ⊕ &� ⊕ &� =  &� ⊕ &� =  &4 ⇒ &�T =  &4  
              ⇒ ord( &�) = 4  ∧ ord(a3) | ord(A(T)) 

,(�&)ord  چېليدل کيږي  دارنګهھم ord ( &�), ord( &�) ≤ ord(A(T))  
   3.10:تمرين 
( a )   ord(E),ord(K), ord(-E),ord(I)  په  (Q,.)  کې پيدا کړۍ روپګ.    

  , ord(g)     ( b )   ord(f) ,ord(h)په ) (Q8,.  کې پيدا کړۍ روپګ.   

 ( c ) :   (G , ∗) يیعنصر عينيت چېروپ ګ معين وي  e  دی  .G a∈                  ñ: (ℤ, +) ⟶ (G ,∗)    n ⟼ an 
 پيدا کړی  )ñ ker  (وا دی G-Hom  وي ñ  چې کړیثبوت 
 a ∈ G   .دیروپ ګ فرعیدھغه يو Hو اروپ ګ وي (⊕ ,G)  : 3.10  تعريف

  a ⊕H={a⊕h | h∈H}  د  left coset  )او   )چپ ک4س  
  H⊕ & ={h⊕a | h∈H}  د right coset    ) په نوم ياديږي )  ک4سښی   

,�'}=:H دکې   (�.�)+مونږ په   : مثال    نيسو ېک پام پهروپ ګفرعي   {�'
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 '� ⊙� = {'� , '� } 
 '� ⊙� = {'�, '�} 
 '� ⊙� = {'�, 'T} 
 'T ⊙� = {'T, '�} 

: �� :ليدل کيږي = '� ⊙� = '� ⊙ ,      �� ≔  '� ⊙� = 'T ⊙� 

   دی 2  ته  Hکې نظر   (�.�)+په  شمير)   وچپ ك4س( left-coset دټولو 
    :  چېدارنګه ليدل کيږي ھم

 +(�.�) = �� ∪ ��  
  :بيا.  دی a,b∈Gاو  روپګ فرعید ھغه   U ،روپ ګ وي (. ,G)  : 3.11 قضيه

( a )  a.U = U     ⇔  a∈ U 
( b )  a.U = b.U   ⇔   &d�.b∈U 
( c )  a.U∩b.U≠ ∅ ⇔   a.U =b.U 

  )لريخالی تقاطع  ويادي امساوی  يا سره  left-coset هدو چېمعنی په دي   ( 
 (a)  ثبوت:    

“⇐ "     

g∈ aU     ⇒  ∃  u∈U ; g=a.u    
               ⇒  g∈U     [     a,u ∈ U  واروپ ګ فرعی U         [ ځکه 
               ⇒ aU ⊆  U 
g∈ $     ⇒ g = e.g = a. &d�.g = a.(&d�.g) 
            ⇒  g ∈aU             [a ,g ∈U ځکه ] 

 aU = U g  په نتيجه کې
„ ⇒“ 

g∈ aU = U    ⇒ ∃ u∈U ; g = a.u  ,   g.u ∈ a.U = U    
             ⇒   a = g. �d�  ⇒  a∈U           [  g,u∈ $  [ ځکه 

(b) ثبوت:      ⇐” “ &d�.b ∈ U     ⇒     &d� . b . U = U           [ له مخې    (a)  د ]                                                 
                       ⇒  a. &d� . b . U = a . U 
                       ⇒  b .U = a .U  
„⇒ "  
g∈ aU = bU   ⇒  u1 ,u2∈ U; g = a.u1 = b.u2                                                                        
                      ⇒  &d� .a.u1. ��d� = &d�. b u2. ��d�  
                      ⇒  u1. ��d� = &d�.b 
                      ⇒  &d�.b ∈U      [u1, u2 ∈U ځکه   ] 
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 (c)   ثبوت:         
„ ⇐” 

g∈a.U = b.U  
 ⇒ ∃  u1, u2 ∈U ; g =a. u1=b. u2  ⇒  g ∈a.U∩ b.U   [  دی  b. u2∈b.U  وا    a. u1∈a.U ځکه  ] 

 ∅ ≠a.U∩b.U  کې نتيجهپه   
„⇒ "     

a.U∩b.U≠ ∅ ⇒  ∃   g∈aU∩ bU  
   ⇒ ∃ u1, u2   ∈ U; g = a.u1 = b.u2 
   ⇒   &d�.a.u1. ��d� = &d�b.u2. ��d� 
   ⇒ u1 . ��d� = &d�.b  ⇒ &d�.b  ∈ U     [ u1, u2 ∈U   ځکه ] 
   ⇒ a. U= b.U        [ له مخې    (b)   [  د 

 :بيا.  دی روپګ فرعید ھغه    Uاوروپ ګ وي  (.,G) : 3.5  ليما

( 1 )   G =  ⋃ aU Ô∈ &   سره    left-coset هھردو چېپه دي شرط   ,     
 . ولري يا خالی تقاطع اومساوی             

( 2 )   a∈ G  

  |&.$|=|$|=|$&|       
a   ھر د يعنې(   ∈  G  لپاره د U  ،  U.a    اوa.U    و شمير سره عناصرد   

  ) دیمساوی    
⋃  ⊇  G   :ثبوت ( 1 )  aU Ô∈ & واضح دی. 

 ∀a∈ G    , a=a.e ∈ a.U           [e ∈ U  ځکه ]    ⇒   G ⊆   ⋃ aU Ô∈ &        
⋃  = Gپه نتيجه کې      aU Ô∈ &       
مساوی  به سرهيا ) چپ ک4س(  left- coset هھردو  ی له مخېقضي  3 11.د  
  a,b∈  G  د يعنې.  دهخالی  ييويا متقاطع ا

  a.U∩b.U≠ ∅ ⇔   a.U =b.U 
   : تابع تعريفوو 7نديلپاره     a∈ Gد: ثبوت) 2(

   f:U  ⟶  aU  
    u   ⟼  a.u  

f وي bijective  ځکه .دی :  
u1, u2 ∈U ; f(u1) = au1 = au2 = f(u2) 

    ⇒ u1 =  &d�.a u2 = u2          ⇒  injective 
 b∈aU   ⇒ ∃ u∈U; b = a.u = f(u)    ⇒ f  surjective 

مساوی و شميرسره عناصر  aUو ا U د  پس دی  bijective وي  f  چېڅرنګه 
 |$| = |$&| يعنې   .دی
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  . ده   bijectiveتابع ھم  7ندي چېھمدا ډول کو7ی شو ثبوت کړو 
   f :U ⟶   Ua  

 u  ⟶  u.a 

   |&$|=|$|=|$&| په نتيجه کې   

  او    يو فرعي ګروپ دی H= {e,a,g,h}ګروپ کې  (.,Q8)په  :مثال
b∈ Q8 په نظرکې نيسو  

b.H = b.{e,a,g,h} = { b,c,f,d} ⟹ |'.�| = 4 = |�| 
  :وښيو اوس غواړو

Q8 =  ⋃ aH Ô∈ '(  

∋e,a,g,h  :چېپوھيږو  مخېقضی له  3.11د  �  ⟹  e.H = a.H = g.H = h.H = H 
 b.H = b.{e,a,g,h} = { b,c,f,d} c.H = c.{e,a,g,h} = { c,b,d,f} d.H = d.{e,a,g,h} = { d,f,b,c} f.H = f.{ e,a,g,h } = { f,d,c,b }  پاتي عناصرپه نظرکې نيسو Q8اوس د 

 U:=b.H = c.H = d.H = f.H    : چېليدل کيږي 
⋃ � = Q8   :په نتيجه کې U   

 ونيسو ،  کېنظر کې په )  (+, · پهروپ ګ فرعی  ·U = 6که مونږ د  : 3 5.مثال
    · 6 ,    · 6+1 ,   · 6+2,   · 6+3 ,   · 6+4 ,   · 6+5   چېليدل کيږي 

  Left-cosets )نظر ) و ک4س چپU   و شميرديوبل سرهعناصردټولو چېته دي 

D3   مخېله   ليما 5 .3  په ډول د مثال د . ديمساوی  + 6·D D6·D=   

 U=6 · ={ .  .  .    -18 , -12 , -6 , 0 , 6 , 12 , 18 . . . } 1+6 · ={ .  .  .    -17 , -11, -5 , 1 , 7 , 13 , 19 . . . } 2+6 · ={ .  .  .    -16 , -10 , -4 , 2 , 8 , 14 , 20. . . }  :   ځکه . ديمختلف  له يوبل څخه Left-coset  ھغه ټول مګر 
  ځکه.  سره مساوی دي      · 6+7وا · 1+6

 7+6 · = 1+(6+6 ·)= 1+6 ·      [ ي له مخې  قضي  3.11 د  ]     
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  . کې دی Gپه روپ ګفرعی  U او روپګ وي ( . , G )  : 3.11 تعريف
  U د ټولومختلفوleftcoset   په G  کې د Index  په نوم ياديږي اوھغه په  
  ind G (U)  ويا ا[G : U ]   يعنې.  کيږي لښود    
 ind G (U)  =D{&.$│ & ∈ }D= D$. &│& ∈ D=[G:U] 

    :مثال 
( a )   ind G (G)  =|: |= 1 ,     ind G (e)  =[ G:{e}]=|| 

                    ( b ) ind· (.·)  = [·  : .· ] = n ∀ n∈ ℕ 
 فرعی ·5په ډول په  مثالد .  دي  nمساویکې  · په ·. ځکه ټول چپ ک4سونه د 

  ind· (5·)  5 = [ ·5 :  ·] =       کېروپ  ګ

,) : 3.12 قضيه . و ا کې Gګروپونه په فرعی  H1 او  H روپ ،ګمعين  وي ( �� ⊆  :دی بيا �
[G:H1]=[G:H].[H:H1]        ( indG(H1) = indG(H). IndH(H1) يعني ) 

  :شکل وليکو نديپه G  7 کو7ی شو له مخې  مايل 3.5  د  :ثبوت = ⋃ aÖHÖ∈)   

 &Y ∈ کې يوچپ  اتحادپه  H-left coset د چېشوي دي انتخاب  دا ډول  
 نتيجه پهوا يوله بل څخه فرق لري  �Y& ټول يعنې .نه شيدفعه ظاھر  هدوک4س 

  .  I  [G:H] =  کې
  : کو7ي شووليکو په ھمدي ډول

 � = ⋃ '*��*∈+  

کې  اتحادپه  H1-leftcoset د چېشوي انتخاب ډول  دا *'  ∋  Hھم دلته 
 يوله بل څخه فرق لري  ��*' ټول يعنې .نه شيدفعه ظاھر  هدويوچپ ک4س 

   J  [H :H1] =  کې نتيجه پهوا

  = ⋃ aÖHÖ∈)  = ⋃ aÖ Ö∈) (⋃ '*��*∈+ )  = ⋃ P⋃ &Y'*�*∈+ QY∈�  

   ⟹    [G:H1]= I.J  
   ⟹ [G:H1] = I.J = [G:H].[H:H1]   
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. کې دي (⨀ ,A(2,2))  په ونهروپګفرعی   H = {b1,b4} وا =H1 {b1}    :مثال

 نظر  H1  د   leftcosetټولپس . دی    A(2,2) د عنصر عينت b1 چېڅرنګه 

A(2,2)  ته  {b3},{b2},{b1}  و ا  {b4}دي.  

  indA(2,2)(H1) = 4يعني  

 b2⨀H  = b2⨀ {b1,b4} = { b2⨀ b1, b2⨀ b4} = {b2,b3} 

b3⨀H  = b3⨀ {b1,b4} = { b3 ⨀ b1, b3⨀ b4} = {b3,b2} 

 
  کې نتيجه پهودي ا  {b2,b3}و ا {b1,b4}  ته  A(2,2) نظر  leftcosetټول     H د

indA(2,2)(H) = 2    .د  H1    ټولleftcoset    نظر  H  ته   } b1 {  و ا{b4}  
 IndH(H1) = 2 يعنې . دي

indA(2,2)(H1) = 4 = 2.2 = indA(2,2)(H) . IndH(H1)   
  :اويا به بل شکل

[G:H1]= 4=2.2 =[G:H].[H:H1] 

عينيت عنصر  د ھغهe  ، روپګمعين يو (.,G) (Lagrange) :3.13 قضيه
(identity)  اوH په روپګفرعی  وي G بيا  .کې دی  :  

 
Ord(G)= ord(H) . ind(H) 

  :پس .دی   Hاو    G  د روپګفرعی   Eبيا . تعريف شيE  :  {e} = که  :ثبوت
  -��() = [: á]      ∧   £��(�) = [�: á]          

||    اويا په بل شکل = ind&(E)         ∧        |H| = ind.(E)                
 :ې له مخې کو7شووليکوقضي 3.12پس د  
  

  ord(G) = [G:E] = [G:H] . [H:E]  = [G:H] . ord(H)     
 

مرتبه   روپګمعين  د يو چېاخلونتيجه  ي څخهقضي Lagrangeد  :  ټنو 
(order) هدتقسيم  د روپ قابلګفرعی  دھغه ھرمرتبه پر. 

پيدا   IndQ8(H) غواړو . کې دی   Q8  پهروپ ګ فرعیوي H={e,a,d,f }: مثال 
  .کړو

ي له قضي Lagrangeد  پس. دی ord(Q8) 8 =و  ا ord(H) = 4  چېڅرنګه 
    مخې ليکلی شو

ord(Q8) = ind(H). ord(H) ⇒  8 = ind(H). 4  
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⇒  ind(H) = 
»T  = 2 

 : 3.11 تمرين
( a ) په ) D4,. ( کې روپګ {e,b}  H1 = او   H = {e,a,b,c}  فرعی 

 .ديونه روپګ
( i ) IndD4( H1), indD4(H), indH(H1)  پيداکړی. 

( ii )   مربوطهleft-coset   ناصرع سيتو نديد7  يعني. معلوم کړۍيی 
 .پيداکړي

 {&.�│ & ∈ } , {&.��│ & ∈ }  , {&.��│ & ∈ �} 
( b )  (G,.) ګروپ دی ،  يوH1 او H د G رعي ګروپونه دي ، فH� ⊆ H  ،  

  (H) = 6 , indH(H1) = 4  indG    . معلوم کړۍ چې دH1  دleft-coset    

  .پيداکړۍ   )H1 ) indGيعني  . ته څودی   Gشمير نظر   

( c ) 7 نديمونږ دا (G,.) ګروپ لرو:  

G = { a, a
2
,a

3
,….,a

14
,a

15
, a

16
 = e } ,  

H = { a
4
 , a

8
 , a

12
 , a

16
 = e} ,  H1 = { a

8
  , a

16
 = e} 

( i )   ثبوت کړۍ چېH او H1  دوراني فرعي ګروپونه دG دي  

( ii )  indG(H)  او indG(H 1)  پيدا کړۍ  

   ځکه. دی 6 شمير  وعناصردپ ورګ S3 د : 3.5مثال 

       |��|=  3! = 1.2.3=6 

  :  ونومونه ورکو نديوته 7صراعن 6 اوس ھغه

 W� = �1 2 31 2 3�  ,  ~�: = �1 2 32 3 1�  ,   ~�: = �1 2 31 3 2�  

 ~�: = �1 2 33 1 2� ,   ~T: = �1 2 32 1 3�  ,    ~U: = �1 2 33 2 1� 

 S3={ id ,f1,f2,f3,f4,f5}    پس

روپ وګي (Map composition)تابع ترکيب  دنظر S3  مخېي له قضي 3.4د 
    :لري شکل  7ندي Cayley Table) ( جدول  کيلی ,S3) (o او  دی
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 .کيږي  f3 ο f4= f2 کې جدول  په ډول په پورتني  مثال د

f3 ∘ f4 = �1 2 33 1 2�   ∘   �1 2 32 1 3�   = �1 2 31 3 2� =  f� 
  f4(1)=2  , f4(2)=1  ,   f4(3)=3                      f3 ο f4 (1) =  f3(2) =1 ,  f3 ο f4(2)=  f3(1)=3 ,   f3 ο f4(3)=  f3(3) =2      :مفصل شکل  پهويا ا

f3 ο f4=�1                 پس     2 31 3 2� = f�     

يوازې ھغه   ��  ي له مخېقضي Lagrange د پس  دی  =|��|6  چېڅرنګه  
  ځکه. وي  6و  1,2,3 يي (order)مرتبه  چېی شي لدرلود ونهروپګفرعی ډول 

 . دی) تقسيم  د قابل( د ويش وړ واعداد پرھمدي  6
  : مشخصات ځيني روپګ  (∘,�S)د   :وټن

( a )  ��  لري ونهروپګفرعی  7نديدا . 
( 1 )    {id}  مرتبه  چې(order)  دی  1يي .  
  . دی 6   يي (order)مرتبه  چې ��   ( 2 )
( 3 )   

 U1:=<f2> ={id , f2} , U2:=<f4> ={id,f4} , U3:=<f5> ={id,f5}            
     او دي (cyclic)دورانی    ونهروپګفرعی  ټول دا  

ord(U1) = ord(U2) = ord(U3)    = 2 
  ځکه که جدول ته وګورو. دیروپ ګفرعی دورانې  U3 چېدمثال په ډول ښيو  

   id ο id = id  ,   id ο f5= f5   ,        f5 ο f5 =id              
  f5> = U3>  يعنې. مولد دی U3 د   f5  چېله بلي خوا ليدل کيږي 
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( 4 )   U:=<f1> ={id, f1 , f3 }    ،  Ord(U)=3             
( b )  که H پهروپ ګفرعی  وي S3 و روپګ فرعی دپورتنيو. کې ويIndex  

 7نديپه  مخې ي لهقضي Lagrange کو7ی شو د   )شمير left costes ټولو ( 
 :پيداکړو  ډول 

   |��| = | � | .[ ��:H] 
  اويا

  £��(��) = ord (H) . ind (H)        

       ind({id}) = D�3D|{W�}| =¹� = 6                                             
      ind(S3) = |01||01| = ¹¹ = 1 
ind(U1)= ind(U2) = ind(U3) = |01|�   = ¹�  = 3 
ind(U)= |01||2|   = ¹�   = 2 

ي قضي  lagrangeپرته د  U3 د  )ونه چپ ک4س( left coset  اوس غواړوټول  
   .کړومحاسبه 

موجود  امکانات 7نديکې  روپګ  �� پهپس . دی  U3  {id,f5} =  چېڅرنګه  
  . دي

 U3  , f1ο U3 , f2 ο U3 , f3ο U3 , f4 ο U3 

 f1ο U3  = f1ο {id , f5} = { f1ο id    , f1ο f5} = { f1,f2}  
 f2ο U3 = f1ο {id , f5} = { f2ο id  , f2ο f5} = { f2, f1} 

                                                       f 3ο U3  = f2ο U3 چېليدل کيږي   
    

f3ο U3 = f3ο {id , f5} = { f3ο id  , f3ο f5} = { f3, f4} 
f4ο U3 = f4ο {id , f5} = { f4ο id  , f4ο f5} = { f4, f5} 

  f3ο U3 =  f4ο U3 چېدلته ليدل کيږي 

 3مساوی  کې S3 په  U3  د)  ک4سوچپ (  left coset د چېاخلوباgخره نتيجه 
  . 7س ته راغلي وه نتيجه  دغه ھم  له لياري   Lagrangeد .دی

   :   3  12.تمرين
 ( a ) کې مثال   3.5په  چېکړۍ ثبوت<f1> = {id , f1 , f3 }   کويصدق  
( b )  f3    په S3  کيدای شيروپ ګفرعی د کوم  مولدکې . 

 ( c )  چېکړۍ ثبوت H: :={f÷ S4 ⃓  f (4)  = 4}   دروپ ګفرعی  وي S4  

  . پيدا کړۍ  ind(H)و ا |�|  .دی



  Algebra  ---------------------------------------------------- الجبرمعاصر     
  

 

99 
 

 Q := {±E , ±I  , ±J ,±K}   چېمووليدل  کې مثالپه  1.7د  :   3.6مثال 
 سره اسانی په. دیعينيت عنصرد ھغه   Eو اروپ ګ وماتريکس ي د ضرب دنظر

  .دی Q دروپ ګفرعی  وي H:= {E,-E,I,-I}  چېښود7ی شو 
 H د  چېھم دی  روپګدورانی  ويI   ځکه. دیلد ءمو دھغهمتريکس     

I2  = I.I = -E   ,  I3 = I.I.I = = -E.I = -I   , I4 = I3 . I = -I.I = E 
   . دی 2  مساوی ind(H   (و ا I> = H>  کې نتيجهپه 

[Q: H ] = [Q:<I>] =  
45�(')
45�(6��)   =  

»T  = 2  

نورمال  ته N. دی Gد روپ ګ فرعی Nو اروپ ګ وي ( ., G) :3.1 2تعريف
(normal) ويا اinvariant   چېويل کيږي، په دي شرط a .N=N .a   ھر  د   . ښيو   N⊴G په مونږ ھغه.  وي  لپاره ÷& 

    مثال
e  ( a )   د(G,.)  صر دیعن عينيت روپګ. {e}   نورمالNormal په  G 

 ÷&∀   ځکه.  دی      

a .{e} a-1 ={e} ⇒ a.{e}= {e} .a 
 

(b)  تبديلی د(commutative )  روپ نورمال ګفرعی  ھرګروپ(normal)    
  . دی   

  : بيا. وي روپ ګفرعی  د ھغه يو Nو اروپ ګ وي (., G) که :3.6 يمال 

N⊴G   )يعنې N  پهنورمال( G       ⇔    ∀&÷; &.8 &d� ⊆  8             

"  :ثبوت         ⇐ "  8 ⊴  ⇒  ∀&÷;  &8 = 8&    
           ⇒ ∀�÷8;  &. � = �. & ⇒  &. �. &d�  = � 
           ⇒ &. � . &d�÷8 

"ثبوت     ⇒ "  ∀&÷;  &.8 . &d� ⊆  8  ∧  &d� 8 & ⊆  8  
⇒   &8 ⊆  8& ∧  8& ⊆ &8                                       
 ⇒ aN = Na     ⇒ N⊴G     

  کې دی  Gپه  ( Normal) نورمال ھم G په خپله  چېاخلونتيجه څخه ليما  دي له 
      : ÷&ځکه 

               ∀�÷;  &. � . &d� ÷ &   &d� 
.&  له بلي خوا  � . &d�÷   پس . دی ھم a.G .a-1⊆G  
 : 7 .3مثال 
  ( a )  چېکې وليدل  مثال 3.5مونږ په  U3:=<f5> = {id ,f5} فرعی وي   
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  :  نه دیمگر نورمال .  .کې دی S3په روپ ګ       
f1∘ U3  = { f1∘ id  , f1∘ f5} = { f1, f2} 
U3∘f1={id∘f1 , f5∘f1}= {f1 , f4}       

  .نه دی  (Normal)نورمال  U3 پس . دی   f1∘U3 ≠ U3 ∘f1 چېڅرنګه 
( b )  

N:= { A ∈ (GL(2, ℝ ), . ) │detA = 1 } 
اوس . دی GL(2, ℝ) دروپ ګ فرعی وي N چېکی مووليدل  مثال   A.3په 

∋AAAA∈N , B  . کی دي GL(2, ℝ) پهنورمال  N  چېغواړو ثبوت کړو (GL(2, ℝ ), . ) ⟹ detA = 1 , detB≠ 0     det(B.A.B-1) = detB . detA . det(B-1) = detB . detA . �
���9 

                    = detB . �
���9 . detA = detA = 1  ⟹ B . A . B-1 ∈N 

,GL(2) پهنورمال له مخی  ليما 3.6 د N کی نتيجهپه  ℝ ), .   کی دی (
روپ ګ فرعی نورمال وي کېمثال  3.5په  U1 := {id , f1, f3} ايا  :133. تمرين
  . دی

 A,B ⊆Gو اروپ ګ وي ( . , G) :  33.1تعريف 
A.B:={ a.b │ aϵA , bϵB } 

A.B  د complex product په نوم ياديږي .  +d�: = { &d� │ &÷+ } , &. |: = {&}. |  , + . ' ∶=  +{'} 
فرعي   B  ،A:={a,b,d}    {a,f,g,h}=:کې دګروپ   Q8 که مونږ په :مثال

  :   نظرکې ونيسو سيتونه په 
 A.B = {a,b,d} . {a,f,g,h}  

      = { a.a, b.a, d.a, a.f, b.f, d.f, a.g, b.g , d.g,a.h, b.h, d.h } 

      = { e, b, c, d, f , g, h } 

 A
-1

 = { a
-1

, b
-1

, d
-1

} = { a, c, f } 
      B:= { e, b,f, h },A:={ a, b, c,d } ⊆ D4 : 3.14تمرين

  A.B و اB-1   پيدا کړې   

 ي يوله بل سرهافاد 7نديدا.  U⊆G ≠ ∅ او روپګ وي   (.,G)   : 3.7 ليما 
  : ديمعادل 
( 1 )  U   د روپګفرعی  Gدی  
( 2 )   U.U ⊆U , U-1⊆U  
( 3 )   U. U-1⊆U  
  :ثبوت

)1( ⇐  )2(:  
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  � ÷$ $ ⇒  ∃ �� , �� ÷$  , � =  �� . ��  
              ⇒  � =  �� . U دی گروپ   فرعی   ]       $÷  ��  [ ځکه
              ⇒  $.$ ⊆ $ a÷$d�  ⇒ ∃ b ÷$ ; a .b = e              ⇒ a = b-1 ÷$     [   b ÷$      ځکه  ]             ⇒  $d� ⊆  $   

)2 (⇐ )3(:  � ÷$ $d�  ⇒ ∃ ��÷$  ∧   ��d� ÷ $d� ;  � =  ��. ��d�   
                ⇒  �� ÷ $  ⋀  ��d� ÷ $          [ $d� ⊆      [  ځکه   $

           ⇒  � = �� . ��d� ÷$ .$  ⊆ $  ⇒  $ .$d� ⊆  $ 
) 3(و ا) 2(، ) 1(قضيې  3.1د   U  چې کړو ثبوت دلته غواړو  : ) 1 (  ⇐⇐⇐⇐( 3 ) 

,&  .لريخواص  '÷$ ⇒  � =  ' . 'd� ÷$.$d� ⊆ $ ∀ '÷$ , 'd�  =  � . 'd� ÷$.$d� ⊆ $  & . ' =  &('d�)d� ÷$ .$d�  ⊆ $  
  . دی  G دروپ ګفرعی  وي  U چې وثبوت ش

 : 3.15تمرين 
( a )    چېمونږپوھيږو( ℤ,  چېکړۍ ثبوت .  دیروپ ګ وي   (+

3 ℤ + 3 ℤ  ⊆ 3 ℤ   ⋀    (3 ℤ )-1  ⊆ 3 ℤ 

( b )   که مونږJ: = { � ∈ ℝ │� >  روپګ ) ∗ℝ   (. ,په  فرعی سيت  { 0
W  W.W   چېکړۍ ثبوت .  کې ولرو

-1
 ⊆  

( c )   چېکړۍ ليما ثبوت   3.7 د استفاده په  H={e,b,f,h}  پهروپ ګفرعی   
D4   کې دي.  

ي عمومپه  .ونه ديروپګفرعی  دھغه   U  ،Vاو   روپګ وي  (. , G)  :3.1 نوټ 
د روپ ګفرعی  وي  U.V) يعني (  Vو ا U د   product Complexصورت  

G  يوځل بيا مطالعه کوومثال  3.5 لپاره  ھدف ددي.  د نه جوړوي . U و اV 
 .شوی ديتعريف  ډول 7نديونه په روپګرعی ف

U:= < f2 >={id , f2}  
V:= < f4 >={id , f4}  
U.V = { id , f2 ,f4 , f2οf4 } 
 = { id , f2 , f4 , f3 } 
         ⇒  ord(U. V) = 4 

مرتبه  چېولري  روپکفرعی نه شې کو7ی   S3 ي له مخېقضي Lagrangeد 
(order)  چېاويا دا .وي 4يې:  
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f3 ο f3 = f1∉ U.V 

  :بيا.  ېوونه روپګفرعی د ھغه  U  ، V واروپ ګ وي (. , G) که :  3.8 ليما
  ⇐ $.: =  : .$    U.V روپ ګفرعی  وي(subgroup) د G دی .  

    U U-1  ⊆  Uاو   V V-1  ⊆   V   مخېله    3.7  ليما د :ثبوت 
(UV) . (UV)-1 = UV.V-1 U-1 ⊆ U V U-1     [ V V-1  ⊆ V   ځکه  ] 
                     = V U U-1     ⊆  V .U = U .V      ⇒ U . V     subgroup  (گروپ فرعی  )     [  د  3.7 ليما مخې ] 

 يفرع ودود    Complex product چېاخلو نتيجه  څخه ليما دپورتنی 
  . وې نورمال يو دھغوي  چېجوړوي  ګروپ وھغه وخت يوفرعيروپک

دھغوي  e1÷G1 , ÷� چې هونروپګ هدو (∗ ,G1) ، ( . ,G)   :3.15 قضيه
  :بيا. دی G-Hom وي ñ:G→G1او عناصر عينيت

( a )           V⊴ G1         ⇐  ñ-1(V) ={ a÷G  │ ñ(a)÷V } ⊴G   

 ]دی کې G پهنورمال   ñ -1(V) بيا  کې وي ، G1 پهنورمال  V که يعنې[   
( b )      ker ñ ⊴ G        ]  يعنې ker ñ  پهنورمال G کې دی  [ 
 ( c )     که φ يوsurjective  بيا ھم وي ،  :                                         φ(N) ⊴ G1 ⇐  N⊴G   

  ]  کې دی G1 پهنورمال    ñ(8) وې ، بيا  کې G په نورمال  N که يعنې[ 

(a)  مخېله  يقضي  3.3د   :ثبوت  ñ-1(V) دروپ ګفرعی  وي G دی .  
x÷ ñ-1(V), a ÷ G   
     ⇒ ñ(x)÷V  , ñ(&) ÷ G1 , ñ(&d� ) ÷ G1 
     ⇒ ñ(&. �. &d�) = ñ(&) ∗ ñ(�) ∗  ñ(&d�)÷:   [  V⊴ G1  ځکه   ] 
    ⇒  &. �. &d�÷ ñd�(:)  
    ⇒  ñ-1(V) (normal) ليما 3.6د     له مخی ]      نورمال ] 

,  ÷ &    : ( b ) ثبوت � ÷ ���ñ ⇒   ñ(�)  =  ��          ⇒  ñ( a . x . a-1 )  = ñ(&) ∗ ñ(�) ∗  ñ(&d�)  
                                 = ñ(&) ∗ �� ∗  ñ(&d�) = ñ(&. &d�)                                         = ñ(e) =  �� 
   ⇒  &. �. &d�÷ ���ñ  
    ⇒  ���ñ ⊴ مخېله   ]               ليما  3.6 د     ]  

�G÷'  .  کې دی  G1 پهروپ ګفرعی  وي مخېله  قضيه 3.3د   ñ(8)   : (c)ثبوت      ⇒  ∃ aϵG ;  ñ(&) = '       [ surjective ñ   [ ځکه 
            ⇒  ∀�÷8  ;  ' ∗ ñ(�) ∗b-1 = ñ(&) ∗  ñ(�) ∗  ñ(&d�) 
                                                  = ñ( & . � . &d� ) 
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  N  په  G  کېnormal  مخېليما له   3.6پس . دی    & . � . &d�÷8  
 a.x.a-1÷8    ⇒   b ∗ ñ(x) ∗ b-1 = ñ( a . x . a-1 ) ÷ñ(8) 

 . دی   Normalکې  G1  په  ñ(8)   مخېله  ليما  3.6 کې د نتيجه په  

,   :  3.9  ليما ∋e  ،روپ ګ وي  )  ( + فرعي  وي   Hو اعينيت عنصر   
∋x ،کې دی   G په روپ ګ 
�d  بيا.     .� . � = { �d�. ℎ. � |ℎ ∈ �}   
  . دیکی   G پهروپ ګفرعي  وي

  :ثبوت 
e = x-1.e.x∈  �d�.�. � 
a,b∈  �d�.�. �   ⇒      ∃ ℎ ,� ∈ � ; & =  �d�. ℎ. �  ∧   ' = �d�. �. �  
     ⇒ a.b = (�d�. ℎ. �) (�d�.�. �)  

               =  �d�. ℎ � . �d�. �. � =  �d�. ℎ��    ⇒ a.b= �d� . ℎ�� ∈ �d�.�. �       [       ℎ , � ∈  [ ځکه  �
a = x

-1
.h.x   

    ⇒  a
-1

 = (x
-1

.(h.x) )
-1

 =  (hx)
-1

. (x
-1

)
-1

  = x
-1

.h
-1

.x 

     ⇒ &d� ∈ �d�.�. روپګ �   � ℎ  او;  فرعي  ∈   � ځکه  �
.�.��d کې نتيجه په       . دی G دروپ ګ فرعي يو مخېې له قضي 3.1د   �

∋a  واعينت عنصردھغه  e ،روپ ګ وي   (., G):  3.10 ليما    .  
 :وی دیتعريف ش ډول 7نديسيت په   CG(a)  د

      �&(a) = {x ∈ |�d�. &. � =  & }   = {� ∈ | &. � = x. &  } �&(a)   دروپ ګفرعي  وي G دی او�&(a)  a∈  .  
  . کوواستفاده  ي څخهقضي 3.1لپاره د  ثبوت د -:ثبوت 

 �d� . & . � = & ⇒ e ∈ �&(a)  ⇒ �, F ∈ �&(a)  ⇒ �d� & . � = & ∧   Fd� . &. F = &  ⇒(�F)d� &  (�F) =  Fd� . �d� . &. �. F = Fd� & F = &  
                          =    y-1. x-1. x. a .y   {  � ∈ ∋ y-1.e. a .y  = a       {  F =                                  [  ځکه  (&)#� ⇒ [  ځکه  (&)#�  xy ∈  �&(a) 
x∈  �&(a) ⇒  �d� & . � = & a  = �. �d� & . �. �d� =  �. &. . �d� = (�d�)d� . & .( �d�)  ⇒  �d� ∈  �&(a) 

  centralizer د a د  (a)&� . دی کی Gروپ ګفرعي  وي (a)&�  چې وثبوت ش
  ياديږي کی G نوم په په
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=> �  پيداکړو روپګ فرعی  c) => � (سره غواړو  ېستفادپه ا  3.10ليما  د دلته  :مثال  (c)   = {x ∈  DT | �d�. �. � =  �  } e-1.c.e = e.c.e = c       ⟹  e∈ � <=  (c)    a-1.c.a = c.c.a = b.a = c       ⟹  & ∈ � <=  (c)   b-1.c.b = b.c.b = a.b = c       ⟹  ' ∈ � <=  (c)   
 d-1.c.d = d.c.d = f.d = a      ⟹  � ∉  � <=  (c)   

∌  f,g,h يعنې. نه دي شامل   (c) => �  په f,g,h  ھمدارنګه  � <= (c)   .  

 (c) => �     =  { e,a,b,c}   کېنتيجه په   

  : 3.16تمرين
عنصر  عينيت اووپ رګ  وي (.,GL(2, ℝ ))  چېکی مووليدل  مثال 1.6په   ( 1 )

E2 = �1متريکس   واحديی  00    .دی  �1
H:= { A ∈ (GL(2, ℝ ), . )│  A diagonal قطری(  ) } M:= { A ϵ GL(2, ℝ) │ A = �1 &0 1�   } 

  دي کی (.,GL(2, ℝ )) ونه پهوپرګ فرعی M وا H چېکی مووليدل  مثال A.3په 

     .دي�� GL(2, ℝ ) پهنورمال  وڅخهوپرګ فرعی ددیم وک

&لرو او   روپګ فرعی  H:= {e,h}کې د  روپګ  (.,D4) په  ( 2 ) ∈ æT  . د
    .پيدا کړۍ روپګفرعی   U:={a-1.H.a }د وکړۍ اواستفاده څخه  ليما 3.9

  :ليما څخه استفاده وکړۍ او بيا  3.10د   : 3.17تمرين 
( a )   د� <= (h)    پيدا وکړۍ  روپګ فرعی 

( b )   01 �د ( f3 )   پيدا وکړۍ روپګ فرعی 

( c )   د � >( ( g )     پيدا وکړۍ روپګ فرعی  

  :لرو  ونهسيت 7نديکی مونږ  روپپه ګ (.,Q8)  د 3.18:تمرين  
H = { e,a,d,f} , H1  = {e,a} 

  کی دي Q8 ونه پهروپګ فرعی H1و ا H چېکړی ثبوت   ( 1 )
( 2 )  ord(a) په H1 و اord(f) په H کی څودی  
 ديدورانی  H1و ا H چېکړی ثبوت   ( 3 )
,  ind'((H�) :ونه پيدا کړیايندکس 7نديدا  ( 4 )  ind'((H )  ,   ind.(H�)  

∋e او روپ ګ وي   ( .,G):3.14 تعريف   .دیعينيت عنصر  

( a )  x∈  ويل کيږې که چيري    self-conjugate او يا  centralته    
     � . & = &.   وې )  x = a-1.x.a   يعنې(  �
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( b )   په   چېو عناصرد ټولوسيتG کې  central  وې دcentere   نوم په
   :يعني  .ښيوو  Z(G) ھغه په  يږي اوياد

Z(G):={x∈  | � = &d� � . &       ∀ & ∈ } 
          ={ x∈  | � . & = &. �        ∀ & ∈ } 

  .دی  Z(G) = G  بيا. وې روپګ  (commutative)تبديلي  وي  G  که 

.   ,æT) په    3.8  :مثال  دي æT  د    centreفرعي ګروپ  {e,b} کې روپګ (

Z(æT)   :يعني  = {�, � ∀          :ځکه.  {' ∈ æT ;  �d� � . � = �  ⇒ � ∈ Z(æT)   
    &d� ' . & = �. '. & = &. & = ' 
    �d� ' . � = &. '. � = �. � = ' 
    �d� ' . � = �. '. � = �. � = ' 

. کويصدق  لپاره ھم f,g,h چېبيا ليدل کيږي  ي ،شورکړل ادامه  که ھمداډول
  :سپ

  ∀ � ∈ æT ; 'd� . � . ' = � ⇒ b ∈ Z(æT) 
     ⇒  Z(æT) = {�, '} 

   . دھغه دیروپ ګفرعي   ()Zمرکز  (. , G)  دھرګروپ : 3.16 قضيه
  .کوو استفاده  ي څخهقضي  3.1لپاره د ثبوت   :ثبوت 

   ⇒ x,y∈ �#(&)   ∀ & ∈  [(&)#� درليما  3.10]      
   ⇒  �. F , �d� ∈  � زيرا (&)#� يك گروپ فرعي�    (&)#�
   ⇒  (x.y)-1 . a . (x.y)  = a   ∧  ( x-1)-1 .a . x-1 =  a   ( ∀ & ∈ ) 
   ⇒   a . (x.y)  = (x.y)  . a   ∧   a . x-1 = ( x-1) . a      ( ∀ & ∈  
   ⇒   (x.y) . a = a . (x.y)    ∧   ( x-1) . a = a . x-1     (  ∀ & ∈ ) 
   ⇒   a-1 . (x.y) . a =  (x.y)    ∧  a-1 .( x-1) . a =  x-1   (  ∀ & ∈ ) 
   ⇒ �. F , �d� ∈ Z(G)         

 .  دی G دروپ ګ فرعي وي Z(G) چېوثبوت ش
  یھم د نورمال center روپګ ھرد  :نوت

     .شوی دی تعريف ډول 7نديپه  Aut(G  (د  ( .,G) روپګيوپر   3.15 :تعريف

Aut(G): = { f:G→ G | f  G − Autom } 
AutG  تابع تركيب دنظر (mapping composition)  چېدی روپ ګ وي 

 ھغهمونږ  .دهتابع   
d@ د  f ∈Aut(G   (د ومعكوساتابع  Id يي دعنصر عينيت
  . ښيو  (Aut(G ), o)به 

  : بيا. دی روپګ وي  (., G)  : 17 .3 قضيه 
( a )  د G واAuto(G )   روپ ھومورفيزم  ګ  وي ترمينځφ   دیموجود.  
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)   ( b ) ñ  ker( وخت کې ين په ع Z(G)   ) يعنيcenter    (  د G  دی.  
(a)  د  : ثبوت g ∈   : موتعريف ندي7 تابع  ñلپاره  

 φ ∶  ⟶ +��()          g  ⟼  ñ(�) 
  :   يشتعريف  ډول 7نديپه  φ(g)  وساکه  

        ñ(�):  ⟶  
                 a  ⟼ � . &�d� 

  .  دی G-Autom وي (A)	 چې يبايد ثبوت ش
 : G-Hom يو 	(A)  

&, ' ∈  , ñ(�)(&') =  � & ' �d� = �. &�d�g  . b�d� 
                              = (�&�d�). (�'�d�)                                 = (ñ(�)(&)) . (ñ(�)('))    ⇒ ñ(�)    − �£¬ 	(A)   يوinjective   :  a∈ kerPñ(�)Q ⇒ ñ(�)(&) = � = �. &. �d� 

                         ⇒ �d� . �� = & ⇒   a = e 
ker(ñ(�)) چېڅرنګه  = {e} ، مخې ي لهقضي 2.3د پس  دی ñ(�) وي 

injective  دی .  	(A)  وي surjective  : 
 y∈  , �: =  �d�y g 
 ñ(�)(�) = ñ(�)(�d�F � ) = �(�d�F � )�d� = �. F. � = F 
     ⇒ ñ(�)    �������W��   

(�)ñ کې نتيجه په ∈ +��    
 :    G-Hom وي  	  

g,h∈  ⇒  ∀ & ∈  ;  ñ(�ℎ)(&) = (�ℎ). & . (�ℎ)d�  
                                                = (gh).a.(h-1 g-1)  
                                                =   g(h a ℎd�)�d�  
                                                = ñ(�) (hah-1)   

                                                =    ñ(�)Pñ(ℎ)(&)Q   
                                                =  ñ(�) ∘  ñPℎ(&)Q 

   ⇒ ñ(�ℎ) =  ñ(�) ∘  ñ(ℎ) 
( b ) ثبوت  :  g∈kerñ ⇔ ñ(�) = W�#     
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            ⇔   ñ(�)(�) = W�#(�) = �   (  ∀ � ∈  ) 
            ⇔ ���d� = �   ( ∀ � ∈  ) 
            ⇔ �� = ��      ∀ �  ∈         ⇔ � ∈ �() 
  

 پهروپ ګفرعی  (Normal)نورمال  وي Nو اروپ ګ وي  3.16: (., G)  تعريف 
G کې دی.  set)د ټولو) مجموعه left-coset د N په G  8/ کې مونږ په   
=∶ 8/  يعني . ښيو سره  {&.8 │ &÷} 

 G پهروپ ګفرعی  (Normal)نورمال  وي Nو اروپ ګ وي (., G)  :3.18 قضيه 
 : بيا. کې دی
( a )    /8 دیروپ ګ ويي ته رابط دوه ګونی 7ندينظر .   ∙ ∶ G/N x G/N ⟶  G/N  

     (&8 , '8)   ⟼ (&8) . ('8)  =  &. '8   |G ∕ N| = [G:N]         ( b )   
( c )    پر که G وا  (G/N ,.) شۍ  تابع تعريف 7ندې  نديبا :  ñ:  ⟶   G/N 

                                          & ⟼ & 8 
  : بيا

         (i)φ وهي G-Hom و اsurjective  ده  . ���ñ = 8        (ii) 
  ( a )چېڅرنګه  -: ثبوت N نورمال  وي(Normal)  پهروپ ګفرعی G  کې دی

, &  بيا د پس ، 8& :لپاره صدق کوی  ÷ ' =  8&      ⋀   '8 = 8'  

 ⇒ (&8). ('8)  =  &(8')8 =  &('8 )8 =  &. ' 88   
88   مخېله ليما   73.د   ⊆ 8 .÷8 ⇒  . =  � . . ÷ 88  ⇒  8 ⊆ 88                                                                    
N.N = N    (& 8) (' 8)   کېنتيجه په    =  & ' 8 8 =  & ' 8 ÷ /8 

 N(a N) = a NN = a N ⋀ (a-1N)(a N) = (a.a-1)N = e . N = N  له بلي خوا .لري ) ساختمان (جوړښت  الجبری وي (., G∕N)پس 
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 د معکوس a-1N  وا  (., G∕N) دعنصر عينيت N چې اخلونتيجه  له دي څخه
aN  دی . 

.a,b,c (& 8)  ÷      :ځکه. کويصدق ھم اتحادی خاصيت  (' 8 . �8) =  (& 8) ('(8�).8  
                          = (&8)'(�8).8 = (aN)(bc)N.N 
                          = (& 8)(' � 8) =  &(8 ' �)8   
                                =  &. (' � 88) 

                                = (& ' �)8.8 =  & ' � 8 

  (&8 . '8). �8 = (&(8')8). �8 =  (&'8.8). �8                            =  (&'8). �8 
                          = &'(8�).8 = &'(�8).8 

                         = (&'�) 88 = &'�8         
په  (factor group)روپ ګ فکتوری چه دګروپ دی (., G∕N)  چېثبوت شو 

  .نوم ياديږي 
 ( b )    د   : ثبوت  [G:N]  کويصدق  مخېتعريف له.  
    ( c )ثبوت :   

   (Z)  ثبوت &, ' ÷  ;  ñ(&') =  & ' 8 = abNN = (&8)('8)         
                         = ñ(&) . ñ (')  ⇒  ñ     − �£¬ 

= aN    : 	  surjective ñ (a)  ھر چې لريمعنی دا  aN کوست چپ 
 ) Left-coset  (يوانځور) د  ) تصويرa دی   .  

� ÷&    :(c) (WW) ثبوت��ñ   ⇒  ñ(&) = 8   ⋀   ñ(&) =  &.8  
                ⇒   8 =  & 8     ⇒  & ÷ 8     [  [ مخېي له قضي 3.11  د 
                ⇒  ��� ñ ⊆  8  

&÷8 ⇒   8 =  & 8   =  ñ(&) ⇒   & ÷ ker ñ 

         ⇒  8 ⊆  ��� ñ  
� کې نتيجه په�� ñ = 8           
  ñ  د canonical Epimorphysm  يږييادپه نوم. 

يعني .  دی   center  روپګ D4د  {e,b} چېمونږ وليدل  : 3.9 مثال 
Z(D4)={e,b}  . چېڅرنګه Z(D4)  پس کو7ی شو د . ھم دینورمالD4  فكتور
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. پيدا کړو  D4/ Z(D4) د پورته قضيې له مخې Z(D4)نظر  (factor group)روپګ

  . کې نيسونظر   left-coset ټول  Z(D4)په دې معني د 

E:= Z(D4) ={e,b} 

A:= Z(D4) . a = {e,b} .a = {a , ba } = {a , c} 

     = Z(D4) .c   = {a ,c } 

B:= Z(D4) . d ={e,b } . d = {d , bd} = {d ,g } 

           = Z(D4) . g = { g,d} 

C:= Z(D4) . f = {e,b} .f = {f , bf } = { f ,h}                  = Z(D4).h = {h , f } 
D4   دleft-coset  شميرنظرZ(D4)  روپګفكتور  پس .دیته څلور    

 D4/ Z(D4)={ E ,A , B , C }   او E= Z(D4)   دیعنصر عينيتيي. 

DDT Z(DT)E D =   [ DT: Z(DT)]  = 4 

  :شکل لري 7نديدھغه کيلي جدول 

  

 

 

 

 

 

 

 

.A.B = Z(DT)  : په ډول مثالد  کې جدول په  a   Z(DT) . d = (Z(DT)). (Z(DT))a. d 
      =  Z(DT) a. d  = Z(DT) . f = C   A.A  = Z(DT). a. Z(DT) . a  =Z(DT).Z(DT). a. a 
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        = Z(DT) . b = Z(DT) = E          [ مخېي له قصي    [ د 3.11 

 :  3.19تمرين
 . وپ دیرګ يو)  GL(2, ℝ ) (.,  چېکی مووليدل  مثال 1.6په  ( 1 )
( a )  S:= { A ∈ r(2, ℝ )│A = �& 00 &� , & ≠ 0 } 

  دی)   GL(2, ℝ ) (.,يو فرعی ګروپ د   S چېثبوت کړی     
( b )   

H:= { A ∈ (GL(2, ℝ ), . )│  A diagonal قطری(  ) } 

M:= { A ϵ GL(2, ℝ) │ A = �1 &0 1�   } 
N:= { A ∈ (GL(2, ℝ ), . )│  detA = 1 } 

S:= { A ∈ r(2, ℝ )│A = �& 00 &� , & ≠ 0 } 
کی فرعی ګروپونه  GL(2, ℝ )په  Nاو  H  ،M چېثبوت شو  ېمثال ک A.3په 
 د ( center )مرکز کوم يو څخه   H  ،M ، N  ،Sد  چېپيدا کړی . دي

GL(2, ℝ ) دی  .  
   کې  نظرکې په  (.,D4) په روپ ګنورمال فرعی   N:= {e,a,b,c}ونږ د م ( 2 )
  نيسو     

( a )  روپ ګفکتوریFactor Group ) (  (D4 ∕N ,.)   پيداکړۍ.  
( b )  D4∕N   جدول يکيل د روپګ (cayley table ) څه شکل لري.     

 ښيو سره  Gپه  ګروپ  (.,Q8)  مونږ د  3.20: تمرين 
( a )    چېثبوت کړۍ  Z(G) = {e,a}  دی  
( b )   دG  ټولleft-coset     نظرZ(G)  ته پيدا کړۍ  
( c )  چې ثبوت کړۍ  

G = Z(G) ∪  Z(G).b ∪ Z(G). d ∪ Z(G).g  
  G ∕Z(G)  ( d ) پيداکړۍ اوپه کيلی جدول کې وښيۍ  

 
    . دی  روپګ نورمال فرعی بياھم يوتقاطع  وروپګ نورمال فرعید   :  3.11ليما 

,Ni(W÷ê  .لرورسره عنص عينيت eد  ( . ,G)روپ ګ مونږ يو :ثبوت   ê = {1,2, … ,       دي اوکې  G په  نهووپرورګ فرعینورمال       ({.
       يعنې. ښيو  N په تقاطع  دھغوی

 N : = ⋂ Y�� 8Y   
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 فرعیوي N له مخې  3.2ليما  د.  کې دی G پهنورمال  N چېکړوثبوت غواړو

     ÷&  .دی  G د روپګ

� ÷ & 8 ⇒  ∃ ℎ ÷ 8 ;  � = & . ℎ ⇒  & . ℎ÷ & 8Y      ( ∀ W ÷ê )  
     ⇒ & . ℎ =  ℎ . &  ÷ 8Y  . &    (  ∀ W ÷ê  )   [    دينورمال  Ni  [     ځکه

     ⇒ &.8 ⊆ 8. & 
. 8  چېکړوثبوت ډول کو7ی شو دیبه ھم & ⊆ = 8.& کې نتيجه په . دی 8 & 8.   . دی G په نورمال   Nاو    &

  )group homomorphism of Theorem(  : 3.19قضيه  
(G,.)  و ا(G1 , ⋆) ييناصرععينيت د  چېه روپګ هدو e∈  ،  e1∈ :ñ وا  �  →  .  ده G-Isom يو تابع  7نديبيا د .دی G-Hom وي �

 ñd ∶ /���ñ → ñ() 
           a.kerφ → ñ(&) 

ته له يوبل سره   ñdروپ نظر ګ ()ñو ا G/kerñروپ ګ فکتوری يعنې
G/kerñ يعني  . دي (Isomorph)ايزومورف   ≅ ñ()   

  .دیروپ ګفرعي  نورمال وي kerñ له مخی  یقضي  53.1 د  -:ثبوت 

  ñd د پس لھذا.  دیروپ ګ فرعيله مخی يو یقضي 3.3 د  ()ñ دارنګهوھما

    a,b∈ G .دیتعريف درست 

 ñ(&) = ñ(')  ⇒    ñ(&) =  ñ(') ∗  �� ⇒ ñ(')d� ∗ ñ(&) = �� 
                     ⇒ ñ(')d� ∗  ñ(&) =  ñ('d� . &) = �� 
                      ⇒ 'd�. & ∈ ker ñ    
                           ⇒ a. ker ñ = '. ���ñ  یقضي  له مخی�  � د   3.11  
                           ⇒ ñd      W.����W��  

    ñd   له مخې  تعريف د ñd(/���ñ) =  ñ() پس  .دیñd  يو 
surjective   ھم دی .  Hd     وي G-Hom  : 

�  چېقضيی په اساس مونږ پوھيږو 3.15 د ��ñ  يونورمال فرعی ګروپ دی .
.&) ñdP  :پس ليکلی شو ���ñ). (' ���ñ)Q   ñd P (&. ���ñ). (' ���ñ)Q = ñdP&' (���ñ.���ñ)Q  

                                        = ñd(&'���ñ)   
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                                        =  ñ(&. ')  ñd(&���ñ) ∗ ñd('���ñ) = ñ(&)  ∗  ñ(') = ñ(&. ') 

  ⇒ ñd   G-Hom 

 ()G∕ ker ñ ≅  ñ   يعنې .دی G-Isom وي ñd   کې نتيجه په
  ) group isomomorphism   of theorem(  : 3.20 قضيه

(G ,.) روپ ګ وي، U و اروپ ګفرعی  وي N پهوپ ګر نورمال فرعی G کی دی .
U/$  بيا ∩ N  8$و ا/N  يعنی. ديروپ ايزومورف ګ له يو بل سره :   
  $8/N ≅ $/U ∩ N 

$:ñ :ده  G-Homتابع  7نديله مخی دا  یيقض 3.18  د :  ثبوت  →  /8  
 & ↦ & 8  ñ($) =  { uN |u ∈ U } 

         =  { uvN |u ∈ U, v ∈ N}      [ د  3.11  قضی له مخی  ]    
         = $8/N             [  تعريف  له  مخی   ñ د         ]    
u ∈ kerñ ⟹ u ∈ U ∧  N =  ñ(�) = �8  
                ⟹   u ∈ N    [د  3.11  قضی له مخی    ]  
                ⟹  u∈ U ∩ N   
u∈ U ∩ N ⟹   u ∈ U ∧   u ∈ N  ⟹   ñ(�) = �8 = 8 
                ⟹  u ∈ kerñ 

kerñ: کی نتيجهپه  =  U ∩ N  

ñd :ده  G-Isomتابع  7نديدا  د  3.19  قضی له مخی ∶ /���ñ → ñ() 
        a.kerñ → ñ(&) 

و ا UN پهنورمال  G  ،N پهپ ورګ فرعی  UN چه  وثبوت شکی ليما   3.11په  U ∩ N پهرمال  نوU  پردی ع4وه. کی دی  ñ($) =  $8/N وا  
 kerñ =  U ∩ N دي.  
 يعنی. کویصدق  باندی ھم U پ ورګ فرعیپرقضيه   3.19 ه نتيجه کی دپ 
    ده G-Isom يوه تابع  7نديدا

 ñd ∶ $/U ∩ N → ñ($)  
           a.kerñ → ñ(&) 

($)ñ څرنګه چه   ≅ $/U ∩ N و اñ($) = $8/N کی نتيجهپه  .دي: 
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$8/N  ≅ $/U ∩ N 

ℤ .لپاره د nϵℕ دھر  چېمونږپوھيږو  -:نوټ = { . .� | �÷ ℤ}   فرعي  وي
, ℤ) د روپګ , ℤ) چېڅرنګه . دی (+  )  ( commutativeتبديلي  وي  (+
 .دیروپ ګنورمال فرعي  وي ℤ .پس  دیروپ ګ

,∗ℝ )مونږ د  B.3: مثال .   .ګروپ  په نظرکی نيسو (
g: ℝ∗ ⟶  ℝ∗ 
     x   ⟼  x2 

( 1 ) g  يوG-Hom  دی  
    a,b∈ ℝ∗    g(a.b) = (a.b)2 = a2.b2 =  g(a).g(b) ⇒ g G-Hom  :حل

( 2 )   ker(g)  نورمال فرعی ګروپ په  يوℝ∗  کی دی  
 ker(g) = { x∈ ℝ∗  │ g(x) = 1 } = { x∈ ℝ∗  │ x2 = 1 } = { 1, -1 } :حل
پس . دینورمال  G-Hom د يو kernel چېقضيه کی وليدل  3.15ونږ په م    
  .کی دی ∗ℝ پهنورمال فرعی ګروپ  وي ker(g) کی مثال پدي

 ℝ∗/¨IJ(A)  :   ډول دی 7نديپه  روپګفکتور:  ℝ∗/ker(�) = { x. ker(g) │ x∈ ℝ∗ } = { x.{ 1, -1  ) │ x∈ ℝ∗ } 
    دی ker(g)عنصرد ھغه عينيت 

 ZZZZ((((ℝ∗) :  
,∗ℝ ) چېڅرنګه    . . دی  ∗ℝ يی (center)، پس مرکزروپ دیګتبديلی  وي (

 ℝ∗  Z(ℝ∗) =    :   يعنې
 ℝ∗/ker(�) ≅ g(ℝ∗):  

∶ φ  :شويدهتعريف  ډول 7نديپه    ñ:حل  ℝ∗/ker(g) ⟶ g(ℝ∗) 
          a.ker(g) ⟼ g(a) 

  وڅخه کاراخلو طريق 7نديدو لپاره دحل  د
يو نورمال فرعی  ker(g)وا دی  G-Homوي  g چېڅرنګه   :طريقه لمړی 
. دی isomorphism قضيی له مخی يو 3.19 د φ، پس  کی دی  ∗ℝ پهګروپ 
 ℝ∗/ker(�) ≅ g(ℝ∗)  :يعنې

    H injective: a,b∈ ℝ∗  ,  φ(a.ker(g)) = φ(b.ker(g)) ⇒ g(a) = g(b)  ⇒ a2 = b2 :طريقه دويمه 
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KÕ �  ⇒  .دی b ≠ 0 ، پس کی شامل دی ∗ℝپه  b چېڅرنګه  . a� = 1 ⇒ ( �× . a )2 = 1 ⇒ g(�×  . a) = g(b-1. a) = 1 ⇒  b-1. a∈ ker(g) ⇒ a. ker(g) = b. ker(g) [د 3.11  قضيی له مخی  ] ⇒  φ injective 
∋H G-Hom:    a,b∈ ℝ∗  a.ker(g) , b.ker(g)  .ھم دی surjective له مخی تعريف   H د  ℝ∗/ker(g) φ ( (a.ker(g)). (b.ker(g) ) = φ (ab.ker(g)) = g(ab) = g(a).g(b) φ (a.ker(g)) . φ (b.ker(g)) = g(a) . g(b) ⇒ g G-Hom 

  ℝ∗/ker(�) ≅ g(ℝ∗):   يعنې. دی G-isom وي  φ کی نتيجهپه 
    

    په ګروپ کی دی (.,D4)يوفرعی سيت د  H={e,b,d,g {   3.21:تمرين  
  دی(.,D4)  د ګروپ فرعی وي H چېکړی بوت ث ( 1 )
  ګروپ دی فرعی دورانی وي Hايا   ( 2 )
 ګروپ دی فرعی تبديلی وي Hايا  ( 3 )
  ګروپ دی فرعی نورمال وي H چې کړیبوت ث  ( 4 )
 ته پيداکړی Hنظر  ګروپ (.,D4) د left coset ټول ( 5 )
  لريعناصر ګروپ کوم فکتور  D4/H د  ( 6 )
( 7 )  D4/H ګروپ په کيلی جدول کی وښيی  

  په ګروپ کی دی (.,Q8)يوفرعی سيت د  N={e,a { 3.22:تمرين  
    دی(.,Q8) ګروپ د  يو فرعی N چېبوت کړی ث ( 1 )
   ګروپ دی  دورانی فرعی يو Nايا   ( 2 )

    ګروپ دی نورمال فرعی يو N چېبوت کړی ث ( 3 ) 
 ته پيداکړی Nنظر ګروپ  (.,Q8)د left coset ټول ( 4 )
 ګروپ کوم عناصر لريفکتور  Q8/Nد  ( 5 )
( 6 ) Ord(Q8/N)    پيداکړی 
( 7 )   Q8/N   ګروپ په کيلی جدول کی وښيی  
( 8 )  
( a ) وو يا وکړی استفاده ی څخهقضي 3.18 د ñ د روپ ھمومورفيزمګ Q8 و ا

Q8/N  رمينځ پيدا کړیت 
( b ) چېکړی  ثبوت  ñ  يو surjectiveر ګ، مدهinjective نه ده  

   ℤ      ،≠ nϵℕ  0 ÷&  :3.1 7تعريف  
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& +  . ℤ ∶=  {& + .�  │  �÷ ℤ} 
n ℤ + a  باقيمانده ک4س  ته(residue class or congruence class) د a 

 په عين هعدد a,'÷ ℤ هدوچيري  که. ويل کيږي n (modulo) نظرمودول

   aصورت وې، په دې  a+n ℤ = b+n ℤ يعنېکې باقيمانده ک4س 
congrouent د b نظر n  مودولو(modulo)  وپه نوم ياديږي ا 

a ≡ b (mod n)  که  چېډول کو7ي شو ووايو يعمومپه . په ډول ليکل کيږي
 r (mod n)       0 ≤ r < n ≡ &  :، ھغه بيا په 7ندې ډول ليکل کيږي يشپاتي باقي  rو اتقسيم  n پر aعدد يو
 (residue class or congruence class) ک4س )پاتي( باقيمانده aϵ ℤ د 

 Î  = a+ n ℤ   ={ a+n │ kϵ ℤ }&  : يعنې .ښيو    Î&په  (modulo)مودولو   n نظر
 : مثال

8 mod 3 :     8 = 2.3 + 2    ⇒  8 mod 3 = 2  ⇒  8 ≡ 2 (mod 3) 

-8 mod 3 :  - 8 = (-3).3 + 1   ⇒  - 8 mod 3 = 1  ⇒  -8 ≡ 1 (mod 3) 

18 mod 5:   18 = 3.5 + 3  ⇒  18 mod 5 = 3  ⇒  18 ≡ 3 (mod 5) 

-18 mod 5:  -18 = (-4).5 + 2  ⇒ -18 mod 5 = 2   

                                        ⇒   -18 ≡ 2 (mod 5) 

14≡ 2 (mod 6)  , 12≡ 0 (mod 6)  , 13≡ 3 (mod 5)  , 

26≡ 1 (mod 5) 

∋  a,b د : 3.12 يمال  ℤ وا≠ nϵℕ  0 دي معادل ي يوله بل سرهافاد له پاره 7ندې    

( 1 )      & ≡ ' (¬£� .)         

( 2 )   & + . ℤ =  ' + . ℤ   
( 3 )  & − ' ÷ . ℤ  
 a = q1.n + r1    ∧     b = q2.n + r2   ⟹  r1  = r2    يعنې. لرې باقيمانده  ې مساويتقسيم ش n پر  bاو  a که   ( 4 )
  :ثبوت

( 2 )  ⟸ ( 
&  چېکړوثبوت  غواړو:   (  + . ℤ =  ' + . ℤ     
   h ∈  & + . ℤ  ⟹ ∃  k ϵ ℤ ; h = a + k.n 

  :له بلې خوا
   & ≡ ' (¬£� .)     ⟹ ∃  q ϵ ℤ ; a =   q.n + b 

�) h = a + k.n = q.n + b + k.n = b + (q+k).n ϵ   :پس + [ℤ)  
 ⟹  & + . ℤ ⊆   ' + . ℤ 

'    :  چېدای شې يدې ډول ثبوت که ھمپ + . ℤ ⊆    & + . ℤ 
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( 1 )  ⟸ ( ¥ )   : a + . ℤ = ' + . ℤ   ⟹ ∃  >�, >� ϵ ℤ ;   a + q1.n  = b + q2.n                      ⟹  a =    (q2 – q1).n + b  
                                    ⟹ & ≡ ' (¬£� .) 

( 3 )  ⟸ ( ¥ ) : 

  hϵ & + . ℤ =  ' + . ℤ                     ⟹ ∃  >�, >� ϵ ℤ ; h =  a + q1.n  = b + q2.n   ⟹  a – b = q2.n - q1.n  = (q2 - q1)n ϵ . ℤ 
( 2 )  ⟸ ( N ) : h ÷ & + . ℤ  ⟹ ∃  q ϵ ℤ ; h = a + q.n 

⟹        a - bO nℤ  :له بلې خوا  ∃  k O ℤ ; a - b = k.n  ⟹  a =  b + k.n      ⟹ h = a + q.n = b + k.n + q.n = b + (k+q).n ϵ b + nℤ 
     ⟹   a + n ℤ ⊆   b + n ℤ 

b   : چېدای شې يدې ډول ثبوت که ھمپ + n ℤ ⊆    a + n ℤ   .پس  
     b + n ℤ =   a + n ℤ ⟹ ( 2 ) 

( 4 )  ⟸ ( 
 ) :      & ≡ ' (¬£� .)  ⟹  ∃   > O ℤ ; a = q.n + b 
مساوی  bو ا a چېليدل کيږي . دی b = 0.n + b  پس. دی  b < n له بلې خوا 
 .کړوثبوت  ي ھمافاد دې ډول کو7ی شونوريه ھمپ.لريباقيمانده 

ℤ په  n (modulo)ت مودلو يس (residue class) وک4س باقيمانده ټولو  ℤد  ∕ [ ℤ په وياا ℤy يعني . ښودل کيږي:  

                  ℤy =  ℤ n⁄ ℤ = {& +  n ℤ |& ∈  ℤ} = {&Î |& ∈ ℤ}  ℤy   دn     ي ک4س باقيماندهپه شميرمختلف (residue class)  يعنې. لري:  ℤy ={ 0Î , 1Î, 2Î , .  .  . , . − 1ÎÎÎÎÎÎÎ } , DℤyD  = n 
n = { aϵℤ │ a[a]       :په 7ندې ډول ليکل شوي دي (residue class)  يباقيمانده ک4سکې په ځينوکتابو ≡ b (mod n)  }      ℤ y = { [0]n , [1]n , [2]n , . . .   . , [n-1]n } 

     [a]   = { aϵℤ │  a ≡ b (mod n) }       ℤy = { [0]  , [1]  , [2]  , . . .   . , [n-1]  } 
   ℤ3 ={ [0]3 ,[1]3 , [2]3 } :په ډول مثال د
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   ℤ3دصورت په دې . وښيو  aÎ په  (residue class)  باقيمانده ک4س  aکه د 
 Ð= { .  .    .  , -12, -9 , -6 ,-3 ,0 , 3 ,6 , 9 ,12 , . . .} 1 Ð= { .  .  .  ,-14,  -11 , -8 ,-5 ,-2,1 , 4 ,7 , 10 ,13 , . . .} 2 Ð= { . .  . , -13, -10 , -7 ,-4 ,-1 , 5 ,8 , 11 ,14 , 17,. . .} 0  : عناصرلري ي 7ندېباقيمانده ک4س
Ð 0÷12   ⟹       0  + 4.3 = 12 :د مثال په ډول   -14 = (-5).3 + 1   ⟹  -14÷1 Ð   -13 = (-5).3 + 2   ⟹  -13÷2 Ð   14 = 4.3 +  2       ⟹   14÷2 Ð   

  روپګ دورانی وي ي ته رابط 7ندې دوه ګونيظر ن   -ℤ  : 3.21 قضيه
 (cyclic group) دی .  

+ ∶  ℤ-  x ℤ-       ⟶    ℤ-    
   (a+ nZ, b+ nℤ) ⟼ (a+ nℤ)+(b+nℤ  ) = (a+b)+ nℤ 

, PaÎ                                           اويا bÎ Q ⟼ aÎ + bÎ = a + bÎÎÎÎÎÎÎ   

  عينيت عنصر دھغه چې دیروپ ګ وي ( + ,  ℤy)ې له مخې قضي) 83.1( د
= nℤ  0Î وا –aÎ= -a +nℤ   د معکوسaÎ=a+nℤ   دی .  (ℤ-  ,  (residue class group)روپ وګک4س باقيمانده دروپ ګفکتوری   ( +
  (generator) مولد   -ℤد  چېاوس غواړوثبوت کړو .په نوم ياديږي  nمودولو 

1Î  عنصر = 1 +  nℤ ϵℤ-    دی.    
  :قضيی له مخې ليکلی شو  3.18ليما او   3.7د 

 nℤ  = nℤ + nℤ + ….+ nℤ =  k. nℤ   (   وارې)دفعه(  k )  ℤy= { k+ nℤ | k ∈ ℤ } = { k+k.nℤ | k ∈ ℤ }   ]       ={ k.(1+ nℤ ) | k ∈ ℤ }       =  { k. 1Î | k ∈  ℤ }   =< 1Î >      
,  -ℤ)  کې نتيجه په   دی او  روپګ  (cyclic) دورانیوي ( +

  £��( < 1Î  > )  =  |ℤ- | =  .. 
,  ℤ¹)( ونږد  م : 3.10مثال  )��£ کې روپګ په دې. کې نيسونظر پهروپ ګ   +ℤ¹( =  |ℤ¹| =  جدول د کيلي په نديبا ℤ¹  پررابطه دوه ګوني   "+" وا 6

)   (cayley Table    ښيو .  
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5Ð 4Ð 3Ð 2Ð 1Ð 0Ð + 5Ð 4Ð 3Ð 2Ð 1Ð 0Ð 0Ð 0Ð 5Ð 4Ð 3Ð 2Ð 1Ð 1Ð 1Ð 0Ð 5Ð 4Ð 3Ð 2Ð 2Ð 2Ð 1Ð 0Ð 5Ð 4Ð 3Ð 3Ð 3Ð 2Ð 1Ð 0Ð 5Ð 4Ð 4Ð 4Ð 3Ð 2Ð 1Ð 0Ð 5Ð 5Ð 
  

0Ðعينيت عنصر دھغه    = 6ℤ 2- په ډول مثالد . دیÎ=-2+6 ℤ     دمعکوس 
 2Î= 2+6 ℤ  2  :  ځکه .  دیÐ + P−2ÐQ = ( 2 + 6ℤ) + (−2 + 6ℤ) =  2 + (−2) +6ℤ + 6ℤ 

               =  0 +  6 ℤ +  6 ℤ =  6 ℤ = 0Î 
, ℤ¹) چېليدل کيږي    .  دی (commutative)روپ ګتبديلی  وي (+

4Î  + 2Î = 6Ð کيږي  4Î   =  - 2Îڅرنګه  چې کړمتشريح  دمثال په ډول غواړم : ټنو  = 0Î   ⇒  4Î = 0Î -  2Î  = - 2Î 
4Î      : مثالونه  7نديلپاره څوتشريح  دزيات جدول د + 5Î = 9Î  = 6Î + 3Î  =  0Î + 3Î =  3Î 

 2Ð + 5Ð =   7Ð  = 6Ð + 1Ð =  0Ð  + 1Ð   = 1Ð 

2Ð   کې جدول په  چېڅرنګه    + 4Ð = 0Ð 1و اÐ + 5Ð = 0Ð   4پس  .ديÐ وا  2Ð 

    .ديوبل ديمعکوس  1Ðاو5Ð   دارنګهوھما ديوبلمعکوس 

 H:={ 0Î, 3Î}  چېڅرنګه . دیروپ ګفرعی يو  (ℤ¹ ,  .دیروپ ګتبديلی  وي (+
 ته H  نظر )  coset ( ټول کوسيت  (ℤ¹)اوس غواړو د .  دی ھم نورمال Hپس 

U0 = 0Ð  .کړومطالعه  +  H = {0Ð, 3Ð} U1 = 1Ð +  H =1Ð +  {0Î, 3Î}= {1Î, 4Î} U2 = 2Ð +  H =2Ð +  { 0Ð , 3Î}= {2Î, 5Î}   3Ð +  H =3Ð +  { 0Ð , 3Î}= {3Î,  0Ð}= H = U0   4Ð +  H =4Ð +  {0Î, 3Î}= {4Î, 1Î} = 1Ð +H = U1   5Ð +  H =5Ð +  { 0Ð , 3Î}= {5Î, 2Î} = 2Ð +H =    U2    
 U0   ھغه يعنې .دي 3 ته Hنظر شمير (coset) و کوسيتد   ℤ¹د  چېليدل کيږي 

,U1 ,U2 مونږ .  دي   : = ( ℤ¹ ,     . کو وضع (+ �⁄ = { �, 1Î  +  �, 2Î  +  � } = { $4 ,$�  ,$� }    ,    W.�(�) = 3 
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∗¼ℤ ) چېښيې جدول  7ندې  :  3.11مثال  , . باقيمانده  ھغه 7ندېوا دیروپ ګ وي  (
  .لرې  (residue class) يک4س

Z¼∗  = {[1] , [2], [3], [4], [5], [6]}    ⋀   |Z¼∗|  =  6  [1] = 1 + 7ℤ  [¥] = ¥ + Qℤ  

.  

. [6] = 6 + 7ℤ  

 د 
 
 

  څومثالونه دجدول  لپاره تشريح .  دی [1] يېعنصر ليدل کيږي چې عينيت
  [4]. [5] = [20]   =  [2].  [7] + [6] = [2].  [0] + [6] = [6] [3]. [6] = [18]   =  [2].  [7] + [4] =  [4]  

.[4]  :ځکه. دي   [2] او [4] معكوس  ديوبل   اود [6] پخپله  [6]   [2] = [8] = [7] + [1] = [1] 
        [6]. [6] = [36]  =    [5].  [7] + 1 = [1] 

  H:={[1] , [ 2], ∗¼ℤ )دروپ ګفرعی  يو  { [4]   :  ځکه .دی  ( ., 
(i)   H  لرې ) ساختمان (الجبرې جوړښت رابطه دوه ګونې    "."نظر .     

 [1]. [1] = [1]  ∈ �  , [1]. [2] = [2]  ∈ �   ,    [1]. [4] = [4]  ∈ � ,  [2]. [4] = [8] = [1] ∈ H   , [4]. [4] = [16] = [2] ∈ �  
(ii)          [1] ∈ H    

 (iii)       [2]  ديوبل دي معکوس [4]  او    
  .کې دی ∗¼ℤيوفرعې ګروپ په H قضيی له مخې  3.1پس د 

[3]  .  ته پيدا کړو  Hنظر  (cosets)کوسيت   ټول  ∗¼ℤاوس غواړو د   . H = [3] . { [1], [2], [4] } = { [3], [6], [12] } 
           = { [3], [6], [5] } [5]. H = [5] . { [1], [2], [4] } = { [5], [10], [20] } 
          = { [5], [3], [6] } 
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[6]. H = [6] . { [1], [2], [4] } = { [6], [12], [24] }  
          ={[6], [5], [3] } 

∗¼�    ,  U:= [3]. H = [5]. H = [6]. H ind(H) =2 :په نتيجه کې ∕H = {H ,U} 
     کړوتطبيق   قضيه  Lagrangeکه د 

|�¼∗|= ord(H)  . ind (H) ⇒  6 =3 . ind(H) 

                             ⇒  ind (H) = 
¤
N = 2 

  يعنې.  مرتبه څوده    6Î او  3Î  ،   4Î  د کې روپګ  ( . , *Z7)په   :  3.20 تمرين

ord( 3Î)  ،ord( 4Î)  و اord(6Î)     کړۍ پيدا 
  

 نديبا -ℤ پر ( binary operation)رابطه  ګونې  که دا7ندې دوه 3.22: قضيه
∶ ∙   : تعريف شې   ℤ.�ℤ.    ⟶  ℤ.  

  (& + .ℤ, ' + .ℤ) ⟼ (& + .ℤ). (' + .ℤ) ≔ &' + .ℤ  

Ð&    شوھغهډول کو7ې ه مختصرپ  . 'Î = &. ' ÎÎÎÎÎ   چېوليکو، په دي شرط   &Î ≔ & + .ℤ  و ا'Î ≔ ' + .ℤ  بيا   شيوضع : 
 ( a )   (ℤ. , .  . دی  semigroupوي (

( b )  ℤ.∗      , .    يوعدد ) اوليه  (لمړنۍ وي n چېدی، په دې شرط  روپګ وي)   (

 : ۍبايد ثبوت ش  :ثبوت 

( i )   &Î = &�ÎÎÎ   ∧   'Î = '�Ð  ⇒  &�'�ÎÎÎÎÎÎ = &'ÎÎÎ             (&Î, 'Î, &�ÎÎÎ  , '�Ð ∈ ℤ.) 

( ii )   ∀&Î, 'Î ∈ ℤ. ⇒ &'ÎÎÎ ∈ ℤ. 
( iii ) &��£�W&�W�W�F P اتحادی Q 

 ( i ) ثبوت:  aÎ = a�Ð   ∧   bÎ = b�ÎÎÎ ⇒ a + nℤ = a� + nℤ ∧  b + nℤ = b� + nℤ 
       ⇒  a� − a ∈ nℤ ∧ b� − b ∈ nℤ    [ 3.12   ليما له مخې   ] 

       ⇒  a� − a│n  ∧    b� − b│n 
       ⇒  ∃r, s ∈ ℤ  ;   a1 − a = nr  ∧   b1 − b = ns 
       ⇒  a1 = a + nr ∧ b1 = b + ns 
       ⇒  a1b1 = (a + nr)(b + ns) 
                   = &' + .('� + &� + .��)  

  ⇒ &�'�ÎÎÎÎÎÎ = &' + .('� + &� + .��)ÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎ = &'ÎÎÎ + 0Î = &'ÎÎÎ 
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( ii )  ثبوت:  &Î = & + .ℤ , 'Î = ' + .ℤ ∈ ℤ -  ⇒ &, ' ∈ {0,1,2, … , . − 1}  
ÎÎÎ'&   چېده صورت واضح په دې . وې a.b < n که: حالت لمړی  ∈ ℤ.     
.& که: حالت دويم  ' ≥ '&  :صورتپه دې . وې . ≥ . ⇒ ∃>, � ∈ ℕ; 

                    &' = .> + �    0 ≤ � < .   [�W�W�W£. &R�£�W�ℎ¬]  
           ⇒ &'ÎÎÎ = .> + �ÎÎÎÎÎÎÎÎÎ = .>ÎÎÎÎ + �̅ = 0Î + �̅ = �̅  

          ⇒ &'ÎÎÎ ∈ ℤ.           [0 ≤ � ≤ .]  
 (iii) ثبوت: &Î, 'Î, �̅ ∈ ℤ.  &Î. P'Î. �̅Q = &Î. '�ÎÎÎ = &. '. �ÎÎÎÎÎÎÎ = &'ÎÎÎ. �̅ = P&Î. 'ÎQ. �̅  
(b)   چېووفرض مونږ : ثبوت n دیاوليه عدد  وي .  ℤ-∗  = { 1Ð, 2.Ð 3Ð, … , . − 1ÎÎÎÎÎÎÎÎ)  &Î ∈ ℤ.∗    

    ⇒ & ∈ {1,2, … , . − 1}  
    ⇒  gcd(&, .) =   [ ځکه  .  عدد  اوليه]    1
   ⇒ ∃�, � ∈ ℤ;  &� + .� = 1   [ á��RW��&. &R�£�W�ℎ¬    ] 
    ⇒ 1Î = �& + .�ÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎ = �&ÎÎÎ + .�ÎÎÎ  = �̅. &Î + 0Î. �̅ =  �̅. &Î 

  . دی  Î&د معکوس    ̅�   چېليدل کيږې 
∗.ℤ)کې  نتيجه په  , . اوليه  وي n لري که چيرې  )ساختمان(ي جوړښت روپګ وي (

1Îعنصر   عينيت ∗-ℤد  .وېعدد  = 1 + .ℤ  دی .  
,∗ℤ4) :مثال   .  د پس بايد ،  نه دی عدد اوليه وي 4  چېڅرنکه  .په نظر کې نيسو (

,∗ℤ4) ې له مخېقضي  13.2 . .2Î  چېڅرنګه   .یوګروپ نه   ( 2Î = 0Î 0و اÎ  په (ℤ4∗, .   .لري نهمعکوس   2Î اوله بلې خوا نه دیکې شامل   (
 3Î 2Î 1Î . 3Î 2Î 1Î 1Î 2Î 0Î 2Î 2Î 1Î 2Î 3Î 3Î 
  

∗ ℤQ ) د 1-( (3(2Î . 6Î))  غواړو  :مثال  , .   کی پيدا کړو روپګ  په  (

  :حل
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((2Î . 6Î)3 )-1 = ((12ÎÎÎÎ)3 )-1 = ((7Î + 5Î)3) )-1 = ((0Î + 5Î)3) )-1                       = (( 5Î)3 )-1  =  (25ÎÎÎÎ. 5Î) )-1 = ((3Î. 7Î + 4). 5Î )-1                      = ((0Î  + 4Î ). 5Î )-1  
         =(4Î. 5Î))-1  = ( 20ÎÎÎÎ)-1  = (6Î)-1 =   6Î   

  وياا

 ((2Î . 6Î)3) )-1 = (12ÎÎÎÎ) -3  = (5Î)-3 = (5Î)-1 . (5Î)-1 . (5Î)-1  = 3Î . 3Î . 3Î  
           = 27ÎÎÎÎ =  21ÎÎÎÎ + 6Î  = 0Î + 6Î = 6Î 

  :7س ته راغلی دی شکل  7نديپه معکوس   5Îو ا 6Î د 

 6 Ð . 6Î =  36ÎÎÎÎ = 5Î . 7Î + 1Î = 0Î + 1Î = 1Î ⟹ (6Î)-1 =   6Î   

  5 Ð . 3Î =  15ÎÎÎÎ = 2Î . 7Î + 1Î = 0Î + 1Î = 1Î ⟹ (5Î)-1 =   3Î   
 : 3.21تمرين 

( a )  نه لرې) ساختمان(ی جوړښت روپګ وڅخهسيتوم يو د 7ندې ک   (ℤ6∗, . ) ,    (ℤ11∗ , . )   ,  (ℤ4 , +) و  ا   (ℤ11 , +) ( b )( b )( b )( b )                  ((4Î . 6Î)2) )-1    ،        ((2Î . 6Î) )-2او ((2Î . 8Î)2) )-2  په ( ℤ�� ∗ , . )    

 دا کړیپيکی   روپګ

  ګروپمتناظر دھغهروپ ګھر :)  theorem Cayley(  3.23قضيه

(symmetric group)  روپ ايزومورف ګ فرعی ويد )G-Isom  (دی.  
  وي بيا، وي روپګمتناظردھغه  )  ( ∘ ,S(G) وا روپګ وي (., G) که :يعنی 

  .دیايزومورف سره  G د چه دی،موجود کي  S(G) په Hروپ ګ فرعی
≅  :يعنی H  
∋ aمونږد .  دیعنصر  عينيتد e اوروپ وګي  (., G) :ثبوت  ñÒلپاره د  
 :په نظرکي نيسوتابع  7ندي

  ñÒ ∶  ⟶     
           x ⟼  &. � 	S يو  bijective    

,x  :څکه  y ∈   ñÒ(�) =  ñÒ(F) ⇒ &. � = &. F ⇒ &d�. &. � = &d�. &. F  
                        ⇒ �. � = �. F    ⇒ � = F ⇒  ñÒ  W.����W�� y ∈  
x := a-1.y ñÒ(�) =  ñÒ(&d�. F) =  &. &d�. F = �. F = F ⇒  ñÒ  ������W��  

()�  :يعنی. ښيو S(G)  پهيشن تپرمو دټولوسيت  G ونږ پرم  ≔ {~:  →  | ~   'W����W�� } 
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يي عنصر  و عينيتا دیروپ ګ وي له مخي ترکيب وتابع د  S(G) ونږپوھيږوچه م
  :په نظرکي نيسوتابع  7نديدااوس  .ده تابع  id د

   T ∶ (, . ) ⟶ ( S(),∘)  
               a ⟼  ñÒ 

  .دیدرست ھم  F د، پس تعريف دیبايجکتيف  ñÒ څرنګه چه
F وي G-Hom  : 
,� د ℎ ∈ .�)T  :شي چهبايد ثبوت لپاره   ℎ) = T(�) ∘ T(ℎ)   

 T(�ℎ) = ñUV   ñUV(�) = (�ℎ). � = �. ñV(�) =  ñU PñV(�)Q = PñU  ∘  ñVQ(�)  
  ⇒   T(�. ℎ) = T(�) ∘ T(ℎ) ⇒ T  W�  − �£¬ 

T(�) = T(ℎ)  ⇒  ñU =  ñV ⇒  ñU(�) =  ñV(¾)   , ∀ � ∈  

⇒ �. � = ℎ. �   , ∀ � ∈   ⇒ �. �. �d� =   ℎ. �. �d� ⇒ �. � = ℎ. �  ⇒ � = ℎ ⇒ T  W.����W��  
  :يعنی. سره ښيو H په ته Fنظر  G د )تصوير(   image مونږ

  � ≔ T()  ⊆ �() 
Tو  ا S(G) د روپګ فرعی وي  H ته قضيه  2.4نظر  ∶  ⟶   H و ي  

G-Isom په نتيجه کي .دی G د روپ ګS(G) سره روپګفرعی  يو G-Isom  
 .دی

∗„دوه ګوني رابطه  يوه) مثال کي   1.3  ( :مثال بانه سيت   V={1,2,3,4}پر   "
  :تعريف شويده ډول 7نديدي په کيلي جدول کي په 

 
4 3 2 1 ∗ 
4 3 2 1 1 

3 4 1 2 2 
2 1 4 3 3 

1 2 3 4 4 
 
 : څرنګه چه. دی 1 ييعينيت عنصر کي ليدل کيږي چهجدول  په

 2 ∗ 2 = 3 ∗ 3 = 4 ∗ 4 = 1 
  . په خپله دیھرعنصر معکوس دپس  
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 (V,∗)    دپورتني جدول له مخي يو ګروپ دی او دgroup-Klein four  په نوم
  .ياديږي

 عينيت چه،ښيو S(V)  په ( symmetric group  )روپ ګ متناظر ونږدھغهم
|:| چھڅرنګه. ده id د ييعنصر  = |(:)�|  :، پسدی   4 = 4i = 1.2.3.4 = 24 
&  د. لريعناصر 24روب ګ S(V)يعنی  =   پهتابع لپاره 7ندي   1,2,3,4
ñÒ  نيسو کينظر ∶ : ⟶   :                                                          x ⟼  & ∗ � ñ�(:) = {1 ∗ 1, 1 ∗ 2, 1 ∗ 3 , 1 ∗ 4} = {1,2,3,4}  

ñ�(:) = {2 ∗ 1, 2 ∗ 2, 2 ∗ 3 , 2 ∗ 4} = {2,1,4,3}  
ñ�(:) = {3 ∗ 1, 3 ∗ 2, 3 ∗ 3 , 3 ∗ 4} = {3,4,1,2}  
ñT(:) = {4 ∗ 1, 4 ∗ 2, 4 ∗ 3 , 4 ∗ 4} = {4,3,2,1}  

 :نيسونظرپه تابع  اوس 7ندي 
   T ∶ (:,∗) ⟶ ( S(:),∘)  
              a ⟼  ñÒ T(:) = {ñ�(:), ñ�(:), ñ�(:), ñT(:) }    ∧   |T(:)| = 4  

F(V) دروپ ګفرعی  وي ( S(:),∘) و ا دیñ�(:) دیعينيت عنصريي د.  (ñ�  ∘ ñ�)(:) = (ñ� ∘ ñ�)(:) = (ñT  ∘ ñT)(:) =   ñ�(:) 
 .په خپله دیھر عنصر معکوس دپس 
≅ ::   يعنی. ديايزومورف  وبل سرهب F(V)و ا V له مخي کيلی قضيهد  F(V) 

,�ℤ)  د :مثال   :لريشکل 7ندي روپ کيلی جدول ګ( +
 2Î 1Î 0Î + 2Î 1Î 0Î 0Î 0Î 2Î 1Î 1Î 1Î 0Î 2Î 2Î 
  

 عينيت ښيو،چه S(ℤ�) په ( symmetric group  )روپ ګ متناظر ونږ دھغهم
|�ℤ| څرنګه چه. ده id دعنصر =   :، پسدی   3
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|�(ℤ�)| = 3i = 1.2.3 = 6 

&  د. لريعناصر  6روب  ګ S(V)د يعنی  = 0Î, 1Î, 2Î   په  تابع لپاره 7ندي
ñÒ  :کي نيسونظر ∶ ℤ�  ⟶   ℤ� 

                                              x ⟼  & + � 
 ñ4Ð(ℤ�) = {0Î + 0Î, 0Î + 1Î, 0Î + 2Î  } = {0Î, 1Î, 2Î}  
ñ�Ð(ℤ�) = {1Î + 0Î, 1Î + 1Î, 1Î + 2Î  } = {1Î, 2Î, 0Î}  
ñ�Ð(ℤ�) = {2Î + 0Î, 2Î + 1Î, 2Î + 2Î  } = {2Î, 0Î, 1Î}  

 :کي نيسونظرپه تابع  7ندياوس دا 
   T ∶ (ℤ�, +) ⟶ ( S(ℤ�),∘)                        a ⟼  ñÒ  
 T(ℤ�) = (ñ4Ð(ℤ�), ñ�Ð(ℤ�), ñ�Ð(ℤ�) }   ∧  |T(ℤ3)| = 3  

F(ℤ�)  يوفرعی ګروپ د( S(ℤ�),∘)  اوñ4Ð(ℤ�) يي عينيت عنصردی . ñ�Ð(ℤ�)   معکوس دñ�Ð(ℤ�)  ځکه. دی: 

 (ñ�Ð ∘ ñ�Ð)(ℤ�) =  ñ�Ð {2Î, 0Î, 1Î} = {1Î + 2Î, 1Î + 0Î, 1Î + 1Î  } 
                       = { 0Î, 1Î, 2Î} =  ñ4Ð(ℤ�)   

  .يوبل سره ايزومورف دي  F(ℤ�)او  �ℤد کيلی قضيي له مخي  
�ℤ:   يعنی   ≅ F(ℤ�) 
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   فصل څلورم  

Direct product of groups 

�YϵG Ö     (iچېدي  ونهروپګ   ( . ,Gi) :  4.1تعريف = 1,2, … , n)    دھغوي
 سيت په 7ندې ډول تعريف شي   G  که د . ديعينيت عناصر

  G:=G� x G�   x . . … x G-         = { (a1,a2,...,an)   | aY  ∈ GY   (i = 1,2,3, … , n) } 
G  دGY    (i= 1,2,3, . . . ,n )   دګروپونو د cartesian product  په نوم

→ G x G :  .  .  .  .          :دیروپ ګ ته  ( Binary operation)يرابطدوه ګوني  ياديږي اونظر7ندې   
     (a,b) ⟼   & . '  a = (a�   , a�   , a�   , .  .  .  , ay  )  
 b = (b�   , b�   , b�   , .  .  .  , by  )  a . b =  (a�   . b�   , a�   . b�   , …  , ay   . by   )  

a  : (associativity)اتحادی خاصيت  = (a�   , a�   , a�   , .  .  .  , ay  ) ,   b = (b�   , b�   , b�   , .  .  .  , by  ),  c = (c�   , c�   , c�   , .  .  .  , cy  )  (a . b). c 
       = [  (a�   , a�  , .  .  .  , ay  ). (b�   , b�  , .  .  .  , by  )]. (c�   , c�   , .  .  .  , cy  ) 

       = (a�   . b�    , a�. b�    , .  .  .   , ay   . by    ). (c�   , c�    , .  .  .  , cy  )  
      = (a�   b�   c�    , a�   b�   c�   ,   .  .  .   , ay   by   cy   )  
      = (a�   , a�   , .  .  . , ay  ). [ (b�   , b�   , .  .  . , by  ) . (c�   , c�   , .  .  . , cy  )] 
      =  a . (b. c)   

e:   (identity)عينيت عنصر  = (e�   , e�   , e�   , .  .  .  , ey  )  
  :(inverse) معکوس

a  د = (a�   , a�   , .  .  . , ay  ) معکوس    =(&�d� , &�d� , … , &yd�)  ad� 
. a : ځکه .دی ad� =  (a�   , a�   , .  .  .  , ay  ). (a�d� , a�d� , … , ayd�)  

          =  (a�   . a�d� , a�   . a�d�  , .   .   .   , ay   . ayd�) 
          =   (e�   , e�    , …  , ey   ) =  e   

  (G,.)  د External direct product   ګروپ په نوم ياديږي.  

=   �G : 4.1 مثال  G�   = { 1 ,  (. ,   �G)و ا   (. ,   �G چېپوھيږو.   {1−

  .دیعينيت عنصر دھغه 1 چې لري) ساختمان(ې جوړښت روپګ ته نظر ضرب
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G =  G�   x G�   = { 1, −1}x { 1 , −1}       =  {(1,1) , (1, −1) , (−1,1 ) , (−1, −1)}  
 .په 7ندې ډول دی  ) cayley table (جدول  کيلی ګروپ    (.,G)د
  

  

(G,.)  وروپ يګ (ext – dir – prod) external direct product  د G1  و ا
G2  عينيت عنصردھغه  چېدي   e = ( 1,1)  و اordG  = 4  دی  .  
 ,   ord A= 3 چېدري ګروپونه ولرو   Cو  ا  A  ,Bې ډول که مونږ عمومپه 

ordB=5  و اordC=6  که. وې   G = AxBxC صورتې د وې په 
ordG = 3.5.6 = 90   د يعنې .کيږې G   دی  90 د عناصروشمير . 

,ℝ)دلته مونږ د   : مثال  وي له مخې يرابط7ندې دوه ګوني نظر G وې، بيا∗ℝ   x  G: = ℝ که. کې نيسونظر په ونهروپګ  .,∗ℝ)  (وا (+
 (ext – dir – prod) ګروپ د  ℝ و اℝ∗  دی (1,0) ييعنصريت عين چې دی.  ∗ : G x G  ⟶    G 

    (a,b )  ⟼ a∗b     
) = a∗b = (a1,a2) ∗ (b1, b2) = (a1 . b1, a2+ b2 )   a-1    :  دې ډول دینپه 7حاصل   a = (a1,a2) , b = (b1, b2)ϵ G  د   �Ò¯ , - a2 ) , b-1 = ( ��¯ , - b2 ) 

) =a = (3,5) b =    a∗b = (3, 5) ∗ (2, 4) = (3.2, 5+4) =  (6,9)  a-1 ,(2,4) په ډولمثال د N    , , , , -5 ) , b-1= (
¥    , , , , -4 ) 

&  :ځکه ∗ a-1 = (3,5) ∗ (
N    , , , , -5 )= (3. 
N    ,,,,5    -5 )=(1,0) ' ∗ b-1 = (2,4) ∗ (
¥    , , , , -4 )= (2. 
¥    ,,,,4    -4 )=(1,0) 
  : 4.1 تمرين
 که. کې نيسونظرونه په روپګ  D4و  A(4)   , A(2,2) ونږ دم ( 1 )

      A(4)  x A(2,2) x  G:= D4   وې  
( a )      دG عينيت عنصر (identity)  کوم دی  
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( b )      پهG   کې د(c,b4,a3)  معکوس(inverse)  پيدا کړۍ  

( c )     G  يعنې .د عناصرو شميرڅو دي ordG = ||  پيدا کړۍ  
   ( d )   پهG  يې په خپله وې  معکوس  چېه پيدا کړۍ  عنصرکې څلورھغه  

,N·   چېونږپوھيږو م   ( 2 )    وې  =:x ·N   ·N G که .دی روپ ګ وي  ) (+

( a )     دG عينيت عنصر (identity)  کوم دی  
( b )      پهG   کې د(1Î, 2Î)  معکوس(inverse)  پيدا کړۍ  
( c )     G  يعنې .د عناصرو شميرڅو دي ordG = ||  پيدا کړۍ   
( d )       دG,.)   (په ګروپ Cayley  کې وښيۍ    جدول 


·مونږ د   ( 3 )
, 
·او  )  (+

∗  , .   . ګروپونه لرو)   (

 G:= ·��∗  x ·��      
( a )      دG عينيت عنصر (identity)  کوم دی  
( b )       �̅ = (5Î, 6Î) , FÎ = (4Î, 9Î) ∈  G 
        �̅. FÎ  پيداکړۍ   

( c )    G  يعنې .د عناصرو شميرڅو دي ordG = ||  پيدا کړۍ  

  :   2 .4تمرين 

G� = {1, −1 ⊆ ℝ , G� = {1, −1, i, −i} ⊆ ℂ    , G = G1 X G2     
ضرب  البته دوه ګونې رابطه دلته. دي ونهګروپ  ( . ,G1) وا   ( . ,G1چېوھيږوپ  

   کيلی   ( ∗ ,G) د. دھغوې دی    ext- dir – prodګروپ  ( ∗ ,G) د. ده "." 
) Cayley (   څه ډول دی جدول .  

,¥·  چېپوھيږو:    4.3 تمرين    ،وې  =:x ·¥    ·¥ Gکه. دیروپ ګ وي  ) (+

    .دی روپګ وي  ( . ,G) چېجدول کې وښيې   Cayley په بيا
∋e چېروپ ګ وي  ( ., G):  4.1ليما ,   �Hو اعينيت عنصريي     H�       د

  . ونه ديروپګ فرعی7ندې خواصوسره د ھغه 
( I )   H�   ∩ H�   = {e}  
( ii )  H�  . H�   = G  
( iii )   x .y = y .x      (  ∀ x∈ ��    ⋀    ∀ y∈��   ) 

⟶ �φ: H� x  H  : هد  G- isomتابع  بيا دا7ندې G 
      (x , y )  ⟼ x . y 

  :ثبوت 
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  H  X − YZ[:   x =  (x�  , x� ) , y = (y�  , y� ) ∈ H�   x H�     φ(x. y) =  φP(x�  , x� ). (y�  , y� )Q = φ (x� . y� , x� . y� ) 
             =  x� y�  . x� y�   φ(x) =  φ (x�  , x� ) = x� . x�  ∧  φ(y) =  φ(y�  , y� ) =  y� . y�    φ(x). φ (y) =  x� x� . y� y�                        = x� y� . x� y�       [ له مخې (iii  )   د  ] 
                 = φ(x. y)  
   ⇒  φ  G − Hom  H \]J^I_`abI ∶   g ∈ G ⇒  ∃h� ∈ H�  ⋀  h� ∈ H�   ; 
                    g = h� . h�    [ H� . H� = G ځکه ]  
          ⇒   φ(h� ,  h�  ) = h� . h� = g    
            ⇒   φ surjective    H a§^I_`abI ∶   (x , y)  ∈ kerφ ⇒  φ (x, y) = e = x . y ⇒ x = yd�  
    ⇒ x ∈ H�  ⋀   yd� ∈ H�      � yd� , y ∈ H�  ځکه�  
    ⇒    x,y-1∈ H� ∩ H�  
    ⇒  x = e  ⋀   yd� = e    � H� ∩ H� = e    ځکه    � 
    ⇒  (x, y) = (e, e) 

    ⇒   φ injective    [ ېقضي  له مخې   [ د 2.3   
  . دی G- isom وي φ   چېوثبوت ش کې نتيجه په

�e چې وونه لرروپګدورانی ه دو  Bو ا Aونږ د م:  4.2 مثال ∈ A  و اe� ∈ B  
>   . ديصراعينيت عندھغوې  & > = + = {e�  , a } ⋀  a� =  e�   < ' >= B = {e�  , b , b �} ⋀ b� =  e�    ≔  + � |  

       =  {(�� , �� ), (��  , ' ), (�� , '� ), (& , e� ). (a, b), (a , b�)  
G وي ته يرابط ګونې هدو7ندې نظر prod  ext-dir –  د روپ ګ A و اB دی    

         ∙ ∶  � ⟶  
             (x,y) ⟼ x.y 

  لپاره   y = (y1,y2) , x = (x1,x2)  د دلته
 y1, x2.y2)   = (x1. . (y1,y2)  x.y = ((x1,x2)   
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  e=(e� , e� )ا�#�  �,�xd)وده$�  ��� yd�)   د()'�س(x,y)  

.a  پيداکړو �a,b)  (معکوس  غواړو ډول��  (+�لد.  د� a =  a� = e� ⇒ ad� = a  b�. ' = b� = e� ⇒ (b�)d�. b�. b = (b�)d�. e�  
                         ⇒ e� . b = b = (b�)d� 

:´A  . دی �' د  معکوس   bوا  a د معکوس �ad چېليدل کيږې   = {(�, e� )│� ∈ A} ={(e�  , e�  ), (&, e� )}     B´  ∶= C(e� , � )│  � ∈ BE = {(e� , e� ), (e�  , '), (e� , b�)} 
  A´ واB´   په  ونهروپګ فرعی نورمال G  کې دي .  
اوس . کې دي  G په ونهروپګفرعی  ´B وا ´A  چېښودل کيدې شې ه آسانی پ

   .دينورمال ´B    او  ´A   چېکړو  ثبوت غواړو
, �x =(x ∀ : ۍبايد ثبوت ش له مخې ليما 3.6  د  x� ) ∈ G;  x B´ xd� ⊆  B´ y =  (y� , y� ) ∈ x. B´xd� 

    ⇒  ∃b´ = (b� , b� ) ∈ B´ ; y = x b´xd� 
                = (x� , x� ). (b� , b� ). (x�d� , x�d�)  b´ = ( b�, b�  ) ∈ B´   
    ⇒  b� = e� ∈ A  ⋀  b� ∈ B´  [  له مخې تعريف    ] y = (y�  , y� ) = x b´x−1 = (x� b�x�d�, x�b�x�d�)    = (x� e� x�d�, x� b�x�d�)   
                   = (e� , x� b�x�d�) 

  بلې خوا له
 X� , b� ∈ B ⇒ x� . b� ∈ B 
                  ⇒ x� . b�. x�d� ∈ |     [ دیروپ ګفرعی  وي  B ځکه  ] 
                 ⇒ y = (e� , x� b� x�d�) ∈ B´ ⇒ B´  .£�¬&R   

  . کې دی G پهنورمال  ھم  ´A چېکړوثبوت ھمدې ډول کو7ی ه پ
∋eو اروپ ګ وي ( . , G):  4.2 تعريف  G  عينيت(identity)  دیعنصر  . 8y ,    دي خواصوسره نديد7 کې Gپه   ونهروپګ فرعی نورمال �8�,8,  .  .  .

( i )  G =  N�.N�.  .  .  .  .Ny  
           = {(a�.  .  .  .  . ay)│aÖ ∈ NÖ (i = 1,2, … , n)} 

( ii )  8À ∩ (8�.8� .  .  .  .  .8Àd� .8Àc�. . .8y) = {e}      (k = 1,2,3, … , n) 
G ته روپ ګinternal direct product   )ent-dir-prod   (8  دY    
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 (i= 1 ,2 ,3 , . . . , n )    ويل کيږې  
بيا ھغه په . وې  8Y   (i= 1 ,2 ,3 , . . . , n ) د ent- dir – prod  وي G که

    ليکل کيږېشکل  7 ندې

      G =   N� ⊗N� ⊗ … .⊗Ny  
,(�,�)+)  د :  4.3  مثال    :کې 7ندې فرعي ګروپونه لرې روپ ګ (⨀

< b� > = {b�  , b� }    , < b� >= {b� , b� }  
  دينورمال  <b3>و ا <b2>  پس .دیروپ ګتبديلی  وي   A(2,2) چېڅرنګه 

 < b� >  . < b�  > = {b� , b� }. {b�  , b� } 
                             = {b�, b�, b� , bT } =+(�,�) < b� > ∩ < b� > = {b�  , b� } ∩ {b� , b� } = {b�} 

  . دی< �b > و ا  < �b > د   ent- dir –prodوي  (�,�)+ په نتيجه کې 

(�,�)+  يعنې  = < b� >⊗< b� > 
, ¹·) په:   4.4  مثال   : لرو  ونهروپګفرعی کې 7ندې روپ ګ  (+

<2Î > =  {0Î , 2Î , 4Î  }     , <  3Î > = {0Î, 3Î} 
2Î>پس  .دیروپ ګ ( commutative) تبديلی    ¹·چېڅرنګه  او     < <  3Î   دينورمال     <

<2Î > + <  3Î > =  {0Î , 2Î , 4Î  } + {0Î, 3Î} = C0Î, 2Î, 4Î, 3Î, 5Î, 1ÎE = ·¹ 

<2Î > ∩ <  3Î > = {0Î} 
¹· پس =< 2Î > ⊗ <  3Î 2Î> د ent-dir-prod وي ¹· يعنې. دی  < و ا  <  <  3Î  . دی <

∗«·)  4.5 :مثال , . د . نه دی عدد ) اوليه ( ولمړنۍ ي 8 ځکه . نشې کيدیروپ ګ (
4Î   ډول په مثال ∈ ·»∗   , 4Î. 4Î = 16ÎÎÎÎ = 0Î ∉ ·»∗   
∗«·)د   مونږ , . ¾«·  :سره ښيو   ¾«· په عناصر  )پذير (لرونکې  معکوسټول   ( = {1Î, 3Î, 5Î, 7Î}  

 (·»¾, .  :شکل لري 7نديدی اود ھغه کيلی جدول روپ ګ وي  (
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7Î 5Î 3Î 1Î . 7Î 5Î 3Î 1Î 1Î 5Î 7Î 1Î 3Î 3Î 3Î 1Î 7Î 5Î 5Î 1Î 3Î 5Î 7Î 7Î 
  

 <  3Î > وا <  5Î ,¾«·) د < .   وي ¾«·  چېښيووبه س وا.دي  ونهروپګفرعی  (
ent-dir-prod د <  3Î >و ا <  5Î    دی <

<  3Î > =  {1Î , 3Î}  , <5Î > = {1Î, 5Î} < 3Î > . < 5Î > = { 1Î, 3Î}. C1Î, 5ÎE = {1Î, 3Î, 5Î, 7Î > = ·»�  < 3Î > ∩ < 5Î >=  1Î  
¾«·  کېنتيجه په  =<  3Î >  ⨂ < 5Î  دی   <

,¾«·) : 4.5  تمرين .   چې کړۍ ثبوت.ګروپ په نظر کې نيسو (

 ·»¾ = < 5Î > ⨂ < 7Î ¾«·و ا   <  = < 3Î > ⊗< 7Î   کيږي  <

, ¹·) د 4.6:  تمرين . , �4·)د وا  �¹·    څخه ( .  پيدا کړۍ روپګ  ��4·  د (
  ګروپونه لرې فرعې   >  k < او >  I  <روپ ګ  ) .,Q  ( د  : 4.7 تمرين
( a )    مرتبه د ھغوې و لرې اعناصرپونه کوم روګفرعی پورتنې (order)    
  پيداکړۍ      
( b )    دايا Q  وروپ يګ  ent-dir-prod  د >  I   <  او  > k  <         
Q    يعنې.  دی        = <  ê >  ⨂   < ì > 
� ونږم: 4.2 ليما�, ��, … . , �   اوپريوبل بانديصفردخ4ف  چه طبعی اعداد   -

  :يعنی. لرو، نه ديتقسم  د قابل

   gcdP �Y, �* Q = 1   (W, � = 1,2, … , . ∧    W ≠ � )     

kبيا د ھر  ∈ ℕ  لپاره 7ندي تابع يو    R-Isom )ده )زومورفيرينګ ا:  

e: ℤ5¯ .5Õ ….5f             ⟶   ℤ5¯x ℤ5Õ  x … . x ℤ5f   
     � + ��. �� … �-ℤ ⟼  (� + ��ℤ,� + ��ℤ, … . ,� + �-ℤ) 

r  : ثبوت  ≔ ��. �� … �- g Z[h]`\Zi]:  
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� + �ℤ , ¬ + �ℤ ∈ ℤ5      � + �ℤ = ¬ + �ℤ  ⟺ k − m ∈ �ℤ   [د   3.12 ليما له مخی ] 

                      ⟺ r | k − m  ⟺  rÖ | k − m     [ i =  1,2, … , n ]     
                      ⟺   � + rÖℤ = ¬ + rÖℤ      [ i =  1,2, … , n ]    
                      ⟺  e (� + r ℤ ) =  e (¬ + r ℤ)   

                      ⟺  e  W.����W�� 

g _j^h]`\Zi]:  
Dℤ5 D = r =  ∏ | ℤ5k  yÖ�� | =  éℤ5¯  x ℤ5Õ x … . x ℤ5f é   

 د وامتناھی  ونهسيت (codomain)وکودومين  ا (domain)دومين  څرنګه چه
 تابع eله مخي د  يقضي  0.1 د ، پسدی مساوی و شميريي سرهعناصر

  . دهسورجيکتيف 
کي نظر ثبوت په د 3.18 يقضيد ( R-Hom وي له مخي تعريف د  e له بلي خوا
 .دی  R-Isomوي  e په نتيجه کي. ده ) نيولو سره

�   : مثال � = 2 , �� = 3  , r =  ��. �� = 2.3 = 6 e: ℤ¹          ⟶   ℤ�x ℤ�    
    � + 6ℤ ⟼ (� + 2ℤ ,� + 3ℤ) 

کي مثال  غواړوھغه پديھم بيارګم. ده R-Isom وتابع ي e د له مخيليما 4.2
�  کړوثبوت  + 6ℤ , ¬ + 6ℤ ∈ ℤ¹ eP(� + 6ℤ) + (¬ + 6ℤ)Q =  e( (� + ¬) + 6ℤ ) 

           = ( (� + ¬) + 2ℤ , (� + ¬) + 3ℤ ) = ( (� + 2ℤ) + (¬ + 2ℤ), (� + 3ℤ) + (¬ + 3ℤ) ) 

         = ( � + 2ℤ ,� + 3ℤ   ) + ( ¬ + 2ℤ , ¬ + 3ℤ   ) 
           = eP(� + 6ℤ) +  e(¬ + 6ℤ)Q 

eP(� + 6ℤ). (¬ + 6ℤ)Q 

       =  e( �. ¬ +  6ℤ )   = ( km +  2ℤ , km +  3ℤ  ) 
       = ( ( k +  2ℤ ) . (m +  2ℤ), ( k +  3ℤ ) . (m +  3ℤ)  )  
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       = ( ( k +  2ℤ ) . (k +  3ℤ), ( m +  2ℤ ) . (m +  3ℤ)  ) 
       = eP(� + 6ℤ) .  e(¬ + 6ℤ)Q 

,3Î  د په ډولمثال د . دی R-Hom وي  e کي نتيجهپه  4 Ðϵℤ¹   کووامتحان لپاره .  
�ℤ   :  ډول ښيوو 7نديدعناصرومشخص کولولپاره مونږھغوی په   ℤ¹و ا �ℤ�  ،ℤد  =  { 0Î, 1Î  } = {[0]�  , [1]� }     

ℤ� =  { 0Î, 1Î, 2Î  } = {[0]�  , [1]� , [2]�  }    
ℤ¹ =  C 0Î, 1Î, 2Î, 3Î, 4Î, 5Î E = {[0]¹  , [1]¹ , [2]¹  , [3]¹ , [4]¹  , [5]¹ }  

[0]¹ = {0 + 6n | nϵℤ  } , [1]¹ = {1 + 6n | nϵℤ  } , 
[2]¹ = {2 + 6n | nϵℤ  } , [3]¹ = {3 + 6n | nϵℤ  } , 
[4]¹ = {4 + 6n | nϵℤ  } , [5]¹ = {5 + 6n | nϵℤ  } 
eP(3 + 6ℤ) +  (4 + 6ℤ)Q =  e(3Î +  4Î) =  e(1Î ) = e( 1 + 6ℤ  )  
                                      = ( 1 + 2ℤ , 1 + 3ℤ ) e( 3 + 6ℤ  ) = ( 3 + 2ℤ , 3 + 3ℤ )   e( 4 + 6ℤ  ) = ( 4 + 2ℤ , 4 + 3ℤ )  e( 3 + 6ℤ  )  +  e( 4 + 6ℤ  )= ( 3 + 2ℤ , 3 + 3ℤ ) + ( 4 + 2ℤ , 4 + 3ℤ ) 
                   = ( 7 + 2ℤ , 7 + 3ℤ ) = ( [7]� , [7]� ) 
                   =  ([1]� , [1]� = ( 1 + 2ℤ , 1 + 3ℤ )   
                   = eP(3 + 6ℤ) + (4 + 6ℤ)Q eP(3 + 6ℤ) .  (4 + 6ℤ)Q =  e(3Î .  4Î) = e(12ÎÎÎÎ ) =  e(0Î ) 

                                     = e( 0 + 6ℤ  )  
                                    = ( 0 + 2ℤ , 0 + 3ℤ ) e( 3 + 6ℤ  )  .  e( 4 + 6ℤ  )= ( 3 + 2ℤ , 3 + 3ℤ ) .  ( 4 + 2ℤ , 4 + 3ℤ ) 
                   = ( 12 + 2ℤ , 12 + 3ℤ )  = ( [12]� , [12]� ) 
                   =  ([0]� , [0]� = ( 0 + 2ℤ , 0 + 3ℤ )   
                   = eP(3 + 6ℤ) .  (4 + 6ℤ)Q 

,3Î د   e  ثبوت شو چه 4 Ðϵℤ¹   لپارهR-Hom  ده.  
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� :مثال�  = 2, ��  = د قابل  2 پر 4 ځکه. نه کويليما صدق  4.2 لپاره د 4
r نه ده R-Isomيو  eمونږښيو چه . دیتقسيم  =  ��. �� = 2.4 = 8 e: ℤ»          →  ℤ�x ℤT    

    � + 8ℤ ↦ (� + 2ℤ ,� + 4ℤ)د 
ℤ� =  { 0Î, 1Î  } = {[0]�  , [1]� }     
ℤT =  { 0Î, 1Î, 2Î, 3Î  } = {[0]T  , [1]T , [2]T , [3Î ]}    
ℤ» =  C 0Î, 1Î, 2Î, 3Î, 4Î, 5Î , 6Î, 7ÎE 
     = {[0]»  , [1]» , [2]»  , [3]» , [4]»  , [5]», [6]», [7]»}   [0]» = {0 + 8n | nϵℤ}   , [1]» = {1 + 8n | nϵℤ}   , 
[2]» = {2 + 8n | nϵℤ } [3]» = {3 + 8n | nϵℤ }, 
[4]» = {4 + 8n | nϵℤ } , [5]» = {5 + 8n | nϵℤ}   [6]» = {6 + 8n | nϵℤ }   , [7]» = {7 + 8n | nϵℤ } 

e( 2 :ځکه. نه دهاينجکتيف تابع   eد  + 8ℤ  ) = ( 2 + 2ℤ , 2 + 4ℤ )  = ( [2]� , [2]T )= ( [0]� , [2]T ) 
                   = ( 0 + 2ℤ , 2 + 4ℤ ) e( 6 + 8ℤ  ) = ( 6 + 2ℤ , 6 + 4ℤ )  =  ( [6]� , [6]T ) 
                   =  ( [0]� , [2]T )  = ( 0 + 2ℤ , 2 + 4ℤ ) 
                   =  e( 2 + 8ℤ  ) 

2رګم + 8ℤ ≠ 6 + 8ℤ    پس . دیe وي injective   نه دی 
     ) Chinese remainder theorem ( : 1.4قضيه  
  :سره ولرو  وخواصد7ندي اعداد که مونږ 

( i ) 

       ��, ��, … . , �- ∈ ℕ , P�Y ≠ 0 (W = 1,2, … , . )Q  
                   ∧   ( �Y ∤ �l ( W, � = 1,2, … .) , W ≠ � )  
         (  gcdP �Y, �* Q = 1   (W, � = 1,2, … , . ∧    W ≠ :يعنی    ( �  ) 

( ii )  &�, &�, … . ,  &- ∈ ℤ 

�!∃  :بيا ∈ ℤ ;   k ≡  aÖ(mod rÖ)   ( i = 1,2, … , n )   
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Y& :ثبوت + �Yℤ ∈ ℤ5k    ( i = 1,2, … , n)   (&� + ��ℤ , &� + ��ℤ, … . . , &- + �-ℤ ) ∈ ℤ5¯x ℤ5Õ  x … . x ℤ5f  

 : ده  (surjective)تابع سورجتيکتيف 7نديليما کي مووليدل چي دا  4.2 په
 e: ℤ5¯ .5Õ ….5f             ⟶  ℤ5¯x ℤ5Õ  x … . x ℤ5f   

     ¬ + ��. �� … �-ℤ ⟼ (¬ + ��ℤ, ¬ + ��ℤ, … . , ¬ + �-ℤ) 
�∃ :پس ∈ ℤ ; 

   e(� + ��. �� … �-ℤ)  =  (&� + ��ℤ , &� + ��ℤ, … . . , &- + �-ℤ 
  :د تعريف له مخي   eله بلي خواد 

   e(� + ��. �� … �-ℤ) = (� + ��ℤ,� + ��ℤ, … . ,� + �-ℤ) 
�   :په نتيجه کی + �Yℤ =  &Y + �Yℤ  ( i = 1,2, … , n)   

 ⟹  k ≡  aÖ(mod rÖ)   ( i = 1,2, … , n )  [  د 3.12 ليما له مخی ] 
موجوده  kاينجکتيف ھم دی، پس فقط  يواځي يو ھغه ډول  eله بلي خواڅرنګه چه 

 ده

classes congruent of equations solve:      
 ) حل ومعادFتد وکEس باقی (           
 Chinese remainderاود7تود حل لپاره د مع congruent classesد 

  .قضيي څخه استفاده کوو
≡ X   :دا7ندي معادلي لرو  مونږ  a�(mod r�) , X ≡  a�(mod r�) , … , X ≡  ay(mod ry) ��, ��, … . , �- ∈ ℕ ;    gcdP �Y, �* Q = 1   (W, � = 1,2, … , . ∧    W ≠ � )        &�, &�, … . ,  &- ∈ ℤ 

� : حل کړوطريقه 7ندي  پورتني معادلي کو7ی شوپه ≔ ��. ��. ��. … . . �-   , �Y: =  ��Y         ( W = 1,2, … , . ) 

�  اوسY ∈ ℤ  سره پيده کوو وخواصد7ندي:  kÖ . sÖ  ≡  1(mod rÖ)      ( i = 1,2, … , n )   

� gcdP څرنګه چه Y, �Y Q = له مخی  euclidean algorithm د، پس دی  1
 : په 7ندي ډول پيداکړو  kÖ کو7ی شو
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∃kÖ, mÖ ∈ ℤ ;  kÖ . sÖ + mÖ. rÖ = 1    (i = 1,2, … , n) k ≔ k� . s� . a� +  k� . s� . a� + … . + ky . sy . ay 
k حل د ومعاد7تدپورتنيو + rℤ  يعني .سيت دی:  X = {k + r. n|n ∈ ℤ }  

≡ X  :غواړو د7ندي معادلوحل پيدا کړو :مثال 1(mod 2)  , X ≡  2(mod 3)   
= �&  :دلته 1 , &� = 2    �� = 2 , �� = 3   �: =  �� . �� = 2.3 = 6   �� =  !!̄ =  ¹� = 3  , �� =  !!Õ =  ¹� = 2    

� اوس �,  ��  ∈ ℤ  د7ندي خواصو سره پيدا کوو: 

k� . s�  ≡  1(mod �� ) ⟹  k� . 3 ≡  1(mod 2)    k� . s�  ≡  2(mod �� ) ⟹  k� . 2 ≡  2(mod 3)   

� gcdP څرنګه چه Y, �Y Q = له مخی  euclidean algorithm د، پس دی  1
,kÖ∃ : په 7ندي ډول پيداکړو  kÖ کو7ی شو mÖ ∈ ℤ ;  kÖ . sÖ + mÖ. rÖ = 1    (i = 1,2)  gcd(2,3) =  gcd(3,2) = 1 

 3 = 1.2 + 1 2 = 1.2 + 0 1 = 3 − 1.2   k� . 3 + m�. 2 = 1 k� = 1 
k� . 2 + m�. 3 = 1 k� = −1=2        [  1+2 = 0 ⟹ 2 =  −1 ∶   [   ځکه 

�k  :په نتيجه کي  = 1 , k� = 2   k = k� . s� . a� + k� . s� . a�  = 1.3.1 + 2.2.2 = 11 k + rℤ = 11 + 6ℤ = 1.6 + 5 + 6ℤ =  0 + 5 + 6ℤ 
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  :په 7ندي ډول دی ودحل سيتمعاد7ت
            � = {5 + 6n | nϵℤ  }  

n په ډول دمثال د = 5حل لپاره يي   2 + 6.2 =   :ځکه .دی 17
 17 = 2.8 + 1 =  ⟹ 17 ≡  1(mod 2)   
 17 = 3.5 + 2 =  ⟹ 17 ≡  2(mod 3)   
 

≡ X  :غواړو د7ندي معادلوحل پيدا کړو :مثال  2(mod 3)  , X ≡  3(mod 5) , X ≡  2(mod 7) 
= �&  :دلته 2 , &� = 3 , &� = 2  �� = 3 , �� = 5 , �� = 7  �: =  �� . �� . �� = 3.5.7 = 105   �� =  !!̄ =  �4U� = 35  , �� =  !!Õ =  �4UU = 21 , �� =  !!1 =  �4U¼ = 15   

�  اوس�,  ��,  �� ∈ ℤ   سره پيدا کوو وخواصد7ندي: 

k� . s�  ≡  1(mod �� ) ⟹  k� . 35 ≡  1(mod 3)    k� . s�  ≡  1(mod �� ) ⟹  k� . 21 ≡  1(mod 5)   k� . s�  ≡  1(mod �� ) ⟹  k� . 15 ≡  1(mod 7 )   
� gcdP څرنګه چه Y, �Y Q = له مخی  euclidean algorithm د، پس دی  1
,kÖ∃ : په 7ندي ډول پيداکړو  kÖ کو7ی شو mÖ ∈ ℤ ;  kÖ . sÖ + mÖ. rÖ = 1    (i = 1,2, 3) 

 k� . 35 + m�. 3 = 1 

35 = 11.3 + 2 3 = 1.2 + 1 2 = 1.2 + 0 1 = 3 − 1.2 = 3 − 1. (35 − 11.3) = 12.3 − 1.35 k� = −1=2        [  1+2 = 0 ⟹ 2 =  −1 ∶   [   ځکه 
k� . 21 + m�. 5 = 1 21 = 4.5 + 1 4 = 1.4 + 0 
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 1 = 21 − 4.5 = 1.21 − 4.5 ⟹  k� = 1 
 k� . 15 + m�. 7 = 1 15 = 2.7 + 1 7 = 1.7 + 0 
 1 = 15 − 2.7 = 1.15 − 2.7 ⟹  k� = 1 

�k  :په نتيجه کي = 2 , k� = 1 , k� = 1 k = k� . s� . a� + k� . s� . a� + k� . s� . a�= 2.35.2 + 1.21.3 + 1.15.2 = 233 k + rℤ = 233 + 105ℤ = 2.105 + 23 + 105ℤ =  23 + 105ℤ 

  :په 7ندي ډول دی ودحل سيتمعاد7ت
            � = {23 + 105n | nϵℤ  }  

n په ډول دمثال د = 23حل لپاره يي   1 + 105.1 =   :ځکه .دی 128
 128 = 42.3 + 2 ⟹ 128 ≡  2(mod 3)   128 = 25.5 + 3 ⟹ 128 ≡  3(mod 5) 128 = 18.7 + 2 ⟹ 128 ≡  2(mod 7) 

n د = 23 حللپاره يي   1− + 105. (−1) = 23 − 105 = دی    82−
82− :ځکه = (−28). 3 + 2 ⟹ −82 ≡  2(mod 3)  −82 = (−17). 5 + 3 ⟹ −82 ≡  3(mod 5)   −82 = (−12). 7 + 2 ⟹ −82 ≡  2(mod 7)   

 
  

  .په قطارودروی د زدکونکی غواړیمعلم ديوښونځي سر :مثال
  پاتي کيږيباقی زدکونکي  2 بيا، کسيزه وي  3که قطار  

   پاتي کيږيرد باقی گشا 1 بيا،  کسيزه وي 4قطارکه 
 نه پاتی کيږيرد باقی گشا ھيڅ بيا، وينفره  7قطارکه 

  څودیاقm کيمکتب شمير په ھغه  وردانگشا د چه کړیمعلوم 
≡ k    :لریشکل  7ندي ونهک4س يمعاد7توی، بيايی  kکه ښوونځي دشاګردانوشمير  :حل  2(mod 3)  , k ≡  1(mod 4) , k ≡  0 (mod 7) 
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=  �&  :دلته 2 , &�  = 1 , &�  = 0  ��  = 3 , ��  = 4 , ��  = 7  � =  �� . �� . �� = 3.4.7 = 84   
 �� =  ��� = �� . �� . �� �� = �� . �� = 4.7 = 28 

�� =  ��� = �� . �� . �� �� = �� . �� = 3.7 = 21 

�� =  ��� = �� . �� . �� �� = �� . �� = 3.4 = 12 

�  اوس �,  ��,  �� ∈ ℤ   سره پيدا کوو وخواصد7ندي: k� . s�  ≡  1(mod �� ) ⟹  k� . 28 ≡  1(mod 3)    

k� . s�  ≡  1(mod �� ) ⟹  k� . 21 ≡  1(mod 4)   
k� . s�  ≡  1(mod �� ) ⟹  k� . 12 ≡  1(mod 7 )   

� gcdP څرنګه چه Y, �Y Q = له مخی  euclidean algorithm د، پس دی  1
,kÖ∃ : په 7ندي ډول پيداکړو  kÖ کو7ی شو mÖ ∈ ℤ ;  kÖ . sÖ + mÖ. rÖ = 1    (i = 1,2,3 ) 

  k� . 28 + m�. 3 = 1 28 = 9.3 + 1 3 = 1.3 + 0 1 = 28 − 9.3 ⟹ k� = 1 
 k� . 21 + m�. 4 = 1 

21 = 5.4 + 1 4 = 1.4 + 0 1 = 21 − 5.4 ⟹ k� = 1 
 k� . 12 + m�. 7 = 1 



  Algebra  ---------------------------------------------------- الجبرمعاصر     
  

 

141 
 

12 = 1.7 + 5 7 = 1.5 + 2 5 = 2.2 + 1 2 = 1.2 + 0 
 1 = 5 − 2.2  
   = 5 − 2. ( 7 − 1.5) = 5 − 2. ( 7 − 1. (12 − 1.7))  
   = 12 − 1.7 − 2.7 + 2.12 − 2.7 = 3.12 − 5.7     
⟹ k� = 3 

k = k� . s� . a� + k� . s� . a� + k� . s� . a�= 1.28.2 + 1.21.1 + 3.12.0 = 77 

 ځکه دا7ندي.   لري انردگشا 77مکتب اقm  ھغهيعنی . دی  77 يو حل معاد7ت د

  :کويصدق  روابط 

77 ≡  2(mod 3)  , 77 ≡  1(mod 4) , 77 ≡  0 (mod 7) 
  :دی په 7نديعمومی حل معاد7ت دھغو 

 k + rℤ = 77 + 84ℤ 
�  سره وښيوو Xد حل سيت يي که په  =   {77 + 84n | nϵℤ   } 

n لپاره کهامتحان  د = k  :بيا، وي 1 = 77 + 84.1 = 161 
161 :ځکه = 53.3 + 2 ⟹  161 ≡  2(mod 3) 161 = 40.4 + 1 ⟹  161 ≡  1(mod 4) 161 = 23.7 + 0 ⟹   161 ≡  0 (mod 7) 

≡ X  :د7ندي معادلوحل پيدا کړي :تمرين 1(mod 2)   , X ≡  2(mod 3) , X ≡  1(mod 4)  
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   فصل پنځم 

 (cyclic groups) ونه روپګدورانی 

 (G , . ) چې روپيوګ e  و ا دیعنصر عينيتدھغهa ∈G  . دG  فرعی  يو
  يعنې .سره ښيو <a> وې په  a   يې  (generator)مولد  چېروپ ګ

<a>  = {&m| � ∈  ·} 
∋e چېروپ ګ وي  (. , G) :5.1 قضيه G  عنصر عينيتيې(identity)   ، دی 

a∈ G   

( a )  کهn  ord(a) =   صورت بيا په دی . وېمعين: 

( i )  Ord(a) = |< & >|  ∧  < & > = { � , a�, a�, … , ayd�}   
( ii )      &o = � ⟺ £��(&)│ �  

( b ) که ord(a) = ∞  بيا  .وی : ∀ W, � ∈ ℕ , W ≠ � ⟹ &Y ≠ &*  
 (a) چېڅرنګه :  ثبوت ord(a) = n  پس  دیn دی عدد  طبعی ترټولوکوچنی

-& چې =   . شې �

:H: و کو تعريفداډول سيت   H د = {k ∈ ℤ | aÀ = e}    
H د(ℤ ,  :ځکه .دی روپ ګفرعی  يو (+

  n∈ H  ⟹ H ≠ ∅ 
  k, m ∈ H ⟹ aÀ = ap = e ⟹ aÀ. adp =  aÀdp  = e  
               ⟹ k + (−m) ∈ H  

, ℤ) دروپ يو فرعې ګ  H له مخې ېقضي  3.2 پس د له  ېقضي 3.6د . دی (+
-& چېدی عدد  طبعی ترټولوکوچنی n  او وي H = nℤ مخې بايد = �  . 

m  :اساسپه   division algorithm  د ∈ ℤ    
   ⟹  ∃q, r ∈ ℤ ;  m = q. n + r     0 ≤ r < .  
  ⟹  &q =  (&-);c!  =  (&-);  . &! = � &! = &!  
   ⟹  &q = &! ∈ { e, &�, &�, .  .   .  , &-d�}   [   دی r < n  ځکه  ] 
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∋mھرد چېليدل کيږي  ℤ   لپاره&q  په { e, &�, &�, .  .   .  , &-d�}  واقع کې
>     :پس .دی & >= {aÀ⎪ k ∈ ℤ} = { e, a�, a�, .  .   .  , ayd�}  

>|  چېڅرنګه  & >| = ord (a)پس  دی . =  |< &   په نتيجه کې.   |<
 ( i ) ثبوت شو.  

(ii)  ثبوت :  
“⟸”  

 ord(a) = n|s ⟹ ∃q ∈ ℕ   ; s = q . n    
                      ⟹  as  =  at.y   =  ( ay  )t   =  ( e )t   =  e   

“⟹ "    

  &o = � ⟹  � ∈ {k ∈ ℤ | &m = �} = . . ℤ               
               ⟹  ∃z ∈ ℤ;  s = n. z  ⟹  n|s 

(b) پس بايد که ھغه ډول نه وې   :ثبوتj  وا i چې وي موجود i ≠ j  ر ګم &Y =  i < j   چېکوفرض  ونږم.  دياعداد  طبعی   jوا  i دلته البته .  شې   *&
Y&  : صدق کوي = &* ⟹ &Yd* = �  

m& چې شوپيدا  kعدد  وي چېاخلونتيجه  له دې څخه =  ord(a)پس بايد .  شې �
پس . دی ، واقع کيږي  =ord(a)   ∞چېسره تضاد  دا دفرضېمگر.  وېمعين 
∋ i ,j   ∀ :بايد ℕ , i ≠ j ⟹  &Y ≠ &* 

� چېه روپګ هدو (∗,�)و ا (. ,G) :.5 1 ليما  ∈ G  و ا �� ∈  عينيتيې   � 
∋ a.ديعناصر  .دی G-Hom وي 
φ:G⟶ Xو لري ا (order)  مرتبه همعين  

⟹ ord(φ(a)) |ord (a)          (b)      φ injective      (a)  :بيا     ordPφ(a)Q =  ord(a)   
 ( a )   چېڅرنګه  : ثبوت  φ  وي G-Hom ليکلی شو پس  ید: Pñ(&)Q !"(Ò) = Pñ(&)Q ∗ ñ(&) ∗ …. 

                                 ∗ ñ(&) )    [  ( دفعه ) وارې  £��(&) ]  
            = ñ ( a . a . ... .a )    [  ( دفعه ) وارې  £��(&) ] 
            = ñ(a !"(Ò)) 
             = φ (e)  =  e�        [  قضيې له مخې   2.1  ] 
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  ⟹ ord(φ(a))| ord(a)       �    5.1   قضيې له  مخې     � 
          Pñ(&)Q !"Pu(Ò)Q  :(b)ثبوت 

                =  Pñ(&)Q ∗ ñ(&) ∗ …. 
                                     ∗ ñ(&) )    [ ( دفعه ) وارې  £��Pñ(&)Q ]  
    = ñ ( a . a . ... .a )         [  &  وارې  £��Pñ(&)Q ] 
    = ñ (& !"Pu(Ò)Q )                          ⟹  �� =  (ñ(&)) !"(u(Ò)) =  ñ (& !"Pu(Ò)Q )      

(�)ñ  :له بلې خوا  = ��   ⟹  ñ (& !"Pu(Ò)Q ) =  �� =  ñ(�)             
                  ⟹  & !"Pu(Ò)Q = �     [ injective  ñ     ځکه  ] 

)��£ له مخې  (a)د وا   ord(a)| ordPφ(a)Qبايد  ې له مخېقضي 5.1د پس  ñ(&)(| £�      ord(ñ(a)) = ord(a)  کې نتيجه په  .وې (&)�

�و ا روپوکي  ( ., G): 5.2 ليما ∈ &د که. دی عينيت عنصر دھغه    ∈   

:4&  لپاره = :P&dYQو ا   � = (&Y)d�   بيا. تعريف کړو:  

  < & >=  C aÖ D i ∈ ℤ } دروپ ګفرعی  وي G دی  .  

W  :ثبوت  = 0 , &4 = � ∈ < & > ⟹ < & >≠ 0   �, F ∈< & >  ⟹ ∃ ¬, . ∈ ℤ  ; � = &q   ∧  F = &-  
                     ⟹ � . Fd�   = &q  . (&-)d� 
                                       =  &q . &d- = &qd-  
                    ⟹ � . Fd�  ∈ < & >  

عين  په چېدی  G د روپ ګفرعی  ويې له مخې  قضي  3.2 د <a> کې نتيجه په
  . ھم دیروپ ګدورانی وخت کې 

  کوواستفاده  څخهليما ِد پورتنی پدی مثال کی  :مثال
( a )  غواړو د<f> په روپګ فرعی  Q6  پيدا کړو  f0 = e  , f1 = f , f2 = e  ⟹  <f> = { e, f } 

 ( b )  غواړو د<d> په روپګ فرعی  Q8  کی پيدا کړو       d1 = d , d2 = a , d3 = a.d = f , d4 = f.d = e   ⟹  <d> = { e, a,d,f } 
 ( c )  5>غواړو دÎ> په روپګ فرعی  (ℤ¼∗       پيدا کړو  کی(.,
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(5Î )1 = 5Î  ,  (5Î )2 = (25ÎÎÎÎ ) = 4Î  , (5Î )4 = 4Î. 5Î   =  20ÎÎÎÎ   =  6Î   ,   
(5Î )5 = 6Î. 5Î  =  30ÎÎÎÎ  =  2Î , (5Î )6 = 2Î. 5Î  =  10ÎÎÎÎ  =  3Î ,  

(5Î )7 = 3Î. 5Î  =  15ÎÎÎÎ  =  1Î 

 ⟹   <5Î> = { 1Î, 2Î, 3Î, 4Î, 5Î, 6Î} = ℤ¼∗  
    .وکړۍ  استفادهڅخه ليما    5.2د حل لپاره د : تمرين
( a )   د <b> په روپګ  فرعی D4  ، Q6  و  اQ8  کې پيدا کړۍ  
( b )     د <k>  او  <-I>  ونه پهروپفرعي ګ Q  کې پيدا کړۍ  
( c )  3> دÎ>  په روپګ  فرعی  (ℤU∗ ,.) , (ℤ��∗ ∗��ℤ)و  ا   (.,   کې پيدا کړۍ  (.,

ھم   (cyclic group )روپ ګدورانی  وي د روپګ فرعی ھر : 5. 2 قضيه
  . دیدورانی 

> چېروپ ګدورانی  وي  (. , G)که    : ثبوت � > = ∋ �و ا   عينيت يی  
  . دی G د  روپګفرعی  يو H  چېفرضوومونږ  .وېعنصر 
  . دیدورانی   <H=<eصورت په دي   H={e}    :حالت لمړی 
Y:  حالت دويم  ≠ {I}    � ≠  {�} ⟹ ∃F ∈ � , F ≠ �  

              ⟹ ∃¬ > 0 ; F = �q  �F ∈  �ځکه   
�q چېو،وانتخاب  m نی کوچترټولواوس  ∈ يوفرعې   H چېڅرنګه .وې   �

�q :ګروپ دی پس ∈ �   ⟹  �q , ( �q)2 , ( �q)3 , …. ∈ �  
               ⟹ < �q > ⊆  �    

� چېاوس غواړوثبوت  ⊆ < �q   . دی  <

 ℎ ∈ � ⟹  ∃ W ∈ ℤ ; ℎ = �Y  
           ⟹ ∃>, � ∈  ℤ  ; W = ¬> + � , 0 ≤ � < ¬  

           ⟹ �Y = �q;c!   = �q; . �! 
           ⟹ �! = �Y . �dq;   ∈ �            [ �q , �Y  ∈  [ ځکه    �

�q په عدد  ترټولوکوچنی  m مو چېڅرنګه  ∈ . کړی وهانتخاب  کی �
!� و ا  r < m چېمګرګورو ∈ �  . وې r  = 0پس بايد . دی  � = 0 ⟹ W = ¬> ⟹ �Y =  (�q);  ∈< �q >  

                    ⟹ � ⊆ <  �q > 

� چېثبوت شو  =< �q  . دیروپ ګدورانی  وي   <
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∗, ¼ℤ) :  5.1 مثال  . > يعنې .دی 3Î يي  (generator) ومولدا ید ګروپ  (cyclic) دورانیوي ( NÐ > = ℤQ∗   :ځکه .  

  £��(ℤ¼∗ ) = |ℤQ∗ | = 6     , ℤQ∗ = {1Î, 2Î, 3Î, 4Î, 5Î, 6Î} 
 (3Î)� = 3Î   (3Î)� = 9Ð = 7Î + 2Î = 2Î (3Î)� = 2Î. 3Î = 6Î  (3Î)T = 6Î. 3Î = 18ÎÎÎÎ = 2.7ÎÎÎÎ + 4Î = 4Î  (3Î)U = 4Î. 3Î = 12ÎÎÎÎ = 7Î + 5Î = 5Î  (3Î)¹ = 5Î. 3Î = 15ÎÎÎÎ = 14ÎÎÎÎ + 1Î = 1Î  

   .يځار7س ته  ∗¼ℤ دعناصر څخه ټول  Y   (i= 1,2,3,4,5,6)(3Î) د چېثبوت شو
>پس  3Î >=  ℤ¼∗   . دی  

 � =  {1Î, 2Î, 4Î}  دروپ ګفرعی  دورانی وي ℤ¼∗  دی  .   (4Î)� =  4Î  (4Î)� = 4Î. 4Î = 16ÎÎÎÎ = 14ÎÎÎÎ + 2Î = 2Î  (4Î)� = 2Î. 4Î = 8Î = 7Î + 1Î = 1Î  
> کې نتيجه په  4Î >= �   
∗��ℤ)د   : .15 تمرين  , . ) ، (ℤU , +)  ،  (ℤU∗ , . ټول فرعی ګروپونه پيدا کړی  (

    .دي دورانی چېاو ثبوت يی کړی 

&  او G - isom   وي : ñ   (.,G )   ⟶    ( *,G1)    :  .25  تمرين ∈     
   بيا. لري  ) order (مرتبه   هعينم

G cyclic (دورانی )  ⇔   G1  cyclic (دورانی ) 

�و اروپ ګ معين (cyclic)دورانی  وي  <a> =  ( . , G) : 5.3ليما  ∈ يي  
� وي پر nو ا  ord(G)=n که.  دی (identity)عينيت عنصر  ∈ ℕ  د قابل 

مرتبه  چېلري روپ وجود ګفرعی  يوازی يوصورت فقط په دې .  ویتقسيم 

(order)  مساوی  ييd  روپ ګفرعی  اوھغه وې< &vw   .  دی  <

>  ي له مخېقضي  5.2د  :ثبوت  &vw Ord(a) . دی  <G= <a دروپ ګ فرعی وي   < = |< & >| = n 

     ⟹  ay = e     �  ترټولوکوچنی طبعی   عدد  .�  (&vw)x  (R = 1,2, … , �) 

      ⟹   -
"  R < R لپاره�           . ≠   �  د �
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      ⟹   &vw .x  ≠ �      [ an = e  ترټولوکوچنی  عدد  چېدی n  [  ځکه

 &vw .x  = &- = R لپاره]       � =  [ د    �
"(vw&)   چېدی عدد  ترټولوکوچنی  d  چېاخلونتيجه  له دي څخه  = � ⟹  � =  £��(&vw) =  é< &vw >é  

> چېکړوثبوت  اوس غواړو &vw مرتبه  چې دی G دروپ ګفرعی  یيوازن <
(order) يي d که. وې  H چېوې  روپګ وفرعېي ھمدارنګه ھم  

 £��� = |�| = � وي له مخې قضی 5.2 د. کيږي   � ∈ ℕ   چېدی موجود � = < &û "(û&) ⟹ کيږي  < = يهقض   �           �  ~��¬&�    � ⟹  n| t. d                   [ هقضي    5.1   ]   ⟹     -
" |�   ⟹    

-
"  ≤ t   

 ⟹  &û ∈ <  &vw  >   ⟹   � ⊆< &vw >  

>d = |� |  é = څرنګه &vw >é پس  . دی� = (&vw)  

|| چېروپ ګدورانی  وي  <G=<a  که : 5.2مثال   =  ټول ھغه بيا.  وې 24

    وښيوشکل  په رافد ګ ونهروپګ فرعیټول وا وېتقسيم  د قابل پرې 24 چې اعداد

 = {&�, &�, … , &��, &�T = �} 

  

فرعی  ټولو دصورت په دی . نه وير دورانی ګروپ مګ معينوي  G که : نوټ
|�T| په ډول مثال د . دی لیچپي و تعين يوڅهروپګ =  وروپګ فرعی درګم دی 24

  . دی 30 شميريي 
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 :بيا.  دیعنصر عينيت e چې روپ ګدورانی  وي  (. , G) : 5.4 ليما 
  ( a )که G  معين وي (finite) مرتبه  چې وې روپګ(order)  يیn  بيا .ده  

,-ℤ)و ا    Gد      يعنې .دیموجود  G-Isom ترمينځ يو  (+ ≅ ℤ- 

( b )     مرتبهکه(order)   د G  غير معين(infinite) دصورت په دي . وې    

      G  و ا(ℤ,  يعنې.  دیموجود  G-Isom  ترمينځ   (+ ≅ ℤ 

& وپس ي دی ،روپ ګ (cyclic)دورانی  وي G چېڅرنګه  :ثبوت  ∈ موجود  
:ñ   .  شې   <G=<a  چې ید (ℤ, +) ⟶ (, . )    

           � ⟼ &m  : 	 _j^h]`\Zi]     

 a> = G> چېموجوده ده   a∈ Gدی پس يوه روپ ګ دورانی وي  G چېڅرنګه 
  شې

   � ∈  ⟹  ∃� ∈ ℤ   ;     � = &m = ñ(�) 
                   ⟹  ñ �������W�� :  H X − YZ[   �, � ∈ ℤ  , ñ(� + �) = &mc! = &m. &! = ñ(�). ñ(�)  

Ker ñ دروپ ګ فرعی له مخې يو ېقضي 2.4 د (ℤ, ې په قضي 3.6  د. دی   (+
�    فقط يوازې  حيثد فرعې ګروپ په  ℤکو7ې شی د    kerñ اساس��ñ = �يا  او     {0}��ñ = .ℤ    )   . ∈ ℕ   (شکل ولرې  

   ( a ) ثبوت :    ord(G) = n  ∧  <a> = G         ⟹ ñ(.) = an = e = a2n = ñ(2.)     [   قضيی په اساس  [ د 5.1 
    ⟹ n,2n∈ kerñ       ⟹ ker ñ ≠ {0}    ⟹ ker ñ  = .ℤ        ⟹ ker ñ  = .ℤ    

ℤاو  ñ(ℤ)د   G-Isomيو   له مخې) ھمو مورفيزم (  قضيي  3.19د   ���ñE  

-ℤ   يعنې. تر مينځ موجود دی   = ℤ .ℤE = ℤ ���ñE ≅ ñ(ℤ)  
ñ(ℤ)پس بايد  دی surjective وي ñ چېڅرنګه  = ℤ کېنتيجه  په  .شې  nℤE = ℤ -  ≅          

 ( b )ثبوت 
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 ord(G) = ∞   ⟹ Kerñ = {0}      [ (a)  نظر ] ⟹ ñ  injective     [  د     2.3 قضيی په اساس  ] 
 يعنې. دی G-Isom وي   ñکی نتيجهپه         ≅ ℤ    

,�a : 5.3قضيه   a�, … , ay ∈ ℤ∗ که وا� = gcd(a�, a�, … , ay)  بيا وې : 

( a ) < &�, &�, … , &- > = �ℤ  

        ∧   ∃   r�, r�, … , ry ∈ ℤ ; � = r�a� + r�a� + ⋯ + ryay   

( b ) �| aÖ  (W = 1,2, … , .) ⟹  � |� 

پس . دی   Ö ℤ&  د (generator)مولد  aÖھر  اساس په ليما 3.2د  : (a)ثبوت 
>  : کو7ی شووليکولھذا  a�, a�, … , ay > =  a�ℤ + a�ℤ + ⋯ + ayℤ 

                                 = { ∑ sÖaÖ│ sÖ ∈ ℤ-Y��  }  
> چېڅرنګه  &�, a�, … , ay ,ℤ) دروپ ګ فرعی وي < � وپس ي دی  (+ ∈ ℤ 
>  :  چېدی موجود  &�, a�, … , ay > = �ℤ =< � >  aÖ ∈ < a�, a�, … , ay > = �ℤ  

  ⟹  ∃sÖ ∈ ℤ  ;  aÖ = sÖk     (i = 1,2, … , n) 
  ⟹  � =    ��(a�, a�, … , ay)      a�, a�, … , ay وي  مشترک قاسم د  �� چېڅرنګه .دی )     يعنې ∈ �ℤ پس .  دی :  

  � ∈ �ℤ = &�ℤ + a�ℤ + ⋯ + ayℤ  
   ⟹  ∃r�, r�, … , ry ∈ ℤ  ;� = r�a� + r�a� + ⋯ + ryay  

( b )   که : ثبوتm د  قاسم مشترکو ي ھم a�, a�, … , ay  يعنې  . وې ¬ = ��(a�, a�, … , ay)   پس:  ¬ | aÖ (W = 1,2, … , .) ⟹   ¬|rÖaÖ     (i = 1,2, … , n)  
                                ⟹  ¬|r�a� + r�a� + ⋯ + ryay = k                                           ⟹  � = gcd(a�, a�, … , ay)  

,�a څرنګه چه a�, … , ay قاسم  لوی مشترک يو يواځی فقط(gcd) ،پس ولری 
�  :بايد = gcd(a�, a�, … , ay) = k  

  ی په اساس ليکی شوقضي 5.3د پس . دی gcd(9,12) = 3څرنګه  : مثال
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< 9,12 > = 9ℤ + 12ℤ = 3ℤ 
    کړورابطه ثبوت  غواړو پورتنیاوس 

  
h∈9ℤ + 12ℤ  ⟹ ∃a,b ∈ ℤ ; h = 9a + 12b = 3(3a+4b)  
                     ⟹ h∈3ℤ  ⟹ 9ℤ + 12ℤ  ⊆ 3ℤ 
h∈3ℤ  ⟹  ∃c ∈ ℤ ; h = 3c 
gcd(9,12) = 3  
   ⟹  ∃s,r ∈ ℤ ;  3 = r.9 + s.12  [ division algorithm    ] 
   ⟹  h = 3.c = ( r.9 + s.12 ).c = r.c.9 + s.c.12 
   ⟹  h∈9ℤ + 12ℤ   ⟹  3ℤ ⊆ 9ℤ +12ℤ   

  چېګروپ کې پيدا کړۍ ℤ)   (+,  په  dℤ  روپګ فرعی وي  : 5.3 تمرين  
( a )    < 40, 24 ,16 > = dℤ وې.  

  ( b )    < 45,12 > = dℤ وې.   
0 5.1 : تعريف ≠ aÖ ∈ ℤ   i=1,2,…,n)  (  اعداد د relatively prime  

   په نوم ياديږي ، که چيري)  داعدلمړنی انسبي (
    ���(a�, a�, … , ay) = rÖ ی له مخې بياقضي  3.7 د . ٻېو 1 ∈ ℤ    

(i=1,2,…,n)    ديموجود سره  وخواص 7ندي داعداد :  r�a� + r�a� + ⋯ + ryay = 1  

  : ځکه. دي  relatively prime   (rel -prim) له يوبل سره 9و ا 5  :مثال 
  

9 = 1* 5 + 4                         1 = 5 - 1 * 4 

5 =1* 4 + 1                             = 5 - 1 * (9 – 1 * 5) 

4 = 4 * 1+0                              = 2   *  5  - 1  * 9 

دي   relat-prime له يوبل سره  9و ا 5پس . دی gcd(9,5)=1 چېليدل کيږي 
،  2 = r  1- او = s  دي.  

� ،روپ ګ وي (. , G) :5.6 ليما  ∈ &و ا عنصرعينيت   ∈ مرتبه  همعين  
� ∀   :بيا.  ord(a) = n يعنې.  لري ∈ ℤ ; ord(&m) = -

z{� (-,m)  
�  که:  ثبوت  ≔ £��(&m)  و  ا� ≔ gcd (.,�mû&  :صورتپه دې . وي   ( =  (&m)û = �    ⟹ . | ��یقضي  �           �    د     5.1 

                              ⟹  -
�  | �. m�  
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m �  و  ا-

ځکه که  . دي) لمړني اعداد نسبی(  relative prime له يوبل سره   �

  :چېوې موجود  ∋ℕ m  بيا بايد يو . نه وېداسی 

gcd(
m �  ,  -

�  ) = m ≠  1  ⟹  ¬ | m �  ∧    ¬ | - �  

                                   ⟹  m.d |�  ∧   m.d |n 
  dدا د رګم. امکان نه لري   d = gcd(k,n)پس . دی   d m.d <  چېڅرنګه  

-و  ا  � mپس بايد  . دی خ4فانتخاب  د
  وې   relative prime بل سره له يو  �

  1 = (   چېڅرنګه 
-
�  , gcd(

m �    و    ا-
�  | �. m�  یله مخ ليما   3.3 د پس. دی 

-بايد  
�    چېاخلو نتيجه له دي څخه. صدق وکړې   �|

-
� ≤   دی  �

|v(m&)  : له بلی خوا =  (&-)} | = (�)} | = �  

� چېڅرنګه  = £��(&m) پهعدد  یترټولوکوچن ℕ  چېکې دی  (&m)û = �  

�  پس .کيږي ≤  -
  . دی  �

)��£  :کېنتيجه  په&m( = � = -
� = -

z{� (-,m)   
 ونږ دم: 5.4مثال  = {&�, &�, … , &�T = �&  .نيسو کېنظرپه روپ ګ  {� ∈  

< &� > = { &�, &¹, &º, &��, &�U, &�», &��, &�T = �}  
>د   &� �£ يعنې.  ده 8مرتبه  روپګ فرعی <�(< &� >) = �£   دارنګهھماو 8�(&�) = ,�&  : ځکه.   8 &�. &� =  &¹ = (&� )�          , &¹. &� = &º = (&� )�  &º. &� = &�� = (&� )T               ,   &��. &� = &�U = (&�)U  &�U. &� = &�» = (&�)¹              ,    &�». &� = &�� = (&�)¼  &�. &� = &�T = � = (&�)»  
¹(�&)  : ولرو   k = 6 ونږم که = &�»   &�.�» = &�». &�» = &�¹ = &�T. &�� = �. &�� = &��  &�.�» = &��. &�» = &�4 = &�T. &¹ = &¹  &T.�» = &�.�». &�» = &¹. &�» = &�T = �  
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¹(�&)��£ چېليدل کيږي  = ھم  بيا. کړوتطبيق   ليما که پورتنی. کيږي    4
  : 7سته راځې عين نتيجه 

£��((&�)¹) =  !"(Ò1)
z{� ( !"(Ò1),¹) = »

z{� (»,¹) =  »� = 4  

> که :5.7 ليما & > = ( , .   متناھی n چېوي روپ ګ (cyclic) دورانی وي (

� بيا دھرصورت په دې  . ولري   (finite order)مرتبه  ∈ ℤ  7نديلپاره دا 
  : کوې افاده صدق 

         =<  &m >    ⟺    gcd(., �) = 1  
> "  ⟹"ثبوت  & > =  = < &m > ⟹ £�� (&m) = .  

) ��£  : چېوليدل  کې مو ليما  5.6 په &m( = -
z{�(-,m)  

   ⟹ . = -
z{�(-,m)   ⟹  gcd(.,�) = -- = 1  

 " ⟸ " 

) ��£  چېکې وليدل شول ليما  5.6  په&m( = -
z{�(-,m)    اودفرضی له مخې gcd(. ,�) = )��£  n =   پس . دی 1&m( = -

z{�(-,m) = نتيجه  په وا  �-

>کې  &m >  =  
, -ℤ)   دعناصر (generating)مولد  ټولکو7يی شو له مخې ليما 5.7 د :  نوټ , ��ℤ) په ډول  مثال .پيدا کړوروپ ګ (+ ��ℤ  چېدی  روپګ دورانی (+ =< 5Î  . دي  ord(ℤ��  ) 12 =  وا <

  {� ∈ ℕ| 1 ≤ � ≤ 12 ∧  gcd(12,�) = 1} = { 1,5,7,11} 

لپاره   k = 7 د ليما 5.7 ونږ غواړو دم .ید  = 5Î a  کې مثال په دې چېڅرنګه 
  کړوتطبيق 

  (5Î)7 = 5Î + 5Î + 5Î + 5Î + 5Î + 5Î + 5Î=  35ÎÎÎÎ = 11ÎÎÎÎ  ⟹  <11ÎÎÎÎ > = ℤ�� 

��ℤ  ھمدارنګه =< 1Î >   = < 7Î   صدق کوې    <

> ∗ℤU = {   غواړو :مثال &Î > M:={&Î ∈ (ℤU∗ ,   .پيدا کړو  ⎮ ( .
  وا روپګدورانی  وي ∗ℤU چې کو7ې ثبوت سره به اسانی  

  =  ℤU∗     < 3Î   .دی    <
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  :پس. دی  )ℤU∗ ord 4 = (  چېڅرنګه 
{ � ∈ ℕ | 1 ≤ � ≤ 4 ∧  gcd(4,�) = 1} = { 1,3 } 

لپاره   k = 3  د ليما 5.7  ونږ غواړو دم .ده  = 3Î  aمثال   په دې چېڅرنګه 
 کړو تطبيق 

 (3Î)3 = 3Î . 3Î . 3 Ð  = 27ÎÎÎÎ = 2Î 
∗2Î > =  < 3Î >  =  ℤU > پس  ,M = { 2Îو  ا     3Î }  

   :5.4  تمرين
( a )   } = ℤ��∗ < aÎ > MÐ :={aÎ ∈ (ℤ��∗ ,  پيدا کړې  ⎮ ( .
( b )   } = ℤ�T  < aÎ > NÐ:={aÎ ∈ (ℤ�T ,  پيدا کړې  ⎮ (  +

  . دي  ونهروپګتبديلی  ونهروپګ  (cyclic groups)دورانی :5.8 ليما 

, ) که :ثبوت  . & وپس بايد ي.  وېروپ ګ دورانی وي ( ∈ >   چېولری وجود    & >= ,� شې    F ∈< & > ⟹  ∃ ¬, . ∈ ℕ ; � = &q  ∧  F = &-  
                   ⟹ �. F = &q. &- = &qc- = &-cq 
                               = &-. &q = F. �  
    ⟹  �£¬¬��&�W��  

. د : 5.2تعريف  ∈ ℕ   تابع  7نديلپارهEuler – function  په نوم ياديږي    φ ∶ ℕ ⟶ ℕ  
       . ⟼  ñ(.) = |{� ∈ ℕ | 1 ≤ � ≤ . ∧ gcd(., �) = 1}|  

� چېدی شمير  k ټول ھغودمساوی  (.)ñ يعنې ≤ ,.)gcd  وا  1 ≥  . �) =   په ډول مثال  د .  وې   1
n =1 ñ(1) = |{� ∈ ℕ | 1 ≤ � ≤ 1 ∧ gcd(1,�) = 1}| 
        = |{1}| = 1 
n =2 
φ(2) = |{k ∈ ℕ | 1 ≤ k ≤ 2 ∧ gcd(2, k) = 1}| 
        = |{1}| = 1 
n =3 
φ(3) = |{k ∈ ℕ | 1 ≤ k ≤ 3 ∧ gcd(3, k) = 1}| 
        = |{1,2}| = 2 
n =4 
φ(4) = |{k ∈ ℕ | 1 ≤ k ≤ 4 ∧ gcd(4, k) = 1}| 
        = |{1,3}| = 2  n =5 
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φ(5) = |{k ∈ ℕ | 1 ≤ k ≤ 5 ∧ gcd(5, k) = 1}|         = |{1,2,3,4}| = 4 n= 6 φ(6) = |{k ∈ ℕ | 1 ≤ k ≤ 6 ∧ gcd(6, k) = 1}|  = |{1,5}| = 2 n =7 φ(7) = |{k ∈ ℕ | 1 ≤ k ≤ 7 ∧ gcd(7, k) = 1}|         = |{1,2,3,4,5,6}| = 6 n= 8 φ(8) = |{k ∈ ℕ | 1 ≤ k ≤ 8 ∧ gcd(8, k) = 1}|         = |{1,3,5,7}| = 4 
(=)ñ  :بيا .ویعدد  )اوليه(ولمړنی ي p کهکيږي ،  ليدل  = |{� ∈ ℕ | 1 ≤ � ≤ = − 1 }| = = − 1 

1 ټولو  ځکه د ≤ � ≤ = −   کوېصدق  رابطه  gcd(k,p) = 1  لپاره 1

بيا دھغو عناصرو . وې  n روپګ دورانی G ديو   (order)که مرتبه  :  5.9 ليما
  . دی (.)ñ مساوې،  دي  G د (generator)مولد  چېشمير
څخه 7سته تعريف    ñ(.) (Euler function) دواليما   5.7د  ثبوت :ثبوت 
  .راځی 

,  ℤ�4) په ډول په مثال  د   (generator)  مولد د کې روپګدورانی  (+
  :ځکه .دی 4 عناصرو شمير

n= 10 
φ(10) = |{k ∈ ℕ | 1 ≤ k ≤ 10 ∧ gcd(8, k) = 1}| 
        = |{1,3, 7,9}| = 4 

, :ℤ)   وشميرپه عناصر  (generator) ومولدبيا د . وېعدد  )  اوليه(ولمړنی ي p که (=)ñ کې  (+ = = − , ℤU) په ډول مونږ دمثال د . دی  1 په روپ ګ (+
    وې ñ(5)    4 = 1- 5 = پس بايد. دی عددلمړنی  وي 5.  نظرکې نيسو

     ñ(5) = |{1,2,3,4}| = 4  
     ℤ U =< 1Î > = < 2Î > = < 3Î > =< 4Î > 

∗ℤU) د :نوټ , .  ñ(4) =  |{1,3 }| = 2  ده  Euler function  وهي  ñو  ا 4مساوی مرتبه  روپګ (
  :په پورتتی مثال کې .يوازي شمير د مولدوعناصرو معلومه وي 5.9ليما 

  < 2Î > =< 3Î ≥ =  (ℤU∗ , . )   ,   < 1Î > ≠ ℤU∗    

د اعداn او m 7نديوکړۍ او دا استفاده  څخه Euler function د :5.5 تمرين
 پيداکړۍ 
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    ( a )     m:= | {&Î ∈ (ℤ�¹ , +  ) | < &Î > = ℤ�¹  } |         
    ( b )     n:= | {&Î ∈ (ℤ¼∗ , . ) | < &Î > = ℤ¼∗  } | 

  : 5.3  تعريف

             ℤ-� ≔ {&Î ∈ ℤ-| & Ð : W.����W'R� (معکوس  قبلونکۍ  )} 
 (ℤ-� , .    په نوم ياديږي prime residue class group د ودی اروپ ګ وي(

.  :5.10 ليما ∈ ℕ و اφ وهي Euler function بيا.   ده :  (~ )  ℤ-� = C� Ð ∈  ℤ-  | gcd(.,�) = 1E 
(b )  |ℤ-� | =  ñ(.) 

�  :   (a) ثبوت Î ∈ ℤ-� ⟹ ∃�̅ ∈ ℤ- ;   1Î = �Î. �̅ = �. �ÎÎÎÎ  
            ⟹ 1 − �� ∈ .ℤ       [ له مخې ليما د  5.12   ] 
            ⟹ ∃� ∈ ℤ ; 1 − kr = sn 
            ⟹ 1 = �� + �. ⟹ gcd(., �) = 1 

            ⟹ ℤ-�  ⊆ {�Î ∈ ℤ- | gcd(., �) = 1} 
�  :له بلې خوا ∈ ℤ ; gcd(n, k) = 1 

         ⟹ ∃ �, � ∈ ℤ ; r. k + s. n = 1 

         ⟹ 1Î = �. � + �. .ÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎ =  �̅ .�Î + �̅ . .Î   
                 =  �̅ .�Î + �̅ . 0Î =  �̅ .�Î 

        ⟹   �Î  W.����W'R� ⟹ �Î ∈ ℤ-�  

�-ℤ:     ه کېنتيج په  = {�Î  ∈  ℤ- |   gcd(., �) = 1}       

��ñ   á�R د  ثبوت (b)د    ~�.��W£.  څخه 7 سته راځې .  
  prime residue class group ونهروپګ 7ندۍ له مخې ليما 5.10 د :مثال 

   :دي

 ℤ�� = {�Î  ∈  ℤ� |   gcd(1,�) = 1}  =   {1Î }  
 ℤ�� = {�Î  ∈  ℤ� |   gcd(2,�) = 1}  =   {1Î }  
 ℤ�� = {�Î  ∈  ℤ� |   gcd(3,�) = 1}  = { 1Î ,  2Î }  
 ℤT� = {�Î  ∈  ℤT |   gcd(4,�) = 1}  = { 1Î ,  3Î }  ℤU� = {�Î  ∈  ℤU |   gcd(5,�) = 1}  = { 1Î , 2Î , 3Î}  

ونه پيدا روپګ  7prime residue classندي له مخېليما  5.10 د :5.6 تمرين
  :کړۍ

(ℤ�¹� , . ) , (ℤ�4� , . ) و ا  (ℤ�¹� , . ) 
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  فصل شپږم 

 (Ring)            حلقه

,�)  جوړښت  الجبری وي :  6.1تعريف  ⨁  ,  یحلق سره د وخواص 7ندي د(⨀
(Ring)      په نوم ياديږي. 

( 1 )  (�,  . دی (commutative group)روپ ګ تبديلی وي (⨁
   يعنې:  "⨀“ ر نظ  (associative)اتحادی ( 2 )  

 
         (&⨀')⨀� = &⨀('⨀�)          (∀&, ', � ∈ � ) 

  يعنې:  ⨁-⨀  نظر  (distributive)توزيعی ( 3 ) 
  ∀&, ', � ∈ �  &⨀('⨁�) = (&⨀')⨁(&⨀�) ∧ ('⨁�)⨀& = ('⨀&)⨁(�⨀&) 

  ولرې دعنصر (identity)عينيت  ته "⨀“نظر  ګرين وي که
  Ring with identity  يعنې .په نوم ياديږي  ∃ê� ∈ �;  &⨀ê� = &        ( ∀& ∈ �  )  

  په نوم ياديږي (unity)واحد   د "⨀“ عنصر نظر  عينيت
    ويل (commutative)  ګرين تبديلیورته  .ویتبديلی ته  "⨀“   نظرR  که

   :که يعنې .کيږي
             ( ∀&, ' ∈  � )                        &⨀' = '⨀&  

,ℝ)  :مثال +, . ), (ℚ, +, . ), (ℤ, +, .   واحد  دھغوي چېګونه دي رين تبديلی  (
(unity)  ھمدارنګه .دی   “1“ يو عنصر (  ℤ-,  چېګ رين تبديلیو ي   (  .   ,+

    .دی   1Î يیعنصرواحد 
,�)  د پس له دي نږبهوم  :نوټ ⨁  ,  شرط په دي .ليکو (.,+,R)  پرځای  (⨀
  په a د و معکوسا  ”0“ه پعنصرعينيت  ته د “ ⨁ “نظر  .ونشېغلط فھمی  چې
-a  د ومعکوسا ”1“   پهعنصر واحد  ته "⨀"نظر . سره ښيو a  په  a-1   سره
   .ښيو

ℤ¹ :   6.1 مثال = {0Î, 1Î, 2Î, 3Î, 4Î, 5Î}  يرابط ه ګونيدو 7ندينظر  
 (Binary operation)    وي کې  ښودل شوې دهجدول  په چېته Ring    
  . دی) حلقه (
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5Î 4Î 3Î 2Î 1Î 0Î . 0Î 0Î 0Î 0Î 0Î 0Î 0Î 5Î 4Î 3Î 2Î 1Î 0Î 1Î 4Î 2Î 0Î 4Î 2Î 0Î 2Î 3Î 0Î 3Î 0Î 3Î 0Î 3Î 2Î 4Î 0Î 2Î 4Î 0Î 4Î 1Î 2Î 3Î 4Î 5Î 0Î 5Î 
 

     R=(0,1,2)  :  6.2مثال 
    شوې دهتعريف   (binary operation)رابطه دوه ګونې  7نديباندې دا   R پر  

 

 . ده) حلقه (  Ring  هوي   ( . , +, R) چېکړوثبوت  سره کو7ی شوه آساني پ
   مګر واحد عنصر نه لری

+  {     :6.1 تمرين ∈ r(2�2, ℝ)│+ = �& '� �� {  M:=    

البته دلته دوه ګوني رابطي د  .ده  (Ring)حلقه  وهي  (.,+,M)  چېکړۍ ثبوت  
   . متريکسو جمع او ضرب دي
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 : 6.2 تمرين

 S:= {2� + 1│� ∈ ℤ   } ,  R:= { 2x  │� ∈ ℤ  } 
  دي ونهګرين (.,+,S) وا (.,+,R)   ايا   

& د .دی ګرين وي(.,+,R)  :  6.1 ليما  ∈   يوه تابع  نديلپاره دا 7  �
  End G-  ده. 

�Ò: (�, +) ⟶ (�, +) 
          � ⟼ &. � 

   :ثبوت
  �, F ∈ �,�Ò(� + F) = &. (� + F) =  a.x + a.y 
                               = �Ò(�) + �Ò(F)         

ته  ”+“  عنصر نظر يی د عينيت (”0“) و صفر ا ګرين يو  (.,+,R) : 6.1 قضيه
,a د  . دی b, c ∈ R  7کوېصدق ي افاد نديلپاره دا. 

( 1 )     0 = 0.a = a. 0  

( 2 )    a.(-b) = (-a).b = -(a.b) 

( 3 ) (-a).(-b) = a.b    

( 4 )   )  a.(b-c) = (a.b) - (a.c 

 :  ثبوت ( 1 )

   (a . 0) + 0 = a.0 = a.(0+0)          [   خاصيت                              [   توزيعی  
                   =  (a.0) + (a.0)   

⟹         ] ی له مخېقضي 1.2د  [                      &. 0 = 0  
  . کيږي    a = 0.0 چېدې ډول ثبوت کيدای شې ه ھمپ 

 :       )2(ثبوت 
               0 = 0.b = (a +(-a)).b  =a.b + (-a).b  
       a. b = (-a ).b يعنې .دی (a.b) د (inverse)معکوس   b.( a-)پس لھذا 

  :کو استفاده  څخه)  6.1 ما يل (  تابع  �Ò  لپاره د ثبوت د:   )3( ثبوت 

 (-a).(-b) = ρdÔ(−b) = −PρdÔ(b)Q 
               = −(   −a . b) = a. b         

  :کواستفاده  څخه  �S  دھم  دلته  : )4(ثبوت 
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�Ò: (�, +) ⟶ (�, +)                                                                 
       ' − � ⟼  &. (' − �)  
 a.(b –c ) = �Ò(' − �) 
              = �Ò' − �Ò�     [G-Hom ”+“  وي   [   ځکه ρÔ      نظر

              = (&. ') − (&. �) 

a  و ي .دی عنصرسره(unity) واحد  د ګرين (.,+,R) : 6.2تعريف  ∈ R ته 
unit و يا اinvertible  په  ويل کيږی، که چيري  Rکې   d,c 7 و خواص نديد
 :يوموجود  سره

c.a=1   ∧    a.d=1 

   .وي معکوس پذيرښې و اچپ ته   ”.“  نظر a يعنې
 مثال 

( a ) د (ℤ, +, .   )  invertible(معکوس پذير  1و ا 1- په رينګ کې يوازې (
  .دي      

( b )   (ℚ, +, .   Unit يیعناصرڅخه نورټول  صفر لهغيرګ کې رينپه  (
  .يعنې معکوس پذير دي       

  ( c ) 2)  دℤ, +, .   . نه لري invertible  ) ( معکوس پذير  ھيچ ګرين (
  .نه لري عنصر  (unity)واحد  ځکه     

 ( d )  په  (ℤ¹ , + , .  .دي  5Ð و  ا   1Î   (invertible)معكوس پذير ګ کېرين (

, ℤU) پهر ګم + , .   دي  4 او      1Î     ،2Î    ، 3Îمعكوس پذير   (
  

 R په Ru که . عنصرسره دی (unity) واحد د ګرين وي (.,+,R)  :6.2  قضيه 
    :بيا . وېعناصر)   (invertibleمعکوس پذير د ټولو ت يسکې 

)1( S ∈ ��  , ' ∈ �, (  '. & = 1  ∨   &. ' = 1) ⇒ ' ∈ ��  

)2( (Ru  , .) دیروپ ګ وي. 

  :     )1(ثبوت 
                                                & ∈ �� ⇒ ∃� ∈ �; &. � =    b.a = 1 چېکوفرض                  1

  : بيا.  کوېصدق 
 ' = '. 1 = '. (&. �) = ('. &). � = 1. � = �   ⇒ a.b = a.c 
  ⇒ '. & = 1 = &. � = &. ' ⇒ ' ∈ ��    

              :                                                )2 (ثبوت  
,a  د چېبايد ثبوت شې   :رابطه دوه ګونې  a′ ∈ R�.a لپاره بايد  a′ ∈ R�  .وی  
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 a, &′ ∈ �� ⇒ ∃', '′, �, � ′ ∈ �; '. & = &. � = 1  ∧    '′. &′ = &′. � ′ = 1 (a.a’).( c’. c) = a.(a’.c’).c = a.1.c=a.c =1                                                              (b’.b).(a.a’) = b’.(b.a).a’ = b’.1.a’=b’.a’=1                              

 ⇒ &. &′ ∈ ��   1.1 = 1 ⇒ 1 ∈ ��  

  ∀& ∈ ��, ∃' ∈ �; &. ' = 1 ⇒ ' ∈ له مخې  ] ��  [  د (1)
  .دی  a د معکوس ته   ”.“نظر  b چې معنی دې په

³و ا ګرين وي (.,+,R)  : 6.3 تعريف  ≠ �Î ⊆  �  .�Î ګرينفرعی  د    

(subring) ياديږې، که چيرې  په نوم (�Î, +, .   .وي ګرين وي (

³، ګرين وي  (.,+,R) :  6.2ليما  ≠ � ⊆  ديوبل سرهافادی  نديدا7 بيا. �

  :ديمعادل 

( a )    � ګرينفرعی  وي (Subring)  دR دی. 

 ( b )ھر  د�, F ∈  :ورل هپارل  �
  ( i )    � − F ∈ S 

 ( ii )    �. F ∈ S 

(�) ثبوت  ⇐ (S)   :  ھم دیرينگ  خپله په ګرين فرعی ھر چېڅرنګه.  
,�)پس   +, . ,�) پس.  دی ګرينيو  ھم (   .دی (+,R) دروپ ګفرعی  وي (+

فرعی  د � ځکه . کوېصدق  ھم (ZZ)  .کوېصدق  (��)   ی له مخېقضي  3.2 د 
    .لري  خواص په حيث دا ګرين

(S) ثبوت ⇐ ,�) چېاخلو نتيجه څخه   (i) د:  (�)  ويی په اساس قضي 3.2د  (+
  . دی(+,R)  دروپ ګ فرعي

اتحادی  چېڅرنګه .ده تطبيق د قابل � پر عمليه”.“ چې اخلونتيجه څخه  (��Z) د
(Associative)  توزيعی او(Distributive) خواص په R پس ، کې صدق کوې

,�)په نتيجه کې . کوېھم صدق کې  � په +, .   .دی R د ګرين فرعی وي (
  :مثال

  )a ((ℚ, +, . ), (ℤ, +, . ,ℝ)ګونه د رينفرعی   ( +, .   .دي  (
  )b ( (¥ℤ, +, . ,ℤ) د ګرين فرعی وي ( +, .   واحد  دبدون .   دی (

     “ 1 „عنصر        
 )c (که (�, +, .     ګونه د ھغه ديرينفرعی  {0}و ا R په خپله ،وې ګرين وي (
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(d)    ) ℤ M(nxn,  ګ درين فرعی وي ) ℝ M(nxn,   دی.  

 : 6. 3مثال 
( a )  شوی دیتعريف  ډول ندي7 په سيت � د:  

 S:= {   �& 00 0�  │ & ∈ ℝ} } 
S ګ درينفرعی  وي ) ℝ  M(2x2, متريکس دی نديدا7 واحد عنصريی چې،  دی   
     

        �1 00 0� 

  يعنې . دی عنصر واحدد  ,ℝ  M(2x2 (د  خ4فواحد عنصر Sد 
  

       �1 00 0� ≠    �1 00 1� 

( b ) M:= {+ ∈ r(2�2, ℝ) }, S:= {+ ∈ r(2�2, ℝ)│+ = � & '−' &� } 
 S  يوsubring       په    (M,+,.)ځکه. کې دی:  + = � & '−' &� , B =  � � �−� �� ∈  S  

A – B = � & '−' &� − � � �−� �� =  � & − � ' − �−' + � & − �� ∈ �  A.B = � & '−' &� . � � �−� �� =  � &� − '� &� + '�−'� − &� −'� + &�� ∈ S  
  .کې دی (.,+,M)په subring  يو  S مخېليما له  6.2د 
,�)  : 6.4 تعريف  +, .   .دی (+,R)د  روپګ فرعي وي Iو ا دی ګرين وي  (
�∀                                                                                          :په نوم ياديږي ، که چيري  left-ideal د   ∈ �, ∀& ∈ ê ⇒ �. & ∈ ê         (        ê.� ⊆ ê   يعنې   )                                                                ê    د right-ideal   که يږي،يادپه نوم :         (     ê.� ⊆ ê     يعنې   )  ∀� ∈ �, ∀& ∈ ê ⇒ &. � ∈ ê        
I ته ideal كه ويل کيږيê    وي left-ideal  و اright-ideal وی .  

متريکس  د وجمعانظر ضرب      R:=M(2x2, ℚ)چېونږپوھيږو م:  4 .6مثال 
  : يعنې .ګ دیرين وي
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(R,+)       ( a ) روپ ګ تبديلی وي)commutative    (دی . ∀+, | ∈ � ⇒ +. | ∈ �      ( b ) 
  ( c )   کويصدق ګ نورخواص ھم رين د . 

 :يعنې. دیمتريکس واحد  يی عنصر واحد وا متريکسصفر عينت متريکس د 

0 = �0 00 0�,     E2 = �1 00  1� 

  : و شکل تعريف  7نديسيت په   � د اوس

     L:= {   Ë0 =0 >Ì | =, > ∈ ℚ  } 
L  و ي Left ideal   د) RRRR=M(2x2) , ℚ  ځکه.  دی :  

  �0 00 0� ∈ � 

A = �0 &0 '�  , B = �0 �0 ��  ∈ �  
 ⇒  A + B = �0 & + �0 ' + �� ∈ � 

-A = �0 −&0 −'�  ∈ � 
  . دی  (+,R)  دروپ ګ فرعی وي ی له مخېقضي  3.1 د  (+,L)پس  

                                :پرھغه ع4وه 

    D = �� F� �� ∈ rP2�2, ℚQ 

D . A = �� F� �� . �0 &0 '� = Ë0 �= + F�0 �= + �>Ì ∈ � 

  . کې دی  M(2x2, ℚ) په  Left ideal وي Lپس 

⊇ د:  6.3 تمرين �  S   )  R  ډول 7نديپه سيت    )دی مثال رينګ   6.4د 
  :شوی دهتعريف 

                 S:= {   �� F0 ��  ⎮ �, F, � ∈ ℚ   } 
 .دی  R د ) ګرين فرعی (  Subring وي  S چېۍ کړثبوت 
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 : 6.4 مرينت     

 } + ∈ r(2�2, ℝ)│+ = � & '−' &� , &�  + '�   ≠ 0  M:= {  

  دی  رينګ تهمتريکس  “.„و ضرب  ا “+„نظرجمع    (.,+,M) ايا 

,�) : 6.3 قضيه  +, . �و ا سرهعنصر  1“ „واحد د  ګرين وي  ( ⊆  :بيا. �

  

 

 

": ثبوت ⇐   .دهواضح له مخې تعريف ايديال  د  "

"ثبوت ⇒      . دی ايديال وي  �  چېده واضح  بيا . وې  {0} = �  که  :"

 :بيا. وې  {0} ≠ � که 

  ê ≠ ϕ ∧  ê ≠  {0}      ⟹ ∃& ∈ ê  , a ≠ 0 ] 0                      ])3( د ∈ �, & ∈ ê ⇒ 0. & = 0 ∈ ê                     & ∈ ê ⇒ −& = −(1. &) = −1. &   ⇒ −S ∈ � ∀   a, b ∈ ê ⇒ & + ' ∈ ê                 [     (2)  ] ⇒  (ê , +) is Subgroup (فرعي گروپ    )   [  قضيه      3.1  ] 
 ⇒ I is a ideal            [  (3)      ]  

 :مثال
 )a  ((R,+,.) {0}. دی ګرين وي  (Zero-ideal) و اR  دیايديال  خپله.  

  ( b )    په(ℤ, +, . ,ℤ]) ګ کې درين (  :ځکه . دیايديال وي روپګفرعی   (+
              ∀   � ∈ ℤ, .� ∈ .ℤ ⇒ .�. � = .(�. �) ∈ .ℤ 

(c) (ℤ, +, . ,ℚ) د ګرين فرعی وي ( +, .   :ځکه. نه دیر ايديال ګ، مدی (

                   
�� ∈ ℚ, 1 ∈ ℤ, �� . 1 = �� ∉ ℤ 

 دي ګرين وي (.,+,R)      6.3:ليما
( 1 )  (Ii)  په ايديال R کې دي،   J: = {1, … , n} .  که I: =∩ iϵJ Ii وي، بيا I    

  دیايديال  وي ھم    
 

( 2 )  I  يو اديال اوS فرعی رينګ په  يوR بيا. کی دی:  

(1) ê ≠ ³ 

(2) &, ' ∈ ê ⇒ & + ' ∈ ê 

(3) � ∈ �, & ∈ ê ⇒ �. & ∈ ê يک ايديال ê 
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( a ) فرعی رينګ په  سيت يو 7نديداR  کی دی  S + I = { x+y │ � ∈ S , y ∈ I  } 
( b )  I S ∩   يو اديال پهS کی دی 
 .کې دی (+,R) په روپګ فرعی وي له مخې ليما  3.11 د I:  ثبوت

 &ϵI , rϵR ⇒  a ϵIÖ   ( ∀ iϵJ) 
                ⇒ �. a ÷êY   (∀ i÷ë)     [  [    ځکه IÖ    ديايديال 
                ⇒ �. a ÷ê       

 . دیايديال  وي ھم  ê په نتيجه کې
 :(2)ثبوت
( a ) 

u, w∈ S+I  
  ⇒  ∃ u1,w1∈ S  ∧  ∃ u2,w2∈ I ; u = u1+u2 , w = w1+w2  
  ⇒  u – w = (u1 - w1) + (u2 - w2) ∈ S+I   
u.w = (u1 + u2) . (w1 + w2)  
      = u1 . w1 + (u2 . w1+ u1 . w2 + u2 . w2) 
u1 . w1∈ S       [فرعی رينګ S ځکه   ] 
u2 . w1+ u1 . w2 + u2 . w2∈ I     [   اديال  I ځکه   ] 

∋u. wکینتيجه په  S+I   و  اS+I  استرينګ فرعی  مخېليما له  6.2 د  
  :(b)ثبوت

w∈ S ∩ I   ⇒  ∃ a∈ S  ∧  ∃ b∈ I ; w = a   , w = b  
                 ⇒ w.x  = a.x = b.x       (∀ x∈ S  ) 
                 ⇒ w.x  = a.x∈ S  ∧  w.x = b.x∈ I  
                 ⇒ w.x ∈S ∩ I   

  .دی  S داديال  وي S ∩ I  کينتجه په 
�:ñ  .دي  هګرين هدو (.,+,S)و ا (.,+,R)  : 6.5 تعريف →    د �

Ring homomorphism    R- Hom)  (د چېپه دې شرط . په نوم ياديږي 
,aھر  b ∈ R  وکړيصدق  يافاد 7نديلپاره  ñ(& + b) = ñ (a) + ñ(b) ∧ ñ(&. ') = ñ(&). ñ(') 

شرط ھم ع4وه  نديپه ځينو کتابوکی د رينګ ھومومورفيزم په تعريف کی 7 :نوت
  کوی  
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	(
� ) = 
\ 
  رمونږ دلته دپورتنی شرط  څخه صرف نظر کوو ګم

   Ring Monomorphismوي، د   injectiveيو R-Hom  هک 

(R-Monom) ،که په نوم  surjective وي دEpimorphism Ring   
 (R-Epim) اوکهbijective وي د Ring Isomorphism   (R-Isom)  په
  .نوم ياديږي 

که په نوم ياديږي  Ring Endomorphism  (R-Endo)د R-Hom وي  
 وي ، د   bijectiveپه عين وخت کی چې  R-Endo يو. وي  = R  Sچيري  

Ring Automorphism (G-Auto) په نوم ياديږي. 

ñ(0� ) :بيا وي،  \Éو  0R  صراعن عينت ګورين S او R که د = 0s 
  :ځکه

   ñ(0�) = ñ(0� + 0�) = ñ(0�) + ñ(0�)  ⟹ ñ(0� ) = 0s 

,ö) چېپوھيږو:  6.5مثال   +, .  يو  تابع  7نديدا چېاوس ښيو. دی ګرين وي (
R-Hom ده    

                    ñ: (ö, +, . ) → (ö, +, . )  
                      � = (� + Z�) ↦ zÐ = (� − Z�)     

�  : حل = � + WF  , �� = �� + WF� ∈ ö  

� )ñ  يعنې. دی G-Homته يو   ”+“   نظر ñ  چېکې مووليدل مثال  2.1 + ��) =   ñ(�) + ñ(��) 
  :له بلې خوا

  ñ( �. ��) = ñP(� + WF). (�� + WF�)Q 

               =  ñ(��� + WF�� + W�F� − FF�)  

       = ñ(��� − FF� + (F�� + �F�)W)  

      =��� − FF�) − (F�� + �F�)W 
ñ(�). ñ(��) = (� − WF). (�� − WF�)   

                  = ��� − WF�� − W�F� − FF�  

                  = (��� − FF�) − (F�� + �F�)W 
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.� )ñکېنتيجه  په ��) = ñ(�). ñ(��)   

     :شويدهتابع تعريف  7نديدا  نه ديګ بارين   ,+,¥ℤ) . (  پر  :  6.6 مثال
                       	: ℤ2  ⟶  ℤ2   
                          �̅  ⟼ �Î  .  �̅  = (�̅)2  	 وي R-Hom ځکه. دی:  
  xÎ, FÎ  ∈   ℤ2    ñ ( �̅ + FÎ ) = (   �̅ + FÎ ) � = ( �̅)2 +  �̅. FÎ +  �̅. FÎ + (FÎ)2   

.̅� د FÎ   لريامکان  ونهحالت 7نديه دولپاره  
.̅�     0Î  =  :حالت لمړۍ  FÎ   ñ ( �̅ + FÎ )  = ( �̅)2 +  (FÎ)2  =   �̅. �̅ + FÎ. FÎ   =  ñ(�̅) + ñ(FÎ)       

.̅�     1Î =:      حالتدويم  FÎ     �̅. FÎ  =  1Î  ⇒ �̅ =  1Î  ∧    FÎ =  1Î  ñ ( �̅ + FÎ ) =   ( �̅)2 +  �̅. FÎ +  �̅. FÎ + (FÎ)2  
                            = (1Î)2 + 1Î. 1Î + 1Î. 1Î + (1Î)2 = 4Î = 0Î ñ ( �̅) +  ñ ( FÎ)   =   ( �̅)2 + ( FÎ)2   
            = 1Î. 1Î  + 1Î. 1Î = 1Î+ 1Î = 2Î = 0Î 

̅� ) ñ      کېنتيجه  په  + FÎ )  = 0Î = ñ ( �̅) +  ñ ( FÎ)    ñ ( �̅. FÎ) = ( �̅. FÎ)2 =  (  FÐ   )2  .  (  �̅ )2   
      =  (  �̅ )2 . (  FÐ دیتبديلی              ]    2(               ℤ�        ا ځکه         ] 
      = ( �̅ ) . ñ (FÎ)            

    .دی  R-Hom وي 	   يپه نتيجه ک 

:	                      :شوې دهتابع تعريف  7نديګ باندې رين ,+, ℤ) . ( په :  5 .6 تمرين ℤ  ⟶ ℤ    
                     �  ⟼ 2� 

  ید  R-Hom وي  	ايا 
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  : دي  R-Hom  توابع نديدا 7 نديبا ګرين  ,+, ℤN) . ( پرايا  :  6.6 تمرين
 

( a )         	: ℤN  ⟶ ℤN 
                 xÎ  ⟼ x̅ . xÎ  = (xÎ)2   
( b )      	: ℤ�  ⟶ ℤ� 
                 xÎ  ⟼ x̅ . xÎ . xÎ = (xÎ)3   

  :  6.7تمرين  
( a )  وه ي تابع  7نديې دا کړۍ چثبوتR-Aut  ده    

                    ñ: (ö, +, . ) → (ö, +, . )  
                      � = (� + Z�) ↦ (� − Z�)     

( b )   وه ي تابع 7نديکړۍ چې داثبوتR-Isom  ده      R: = {+ ∈ r(2�2, ℝ)│+ = � & '−' &� } ñ: (ö, +, . ) ⟶  R       z= a+ib  ⟼  � & '−' &� 
  

∋aو اعنصر   (unity) واحد يي "1" ، ګرين وي (.,+,R)   6.8 :  تمرين � 
  يوه تابع  نديدا7 چېکړۍ ثبوت  .دیعنصر (invertible)معكوس پذير يو
 R-Aut ده .  Laaaa : R⟶ � 

           x⟼ & � &d� 

په نوم  Prime Ideal د� ايديال  وي. دی ګرين وي (.,+,R) :  6.6 تعريف 
  :ياديږي که چيرې

( i )   ê ≠ � 
( ii )  ∀�, F ∈ � , �. F ∈ ê ⇒ � ∈ ê  ∨  F ∈ ê 

 :مثال 
( a ) په (ℤ  ,+,.) د ګ کیرين pℤ   وي سيت Prime Ideal پدی شرط چه، دی  P ويعدد  ولمړنیي  
pℤ            :  حل ≠ ℤمثال په ډولځکه د. دی   p=3په 4 لپاره pℤ  شامل ندی  .  

,a  :له بلی خوا  b ∈ ℤ  , a. b ∈ p ℤ  ⇒ p│a. b  ⇒ p│a  ∨   p│b                                          ⇒ a ∈ p ℤ   ∨     b ∈p ℤ   
  دی    prime idealوي   pℤ په نتيجه کی
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 (.,+,  2ℤ)په . دی Prime Idealو ي سيت   p2ℤ د ګ کیرين (.,+,  ℤ) په   
2  :ځکه. نه دیپرايم اديال يو اديال   4ℤد يګ کرين ∈ 2ℤ    ⇒   2.2 = 4 ∈ 4ℤ    
2ر ګم ∉ 4ℤ 

�:ñو ا ګهرين هدو (.,+,S)و ا (.,+,R)  که:   6.4قضيه  →  R-Hom وي �
   : بيا.  وې

( a )    ker ñ  پهايديال  وي R کې دی .  

( b )      ñ(�)وي   subring ) په) ګرينفرعی S  کې دی . 

 ( c ) که ñ وي surjective   و اI پهايديال  وي R صورت  په دي . کې وېñ(ê) 
 . کې دی S په ايديال  وي

  “+„     نظرکې  R پهروپ ګفرعی  وي kerñ ی له مخېقضي 2.4 د :  (a)ثبوت 
∋r  دی  ته � , � ∈ kerñ   ⇒   ñ(�. �) = ñ(�).  ñ(x)  = ñ(�). 0 = 0 

                          ⇒    �. �  ∈ kerñ    
            دیاديال   وي  kerñ  کې نتيجهپه 

Im(ñ) له مخې  یقضي 2.4 د:  (b)ثبوت  = ñ(�)  په روپګ فرعی وي S  کې
  .دی"+"  نظر  

 ��, �� ∈ ñ(�) ⇒ ∃��, �� ∈ �;  ñ(��) = ��  ∧  ñ (��) = �� 

ñ(��. ��) = ñ(��). ñ(��) =  ��. ��  

 ⇒ ��. �� ∈ ñ(�) 

د قابل  (�)ñ پر (Binary operation) رابطه نهه ګودو "." د چېوليدل شو
  . دی  S د ( Subring)حلقه فرعی  وهي (�)ñ   کېنتيجه  پهپس  .ده  تطبيق

فرعی  ويله مخې تعريف د ايديال د پس ,  دیايديال  وي I چېڅرنګه :  (c)ثبوت 
  S  دروپ ګفرعی وي ی په اساسقضي   3.3 د ñ(ê) وا ھم دی (+,R) پهروپ ګ

'  . دی ∈ ñ(ê), � ∈ �      ⇒ ∃a ∈ ê ∧  � ∈ �; 
        ñ(&) = ' , ñ(�) = Surjective  دی ]    � ∋r.a [   ځکه   ñ  وي    ê       [ ید ê  وي   ايديال  ه ځک     ] 
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 ⇒ �. ' = ñ(�). ñ(&) = ñ(�&) ∈ ñ(ê)     
    '. � = ñ(&). ñ(�) = ñ(&�) ∈ ñ(ê)      

  . دی S پهايديال  وي ñ(ê) کې نتيجه

ê ، ګونهرين هدو (.,+,S)و ا (.,+,R):  6.5 قضيه ⊆ �:ñ وا � →   وي �
  R-hom بيا  .دی:  

ñd�(ê) کې  Sپه ايديال  وي         �    .کې دی R پهايديال  وي    ⟸
                            :ثبوت

 r1,r2  ∈ φd�(ê)  ⇒ φ(��), ñ(��) ∈ ê 
                        ⇒ �(��) + ñ(��) = ñ(�� + ��) ∈ ê    
                        ⇒ �� + �� ∈ ñd�(ê) 
  r ∈ �, �� ∈ ñd�(ê)            ⇒ ñ(�) ∈ �  ⋀  ñ(��) ∈ ê     
        ⇒  ñ(�). ñ(��) ∈ ê       [     [   ځکه I دی  اديال    
        ⇒  ñ(�. ��) = ñ(�). ñ(��) ∈ ê                                                         

        ⇒ �. �� ∈ ñd�(ê)   
  ñd�(ê )  پهايديال  وي  په  نتيجه کې R  کې دی  . 

) مجموعه(set  ونږم. کل دي R پهاديال  وي Iو ا ګو ريني (.,+,R) :  6.7تعريف

I دټولو left-coset په R کي په �/ê  يعنی .سره ښيو: 

�/ê ∶=   { a + I │ &÷� } 
 و اديالا دی (ablean group)روپ ګتبديلی  يو  +,R)(ګ رين نظر په تعريف د

I په  روپګوفرعی نورمال يR کي دی .(�/ê,  قضيي له مخي نظر 3.18 د (+

  :دی (factor group)روپ ګ فکتور يو وتهرابط7ندي دوه ګونه 

 + ∶ �/ê  � �/ê        ⟶   �/ê 
      (& + ê , ' + ê )  ⟼  (& + ê ) + (& + ê ) = (& + ') + ê   

  :کووتعريف باندي 7ندي ډول   ê/�دوه ګونه رابطه پر  “.„ اوس

. ∶  �/ê � �/ê           ⟶  �/ê 
   (& + ê , ' + ê )  ⟼  (& + ê ). (& + ê ) = (&. ') + ê   
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,ê/�) په نتيجه کي +, . په نوم  (factor ring) ګفکتوررين دوا دی ګرين وي (
   .ياديږي

,ℤ¹) ونږدم: مثال +, .  په 7ندي سيت I چه په ھغه کي د، کي نيسونظرپه  ګرين (
,I:= {0Î  :شويديتعريف  ډول 2Î, 4Î}     

  I پهاديال  وي ℤ¹  ځکه. کي دی:  
,ℤ¹)په  روپګ فرعیوي I: لمړی   . دی ( +
Î& ∀   :کويصدق ھم طه رابدا 7ندي :  دوم ∈ ê  ∧  ∀ 'Î ∈ ℤ¹   ⟹    &Î. 'Î  ∈ ê             

,ℤ¹/ê)  ګپس  فکتوررين +, . = ℤ¹/ê   :لريشکل  7ندي  (   {&Î + I | &Î÷ℤ¹ } = { I, {1Î, 3Î, 5Î} } 
H   که مونږ  ≔ {1Î, 3Î, 5Î}پدي صورت، وليکو :  

 ℤ¹/ê = {   I, H } 
. په خپله دي H د و معکوسا I ييعنصر عينيتله مخي  يرابط دوه ګوني  “+„ د

 :ځکه
   I + H = {{0Î, 2Î, 4Î} + C1Î, 3Î, 5ÎE = { 0Î + 1Î, 0Î + 3Î, 0Î + 5Î, 2Î + 1Î,   

               2Î + 3Î, 2Î + 5Î ,  4Î + 1Î , 4Î + 3Î ,4Î + 5Î } 
         = {1Î, 3Î, 5Î, 3Î, 5Î, 1Î, 5Î , 2Î , 3Î} = C1Î, 3Î, 5ÎE = H H + H = {C1Î, 3Î, 5ÎE + C1Î, 3Î, 5ÎE 
          = { 1Î + 1Î, 1Î + 3Î, 1Î + 5Î, 3Î + 1Î, 3Î + 3Î, 3Î + 5Î , 

                5Î + 1Î , 5Î + 3Î , 5Î + 5Î } 
          = {2Î, 4Î, 0Î, 4Î, 0Î, 2Î, 0Î , 2Î } =   { 0Î, 2, 4Î} = I 

, ℤ¹/ê) کي نتيجهپه . کويصدق  ھم خواص نورروپ گد   روپگ تبديلیوي (+

,Î&  د رابطه يدوه ګون  “.„باندي    ℤ¹/ê پر .دی 'Î ∈ ℤ¹  لپاره په 7ندي ډول 
Î&) : شويدهتعريف  + ê ). P'Î + ê Q = P&Î. 'ÎQ + ê         

  ℤ¹/ê په ډول مثالد. لري جوړښت الجبریي له مخي رابطدوه ګوني  “.„ د:  &Î =  3 Ð  , 'Î =  5Î    ⟹   &Î. 'Î + ê = 3Î. 5Î + { 0Î, 2Î, 4Î}  = 3Î + { 0Î, 2Î, 4Î} 
                                             = { 3Ð , 5Î,1Î } = � ∈ (ℤ¹/ê ,   . )   

, ℤ¹/ê)پس . کوي صدق ه پر نورو عناصرھمرابطدوه ګوني  دا +, .  فکتور (
  دی ګرين
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     A  )   : ( theorem of ring homomorphism-6.5 ضيهق

�:ñو ا ګهرين هدو (.,+,S) ، (.,+,R) که → پدي صورت ، وي R-Hom وي �
     Ker ñ/�  او (�)ñ دی چهموجود  R-Hom ويترمينځ   Sو ا Ker ñ/� د بيا

(�)ñ:  يعنی. ديايزومورف سره   ≅ �/Ker ñ   
  :ثبوت

 A-6.6 د  I/�پس . ښيوو  I ھغه پهو ا دیاديال  وي Ker ñ له مخي يقضي 4.6 د
 دی ګفکتوررين وي له مخي تعريف 
 :کي نيسونظرپه تابع  اوس دا 7ندي 

   e ∶  �/I ⟶ S         a+ê ⟼  ñ(&)  eP(& + ê) + (' + ê)Q =  eP(& + ') + êQ    [ له مخي  يقضي  [ د  3.18 
                                 =  ñ(& + ')   

                                 = ñ(&) +  ñ(')   [  R-Hom  يو  ñ  ] 
                                 =  ψ(a + I) +  ψ(b + I)   eP(& + ê). (' + ê)Q =  eP(&. ') + êQ     [ له مخي تعريف  [    د “....„   
                              =  ñ(&. ')   = ñ(&). ñ(') 
                              =  ψ(a + I).  ψ(b + I)   

  .دی    R-Hom وي  ψ  کي نتيجهپه 
  Z[h]`\Zi]  g :  e(& + ê) =  e(' + ê) 

    ⟹   ñ(&) =  ñ(')  ⟹  ñ(&) −  ñ(') = 0o      
    ⟹  ñ(& − ' ) = 0o   ⟹  & − ' ∈ ê     [  I = ker ñ    ځکه  ] 
    ⟹    a + I = b + I        [ د  3.11   قضيي له مخي  ] 
    ⟹  e  injective 

F  :له بلي خوا ∈ ñ(�) ⊆ �  
  ⟹   ∃� ∈ � ; ñ(�) = F  ⟹   e(� + ê) =  ñ(�) = F  
  ⟹  e ∶  �/I ⟶ ñ(�)    surjective 

(�)ñ  :  کي نتيجهپه   ≅ �/N 
    B  )   : (theorem of ring isomorphism-6.5قضيه 

 :بيا ، ګ کي ويرين  (.,+,R)په اديال  Iو ا ګرينفرعی  S که
( 1 )  �/S ∩ I و ا� + ê)/I ( ګونهفکتوررين(factors-ring)  دي  
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( 2 )  (� + ê)/I ≅ �/S ∩ I   
S/�يعنی (       ∩ I  و ا(� + ê)/I ديايزومورف  ګرين يوبل سره ( 

  : پوھيږوله مخي ليما   6.3 د:( 1 )ثبوت 
 � + ê په ګرينفرعی  وي R ، S ∩ I  و ا � پهاديالI  پهاديال � + ê کي دي.  
S/�پس    ∩ I و ا� + ê)/I ( ګ فکتوررين(ring-factors ) دي  

:ñ  :ده  R-Homتابع  له مخي 7ندي يقضي A-6.5د : ( 2 )ثبوت  � ⟶ �/ê  
    & ⟼ & + ê ñ(�) =  { s + I |s ∈ S } 
        =  { (s + v) + I |s ∈ S, v ∈ I}      [3.11 نظر به قضيه   ]    
        = (� + ê)/I             [ñ   نظر به   تعريف   ]    

ñd :ده  R-Isomتابع   له مخي 7ندي يقضي  A-6.5 د ∶ �/���ñ ⟶ ñ(�)  
         a.kerñ ⟼ ñ(&) 

S کي مووليدل چه (1) په ∩ I  پهاديال S فرعی قضيه پر  3.19دپس . کي دی 

  ده  R -Isom  تابعدا7ندي يعنی . کويصدق  ھم  S ګرين

 ñd ∶ �/S ∩ I → ñ(�)  
           a.kerñ → ñ(&) 

(�)ñ څرنګه چه   ≅ �/S ∩ I  و اñ(�) = (� + ê)/I په نتيجه کي دي، پس:  (� + ê)/I  ≅ �/S ∩ I 
، په نوم ياديږي Principle Ideal کې د ګرين R په� ايديال وي  : 6.8 تعريف 
   .ولرېعنصری يوزيوا�  که

S .ګ دیرين وي  (.,+, R ) : 6.9 تعريف  ∈ Sو ا � ≠ É.  
  a د Left-zero-divisor   (l.z.divisor)  )په نوم )   قاسم صفر چپ د

� که چيرې يو. ياديږي ∈ � ، � ≠ É   چېموجود وې  a.b=0  شې.  
   Right-zero-divisor (r.z.divisor) وي ته aصورت په دې .  b.a=0 که
 بيا. وي r.z.divisorو ھم ا a  l.z.divisor که .ويل کيږې)  قاسم صفر د ښې  (

  .په نوم ياديږې) قاسم صفر( zero divisor ھغه د
په نوم    Ring without zero divisorد  ګرين (.,+,R) وي : 6.10تعريف 

�  :ياديږی که چيري�, �� ∈ � , ��. �� = 0 ⇒ �� = 0  ∨   �� = 0 

 .نشته  zero-divisor  ھيڅ  بلڅخه صفر بی له يعنې



  Algebra  ---------------------------------------------------- الجبرمعاصر     
  

 

173 
 

�:	  که . دي سره (unity)واحد  د ګهرين هدو (.,+,S)و  (.,+,R)  : 6.6قضيه  → د  يافاد نديبيا دا7. وې(surjective)  فو سورجکتيا R-Hom وي �
  :ديمعادل  هيوبل سر

( 1 )  S بی له zero-divisor ) و  ا) قاسمصفرÉ ≠ 
 
( 2 ) ì��ñ وي Prime ideal دی. 
(¥)"ثبوت  ⇐ (
)" :    �, F ∈ �, �. F ∈ ì��φ  

         ⇒ φ(�. F) = 0          ⇒ φ(�). ñ(F) = ñ(�. F) = 0           ⇒ φ(�) = 0  ∨   ñ(F) = ځکه   S  بدون قاسم صفر  ]     0 ]          ⇒ � ∈ ì�� ñ   ∨    F ∈ ì�� ñ  [ prime Ideal ñ  يک  1 [ ځکه   ∈ � ⇒ ∃� ∈ �, ñ(�) = ñ  يو سوريکتيف    ]   1  [ ځکه  
          ⇒ � ∉ ì��ñ      [  0 ≠    [   ځکه  1

          ⇒ ì��ñ ≠ � 
��ì ی له مخې قضي   6.4د ñ چې شوپس ثبوت . دیايديال  وي ì��ñ وي 

Prime ideal  دی.  


)"ثبوت ) ⇐   .دی zero-divisor بې له S چې لمړۍ ښيو : "(¥)

 ��, �� ∈ �, ��. �� = 0 
    ⇒ ∃�, F ∈ � ; 
          �� = ñ(�)  ∧    �� = ñ(F)   [   فسورجکتي ñ     ]    
   ⇒ 0 = ��. �� = ñ(�). ñ(F) = ñ(�. F) 
   ⇒ �. F ∈ ì�� ñ 
   ⇒ � ∈ ì�� ñ    ∨    F ∈ ì�� ñ   
   ⇒ ñ(�) = 0  ∨    ñ(F) = 0    [   prime ideal  يو  ì��ñ  ] 

   ⇒ �� = 0     ∨     �� = 0 
  .دی) قاسم صفر( zero-divisor له بی  Sپس  

É کې  Sپه  چېشې بايد ثبوت  اوس ≠ 
  .صدق کوې  
  :صورتپه دې . وې  1= 0 که

 1 = ñ(1) = 0 ⇒ 1 ∈ ì�� ñ ⇒ �. 1 = � ⊆ ì��ñ       [    ايديال  وي ì��ñ          [    ځکه
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��ì له بلې خوا  ñ ⊆ ��ì کې نتيجه پهپس .   دی � ñ = د  مګردا. کيږي �
Prime ideal  0 پس بايد. دیتضاد  سره  تعريف ≠  .وې  1

،    “1“يی عنصر (unity)واحد  چې ring  (R,+,.) تبديلي  يو : 6.11 عريفت É ≠ 
 يعنې .دوييا هماپه ن Integral domain د وې  no-zero-divisorو ا  
  :بايد

 ��, �� ∈ � , ��. �� = 0  ⇒ �� = 0  ∨   �� = 0 
�  وياا�, �� ∈ � , �� ≠ 0  ⋀  �� ≠ 0 ⇒   ��. �� ≠  0 

,Pℝپه ډول مثال د +, . Q   , (ℚ, +, . ) , Pℤ, +, . Q  و اPℂ, +, . Q اينتګرال دومين  

integral domain ) (  دي.  

,ℤ¹) چېې مووليدل ک مثال  6.1په  +, .    integral domain رينګ دی مګر (

.2Î ځکه .ندې   3Î = 6Î  =  0Î  2ر ګمÎ  3و  اÎ  0  د خ4فÎ ديا . 
∋ℤ[i] = { a + ib │ a,b  په نوم ياديږي Gaussian integers 7ندې سيت د :تعريف   ℤ } ⊂ ℂ 

,Pℂ د رينګ فرعی وي ℤ[i]: مثال +, . Q و اintegral domain ھم دی  

∋a + ib,c+id  :حل  ℤ[i] a + ib – (c+id) = (a-c) + i(b-d) a – c , b-d ∈  ℤ  ⟹ (a + ib) –(c+id)∈  ℤ[i] (a + ib).(c+id) = ac + ibc + iad –bd = (ac – bd) + i(bc + ad) (ac – bd) , (bc + ad) ∈  ℤ  ⟹ (a + ib).(c+id) ∈  ℤ[i] 
,Pℂ د رينګ فرعیويله مخي  ليما 6.2 د ℤ[i] کې نتيجهپه  +, . Q دی.  

,Pℂ څرنګه چې +, . Q  پس دیرال دومين ګاينت وي ،ℤ[i] دی ھم. 

ℤU   : 6.7مثال = {0Î, 1Î, 2Î, 3Î, 4Î}    جدول  نديپه 7 چېته  "." و ا"+"   نظر
  . رينګ  دی يو ،يشوې دتشريح   کې

    4Î 3Î 2Î 1Î 0Î + 4Î 3Î 2Î 1Î 0Î 0Î 0Î 4Î 3Î 2Î 1Î 1Î 1Î 0Î 4Î 3Î 2Î 2Î 2Î 1Î 0Î 4Î 3Î 3Î 3Î 2Î 1Î 0Î 4Î 4Î 
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 4Î 3Î 2Î 1Î 0Î . 0Î 0Î 0Î 0Î 0Î 0Î 4Î 3Î 2Î 1Î 0Î 1Î 3Î 1Î 4Î 2Î 0Î 2Î 2Î 4Î 1Î 3Î 0Î 3Î 1Î 2Î 3Î 4Î 0Î 4Î 
 

 

 (ℤU, +, .   . دی  "1Î"  يیعنصر (unity)واحد  چېرينګ  تبديلي وي (

 ℤUوي  Integral domain    ځکه. ھم دی , . )   (ℤ.∗  په   یقضي 3.22د
 .   وېعدد  اوليه وي   nچېپه دي شرط  ،دیروپ ګ اساس يو

      'Î, &Î  ∈  ℤU ,  &Î ≠ 0Î   ∧   &Î . 'Î = 0Î    

            ⇒ 'Î = 1Î. 'Î  = ( & Ð )d�.&Î . 'Î = ( & Ð ) d� . 0Î = 0Î 

             ⇒  ℤU    Integ-domain 

 اينتګرال دومينر ګم.دی ګرينوي (.,+,R) چېپوھيږو .=:ℝ M(2x2,  R (:مثال

integral domain) ( ځکه. نه دی:  

 A = �1 00 0� , B = �0 01 0�  ∈ R 
A.B = �1 00 0�. �0 01 0� = �0 00 0� 

 نهصفر Bو ا A رګم .دیمساوی صفر Bو ا A د حاصل ضرب چېليدل کيږي 

  :ځکه. نه دی گتبديلی رين R  .يد

B.A = �0 01 0�. �1 00 0� = �0 01 0� ≠ A.B 
  يی عناصر عينيت چې integral domain (.,+,S) وا (.,+,D) :مثال

D ∈ 0D   ،  ∈ S  0S  واحد  وا(unity) 1 يیعناصرD ، 1S   پر. دي  
  R:= DxS   شوي دي تعريف  يبطارباندې دا 7ندې دوه ګوني    
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 + ∶ � × � ⟶ � 
                                         (&, ') ⟼ & + ' 

 ∙ ∶ � × � ⟶ � 
                                        (&, ') ⟼ & ∙ ' 

  :بيا .وې ) = d2,s2) bو ا a = (d1, s1)  که يعنې

a + b = ( d1,s1) + (d2,s2) = (d1+d2,s1+s2) 

a . b = ( d1,s1) . (d2,s2) = (d1.d2,s1.s2) 

  (R,+,.) ګرين تبديلی وي  (commutative ring)  يیعنصرعينيت  چېدی 

(0D,0S) يیعنصرواحد  وا  (1D,1S)  رګم . دی  integral domain نه دی .

  :ځکه

(1D,0S) . (0D,1S) = (1D . 0D,0S . 1S ) = (0D,0S) 

رحاصل ضرب ګم .ديصفرد خ4ف  (0D,1S)و ا (1D,0S) چېيعنې ليدل کيږي 
 .دیمساوی صفر يی

,�) :تعريف +, . �:φکه يوه .دی integral domainيو ( ⟶ ℕ4 7دينتابع د 

 :وي هخواصوسره  موجود

( i ) φ(a) ≤  φ(a. b)       (∀ a, b ∈ R ∖ {0}) ( ii )  ∀ a, b ∈ R ∖ {0}   , ∃>, � ∈ R ;  a = bq + r 
φ(r) لپاره بايد   r  ≠ 0  دلته د ≤  φ( b) وې  

R   د φ سره يوځای د Euclidean Domain ونږھغه پهم. يياديږ هماپه ن    

(R, ñ) سره ښيو. 

,Pℤ  ونږپوھيږوچېم  :مثال +, . Q چې، کړوثبوت  غواړو. دیرال دومين ګاينت وي   ℤ ته يوتابع  ندي7نظر  Euclidean Domain  دی:  

φ: ℤ ∖ {0} ⟶ ℕ4 
      a ⟼ |a| 0 ≠ a,b ∈ ℤ    



  Algebra  ---------------------------------------------------- الجبرمعاصر     
  

 

177 
 

φ(a) = |a| ≤ |a|. |b| = |ab| = φ(ab) ⟹ (i) 
  :له مخې division  algorithm   د.  کړوثبوت  (ii) اوس غواړو  

 ∃>, � ∈ ℤ ;  a = bq + r     ( 0 ≤ r < b ) 

r = 0 ⟹ φ(0) = |0| <   |b| = φ(b)       [   b≠ 0 ځکه    ] 
r ≠ 0  ⟹  φ(r) = |r| < |b| = φ(b)      [  0 ≤ r ځکه     ] 

 .دی Euclidean Domain وي (ℤ, ñ) کې نتيجهپه 

,R)     :  6.12تعريف +, .      .دیعنصر  (unity)واحد  يی "1" چېګ رين وي (

R مشخصات معين  (finite characteristic)که چيرې يو  ،لرېn∈ ℕ  د  
 . يسره موجود وخاصيت  ندي7
 

   0=1+1+1+…+1      ( n terms ( )  دفعه(وار    n )) 
  وي n.1 =0  يعني    

  : يعنې. ويل کيږي  (charactiristic) همشخص R ته د n ترټولوکوچنۍ ھغه ډول

char(R): = min{n ∈ ℕ │ n.1=0} 
 

 همشخص غير معين  R  په ھغه صورت بيا. موجود نه وې n ډول يو که ھغه
infinite characteristic  )   ( لري اوورته zero characteristic ھم واې. 

 char(R)=0 يعنې 

 ځکه.  لرې (infinite characteristic)ه مشخصه غيرمعين ګرين ℤد : مثال  
<n ھيڅ   .  ېش n .1=0   چېنه پيداکيږي    0

1 , 1+1 , 1+1+1 , 1+1+1+1, .  .   .    = 1,2,3,4,  .  .  .  

  =char(ℤ) 0 پس .نه نسېتكرار صورت  ھيڅ چېليدل کيږي 

 رينګ په نظرکې ونيسو  -ℤکه د 

  1Î    , 1Î + 1Î , 1Î + 1Î + 1Î, 1Î + 1Î + 1Î + 1Î,      .   .   .  
  :يعنې .نيسېتكرار صورت )  دفعه(وارې   nدلته پس د   
 

 0Î , 1Î, 2Î, 3Î, .   .    .   . , (n − 1ÎÎÎÎÎÎÎÎ) , 0Î, 1Î, 2Î, 3Î, .   .    .   .  , (n − 1ÎÎÎÎÎÎÎÎ), 0Î 
    



  Algebra  ---------------------------------------------------- الجبرمعاصر     
  

 

178 
 

( يعني   = 0Î    1Î    n . ( .  پسℤ-  ګ رين  finite characteristic)همعين 
char(ℤ-)يعني  .  لري ) همشخص = n 

معينه  واعنصر   (unity)واحد  چېګ دی رين وي .,+,R ) (  : 6.7 قضيه 
        :بيا. ≠char ( R ) = p   0  يعنې .لري)    characteristic ( مشخصه

( a )   p . a = 0         ∀& ∈ � 

( b )  R  integral domain  ⇒ = ∈ t �  وي لمړنۍ  عدد  =� 
&   (a)ثبوت  ∈ � ⇒ =. & = =. (1. &) = (=. 1). & = 0. & = 0  
�∃  (b)ثبوت , � ∈ ℕ ; = = �. �  

    ⇒ 0 = =. 1 = (�. 1). (�. 1)  

    ⇒ �. 1 = 0 ∨ �. 1 = ���.W دی� 0 − وي ¬£�      � ځکه  � 
  

   . ده  )   charact (  مشخصه  Rھم د   sويا ا r   چېاخلو نتيجه  له ھغه څخه
� چېڅرنګه . � ≤     p  کې نتيجه په. وي s = p اويا  r = p پس بايد دی   =

  . دیعدد  )اوليه(ولمړنۍ ي
∋ a,b,c  : بيا.دی integral Domain وي (.,+,D)  :  6.4 ليما æ  , � ≠ 0      &. � = '. �       ⇒ & = ' 
  . دیاختصار پذير ته "."   نظر  integral domainيعنې

    a.c = b.c    ⇒  a.c - b.c  = 0 0 = a.c - b.c  = (a - b) .c    :ثبوت 
    ⇒ & − ' = 0  ∨ � = 0         [ integral domain وي  D  [ ځکه

    ⇒ & − ' = 0        [c≠   [ ځکه 0
    ⇒ & = ' 

دمثال  .نه دیرينګ اختصارپذيريعنې  .ليما د رينګ لپاره صدق نه کوی  6.4 :نوټ
   :رينګ کې ( . ,+, ¤ℤ) پهپه ډول 

  2 Ð . 3Î  = 6Î  = 0Î = 12ÎÎÎÎ = 3Î . 4Î 
Ð 2 مګر  ≠ 4Î   دی  
  اديال  وي کې  Rپه   I , سره) واحد (   unityد  رينګ  وي (.,+,R)  : 56. ليما
êو ا ≠ په ھغه . ولريعنصر   (invertible)معکوس پذير  وي  I که  . {0}

&∃  : يعنې.  دی  I=R بيا  صورت ∈ ê ∧ ' ∈ �; &. ' = 1 ⇒ ê = �  
  : ثبوت 
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& ∈ ê ∧   & W.����W'R� ⇒  ∃' ∈ �; '& = 1  � ∈ � ⇒ � = �. 1 = �. ('. &) 
                 = (�'). & ∈ ê    [   دیايديال   وي   ê ځکه       ]  
         ⇒ � ⊆ ê  

ê   چېله بلې خوا پوھيږو  ⊆     = I  R پس .دی  �

∋ a,b   .دی integ-dom وي )     (.,+,D :مثال æ 

  ( a )  که�ℎ&�(æ)    دمثال په ډول . غيرمعين وی ℝ  بيا د . حقيقي اعداد
Binomial             اساس پهفورمول: 

 (& + ')� = &� + 2. &' + '� (& + ')� = &� + 3. &�' + 3&'� +  '�  
 ( b )  که �ℎ&�(æ) =     :بيا. وې  2

 (& + ')� = &� + 2. &' + '� =   &� + 0 + '� =  &� +  '� 

)�&�ℎ ځکه     æ( = '&2بايد   قضی له مخی  6.7پس د . دی  2 =      وې  0
 ( c )  که �ℎ&�(æ) =   :  بيا. وې  3

 (& + ')� = &� + 3. &�' + 3&'� +  '�  
              = &� + 0 + 0 +  '� =  &�  +  '� 

)�&�ℎځکه      æ( = .3بايد   قضی له مخی  6.7پس د . دی  3 &�' = 0     

  وې2'&3   0 =  او     
 integral domainفورمول تابع د  Binomialالجبر کې د په  چېيدل کيږي ل

اوس غواړودا حالت په . دی)    characteristic (د مشخصه )  Field  اويا  ( 
   .ډول مطالعه کړوعمومي 

�&�ℎو ا integ-dom وي  (.,+,D) :6.6ليما (�) = = ≠   : بيا. ید 0
 
 ( a )   (& + '): = &: + ':          (∀a,b ∈ D  ) ( b )  ñ: æ → æ       
                � → �: 

φ   يوæ − æيعني  (  ¬£.£¬ −   د  φ. دی)  ��W.����Wاو  ¬£�
   frobenius function    يږييادپه نوم .  

  :پس. دیتبديلی  D چېڅرنګه  : (a)ثبوت 

 = &:. ': (&. '): = ':. &:   ∀&, ' ∈ D  , 
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  :ليکی شو مخېله    binomial formel د   

(& + '): = &: + =&:d�. ' + =. (= − 1)2!  &:d� . '�
+ =. (= − 1). (= − 2)3!  &:d� . '� 

                         + ⋯ + =&':d� + ':  

په  ھريو بيا  نور. څخه صرف نظروشې :'و ا :& کې د معادله که په پورتني
 :شکل لري 7نديډول  عمومې

:.(:d�).(:d�)…..(�d5c�) �.�.�….! &:d! . '!  
 فرض شوی دی ≥p-1    ≤ r 1 دلتهالبته 

 k: =   (:d�).(:d�)…..(�d5c�) �.�.�….!         , s:= 1.2.3....r 

 sپر    p.kپس بايد . مثبت تام عدد دیيو p.kپه اساس  binomial formel د 
پس . قضی له مخې يو اوليه عدد دی 6.7او د   p>r چېڅرنګه .  قابل د تقسيم وې

  :يعني. باندې قابل د تقسيم وېs  پر kبايد 

  =   (:d�).(:d�)…..(�d5c�) �.�.�….!   k  له مخې قضيی 6.7پس د  . طبعې عدد دیيو: 

:.m
o &:d! . '! =  :.(:d�).(:d�)…..(�d5c�) �.�.�….! &:d! . '! = 0 

(& + '): = &: + 0 + 0 + ⋯ + 0 + ': = &: + ': 

    : ( b)  ثبوت

 �, F ∈ æ ;  ñ(� + F) = (� + F): = �: + F:   �     (&)  د  �       

                                = ñ(�) + ñ(F) 

ñ(�. F) = (�. F): =  F:.   �: =   �: . F:  [  تبديلی   æ ځکه    ] 

⟹  ñ  R-Hom 
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  	  Z[h]`\Zi]    :  � ∈ ���ñ ⇒  ñ(�) = 0 ∧  ñ(�) = �:
 

    ⇒ 0 = �t = �. �. � … .   [= د,)�]  �
    ⇒ � = 0        �W.��� − وي ¬£�  æ    � 
    ⇒ ker ñ = {0} 

 . دی  injectiveوي   ñچېاخلونتيجه  له مخې قضيی 2.3 له دي څخه د
  دی  R-monomيو    ñ  په نتيجه کې

   Integ-Domain وي  ℤN چېڅرنګه . کې پيدا کړو  ℤN په    º(2Î)غواړو :مثال  

º  = ( (2Î)� )3  = ( (1 Ð(2Î)  وکړو استفاده  څخه ليما   6.6لپاره حل  کو7ی شو دپس .  دی  Char(ℤ�) = 3و ا  + 1 Ð)� )3  

        =    ( (1 Ð)�   + (1 Ð)� )3  =    (1 Ð)�   + (1 Ð)�    = 2 Ð  

  استفاده وکړۍڅخه ليما   6.6 حل لپاره د  د  6.9:تمرين 

( a ) (2Î)Tº     په   (ℤQ,+,.)  کې پيدا کړۍ  

( b )    (2Î)»    په  (ℤ¥,+,.)  کې پيدا کړۍ 

( c )       (3Î)�Uپه  (ℤ�,+,.)  کې پيدا کړۍ 

( d )   (D,+,.)  وي integ-dom و ا�ℎ&�(æ) =  a,b∈D. ده  11
          (a+b)121 پيدا کړۍ 

x    کړوحل کې  ℤU  په خطی معاد7ت  اوس غواړودا 7ندې   :مثال  +  3ÐF   =  2Î   3Ðx +  2ÐF  =  2Î    
---------------------------   3ÐX +  3Ð .  3ÐF =   3Î . 2Î    = 6Î = 1Î  3ÐX +  2ÐF      =   2Î 
-------------------------------  3Ðx +  4Ð . F =   1Î       3Ðx +  2ÐF  =   2Î 

------------------------------- 

   3Ðx   +  4Ð . F =   1Î      
 -  3Ðx   - 2Î F  =  - 2Î 
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  2Ð  F  = -  1Î =  4Î     ⇒    3Ð . 2Ð  F   =  3Ð  . 4Î     ⇒ y = 2Î  3Ðx +  2Ð  .  2Ð     =   2Î  

   ⇒    3Ðx =   2Ð  - 4Ð   =  -  2Î =  3Ð     [2Î +  3Ð =  0Ð  ⇒  -  2Î =  3Ð  [ ځکه   

   ⇒ 2Î. 3Îx = 2Î . 3Î  ⇒  x = 1Î 

  :مثال   
  3Ðx +  2Ð . F =   0Î      
  2Ðx +  1ÐF  =   4Î 

,¼ℤد  يمعادلپورتنی غواړو لمړی +, . لمړی اول . کړوحل  کی ګرينپه  ) (
 وضرب 3Ð  په معادله  دويمهوا وضربکی  2Ð په  عادله  م
   6Ðx +  4Ð . F =   0Î       6Ðx +  3ÐF  =   4Î.  3Ð  =  12ÎÎÎÎ=  5Ð  

  6Ðx +  4Ð . F =   0Î      − 6Ðx  − 3ÐF  =   4Î.  3Ð  =  12ÎÎÎÎ= − 5Ð  
  F = - 5Ð    =  2Ð            [   5Ð+ 2Ð  =  0Ð   ⇒   2Ð  =  2Ð  - 5Ð  [   ځکه   
  3Ðx +  2Ð . F =   0Î   
 ⇒  3Ðx = - 2Ð . F = - 2.Ð 2.Ð  = -4.Ð  =  3Ð 
      5Ð  . 3Î.x =  5Ð  .  3Ð  ⇒ x =  1Ð  

,ℤU د يمعادل وپورتنیړاوس غوا +, .  یړلم .و ړکحل  رينګ کیپه   ) (

6Ðx +  4Ð   ضربو سره  3Ð معادله دويمه وا 2Ð   دمعادله  . F =   0Î                 ⇒  1Îx +  4Ð . F =   0Î  6Ðx +  3ÐF  =   4Î.  3Ð  =  12ÎÎÎÎ    ⇒ 1Îx +  3ÐF  =  2Ð   
 1Îx +  4Ð . F =   0Î 
-1Îx -  3ÐF  = - 2Ð  ⇒ y = - 2Ð  =  3Ð   ∧  x = - 4Ð . F = - ( 4Ð  .  3Ð  ) = -  2Ð   =  3Ð    

  :ټنو

( a )  د چېڅرنګه ℤ¹, +, .  :، پس نه دی integ-Domain ويرينګ   ) (

 4Îx = 0Î  ⇒  x = 0Î  ∨  x = 3Î 
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 (  b )  د  چېڅرنګهℤU, +, .  :، پس دی integ-Domain ويرينګ   ) (

 4Îx = 0Î  ⇒  x = 0Î    
,¼ℤ په يمعادلخطی  7نديدا :مثال +, . �   کوو حل  له لياری متريکس کی د ) ( −  2ÐF +  2Ð � =  3Î  3Ð  � − F +  2Ð � =  4Î 

                                  2Ð� + F −  � =  1Î  
  لريشکل  7ندييي  متريکسد ضرايبو 

 

A = �1Î − 2Ð  2Ð 3Ð  1Î  2Ð 2Ð  1Î −1Î�  ,      ' = � 3Ð 4Ð 1Ð� 

 

(+, ') = � 1Ð − 2Ð  2Ð  3Ð 3Ð 1Î 2Î 4Î 2Ð 1Î −1Î 1Î� 

 

ی ړلم بيا . کوو جمع  سره ضربواود دويمی کرښی کی 3Ð - کرښه په یړاول لم
    کی ضربواود دريمی کرښی سره جمع کوو   2Ð -منفی کرښه په 

  

� 1Ð − 2Ð  2Ð  3Ð 0Ð 0Î −4Î − 5Ð 0Ð 5Î −5Î −5Î� 

 
 - 4Ðz =  3Ðz = −5Î = 2Î  ⟹    3Ð.( 3Ð)-1.z =  2Ð.( 3Ð)-1 ⟹  z =  2Ð.  5Ð       [ 3Ð .  5Ð =  1Ð ⇒  ( 3Ð)-1 =  5Ð    ځکه   ] ⟹  z =10ÎÎÎÎ =  3Ð 5Îy =  5Ð � −  5Ð     

. 5Î    وضربکی     1-(5Ð ) پهمعادله پورتنی  ( 5Ð)d�F =  5Ð. ( 5Ð)d� � −  5Ð. ( 5Ð)d� ⟹ y = z - 1Ð =  3Ð -  1Ð =  2Ð  x =  3Ð +  2Ðy -  2Ðz =  3Ð +  4Ð −  2Ð .  3Ð  =  7Ð −   6Ð  =  1Ð  
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  :6.10 تمرين

 ( a )  په ليمعاد 7نديدا ℤ¼, +, . 3Ð   یړکحل  کی ) (  � +  6ÐF   =  6Î   4Ðx +  5ÐF  =  4Î    

 ( b )   په ليمعاد 7نديداℤU, +, . 3Ð  یړکحل کی   ) (  � +  1ÐF   =  2Î   2Ðx -  3ÐF  =  1Î    
 

 ( c ) 7 پهذيل  ليمعادخطی  نديدا ℤ¼, +, .  ی ړکحل له لياری متريکس کی د  ) (

  

    2Ð� + F +  3Ð � =  5Î � − F +  � =  4Î 

                                    � +  3ÐF +  � =  5Î  
   

  . لري  “unity   (  „1  ( واحد چې ګرين وي  ) (  .,+,R :  6.13 تعريف
    R[x]: = { t(�) = ∑ &Y  �Y  │  &Y ∈ �   Y∈ℕ� } 

R[x]   ګرين تبديلی وي  “.„ وا+“  „  نظر ) (Commutative Ring   چې  دی 

   دی  P(x) = 1    يیعنصر)  unity (واحد  

R[x],+,.)  (  ته Polynomial Ring   ويل کيږي 

  =(�) ∈ R[x]   د   Polynomial   )  نظر )پولينوم  Rګ ته  ياديږيرين    .  

   , )اعداد تام( ℤ   نظر Polynomial Ring  وي ) ℤ   (.,+,[x]  :مثال

 ℚ [x],+,.) (   نظرℚ  )اعداد ناطق  ( ,  ℝ [x],+,.)   (   نظرℝ )اعداد حقيقی( 

∋ f1(x) = 5 + 2x + 3x2 :دمثال په ډول. ته دی  ¼ℤنظر   ) ¼ℤ  (.,+,[x]او  ℤ[x]  
f2(y) = 2 + 
¥y + y3 ∈ ℚ[y]  
f3(z) = 2 + √2 
¥z2 + √3z5 ∈ ℝ [z]  
f4(t) =  3Î + 2Î t2 + 4Ît3 ∈ ℤQ[`] 
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و ا  “1„ يی عنصر)   unity( واحد چې ګرين وي  )  (  .,+,R    :  6.14 تعريف
R[x],+,.)  (  د ھغه  Polynomial Ring  دی  

  t(�) = �  &Y  �Y ∈  R[x]    
Y∈ℕ�

 

  
  :شوی دهتعريف ډول  ندي7 په (�)tد   ) degree  (درجه   
≠که  0     t(�) وې 

               deg (p(x)) =  max{ W ∈ ℕ4 │&Y ≠  0 }  

    وې دهتعريف ش  deg (p(x))   ∞ - =  بيا. وې (�)t = 0که 
   )  پولينومثابت  (  Constant Polynomailوی دصفر يیدرجه  چېپولينوم  

  ∋p(x) = c   ) R  (   c    په ډولمثال  د  .په نوم ياديږي
  مساوی P(x)  د درجه چېولرو   P(x) ∈ R[x]  , Q(x) هپولينوم هدو که مونږ

m او د Q(x)    مساویn  بيا.  وې : 

deg(P(x).Q(x)) ≤ m + n   ∧   deg( P(x) + Q(x) ) ≤ max(m,n) 

    راکړل شوي ديپولينومی  7ندي په رينګ دوه ) ¤ℤ   (.,+,[x]  د   : مثال

P(x) =  2Î x2
 + 1Î    ,    q(x) = 3Î x 

 + 1Î     

deg(p(x)) = 2   ,  deg(q(x)) = 1  

P(x).q(x) = 2Î x2
 . 3Î x  + 1Î. 3Î x 

 + 1Î . 2Î x2 
 +   1Î. 1Î  

              = 6Î. X
3
 + 2Î x� +  3Î x  

 + 1Î   

   =  2Î x� +   3Î x   + 1Î 

 deg(p(x).q(x)) < deg(p(x)) + deg (q(x))    چې ليدل کيږي 

   : 6.8قضيه  
 integ-Domain (D,+,.) ⇒   ( D[x],+,.)   integ-Domain    

 

  اوس. سره دیعنصرواحد  ګ درين تبديلی يو  D[x]   چېمونږ پوھيږو   : ثبوت
   :کوثبوت 

 g(x), f(x) ∈ D[x] , f(x) ≠ 0 ∧  g(x) ≠ 0   ⇒  f(x) . g(x) ≠ 0  
 f(x): = a0  + a1x + a2x2 + - - - - - + am-1xm-1  
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                                                 + am xm    (am ≠ 0    )))) g(x): = b0  + b1x + b2x2 + - - - - - + bn-1xn-1                                                                              + bn xn      (bn ≠ 0    ))))   am ≠ 0            ∧                bn ≠ 0                                            ⇒  am . bn  ≠  0      [    دی  integ-domain   وي   D    ځکه ] am . bn  ≠  0      ⇒  am . bn . xm+n   ≠  0              ⇒ f(x) . g(x) ≠ 0   
            ⇒      D[x]  is integ-Domain 

∋ P(x)   :نوټ D[x]  , Q(x)  .      
deg(P(x).Q(x)) = deg(P(x)) + deg(Q(x)) 

≠ am  :خکه 0         ∧            bn ≠ 0       ⇒  am . bn  ≠  0 ⇒ am . bn . xm+n   ≠  0     ⇒ deg(P(x).Q(x)) = m + n = deg(P(x)) + deg(Q(x)) 
deg(P(x).Q(x)) = deg(P(x)) + deg(Q(x)) 

 P(x) ∈ ℤ¼  [x]  P(x) = x2 + x + 2Î    = ( x -  3Î )2  کې پيداکړو   ℤQ په پولينوم  نديد 7 حل غواړو  :مثال 
�2  =  x2 – 2Î. 3Î( x -  3Î ) :ځکه + 3Î. 3Î      = x2 - 6Î� + 9Î 

    = x2   - 6Î� + 2Î 
   = x2 + 1Îx + 2Î 

  :يیپس حل 
x

2
 + x + 2Î = ( x -  3Î )

2
 =  0Ð  ⇒  x = 3Î 

      تشريح کړم   1Î   =  - 6Î غواړم : ټنو
  6Î  + 1Î = 0Î   ⇒  1Î = 0Î -  6Î  = - 6Î 

   :امتحان دحل 
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x2 + x + 2Î =  3 Ð . 3 Ð  +  3 Ð + 2 Ð = 9 Ð + 3 Ð + 2 Ð              = 2 Ð + 3 Ð + 2 Ð =  7 Ð  = 0 Ð 
     . وي     ℝ ∈  P(x)  =  x2 + x + 2   [x]    که
  x1,2 = d�±√�ÕdTÒ��Ò   =  d�±√�ÕdT.�.��.�   = d�±√d ¼�      

 ه لري حل ن و کېاعداد حقيقیپه   P(x) چېليدل کيږي 
     : مثال

( a ) غواړود = x2 - 1Î  ∈ ℤ» [x] P(x) په حل پولينوم ,+,.) ℤ» ( ګ کی رين  

 x2 - 1Î = 0Î  ⟹  x2 = 1Î     .کړوپيدا   
(1Î)2 = 1Î , (3Î)2  = 9Î = 1Î , (5Î)2  = 25ÎÎÎÎ = 1Î , (7Î)2  = 49ÎÎÎÎ = 1Î   

    رينګ کی څلور حله لری  «ℤ  په P(x) چېليدل کيږي 

( b )  اوس غواړود = x2 - 1Î  ∈ ℤ¼ [x] P(x)  په حل پولينوم ,+,.) ℤ¼, (  

 x2 - 1Î = 0Î  ⟹  x2 = 1Î  کی پيداکړو انتګرال دومين
(1Î)2 = 1Î  ,  (6Î)2 = 36ÎÎÎÎ = 1Î 

 P(x) په ℤ¼   لري هحل هدورينګ کی فقط  

 حل شمير پولينومدرجه يی  n ديوی چېکو7ی شو ووايو صورت عمومی په : ټنو
  ید ساویم سره  nڅخه کوچنی اويا د  nد 
  6.11:  تمرين 

( a )  په حلپولينوم  7ندي د  ℤ¼  کی پيدا ګړی ګرين.   

 P(x) ∈ ℤ¼  [x]   ,  P(x) = x2 + 2Î x + 4Î    
( b )  Q(x),P(x)  ∈ ℤ¹ [x]  P(x) = 2Îx2  + 1Î    , Q(x) = 3Îx2  + 1Î 

P(x).Q(x)     را دريافت نمايد 
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 integ-Domain وي  (.,+,D[x] ):   (Division Algorithm) 6.9قضيه   
≠ a(x),,,,b(x)    ∈     D[x] , , , , b(x)   : بيا. دی 0   ⟹     ∃     q(x),r(x) ∈ D[x]  ; a(x) = b(x).q(x) + r(x)    
  ده  deg(r(x)) < deg(b(x))ويا   ا r(x) = 0  لتهد

≠ a(x): = a0  + a1x + a2x2 + - - - + am-1xm-1 + am xm    (am  : کی نيسونظرپه  ونهپولينوم نديونږدا7م 0    )))) 
b(x): = b0  + b1x + b2x2 + - - - + bn-1xn-1 + bn xn      (bn ≠ 0    )))) 

درجه ته ثبوت پولينوم له لياری نظر   complete induction  دا قضيه د غواړو
  .کړو

  ديموجود ونه حالت 7نديثبوت کی دا دري   complete induction په
  وکړیصدق  لپاره deg(a(x)) = 0 د بايد : لمړی 
  ، وی  m - 1 يیدرجه  چېو لپاره پولينوم کوو دټولوفرض  ونږم : ميدو 

  کویصدق        
  کویصدق  لپاره ھم a(x)  د چېی بايد ثبوت ش : دريم 

  :حالتلمړی  

  deg(a(x)) = 0  ⟹ a(x) = a0 
  :ديموجود  امکانات 7نديه دولپاره  b(x)کی د  حالت پدی   

( a )   deg(a(x)) = deg(b(x)  
           ⟹  b(x) = b0  ⟹  a(x) = q.b(x) , q =   Ô�×�  

≠ b0  لتهد  ≠ b(x) ځکه. دی  0    شويدهفرض  0

( b )  deg(a(x)) < deg(b(x))              ⟹  a(x) = 0.b(x) + r(x) , q(x) = 0, r(x) = a(x) 
  يیدرجه  چېو لپاره پولينوم کوو دټولوفرض  اوس. يکوحالت صدق لمړی پس 

m - 1 يکوصدق ،  وی  
 د مو پورته. کویصدق  لپاره ھم  m deg(a(x)) =د  چېکړو ثبوت  اوس غواړو

deg(a(x)) = 0    اوس د.  کړ ثبوتحالت deg(a(x)) > 0   يپه نظر کحالت 
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صدق لپاره   deg(a(x)) < deg(b(x)) دقضيه  چېوليدل  پورته مو.  نيسو
 7نديونږ دام . کړوثبوت حالت  deg(b(x)) < deg(a(x)) دبايد اوس . کوی
f(x) = a(x) -     Ô�×f  : کی نيسونظرپه تابع   xm-n . b(x) 

       = a0  + a1x + a2x2 + - - - + am-1xm-1 + am xm        -     Ô�×f  (b0  + b1x + b2x2 + - - - + bn-1xn-1 + bn xn). xm-n         = a0  + a1x + a2x2 + - - - + am-1xm-1 + am xm 
     -     Ô�×f  (b0  + b1x   + - - - + bn-1xn-1 ) -      Ô�×f  bn xn).  xm-n    

    = a0  + a1x + a2x2 + - - - + am-1xm-1 + am xm 
       -     Ô�×f  (b0  + b1x + b2x2 + - - - + bn-1xn-1 ) – am xm        = a0  + a1x + a2x2 + - - - + am-1xm-1   
             -     Ô�×f  (b0  + b1x + b2x2 + - - - + bn-1xn-1 )       ⟹  deg(f(x)) = m -1 ⟹ ∃ p(x),r(x) ∈ DDDD[x] ;                  f(x) = b(x).p(x) + r(x)   [ له مخی ی حالتفرض د    ] 

  هد  (((deg(r(x)) < deg(b(x))ويا  ا r(x) = 0   دلته

 b(x).p(x) + r(x) = f(x) = a(x) -     Ô�×f  xm-n . b(x)             ⟹ a(x) = b(x).p(x) + r(x) +  Ô�×f  xm-n . b(x)  
                  = b(x)(p(x) +  Ô�×f  xm-n ) + r(x) 

 + q(x) = p(x)  که مونږ
 Ô�×f  x

m-n
 a(x) = b(x).q(x) + r(x) بيا. کړووضع   

  :  مثال

a(x) =   x3 + 4x2 + 5x + 7   , b(x) = x + 1∈ ℤ[x]     
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   x
3
 + 4x

2
 + 5x + 7 : x + 1 = x

2
 + 3x + 2 -(x

3
 + x

2
 ) 

  

          3x
2
 + 5x    

     - ( 3x
2
 + 3x ) 

    ----------------- 

                   2x  + 7 

              - ( 2x + 2  ) 

             --------------- 

                           5 

 : يعنې. راځی 7س ته  r(x) = 5 او q(x) = x2 + 3x + 2  دلته

 a(x) = q(x).b(x) + r(x)    
 ):  (the Remainder Theorem  6.10قضيه  

( D[x],+,.)   وي integ-Domain ،  f(x) ∈ D[x] وا D   c ∈  .بيا :  

( 1 )  ∃ q(x) ∈ D[x] ; f(x) = (x-c) . q(x) + f( c ) 

( 2 )  (x – c)| f(x)   ⟺  f( c ) = 0  
    : ( 1 ) ثبوت 

∃ q(x), �(�)  ∈ D[x] ; 
 f(x) = (x-c) . q(x) + r( x )  [ قضيی له مخی   Division Algorithm   د ] 

     : لريامکان ونه التح 7نديه دو لپاره   r(x)د 

r(x) = 0  ⟹        f(c) = (c - c) . q(x) + 0 = 0 
r(x)  ≠  0  ⟹        deg(r(x)) < deg(x – c) = 1 ⟹        deg(r(x)) = 0     ⟹    r(x) = r0 
f( c ) = (c - c) . q(x) + r0 = r0 
f(x) = (x-c) . q(x) + r( x ) = (x-c) . q(x) + r0  
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       = (x-c) . q(x) + f( c ) 
  : ( 2 ) ثبوت 
„⟹    q(x) ∈ D[x] ; f(x) = (x-c) . q(x) +  f( c ) ∃  : له مخی ليکلی شو( 1 )   د     "
 وی  f(c) = 0 بايد پس. دیتقسيم دقابل  باندی (x-c) پر  f(x) چېڅرنګه 
„⟸  "  f(x) = (x-c) . q(x) +  f( c )   [ ( 1 )  له مخی)))  q(x) + 0 ⟹    (x – c)| f(x) . (x-c) =       [  د 

 f(x) = 2x5 + x4 + 7 x3 + 2x + 10 f(-1) = 2(-1)5 + (-1)4 + 7(-1)3 + 2.(-1) + 10 = -2 + 1 – 7 -2 + 10 = 0 ⟹    x + 1 | f(x) :مثال
 integ-Domain  وي   (.,+,D[x] ):  6.15عريف ت 

f(x),g(x) ∈ D[x], g(x)≠ 0 , 

f(x) ( a )  پر g(x) يوه تابع چېپه دی شرط ، هوړدتقسيم  د  h(x) ∈ D[x] د   
  :وی هموجودخواصو سره  7ندي     

f(x) = h(x).g(x) 

( b ) d(x) ∈ D[x] د (x)   وا g(x)   دcommon divisor )په )قاسم مشترک 

  :يعنې. وړ ویتقسيم  d(x) پر g(x) وا f(x)  چېيږی ، پدی شرط ياد    

d(x)│f(x)  ⋀        d(x)│g(x) 
( c )  d(x)  د (gcd) common divisor greatest )ترټولو لوی مشترک 

    :وکړی افاده صدق 7ندي چېشرط  ېپه د ،وې ياد همان په )قاسم 

h(x) ∈ D[x] , h(x)│f(x)  ⋀  h(x)│g(x) ⟹  h(x)│d(x 
 p1(x) = 2x3 +10x2 + 2x +10 , p2(x) = x3 - 2x2 + x – 2∈ ℚ [x] :مثال
  : چېپيدا کړو  f(x),g(x) ∈ ℚ [x] وغواړ

gcd(p1(x), p2(x)) = f(x). p1(x) + g(x). p2(x) 
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2x3 + 10x2 + 2x + 10 = 2(x3 - 2x2 + x – 2) + (14x2 + 14) 

x3 - 2x2 + x – 2 = ( ��T � − �¼). (14x2 + 14) 
⟹        gcd(p1(x), p2(x)) = 14x2 + 14 
 14x2 + 14 = 1.(2x3 + 10x2 + 2x + 10) – 2( x3 - 2x2 + x – 2) 

⟹    f(x) = 1f(x) = 1f(x) = 1f(x) = 1   , g(x) = g(x) = g(x) = g(x) = ----2222 
⟹ gcd(p1(x), p2(x)) =14x

2
 + 14 =  f(x). p1(x) + g(x). p2(x) 

 p1(x) = x4 + x3 + x + 1 , p2(x) = x2 + x + 1∈ ℚ [x] :مثال 
  : چېپيدا کړو  f(x),g(x) ∈ ℚ [x] غواړو

gcd(p1(x), p2(x)) = f(x). p1(x) + g(x). p2(x) 
x4 + x3 + x + 1 = (x2- 1).( x2 + x + 1) + (2x + 2) 

x2 + x + 1=  ¾�  . (2x + 2) + 1 
(2x + 2) = (2x + 2).1 
⟹        gcd(p1(x), p2(x)) = 1 
1 = (x2 + x + 1) -  ��  � . (2x + 2)    = (x2 + x + 1) -  �� � ( ( x4 + x3 + x + 1) - (x2- 1).( x2 + x + 1) )     = (x2 + x + 1) + (  �� �� - �� �). ( x2 + x + 1)                - �� �( x4 + x3 + x + 1)     = (  �� �� - �� � + 1). (x2 + x + 1)  - �� �( x4 + x3 + x + 1) 

⟹    g(x)    = = = =    �� �� - �� � + 1   , f(x)    ====    ----    �� � 
gcd(p1(x), p2(x)) = 1 = f(x). p1(x) + g(x). p2(x) 
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 p1(x) = x3 + 5x2 +7x + 2 , p2(x) = x3 + 2x2 +-2x - 1∈ ℚ [x]  6.12 تمرين
  f(x),g(x) ∈ ℚ [x]  چېپيدا کړی :  gcd(p1(x), p1(x)) = f(x). p1(x) + g(x). p2(x) 
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 ھفتم فصل
 (Field)ساحه 

  
 ندي7 چې  ( commutative Ring)حلقه  تبديلی وهي (.,+,F)که  : 7.1تعريف 
  . په نوم ياديږي )ساحه  Field  (ولرې د  خواص

(F,+,.)  ( i )   واحد unity )   (  ولرې نصرع . 
( ii )    ھر & ∈ T −   : يعنې.  ېيو  )   Invertible (معکوس پذير  {0}

 ∀  & ∈ T − {0}, ∃ ' ∈ T; &. ' = 1 
   

, ℂ)و ا  ( ., + , ℝ),   ( . ,+,Q) :مثال  + , . ر ګم.  دي)   fields ( يساح ( (ℤ, +, . 2 په ډول د مثال ځکه . کيداې نشې ساحه  ( ∈ ℤ  نظر ضرب لپاره"."  
  .  نشتهمعکوس کې   ℤپه  ته

,ℤU): مثال  + , . ,ℤ¹)ر ګم.  دهساحه  وهي  ( + , .  نده ځکه د ) ( Field ساحه   (

 2Î ∈ ℤ¹ لپاره په ℤ¹  نه دیوجود ممعکوس  ته نظر ضربکې  . 
 : 7.1تمرين

 M:= {+ ∈ r(2�2, ℝ)│+ = � & '−' &� , &�  + '�   ≠ 0 }  

  له مخی يوه “.„و ضرب  ا “+„جمع   ومتريکس د (.,+,M) ولی چېکړۍ بوت ث 
  .نه ده  (Field)ساحه   

  عنصر عينيت د ھغه " 0" چې ه ،د)    field(ساحه  وهي  ( . ,+, F): 7.2تعريف 

∅.  دی" ."  نظرعنصر واحد يې" 1"و ا" +"  نظر ≠ � ⊆ T  .  

 H د subfield  ) په نوم ياديږي که چيري) ساحه فرعی  (H , + , . )   په خپله
  :  چېده په دې شرط  F د Subfield هوي Hويا ا . وېساحه  يو

( 1 )  

   ( i )    ∀ &, ' ∈ � ⟹ & + ' ∈ � 

   ( ii )   ∀& ∈ � ⇒  −& ∈ � 

( 2 )  

   ( i )     ∀ &, ' ∈ � ⟹ & + ' ∈ �  

   ( ii )     1 ∈ � 

   ( iii )    ∀& ∈ �   & ≠ 0     ⇒  &d� ∈ � 
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  :7.1مثال 

( a )  � ≔ {& + '√2│&, ' ∈ ,ℝ) په  subfield وي  {� +, .   .کې دی   (
,�  :  حل  F ∈ � ⇒ ∃ &, ', �, � ∈ � ∶ � = & + '√2 , F = � + �√2  

� + F = P& + '√2Q + P� + �√2Q = (& + �) + (' + �)√2  

         ⇒  � + F ∈ �     [  & + ' , � + � ∈  [        ځکه �

        ⇒  (1) (i)    

 � = & + '√2   ⇒ −� = −& + (−')√2 ⇒ −� ∈ � ⇒ (1)(WW)  

�. F = P& + '√2Q. P� + �√2Q = (&� + 2'�) + (&� + '�)√2  

&� + 2'� , &� + '� ∈ � ⇒ �. F ∈ � ⇒ (2)(W)  

0 ≠ � ∈ � ⇒  ∃&, ' ∈ � ; � = & + '√2 ≠ 0  

                  ⇒ & − '√2 ≠ 0 

&  له ھغه کهغيرځکه  − '√2 = &صورت په دې .  وې    0 = ' = کيږي  0
&د  دارګم. + '√2 ≠   .کيږيواقع  کېتضاد  سره په  0

P& + '√2Qd� = 1& + '√2 = & − '√2P& + '√2QP& − '√2Q 

          = Òd�√�ÒÕd��Õ = ÒÒÕd��Õ + (d�)ÒÕd��Õ √2 

ÒÒÕd��Õ , (d�)ÒÕd��Õ  ∈ � ⇒  P& + '√2Qd�  ∈ �  ⇒ (2)(iii) 

1 = P1 + 0. √2Q ∈ � ⇒ (2)(WW)  

  ده)  subfield( يوه فرعی ساحه  Hنتيجه کی  په
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( b ) د� ≔ {& + '√2│&, ' ∈ ℤ}  وي سيت integral domain ،ر  ګم دی  

  subfield    ) د) ساحهفرعی (ℝ, +, .   . نه دی  (
   : حل 
وواحد ا کی دی ℝ په ګرين تبديلی فرعی وي H چېکيدای شی ثبوت سره اسانی  په

1  :ځکه. عنصرھم لري = P1 + 0. √2Q ∈ �   
  :ځکه. نه کویصدق خاصيت   (iii)(2) درګم. دی ھمپس انتګرال دومين 

  0 ≠ � ∈ � ⇒  ∃&, ' ∈ ℤ ; � = & + '√2 ≠ 0  

                  ⇒ & − '√2 ≠ 0 

&ځکه که − '√2 = & بايد صورت، په دی  وی    0 = ' = & د دار ګم. وی  0 + '√2 ≠   . کيږیواقع  کیتضاد سره په   0

(& + '√2)d� = 1& + '√2 = & − '√2(& + '√2)(& − '√2) = & − '√2&� − 2'�
= &&� − 2'� + (−')&� − 2'� √2 

ÒÒÕd��Õ , (d�)ÒÕd��Õ  ∉ ℤ  ⇒    P& + '√2Qd�  ∉ �      
 :بيا، وی b = 1وا a = 3  په ډول کهمثال ځکه د

(3 + 1√2) ∈ H  ⋀  (3 + 1√2) ≠ 0 

&&� − 2'� = 33� − 2 =  39 − 2 = 37  ∉ ℤ   (−')&� − 2'� = −13� − 2 =  −1 7 ∉ ℤ 

 

3) د چېوموليدل  + پس فرعی .   ينه لر کی معکوس وجود H لپاره په (2√1
  ساحه نشی کيدای
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جدول  7نديی رابطی په نګودوه دوه دوسيت باندی  F:={0,1,a,b} پر :7.2 مثال
  :يد يشوتعريف  کی

 

   

 

  

  
 
  
 
 

F(+,.) ساحه  وي(Field) او  “1„ عنصريی واحد ، “0„ عنصريیعينت  چې ده 
characteristic )ځکه. ده  2مساوی   يی )مشخصه:  

 2.1 = 1 + 1 = 0   ⟹ char(F) = 2 
  ده F د  (subfield)ساحه فرعی  وهيفرعی سيت  S:={0,1}د 
  نيسوکی نظرپولينوم په   = x2 + x + 1  p(x) ونږ دم
  : کړوتجزيه وفکتور ي7نددوپه پولينوم بيا کو7ی شودا ، وی p(x)∈F[x] که
  

 p(x) = x2 + x + 1 = x2 + ( a + b )x  + ab = ( x + a ).(x + b)  

  :لري حل  ندي7پولينوم . کيږي  a.b = 1و ا b = 1 a +  مخی جدول ځکه د
  

 p(x) = x2 + x + 1 = ( x + a ).(x + b) = 0       ⟹ x1 = - a = a  ∧   x2 = -b = b  [  له مخی جدولد  ] 
    p(a) = a2 + a + 1 = b + a +1 = 1+ 1 = 2 = 0 p(b) = b2 + b + 1 = a + b +1 = 1+ 1 = 2 = 0  :امتحان
  نه لریحل  S[x] په  p(x)مګر 

b a 1 0 + 

b a 1 0 0 
a b 0 1 1 
1 0 b a a 
0 1 a b b 

b a 1 0 . 

0 0 0 0 0 
b a 1 0 1 
1 b a 0 a 
a 1 b 0 b 
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⊂F ={1,a,b} G    ځکه .ګروپ دیدورانی  وي “.„نظر:  a2 = b ,  a3 = b.a = 1 ⟹ <a> = G  ∧ ordG = 3 b2 = a ,  b3 = a.b = 1 ⟹ <b> = G  ∧ ordG = 3 
 

  . ده  (field)ساحه  وي وېمعين  چې  integeral Domain ھر:  7.1ليما    
   . عنصرسره وې" 1"واحد  د   integ-Domمعين وي  (., + , D) که :ثبوت 

�∀  : شېبايد ثبوت  ∈ æ , � ≠ 0 ⇒ ∃� ∈ æ; �. � = 1  
     د. ولرې معکوسته  "." بايد نظر  وېصفر د خ4ف  چې  Dدھر عنصر  يعنې
∋rلپاره د  ثبوت æ  ≠ 0 7 په نظرکې نيسوتابع  نديلپاره:  

         φ5  ∶ æ → æ 
                   � → �� 

  ∶   φ5   W.����W��  

   �, F ∈ æ ,φr(�) = φr(F) 
 ⇒ �. � = �. F ⇒ � = F    �    پذيردیاختصار  W.��� −  æ£¬  ځکه �  

ھم   surjective يو  φ5مخې له قضيی 0.1د پس  .دی ست معينوي D چېڅرنګه 
1  :پس  .دی ∈ æ ⇒  ∃ � ∈ æ;φr(�) = �. � = 1  

           ⇒ � = �d� ⇒ � W.����W'R�    معکوس پذير�� 
           ⇒ æ W�  & ~W�R� PساحهQ 

 ويا ا  I = {0} بيا.  کې دی F پهاديال  وي Iو ا  Field وي (.,+,F):   7.2ليما  
I = F    دی .  

ê چېفرضوو مونږ :ثبوت   ≠ ê  . دی {0} ≠ 0 ⇒ & ∈ ê ; & ≠ 0  
          ⇒ ∃' ∈ T  ;   &. ' = دهساحه  وهي  ]   1  F  [   ځکه
          ⇒ a invertible  

          ⇒ ê = T     [ د 6.5  ليما    له  مخې ] 
,:ℤ )  د   :7.1قضيه  +, .   : کوېصدق   فادها نديپه رينګ کې 7 (

= W� =�W¬� (    لمړنۍ عدد )  ⟺  ℤ: W� ~W�R�  
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,:ℤ) چېمونږ پوھيږو  " ⇒"ثبوت  +, . يی "  1Î " او دی ګرينتبديلی  وي    (
 . موجود دی  ) inverse ( معکوس کې   :ℤ رلپاره پهعنصرصفرد خ4ف  ھر د چې ېثبوت ش کوېپس کفايت . دی عنصرواحد

ℤ: = { 0Î, 1Î, 2Î, … , = − 1ÎÎÎÎÎÎÎ } 
 &Î ∈ ℤ:∗ ⇒ & ∈ {1,2, … , = − 1}  ⇒  gcd(&, =) = 1  

 ⇒ ∃ �, F ∈ ℤ:   &. � + =. F = 1   [ á��RW��&. &R�£�W�ℎ¬   ] 
 ⇒ 1Î = &. � + =. FÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎÎ = &�ÎÎÎ + =FÎÎÎÎ = &Î . �̅ + =̅. FÎ  
                            =  &Î . �̅ + 0Î. FÎ =  & Ð . �̅ 

  . دهساحه  وهي  :ℤ کې نتيجه په.  دی Î& د (inverse)معکوس  ̅� چېوليدل شو

 وي  )   ∗�ℤ (.,پس   .دیعدد  اوليه وي  p چېڅرنګه  له مخې یيقض 3.22د ويا ا
   )  (inverseمعکوس کې  :ℤته په  عنصر صفرد  خ4ف يعنې د ھر. دیروپ ګ

  .موجود دی
,¬ ∃  :پس بايد  .نه وېعدد لمړنۍ  p که  "  ⇐" . ∈  ℕ ; 1 < ¬ , . < = , = = ¬. .   

        ⇒ (¬Ð. .Î = ¬. .ÎÎÎÎÎÎ = =̅ = 0Î) ∧ (¬Ð ≠ 0Î  ∧ .Î ≠ 0Î) 

        ⇒  ℤ:  W� .£� W.����&R æ£¬&.  
          ⇒ ℤ:  W� .£� ~W�R�   (ساحه نه ده   ) 

  . دیعدد  اوليه وي pپس    .ی دیفرضيدا خ4ف د ر ګم

    .دی  Integral Domain وي  ) Field  (  ساحهه ھر :   7.2 قضيه  

واحد     „ 1 „ ګ د رين تبديلی وي Fپس  .  وېساحه   وهي (.,+,F)   که :ثبوت 
  کوېافاده صدق  نديدا7  چېشې فقط بايد ثبوت  .سره ھم دیعنصر

  
 a,b∈ F, a  ≠  0    ∧    a.b = 0     ⇒   b ≠  0  a,b∈ F, a  ≠  0    ∧    a.b = 0  ⇒   ∃ &d� ∈  F  ;   &d�.a = 1 
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b = 1.b = (&d�.a).b =  &d�. ( a .b) = &d�. 0 = 0 
7س ته   a = 0    بيا. وې  b ≠  0   که  چېثبوت کړو کو7ی ترتيب  په ھمدي
 .دی  Integral Domain  وي F کېنتيجه په   . راځي
 (field)وه ساحه ي (.,+,F) ،“0„عينت عنصر   چېرينګ  وي (.,+,R)  7.3:ليما 

:ñ وا ”1“نصر عواحد چې F ⟶   :بيا. دی R-Homيو    �

 ( 1 ) ñ    سورجيکتيف ⟸ ñ(1)  واحد(unity) د  عنصرR دی  

( 2 )  ñ   بايجکتيف⟸  R ساحه وهي (field) ده  

 :ثبوت (1)

 s∈ R  ⟹ ∃ a ∈  T  ; s = ñ(a)    [ surjective  وي  ñ ځکه ] 

   ⟹ s = ñ(a) = ñ(1.a) = ñ(1). ñ(a) = ñ(1).s  

  دی R د  عنصر واحد ñ(1) کی نتيجهپه 

  دی R واحد عنصر د  ñ(1) چېکی مووليدل  ( 1 )په : ثبوت ( 2 )

ñ(1) ≠   :که داسی نه وی بيا : 0

ñ(1) = 0 = ñ(0) ⟹ 1 = 0      [ injective   يو  ñ ځکه ] 

  ځکه په يوه ساحه کی عينيت عنصر او واحد مساوی کيدای نشي  . دا امکان نه لری 

  :بايد ثبوت شیساحه توب لپاره  د R د  
( a )   R لريخاصيت تبديلی  “.„ نظر  

( b )   ھرعنصر(element) پهصفرد 4ف خ R يعنې. ولری معکوس  کی بايد:  

 x∈ R , x≠ 0 ⟹ ∃ y ∈  �  ; x.y = ñ(1) 
(a) ثبوت:  

x,y ∈ R  

 ⟹  ∃ a, b ∈ F ; x = ñ(a) ⋀ y = ñ(b)   [ surjective  وي  ñ ځکه ] 

⟹ x.y = ñ(a). ñ(b) = ñ(a.b)= ñ('.a) [  [ ځکه T لري خاصيت تبديلی

           = ñ(b). ñ(a) = y.x 
  خاصيت لریتبديلی  Rکی نتيجه په 
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 (b) چېکی مووليدل  (1)په  :ثبوت ñ(1)  دیصفر د وخ4فعنصراواحد 

x∈ R , x≠ 0 ⟹ ∃ a ∈  T , x = ñ(a) [   surjective  وي  ñ ځکه ] 

 ñ(0) = 0 ≠ x = ñ(&)       [   R-Hom  وي  ñ  ځکه ] 

 ⟹ a ≠ 0            [   injective  وي  ñ  ځکه ] 

 ⟹  ∃ ad� ∈  T ; a.a-1 = 1     [   field  وي F ځکه ] 

x. ñ(ad�) = ñ(ad�).  [ ځکه  F لريخاصيت  تبديلی  ]  �

               = ñ(ad�). ñ(a ) = ñ(ad�. a) = ñ(1) 
 x دمعکوس ñ(ad�)پس . دی R عنصرد واحد  ñ(1) چېکی مووليدل   (1) په
 دهساحه  وهي R  چېوثبوت شکی نتيجه په . دی

   7.2:تمرين 

R: = {+ ∈ r(2�2, ℝ)│+ = � & '−' &� }  

:ñ    لروتابع  7نديمونږدا. يو رينګ دی (.,+, R ) چېمثال کی مووليدل  6.3په     (ö, +, . ) ⟶ ( R ,+,.)       z= a+ib  ⟼  � & '−' &� 
 دهساحه  وهي . ,+,R) ( چېکړی ثبوت       

 ℤ ⊂ F:= {0,1}  7.3:تمرين 

 

 

 

  دهساحه  وهي تهجدول  پورتنینظر     ( ⨀ , ⨁ ,F)  چېکړی ثبوت  
  

1 0 ⨁ 

1 0 0 
0 1 1 

1 0 ⨀ 

0 0 0 
1 0 1 
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   فصلاتم  

       Field Extensions  
     )  ساحه يی توسعه(

   )ساحه يی توسعه(  extensions Field: 8.1 تعريف
K  و اساحه  وهيK ⊆ F ساحه فرعی وي ) subfield ( دK ده . K دF  د 

field    extension)ھغه په ونږم. په نوم ياديږی )ه ساحهديمدتيا  توسعه  K/F 
  يوا )ساحه يی توسعه(  field extension ته  K/F .ښيو سره
  پرځاي  field extension داو  e-field پرځاي field  extensionد مونږ

f-extens   ھم ليکو.  

موھومی  دوا ℝ په  واعدادحقيقی د،  ℚ په سيتو اعداد وناطق ونږ دم: 8.1 مثال 
,ℚ) ھمدارنګه پوھيږو چه. ښودلی دی ℂ  په) يا مختلط (  واعداد +, . )  ،

(ℝ, +, . ,ℂ)و ا ( +, .  .  يی دساح (

(a ) ھمدارنګه  ℂ يو extension  )د) توسعه ℝ و اℝ د توسعه  وي ℚ  دی  

  دي) field extension( ساحه يی توسعه ℂ /ℝ  ، ℝ /ℚ او  

  ( b )د ℚ (√2) و اℚ (√21  :شوی ديتعريف  ډول 7ندي  ونه پهسيت ( 

 ℚ (√2):= { a+b√2° | a,b  ∈ ℚ } , 
 ℚ (√21  ):= { a+b√21 + °c√41  D   a,b,c  ∈ ℚ } 

ℚ (√21و ا  ℚ (√2 ) ( کو7ی شو چهثبوت سره ه اسانی پ وضرب انظر جمع   ( 
ℚ (√21و   ℚ (√2)  ⊆ ℚ څرنګه چه. دي (fields) يساحته 

)  ⊆ ℚ پس  دي ، ℚ (√2) و  اℚ (√21  )  extension  )د) توسعه ℚ او دي  ℚ(√2)∕ ℚ  , ℚ(√21
)∕ ℚ   فيلد اکستينژن)field extension ( جوړوي  

( c )  د  ℚ (√2, ,ℚ (√2 :شوی دیتعريف  ډول 7ندي  پهسيت  (3√ √3):= { x+y√3  ° |   x,y  ∈ ℚ(√2) } 
  :ليکلی شو له مخي تعريف ℚ(√2) د، پس  دي ℚ(√2)شامل  yو ا x  څرنګه چه

x∈ ℚ(√2) ⟹ ∃ &, ' ∈ ℚ ; � = & + '√2  y∈ ℚ(√2) ⟹ ∃ �, � ∈ ℚ ; F = � + �√2  
 :کی نتيجهپه 
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 ℚ (√2, √3)= { x+y√3  ° |   x,y  ∈ ℚ(√2) )}  
                      = { a+b√2 +( c+d√2 ). √3° | a, b, c, d ∈ ℚ }      
                      =  { a+b√2°+c√3 + d√6 D   a,b,c,d  ∈ ℚ )} ℚ (√2,   . ده (field)ساحه  ھم يوه تهوضرب انظر جمع  (3√

,ℚ (√2 څرنګه چه √3) ⊆ ℚ  ، 2√)پس, √3)∕ ℚ  فيلد اکستينژن  يو  
)field extension ( دي  

( d ) s ∈ ℚ  ℚ (√�, −√�) = ℚ (√� ) 
, �√) ℚ  :حل −√�) = { a+b√� ° − c√� + d√�. � D   a,b,c,d  ∈ ℚ )}                           = { a+b√� ° − c√� + d. � D   a,b,c,d  ∈ ℚ )}                          = { (a+d.s)+(b−�)√� °   |   a,b,c,d  ∈ ℚ )}                           = ℚ (√� ) 

( e )  د ℚ (√3  , W)  شوی دی تعريف  ډول نديپه 7سيت:  ℚ (√3 , W):= { x+yW  ° |   x,y  ∈ ℚ(√3) )} 
 تعريف له مخي ليکلی ℚ(√3) د، پس  شامل دي ℚ(√3) په y وا x  څرنګه چه

  :شو

x∈ ℚ(√3) ⟹ ∃ &, ' ∈ ℚ ; � = & + '√3  

y∈ ℚ(√3) ⟹ ∃ �, � ∈ ℚ ; F = � + �√3  
, ℚ (√3   :کی نتيجهپه  W) = { x+yW  ° |   x,y  ∈ ℚ(√3) )}                     = { a+b√3 +( c+d√3 ). W° | a, b, c, d ∈ ℚ }                     = { a+b√3°+cW + d√3 WD   a,b,c,d  ∈ ℚ )} 

 ℚ (√3 , W)  يوه ساحه ته ھم وضربانظر  جمع (field) د . دهi  تعريف  دمعکوس
 i.(-i) =-i2 =  - (-1) = 1: ځکه. دی  i– له مخي

, ℚ (√3 څرنګه چه W)  ⊆ ℚ پس صدق کوي ،ℚ (√3 , W)   توسعه فيلد  

 )field  extension ( د ℚ يعنی .دی :ℚ(√3 , i)∕ ℚ  

  ( f ) د ℚ ( W)  شويدیشکل تعريف  7نديپه سيت:  ℚ ( W):= { x+yW  ° |   x,y  ∈ ℚ   } 
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 ℚ د  ) field  extension( توسعه فيلد   ℚ ( W)، پس  ℚ ( W)  ⊆ ℚ څرنګه چه
⧵ℚ( i ): يعنی .دی ℚ  

  ولرو، بيا K/F)  ساحه يی توسعه( field extension که مونږيو: 8.1تبصره 

K نظر  فضای وکتوری ويF صدق کوي يرابط دوه ګوني نديځکه 7.ته ده: 

  +∶ ì × ì ⟶ ì 
         (�, �) ⟼ � + � 
     ∙ ∶   T × ì ⟶ ì 
           (ï, �) ⟼ ï�  

,ì)   (��)  :لري  اصيتونهخ نديوته 7دو رابط دینظر   K او   ييعنصرعينيت  .دی روپ ګ)     (  Commutativeتبادلوی وي (+

,�� د  : (��)     دی  �د    (inverse)عکوسم  �−وا سره ښيو “ 0“ په ، چه مونږ ھغهصفر     �� ∈ ì � ,  واï , ï�, ï� ∈ T      کوی صدقي افاد 7نديلپاره: 

 .I   (ï� + ï�)� = ï�� + ï�� 

.II      ï(�� + ��) = ï�� + ï��  

.III   ï�(ï��) = (ï�ï�)�  

IV  .  1. � = � 

  سره ښيو (K,F) مونږھغه پهو ا ته ده Fنظر فضای وکتوری  وهي  Kکي نتيجهپه 

     extension field degree of: 8.2 تعريف 
بعد  (K,F)د  .ښيو (K,F)دھغه وکتوری فضای په . لرو K∕F مونږ

Dimension)  ( دextension field degree of  )درجه ساحه يی توسعي( 
 dim(K,F) = [K:F]  :يعنی. سره ښيو  [K:F] په نوم ياديږي اومونږھغه په 

  يادوي  په نوم  Fنظر finite field extension د K بيا ، وي متناھی [K:F] که
  :8.2 مثال 

( a ) ونږدمℂ/ℝ    کی نيسونظر په. {1,i} د ) ℝ (ℂ,  دهقاعده  فضا وکتوری. 
ℂ  :ځکه = ℝ + ℝW 
پرھغه ع4وه . وليکوبشکل خطی ترکيب  د   iوا 1 شودکو7ی ھروکتور ℂ د يعنی
  .  ھم ديمستقل خطی دوي 
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. ده  2مساوی به    ℂ/ℝ د درجه پس. ده  ,ℝ (ℂ (د قاعده  وهي {i,1} کی نتيجهپه 
:ℂ]:  يعنی ℝ] = 2  

( b )  د (ℚ(√2 )∕ ℚ  درجه(degree) ده 2 په مساوی. 

   توسعه ه ييدساح ℚ(√2 ) کی مووليدل چهمثال په پورته  :حل

)extension field  (د ℚ پس . دیℚ(√2), ℚ)  ( ھم ده فضای وکتور وهي.  

خطی  2√ ، 1 پرھغهع4وه . وليکو بشکل په ترکيب خطی د  2√ ، 1د   ℚ(√2) دھروکتور  کو7ی شو، پس شويدیتعريف  ℚ(√2) = ℚ + ℚ√2 څرنګه چه 
,ℚ(√2)دقاعده  وهي,1}  2√ {پس . ھم ديمستقل  ℚ)  ( ده.  

 dim((ℚ(√2),ℚ) ) = 2  ⟹  [ℚ(√2):ℚ] = 2 : په نتيجه کی 

( c ) د ℚ (√2, √3)∕ ℚ   درجه(degree) 4 ده.  

,ℚ (√2 د :حل    :شويدیشکل تعريف  7نديپه سيت  (3√

  ℚ (√2, √3)= { a+b√2°+c√3 + d√6 D   a,b,c,d  ∈ ℚ )} 
,ℚ (√2 کی مووليدل چهمثال په پورتني  ,ℚ (√2 ) پس . دی ℚ د)  -extens f( ساحه يی توسعه  (3√ √3 ) , ℚ)  ھم ده فضای وکتوروي.  

,ℚ (√2د  ,1} دھروکتور   (3√ √2, √3, ليکل شکل په خطی ترکيب   { 6√
,1}پس  . ھم ديمستقل خطی  پرھغهع4وه . کيدای شي √2, √3,  قاعده  وهي { 6√

,ℚ (√2)  د √3), ℚ) په نتيجه کی.  ده:   dim(ℚ (√2, √3),ℚ) ) = 4  ⟹  [ℚ (√2, √3):ℚ] = 4 
( d ) د ℚ(√3 , W)/ℚ   درجه(degree) 4 ده . 

, ℚ(√3  د :حل W)  شويدیتعريف  شکل 7نديپه سيت:  

  ℚ (√3 , W):= = { a+b√3°+cW + d√3 WD   a,b,c,d  ∈ ℚ )} 
, ℚ(√3 کی مووليدل چهمثال په پورتني  W) يو  extension field  د ℚ پس . دی ℚ(√3 , W)), ℚ)  ( ھم دیفضای وکتور  وي.  

, ℚ (√3د  W)  1} دھروکتور, √3, W, √3W }   ليکلی شو شکلپه ترکيب خطی .

,1}پس  . ھم ديمستقل خطی  په ھغهع4وه  √3, W, W√3  } د قاعده  وهي   (ℚP√3 , W Q, ℚ) کي نتيجهپه .  ده : 
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dim(ℚ(√3, W),ℚ) ) = 4  ⟹  [ℚ(√3, W):ℚ] = 4 
( e )   د(ℚ(√21

) ∕/ℚ  درجه(degree)  3 ده.    

ℚ(√21  د :حل
ℚ (√21  :شويدیشکل ذيل تعريف  7نديپه سيت  (  ):= { a+b√21 °+� √41 D a,b,c  ∈ ℚ } 
ℚ(√21 کی مووليدل چهمثال پورتني 

ℚ(√21پس . دی ℚ د ) extension field(توسعه يوساحه يي  (
), ℚ)  ( دھروکتورتعريف له مخی  د .هھم دفضا  یوکتور يو  ℚ (√21

)  C1, √21 , √4 1  Eپرھغهع4وه . ليکلی شوشکل  پهخطی ترکيب د   د 

,1 }پس  . ھم دیمستقل خطی  √21 , √4 1 ℚP√21)قاعده  وهي {   Q, ℚ) ده  .  

    :په نتيجه کی 

dim(ℚ(√21
),ℚ) ) = 3  ⟹  [ℚ(√21

):ℚ] = 3  
 

  ( f ) توسعه فيلد  مونږℚ(i )∕ ℚ    د .کی نيسونظرپه (ℚ(i ), ℚ)   فضا وکتوری
 .وکتورو دی   i، 1 د ترکيب خطی يو  ℚ(i ) دھروکتور  ځکه.ده {i,1}قاعده 
  .  ھم دیمستقل خطی  پرھغهع4وه 

,ℚ(i ))دقاعده  وهي {i,1} وښودل شوچه ℚ)   د پس. ده ℚ(i )/ℚ    2  درجه  
:ℚ(i )]:  يعنی. ده ℚ] = 2  

∋  ℚ (√6):= { a+b√6° |   a,b  :8.3 مثال ℚ } ⟹  [ℚ(√6):ℚ]  = 2 [ℚ( �>v ):ℚ] = n   ( < ويعدد  اوليه وي   (  پدی شرط چه 

 
 : 8.1 تمرين

,ℚ(√5 ))کړی چه ثبوت  ( 1 ) +, .   . دی  ℚ(√5 ) د)  subset(  سيت فرعی ℚ کړی چه ثبوت ( 2 )   .ده field)( ساحه  وهي (

  ℚ(√5 ) ⊆ ℚ:     يعنی

 .پيداکړی  (basis)قاعده فضا  وکتوری (ℚ(√5 ),ℚ)د  ( 3 )

⧵ℚ(√5 )    د  ( 4 ) ℚ درجهفضا  وکتوری  (degree) څوده 
 : 8.2 تمرين

, ℚ(√3) کړی چهثبوت  ( 1 ) √5 ), +, . , ℚ(√3) کړی چهثبوت ( 2 )  .ده field)( ساحه  وهي ( √5 )/ℚ وي )extension field ( دی  

, ℚ(√3)د  ( 3 ) √5 ),ℚ) قاعده يوه فضا  وکتوری(basis) پيداکړی. 

, ℚ(√3)د   ( 4 ) √5 ))∕ ℚ  درجه(degree) څوده  
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�وي. دی) ساحه يي توسعه( field extension  وي  K/F: 8.3 تعريف ∈ ì    د
پولينوم  وهي شرط چه پدی په نوم ياديږی، F (algebraic over F)نظر الجبری 

p(x) ∈ T[�]    چه،  وي  هموجودصفردخ4ف p(�) = 0 که چيری . شی
يعنی . په نوم ياديږی  )تخيلی(  transcendental د � داحالت موجود نه وی، بيا

p(�) =  0  چه، کویصدق  ھغه وختفقط p د مونږ. وي پولينوم صفریK    
�} = : �   :په ډول مثالد  . سره ښيو  �به سيت  وعناصرالجبری  ∈ ì |  ∃ p(x) ∈ T[�]; =  ≠ 0  ⋀  p(�) = 0} ℚÐ  : = {� ∈ ℂ |  ∃ p(x) ∈ ℚ[�]; =  ≠ 0  ⋀  p(�) = 0} 

      = C� ∈ ℂ Dته ℚ الجبری خاصيت نظر    � E 
)  ring( وی وه ،يورينګ تشريح شکی  تعريف  6.12 چه پهسيت   [�]T د البته
    .یدھم 

�∀  :ځکه. دیي الجبرته  F خپلهنظر  ھرعنصر Fديوی ساحي  :تبصره  ∈ T, ∃ p(�) = � −  � ∈ T[�] ; p(�) = 0 
∋3i+2 =:�  .کی نيسو نظرپه ساحه يي توسعه  ℂ/ℝ ونږدم :8.4 مثال  ℂ    

 (x – �) . (x – �Î  ) =(x - (2+3i)).(x - ( 2 - 3i))                                   = (x -2-3i).(x - 2 + 3i)                                     =  x2 – 2.2x + (22 + 32)                                 = x� –  4x +  13 ∈ ℝ[x]  p(x): = x2 – 4x + 13    p((((�) =   �� -  4 � + 13 = (2+3i).(2+3i) – 4(2+3i) + 13   
         = 4+6i +6i – 9 – 8 – 12i + 13 = 0    

   په نتيجه کیو ا دی (�)p 0 =  کی پيدا شوچه ℝ[x] په p(x)پولينوم  وپس ي
2+3i  �  .ته دی ℝنظر عنصر algebraic)(الجبری  وي =
 کی نيسو  نظرپه ساحه يي توسعه   ℝ/ℚ ونږدم :8.5 مثال 

( a )  21√ عدد حقيقی   :   ځکه .دیالجبری ته  ℚنظر   

P(x) = x3 - 2∈ ℚ[�]  ⋀  p(√2) =(√21
)3 – 2 = 2 – 2 = 0 

21√ د
21√ چه پيداشوه P(x)پولينوم  ويلپاره  

  .دیجذردھغه   

 ( b ) نظر   2√عدد  حقيقیℚ  ځکه  .دیالجبری ته:  

p(x): x2 -2∈ ℚ[�]  ⋀  p(√2) =(√2)2 – 2 = 0 

   = 3.14159.... π  و  اe= 2.71828....  په  نهدوعد ℝ/ℚ   کی 
transcendental پولينومځکه نشوکو7ی يو. دي  =(�) ∈ ℚ[x]  پيدا کړو چه   
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  =(�) = . ته دي ℝنظر  algebraic)(الجبری  دا اعداد ℂ/ℝ رګم. یش  0
∋  P1(x): = x - e  :ځکه ℝ[x]   ,  P2(x): = x - π ∈ ℝ[x]     P1(e): = e– e = 0  , P2(π): = π – π = 0 

 : 8.4 تعريف
 (a)ساحه يي توسعه وي K/F  د algebraic )په نوم ياديږی، پدي شرط  )الجبری

�  چه ھر ∈ ì    الجبری نظرF (algebraic over F) و ا ته ویK په نوم د  
algebraic extension    د F يعنی .  يږیياد:        ∀� ∈  K   ⟹ ∃ p ∈ T[�] ; p ≠ 0 ⋀  p((((�)  = 0    

  په نوم ياديږی transcendental د  K/F  په غيردھغه 
(b)  فيلد  ويF ته algebraic closure که چيری، ويل کيږی:  ∀ p(x) ∈ F[X] , deg(p(x)) > 0 ⟹    ∃ a ∈ T   ; =(&) = 0 

جذر  يواقm کی  F نه وی، پهصفر يی درجه  کی چه  F[X] پهيعنی ھرپولينوم (  
  ) لری
∋a+ib :�  :ځکه. دی (algebraic)الجبری   ℂ/ℝ ساحه يي توسعه: 8.6  مثال ℂ    

 ((((x    ––––    �) . ((((x    ––––    �Î     ) = (x - (a+ib)).(x - ( a - ib))                                   =  x2 – 2ax + (a2 + b2) ∈ ℝ[�]  p(x): = x2 – 2ax + (a2 + b2)    p((((�) = �� -  2a � + a2 + b2 = ( a + ib )2 – 2a( a + ib) + a2 + b2           = a2 + 2aib – b2 - 2a2 – 2aib + a2 + b2  = 0 
∋ھر چه دوليدل شو ℂ  �  پولينوم  لپاره يوp(x) په ℝ[�] کی پيدا شوچه  

  = 0 p(�) پس. دی ℂ/ℝ   الجبری(algebraic) دی  
  . دي یساح Fو ا K :8.1ليما 

K/F finite ( متناھی)  ⟹   K/F algebraic 
  :کوچهفرض  ونږ، پس مدیمتناھی  K/F څرنګه چه  :ثبوت

n:= [K:F]= dim(K,F)   
چه  داپدي معنی. دی n وکتوروشميرد (basis) یقاعد دفضای وکتور K يعنی د

څخه  n له  کی K  وکتورو شميرپه (linearly independet)مستقل خطی د
�د يوپس . نشی زيات کيدای ∈  K   وابسته   {-� , ... ,��, �� ,� ,1 }لپاره

  دي lin-dep) ( خطی
   1, �, �� ,��, ... , �-  (lin-dep)    
  ⟹ ∃ a0,a1,a2,…,an ∈ F (not all zero);            a0 + a1 � + a2�� + …+ an�- = 0 
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  ⟹  � algebraic   ⟹  K/F  algebraic  
  (theorem of Lagrange for fields  ) 8.1: قضيه  

  finite field extensions)  ( ساحه يي توسعهدوه متناھی  T/Fو ا  K/T که
 [T:F] . [K:T] = [K:F] :بيا، وي 

  n  په ته F  نظر T دوا   m ته په Tنظر بعد فضای وکتوری   K ونږدم  :ثبوت
    dim(K,T) = m   ⋀   dim(T,F) = n  :يعنی. ښيو
 m   ⋀   [T:F] = n =  [K:T]  :داچهويا ا

 وهي {vn, ..., v3, v2,v1}و ا K د (basis)قاعده  يوه {um, ..., u3, u2,u1} که
u  :بيا،وي T د (basis)قاعده  ∈ K   ⟹ ∃ a1, a2 ,… , am ∈ T ;  

                      u = a1u1 + a2 u2 + …+ amum                              =    ∑  qY��  ai . ui ai∈ T  ⟹  ∃ bi1, bi2,…, bin ∈ F ;                    ai = bi1v1 + bi2 v2 + …+ binvn   (i=1,2,...,m )                      =  ∑  -*��  bij vj u = (b11v1 + b12 v2 + …+ b1nvn).u1          + (b21v1 + b22 v2 + …+ b2nvn).u2         + .... …….. +           + (bm1v1 + bm2 v2 + …+ bmnvn).um   = (b11v1.u1 + b12 v2 .u1 + …+ b1nvn .u1 )           + (b21v1.u2 + b22 v2 .u2 + …+ b2nvn .u2 )           +  ............. +          +  (bm1t1.km + bm2 t2 .k2 + …+ bmntn .km )  =    ∑  qY��  ai . ui = ∑ ( ∑  -*��qY��  bij vj  ) . ui 
فضا وکتوری  K د، ته رسيږی m.n ونه چه شمير يیوکتور نديچه 7 وښودل شو

.C(uÖ  جوړوی  spanيو  vl ) D  i = 1,1, … , m  ⋀   � = 1,2, … , .E  
∑  .ھم ديمستقل  خطی ونهوکتور پس شی چهبايد ثبوت اوس  ( ∑  -*��qY��  bij vj  ) . ui = 0 
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 ⟹   ∑  -*��  bij vj= 0  [  دهقاعده  ui  ځکه چه ] 

 ⟹ bij = 0  (i = 1,1, … , m   ⋀   � = 1,2, … ,  [ ځکه vj  قاعده   ] (.

.C(uÖ  شوچهثبوت  vl ) D  i = 1,1, … , m  ⋀  � = 1,2, … , .E دقاعده  وهي K 

  dim( (K,F) ) = m.n  :پس .ته ده Fفضا نظر وکتوری 
[K:F]= m.n = [K:T] . [T:F] 

  : 8.2ره تبص
 (subfield)  يساحفرعی د ھغه   Fاو T ولرو چي Kساحه   که مونږيوه ( 1 )
⊇Fوي او ¡ ⊆K    .بيا:  
( a )    r:= [K:F] , m:= [K:T]  , n:= [T:F]  ⟹  m│r     ⋀    n│r 

  .دیتقسيم دقابل  نديبا  nو ا m پر rيعنی     

( b )  که [K:F] بيا نصورتپدي ، ويعدد  اوليهوي T د  ساحهK  وياامساوی سره  
  F   د يعنی. دهمساوی سره K و اF   امکان  موجوديت ترمينځ دکومی بلي ساحی  

 نشته   

( 2 )  F1⊆ F2⊆ .... ⊆Fn    ⋀  Fi+1/Fi   (i = 1,2,...,n-1)              finite field extension ( ∏ = [Fn:F1]   ⟹ ( توسعه فيلد متناھی  [-d�Y�� TYc�:TY   ] 
  :8.5  تعريف 

( a)  7 دپولينوم  نديدا monic plynomial پدي شرط چه، په نوم ياديږی  
 an = 1 وی  p(x) = anxn + an-1xn-1 + ….. + a2x2 + a1x + a0    
    p(x) = x4 + 5x3+ 4x2 + 3x + 6  :ده monicپولينوم  7نديپه ډول دا مثال  

( b ) F ساحه  وهي(field) پولينوم   وي. دهp(x) ∈ T[�] د قابل دتجزيه   
)  reducible polynomial  ( پدی شرط چه، ياديږي په نوم:  

( i )  p(x) هثابتغير (not constant) يعنی. وي  :deg(p(x)) ≠ 0    
( ii )  یپولينوم هدو  f(x),g(x) په T[�] 7وي يسره موجود وخواص ديند: 

   deg(f(x)) ≠ 0 ⋀  deg(g(x)) ≠ 0  ⋀  p(x) = f(x).g(x) 
په نوم ) غيرقابل تجزيه  (  irreducible polynomialدوی، بياه که ھغسی ن

 د،  ویتجزيه دقابل  وفکتور غيرثابت پهپولينوم که يويعنی  .ياديږی



  Algebra  ---------------------------------------------------- الجبرمعاصر     
  

 

211 
 

 polynomial  reducibleله ھغه دوغيرا په نوم irreducible polynomial  
  په نوم ياديږي) غيرقابل تجزيه(

∋P1(x) = x2 + 4x + 4  :8.7 مثال ℤ[�] ⊆ ℚ[�]  ⊆ ℝ[�] ⊆ ℂ[�] P2(x) = x2 - 4∈ ℤ[�] ⊆ ℚ[�]  ⊆ ℝ[�] ⊆ ℂ[�] P3(x) = x2 - 2∈ ℤ[�] ⊆ ℚ[�]  ⊆ ℝ[�] ⊆ ℂ[�] P4(x) = x2 + 1∈ ℤ[�] ⊆ ℚ[�]  ⊆ ℝ[�] ⊆ ℂ[�] P5(x) = x2 - Tº ∈ ℚ[�]  ⊆ ℝ[�] ⊆ ℂ[�] 
P1(x) = x2 + 4x + 4 = (x + 2).(x + 2 ) P2(x) = x2 – 4 = (x + 2).(x - 2 ) P3(x) = x2 – 2 = ( x + √2 ). ( x - √2 ) P4(x) = x2 + 1 = (x + i).(x - i ) P5(x) = x2 - Tº   = ( x + �� ). ( x -  �� ) p6(x) = x2 + 1Î  :ډول وليکو 7نديکو7ی شوپه  يپولينومپورتني  ∈ ℤ�[�] 

p2(x),p1(x) په ℤ   کیreducible ) يپولينوم)  يتجزيدقابل .  
 .ي ديپولينوم irreducibleکي   ℤ په p5(x),p4(x), p3(x)ر ګم 

P5(x)   په ℚ   کیreducible ر ګم. ده پولينوم p4(x),p3(x)پهℚ   کي  
irreducible ي ديپولينوم 

P3(x) په ℝ  کيreducible  رګ، مپولينومp4(x)  په ℝ   کيirreducible 
 ده پولينوم
p6(x) په ℤ�   فيلد کیreducible ) ځکه. ده )تجزيهدقابل :  

p(x) = x2 + 1Î = ( x + 1Î). ( x + 1Î ) 
قابل  ھغه وخت F په p(x). لرو p(x)= x2 + 1∈F[X]و ا Fساحه  ونږيوهم :مثال
= λ2 چه ويموجود  F په  λ وي چه،  ده تجزيه د جدول  ندي7. وکړیصدق  1−

  .دهتجزيه دقابل   p(x)= x2 + 1 کیساحه  چه په کومه ښيي
 

p(x)   Field 
reducible Û = W   , p(i) = W� +  1 =  −1 + 1 = 0  ℂ 

reducible Û = 1Î  , p(1Î) = (1Î ) � + 1Î = 1Î + 1Î = 0Î ℤ� 

 irreducible   ℤ� 
reducible Û = 2Î  , p(2Î) = (2Î ) � + 1Î = 4Î + 1Î = 0Î ℤU 
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�وا) ساحه يي توسعه( field extension وي  K/F  :8.3تبصره  ∈ ì   وي 
  ته دی Fنظر عنصرالجبری 

 ê¢ := {� ∈ T[�] |   g(�) = 0} 
∋f,g :ځکه. کی دی   ګرين   F[x]په Ideal يوسيت   ¢êد   ê¢  ⟹ f(�) = 0  ⋀  g(�) = 0  ⟹ (f+g)(�) = 0  

            ⟹  f+g∈ ê¢ f∈ ê¢ , � ∈ T[�] ⟹ f(�) = 0 ⟹  f(�). g(�) = 0. g(�) = 0  
                        ⟹  f.g∈ ê¢  

  .دی [�]T پهايديال  وي  ¢ê په نتيجه کي
   � د، وي monicو ا ولريدرجه  کي ټيټه ¢ê په چهپولينوم  ھغه

 plynomial   minimal نظر  په نومF  سره  ¢¬ په ونږھغهو ما يږييادته 
¢¬>=¢ê   ( i )  :لريخواص  ندي7 پولينوم  ¢¬. ښيو > 
  )  اديال ¢ê د مولد ¢¬يعنی (      
( ii )  g∈ ê¢  ⟹   ∃ f∈ ê¢ ; g = f. ¬¢ 

 )   دهتقسيم  د قابل ¢¬ پرھرپولينوم  ¢êد  يعنی ( 
  :8.8  مثال   

( a ) په  K/F  ھر کي ساحه يي توسعه� ∈ ì 7لریمنيمال پولينوم  ندي:  ¬¢(x) = x – � 
( b )  په ℂ/ℝ  منيمال پولينوم کی ساحه يي توسعه)plynomial   minimal  (

Wنظر  ∈ ℂ 7 لريشکل ذيل  نديته:  mi(x) = x2 + 1∈ ℝ[�] 
 mi(i) = i2 + 1 = -1 + 1 = 0  :ځکه
  يکوصدق ھم خواص  نور

( c )  ونږم ℝ/ℚ  21√و ا 2√. کي نيسونظرپه  ساحه يي توسعه
حقيقی اعداد   

 نديplynomial   minimal  (7( ييپولينوم منيمال . ديالجبری ته  ℚنظر 
� :  لریشکل  ≔ √2     ¬¢(�) = x2 – 2∈ ℚ[�] � = √21      ¬¢(�) = x3 – 2∈  ℚ[�]  
21√ د منيمال پولينوم x3 – 2و ته ا ℝنظر  2√ د منيمال پولينوم x2 – 2يعنی 

 
 .ده ℝنظر 

  .  هدساحه يي توسعه  وي L/F :8.6 تعريف 
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( a ) (field adjunction) :L S⊆  
 په، ویشامل  په کي Fو ا S چه (subfield) ساحه فرعی نيکوچ ونږ ترټولوم

F(S) ويل کيږی چه د. سره ښيو F(S)  لهساحه  Fد څخه adjunction  
    .7سته راغلی څخه سيت Sد  واسطهپه )  په معنی اتحادد(
  که وپرځای ا F(S) د F(a1,a2,...,an) بيا مونږ، وي S = {a1,a2,...,an} که

S = {a} بيا، وی F(a) ليکو.  

  adjunctionعدد د  2√څخه د  ℚ فيلد له  ℚP√2Q د  کي ℝ/ℚپه  :مثال

  :ځکه . 7س ته راځی پواسطه

  S:= {√2 } 

 � ⊆ ℝ ∧   ℚ ⊆ ℚP√2Q =  ℚ(�) ⊆  ℝ  

,ℚP√2 د کي ℂ/ℚ مدارنګه پهھ  WQ فيلد له ℚ  2√څخه د  ،i  اعدادو
adjunction   د ځکه. 7س ته راغلیپه واسطه  S:= {√2, W} }   لپاره:  � ⊆ ℂ ∧   ℚ ⊆ ℚP√2, WQ =  ℚ(�) ⊆  ℂ 

 ( b )( b )( b )( b ) Simple extention )  (:L/F  دساحه يي توسعه Simple extention 
& وي که، ياديږي  په نوم ∈L  وي، چهموجود F(a) = L شی. 

W د ځکه. دی Simple extention وي ℂ/ℝ   :مثال   ∈ ℂ  لپاره:  ℝ(W) = {& + 'W ° | &, ' ∈  ℝ } =  ℂ 

2√  : ځکه.دی Simple extention وي ℚP√2Q/ℚھمدارنګه  ∈ ℚP√2Q    ℚP√2Q = {& + '√2 ° | &, ' ∈  ℚ }  
 (  c ) (Splitting field  )   : =(�) ∈ T[�]  

∋P(x) = c(x-a1). (x-a2).... (x-an)  , c  :يعنی. شیتجزيه وفکتور خطی هکی پ L په p(x) ( i )  :که چيري، په نوم ياديږي F نظر  Splitting fieldد   p(x)د ساحه  Lد  T , a1, a2,…., an∈ � 
( ii ) L = F(a1, a2,…., an)     

(�)=F[X]  که. دیفيلد  وي F :8.4تبصره   تجزيه وفکتوخطی ه کی پ  F په ∋
  .دی P(x) د Splitting field خپله F الت کيپدی ح، شی
    : 98. مثال

( a )  
p1(x) = X – 3, p2(x) = x2 – 4 = (x + 2)( x - 2) ∈ ℚ[�] 

ع4وه  دي او تجزید قابل  و فکتورخطی  کی په ℚپه  2p(x)و ا 1p(x) څرنګه چه
  :پرھغه
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ℚ(3) = {& + 3'° | &, ' ∈ ℚ } = ℚ ℚ(2, −2) = ℚ(2)     [  8.1. (d) مثال  پهنظر   ] ℚ(2) = {& + 2'° | &, ' ∈ ℚ } = ℚ 
  .دهساحه   splittingته يوه  2p(x)و ا 1P(x)نظر  ℚ ليدل کيږي چه

( b )    ونږ مℝ/ℚ  کی نيسونظرپه توسعه ساحه يي 

p(x) = x2 – 2 ∈ ℚ[�]  ⟹ p(x) = x2 – 2 = (x + √2).(x - √2 ) 
, 2√ ګه چهنڅر − √2 ∈ ℝ پسدي ، splitting  دساحه ℝ  نظرp(x) 7 نديته 

,ℚP√2  :شکل لري −√2Q =  ℚP√2Q     [ 8.1 له مخي. (d) مثال د  ] 

( c ) ونږ مℂ/ℝ  کی نيسونظرپه توسعه ساحه يي 
 p(x) = x2 + 1 ∈ ℝ[�] ⟹ p(x) = ( x  + i ). ( x  - i ) 

,W  ګه چهنڅر −W ∈ ℂ پس، دي splitting  دساحه ℂ  نظرp(x) 7 شکل  نديته
,ℝ(i  :لري −i) = ℝ(i) =  ℂ 

( d ) 
p(x) = (x2 – 2).( (x2 + 1) ∈ ℚ[�] 
p(x) = (x2 – 2).( (x2 + 1) =   ( x - √2). (� + √2) (x+i)(x-i) 

,W څرنګه چه √2 ∈ ℂ پس دي ،ℚP√2, WQ  يوهsplitting د حهسا ℂ  نظرp(x) 

  ته ده
  )  fundamental theorem of algebra ( 8.2: ضيهق
  .ساحه ده)  تړليالجبری ( algebraic closure وهي ℂساحه  اعدادو موھومی د

∋تابع  هغيرثابته ھر يعنی ℂ[X] p(x)  په ℂ يي دهتجز وقابل دفکتورخطی  کي په   
  : ولري شکل 7ندي p(x)پولينوم که يوه  د مثال په ډول

 p(x) = anxn + an-1xn-1 + … + a1x + a0 
∋z1, z2,…., znاعداد بيا ℂ    چه ديجود مو:  p(x) = an(x-z1). (x-z2).... (x-zn)      
  . جذرونه ديپولينوم د   z1, z2,…., zn دلته
و اعدادحقيقی  د داوس ګالبته . په نوم ھم ياديږي Gaussقضيه د  اساسیالجبردا د 
∋يعنی ھرپولينوم  . کړيدهثبوت  لپاره ℝ[X] p(x)  و فکتور مربعی او خطیپه 

  .تجزيه کيد7شی
  .کووصرف نظر  څخه ييثبوت  له :ثبوت

 )رال دومينګانت(   Integral domainمونږ: )  quotient field( 8.7: تعريف
D ساحه  وهي. لروQ  دD د quotient field  که چيری، په نامه ياديږي :  
) i(   D گرينفرعی  وي (subring) د Q وي  
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( ii ) ∀ & ∈ Q   ∃ �, � ∈ D  ;  a = rsd�  ( sd� ∈ Q) 
 سره ښيو  Q = quot(D)  پهونږھغه م

,ℚ د :8.10 مثال +, . ,ℤ د quotient field يوساحه  )( +, . ℚ  :  يعنی. دی )( = >�£�(ℤ)    
∋ � .دی ℚ د ګرينفرعی  او رال دومينګانتوي ℤونږپوھيږو چه م :حل ℚ 

�د  = �  دپاره واضح ده 0 ≠ 0  ⟹ ∃&, ' ∈ ℤ , ' ≠ 0 ;   � =  Ò�   [ ℚ تعريف    نظر    ]              ⟹ ' ∈ ℚ ⟹  ∃'d� ∈ ℚ  [ دهساحه  وهي   ℚ ځکه ]             ⟹  α = Ô× = abd�   ⟹  (ii) 

ℚ : په نتيجه کي = >�£�(ℤ)    
  دی quotient field په خپله ساحهه ھر :نوت

 ) criterion   Irreducibility Eisenstein’s( 8.8: تعريف
 Eisenstein وه ي ختو چه څه پيداکړ  1823 )–  (1852عالم رياضی  المانی وي 

 وهي Qو ارال دومين ګانتوي D  .ده )یتجزي د قابلغير (  irreducibleپولينوم  
quotient  يعنی.دھغه دهساحه :(D)quotQ=  .7لرو پولينوم  دينمونږ:  f(x) = anxn + an-1xn-1 + … + a1x  + a0∈ D[X] , an≠ 0 , n > 1 

Eisenstein واي:   
 که چيري يو لمړنی، ده )  وړنه يتجزيد ( irreducible وخت پولينوم ھغه  x)f(د 

=  (primelement)عنصر ∈ Q ويموجود  صوسرهخوا 7نديد:  ( i )( i )( i )( i )      = ∤ an   (  بانه دي قابل د تقسيم نه وي  p پر an يعنی  ) ( ii )( ii )( ii )( ii )    p│ai   ( i = 0,1,2,..., n-1 ) ( iii ) ( iii ) ( iii ) ( iii )      =� ∤ a0    (  بانه دي قابل د تقسيم نه وي  p2  پر a0 يعنی  ) 
  .کووفعm صرف نظر څخه يیثبوت د:نوت
  :8.11 مثال

( a )  ونږوليدل چهم ℚ = >�£�(ℤ) دی  f(x) = x3 + 9x2 + 6x -3∈ ℤ[�]  
�a  پدي مثال کي = 1, a� = 9, a� = 6, a4 = −3   

p = 3 عنصر اوليه  وي )primelement  (په ℚ سره وخواص 7نديکي د: ( i )  P = 3∤ a3 = 1    ( ii ) p= 3│a2 =9 ,  p= 3│a1 =6  
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( iii ) p2 = 9∤ a0 = -3 
   ℤپه ، پس  کويصدق شرطونه  Eisenstein د نديپولينوم با f(x) څرنګه چه پر

  .ده irreducibleکي 
 پريويونه شرط)  Eisenstein’s criterion(ايزين شتاين  که د :تبصره
پولينوم  شوويلی چهه ن مي ډولعموپه  ھمبيا ، ويه قابل د تطبيق نپولينوم 

reducible   )  دمثال په ډول. ده)  ي وړتجزي:  
 f(x) = x3 + 3x + 18∈ ℤ[�] 

. نه کویصدق  (iii)ر ګ، مکويصدق  ونهشرط (ii)و ا (i)لپاره عدد اوليه  3 د
 a0 = 18│9 = 32   :ځکه
  .نه ده يتجزيدقابل  f(x) بيا ھمرګم

∋p(x) = anxn + an-1xn-1 + … + a1x  + a0  :لروپولينوم  نديونږدا7و ما ده (field)ساحه  وهي F :8.9تعريف  F[X]   
 )(differentiable مشتق  کي په يوه ساحهپولينوم  هھر څخه پوھيږوچهاناليز د

   p´(x) = n.anxn-1 + (n-1).an-1xn-2 + … + 2.a2x + a1  :په نوم ياديږي )differential (مشتق د p(x)د پولينوم  نديدا 7. لري
∋a ديعنی . کويصدق  دلته ھم، دي لپارهمشتق  کي داناليز چه پهقوانين  ھغه F و  ا p(x), q(x) ∈ F[X]  ليکلی شو:  (p(x) + q(x))´ = p´(x) + q´(x)   , (a.p(x))´ = a. p´(x) (p(x).q(x))´ = p´(x).q(x) + p(x). q´(x) 

 F د  ) field)extensionتوسعه فيلد  وي L ، (field)ساحه  وهي F :8.10تعريف 
a و ا ∈ L دی .  

 P(x)  ∈ F[X]  
 a د p(x) د r ييه مرتب  multiple root )پدي ، په نوم ياديږي)  جذر مضاعف

r∃ )  :شرط چه  ∈ ℕ, r > 1)  ; p(x) = (x − a)5 . q(x), q(x) ∈  F[X] 
 r│p(x)  ∧  (x – a)r+1∤p(x)(x – a)  :عبارت  په بليا 
  ) نه ويتقسيم دقابل   r+1(x-a) پرو اتقسيم دقابل  r(x-a)  پر p(x)يعنی ( 
 .وايجذرته ساده   a بيا، وي r = 1  که

∋p(x) = x3 – 3x + 2    مثال ℚ[�] p(x) = x3 – 3x + 2 = (x – 1)2 . (x + 2) 
  .دیجذرساده   2-و ا  2چه مرتبه يي جذرمضاعف  1دلته 
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p(x) د (splitting field)فيلد  ګسپليتين Lو ا (field)ساحه  وهي F :8.2 ليما  ∈ F[X] بيا. دی:  
( 1 )  a ∈ L   

 a يو multiple root )جذر  مضاعف (  ⟺ 
  p(a) = 0 = p´(a)  

( 2 )  
          p(x) په L جذر ضاعفم کي ) multiple root (لري      

q(x) هغيرثابت وهي   ∈  F[X  چه ده هتابع موجود، p(x) و اp´(x)  نديپرھغي با   
  ديتقسيم دقابل   
 : يعنی  

       ∃ q(x) ∈  F[X] , deg (>(�) > 0 ; >(�)│p(x) ∧ q(x)│p´(x)  
 :له مخي تعريفد multiple root    "  ⟸⟸⟸⟸ "  :( 1 )حل 

( ∃r ∈ ℕ ∧   r > 1) ; p(x) = (x − a)5 . q(x), q(x) ∈  F[X] 
⟹  p´(x) = r. (x – a)r-1.  q(x) + (x – a)r . q´(x) 
⟹  p´(a) = r. (a – a)r-1.  q(x) + (a – a)r . q´(x) = 0+0 = 0 

 د ھغه د ، پس ده (splitting field) گساحه سپليتين L څرنګه چه د " ⟹⟹⟹⟹  " 
د قابل  وفکتورخطی  وي ، چه پهموجوده   p(x)لينوم ه پوويبايد  له مخیتعريف 
  .دیجذريو يي a ،چه کوو فرض مونږ . ويتجزيه 

q(x) ∃ :، يعنی نه وي  p(x) د) جذرمضاعف ( ltiple rootmu وي a که  ∈  F[X] , q(a) ≠ 0   ⋀    p(x) = (x − a). q(x) p´(x) = q(x) + (x – a )q´(x)  ⟹ p´(a) = q(a) + (a – a )q´(a) ⟹ p´(a) = q(a) ≠ 0       
 p(x) د) جذرمضاعف ( multiple root وي aپس بايد . ده يفرضيدخ4ف  دارګم
  وي 

a )ضاعفمجذر( root ltipleum وبايد يله مخي  يفرضي د "  ⟸⟸⟸⟸ "  :(2 )حل  ∈ L  په  
p(x) له مخي  (1) بايدد بياصورت پدي . ويموجود  کي  p(a) = 0 = p´(a)  
  . وکړيصدق 
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نه تابع وجود  يوه کووچه ھغه ډولفرض يعني . کړويرمستقيم ثبوت مونږغواړھغه غ
  :يعنی. لري

∄ q(x) ∈  F[X] , deg (>(�) > 0 ; >(�)│p(x) ∧ q(x)│p´(x) ⟹  gcd( p(x),p´(x) ) = 1 ⟹  ∃ r(x) , s(x) ∈  F[X] ,   r(x). p(x) +  s(x). p´(x) = 1  ⟹ r(a). p(a) +  s(a). p´(a) = 1 ⟹ r(a). 0 +  s(a). p´(a) = s(a). p´(a) = 1 ⟹ p´(a) ≠ 0       
q(x) ∃   :پس بايد. ده يفرضيدخ4ف  دارګم ∈  F[X] , deg (>(�) > 0 ; >(�)│p(x) ∧ q(x)│p´(x) 

q(x) ∃ :له مخي ليکلی شو يفرضي د  " ⟹  "  ∈  F[X] , deg (>(�) > 0 ; >(�)│p(x) ∧ q(x)│p´(x) ⟹ ∃ r(x), s(x) ∈  F[X] ; p(x) = q(x).r(x) , P´(x) = q(x).s(x) 
(�)<) degو ا  p(x) د (splitting field)سپليتينګ فيلد وي L څرنګه چه > 0 

aيو پس. ده ∈ L   چه دیموجود ،  q(a)=0 يعني. یش:     p´(a) = q(a).s(a) = 0.s(a) = 0 = p(a) 
  .لريجذر ضاعفموي کي L ته په (1)نظر   p(x) کي نتيجهپه 

p´(a)و ا p(a)=0که چه ،  اخلونتيجه  څخهليما  ورپورتني :تبصره باشد ،  0 ≠
 .دی ساده جذر p(x)د   a بيا صورتپدي 
  :8.12مثال 

p(x) = x3 – 2x2 + x ∈ ℚ[�] 
دی چه )  multiple root ( جذر ضاعفم 1. دي ونهجذردوه   xp)(د  1و ا 0

  :ځکه. ده 2يی  مرتبه 
 p(x) = (x – 1)2 . x  p´(x) = 3x2 – 4x + 1 

   p´(0) ≠p(0) = 0و ا  p(1) = 0 = p´(1)بايد   له مخي  )1( پورتنی ليما د
 P(1) = 13 – 2.12 + 1 = 1 – 2 + 1 = 0  .وي

p´(1) = 3.1
2
 – 4.1 + 1 = 3 – 4 + 1 = 0 

 p(0) = 03 – 2.02 + 0 = 0 p´(0) = 3.02 – 4.0 + 1 = 1 ≠ 0 
  :بايد له مخي  )2( پورتنی ليما د
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   ∃ q(x) ∈  F[X] , deg (>(�) > 0 ; >(�)│p(x) ∧ q(x)│p´(x) 
q(x) ∃  :داچهوياا ∈  F[X] , deg (>(�) > 0 ; gcdP=(�), =´(�)Q = >(� ) 

,(�)=gcdP مونږغواړو =´(�)Q  پيداکړو  
 x3 – 2x2 + x =  �� x . (3x2 – 4x + 1) + − ��  �� + �� � 3x2 – 4x + 1  = − º� . (− ��  �� + �� �) + (−x + 1) 
                                     − ��  �� + �� �                          =  − �� � . (−x + 1) +  0 

,(�)=gcdP  :پس =´(�)Q =  −� + 1 = >(� ) 
p(x)  په نظرکي نيسو فيلد  ℤU ونږدم :8.13  مثال = x�  + 3Îx + 4Î  ∈  ℤU [x]      p(3Î) = 3Î�  + 3Î. 3Î + 4Î = ( 5Î. 5Î  + 2Î) +  3Î. 3Î + 4Î           =  0Î + 2Î + 9Î + 4Î          = 2Î + 4Î + 4Î  = 10ÎÎÎÎ = 2Î . 5Î =  2Î . 0Î = 0Î 

 

P´(x)  .ده p(x) دجذر  وي 3Î وليدل شوچه  = 3Î. x�  + 3Î  P´(3Î ) = 3Î. 3Î �  + 3Î =  3Î . 9Î + 3Î  =  P 5Î. 5Î  + 2ÎQ + 3Î             =  2Î + 3Î = 0Î 
P(3Î)   :په نتيجه کي =  0Î =  P´(3Î )  

 
 

 .دی  ℤU په p(x)  د) جذر ضاعفم( root ultiplem وي  3Î پورتنی ليما له مخي
p(x)  :يعنی = x�  + 3Îx + 4Î = (x − 3Î )� . ( x + 1Î )   
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  نھم فصل 

Vieta`s Formulas,  Diophantine linaer equation 

  )ي ل، ډيوفينتني خطي معاد ويتا فورمول ( 

 )فورمول ويتا(  Vieta`s Formulas :  تعريف
په پولينوم کي دجذرواو وه چه  (1604-1540)وفرانسوی عالم ي (Vieta) ويتا

  .په نوم ياديږي  Vieta`s Formulas دوا پيداکړي يرابطضريبوترمينځ 
   polynomias und Vieta`s Formulas  قضيه 

∋پولينوم  که مونږيوه ℂ[X] p(x)  7ندي شکل ولرو په:  P(x) = anxn + an-1xn-1 + … + a1x + a0  
  يعنی. ده يتجزيد قابل کتوروفخطی  په پولينوم p(x) ي له مخيقضي  8.2د  

x2,…., xn∈ ℂ   x1, چي ديجومو:  
 p(x) = an(x-x1). (x-x2).... (x-xn)      

 .ونه ديجذرد پولينوم  x1, x2,…., xn دلته 
   يبطار 7ندي وترمينځوضرايبا وجذرپولينومي د له مخي ديوي فورمول Vieta د

− = x1 + x2 + x3 + ….. + xn  :دي يموجود Òv¤¯Òv  x1 x2 + x1x3 + …..+ x1xn + … +xn-1xn =  Òv¤ÕÒv  x1x2x3 + x1x2 x4 + …..+ xn-2xn-1 xn = − Òv¤1Òv  ....    ....    ....    x1 x2 …xk + x1x2… xk-1xk+1 + …..+ xn-k+1xn-k+2 …xn = (−1)m. Ò}Òv 
. 

. 

. x1 x2 …xn   = (−1)-. Ò�Òv 
 ډول متناوب اوپه کيږی روعش (-) منفی په  څخهمساوات دورسته بته ع4مات ال

  .وي n(1-) ع4مه و اخيریا. کيږي (-)منفی  وا (+)  مثبت
∋ مونږ7ندي  :8.14 مثال ℂ[X] p(x) پولينوم لرو:   p(x) = x2 + x – 6  
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 p(x) = a2x2 + a1x + a0  :شکل ييعمومی 
 n = 2  , a2 = 1 , a1 = 1  , a0 = -6  : کيپولينوم په ورتني  

( a )  ونه دجذر Vieta له لياري پيداکوو 
��  −  = x1 + x2 = − Ò¯ÒÕ  :د فورمل له مخي ليکلی شو Vieta بيا، ونه ويجذريي   x2و ا x1 که  =  −1            x1 . x2 =   (−1)�  Ò�ÒÕ =  1. d¹�  =  −6 

ھغه  .صدق وکړی يمعادل ياشی چي دپورتني پيدبايد اعداد  دپيداکولولپاره وونجذر
 x1 + x2 = 2 – 3 =  -1 x1 . x2 = 2. (-3) = -6  :ځکه. دي x2=-3او    x1=2اعداد   
 p(2) = 22 + 2 – 6 = 6 – 6 = 0 p(-3) = (-3)2 + (-3) – 6 = 9 – 9 = 0  :امتحان
   دجذر يپولينوم دويمي درجي ترڅنګ ديوي څخه نتيجه اخلوچه د نوروطريقو له دي

Vieta فورمل له مخه ھم پيدا کو7ی شو 
( b )   پيداکوو چيپولينوم دويمه درجه (x1)

(x2)و ا 2
مونږھغه  .ونه ويجذريي  2

 g(x) = x2 +b1x + b0 پولينوم جذرونه دي p(x)دپورتنی   x2او  x1البته دلته . ښيوو g(x)پولينوم په 
  :کي مووليدل چي ( a ) په

 x1 + x2 = -1            

 x1 . x2 = -6 

(x1)
2
 + (x2)

2
 = (x1 + x2)

2
 – 2. x1. x2  

                   = (-1)
2 

–
 
2.(-6) = 1+12 = 13 = − ×�̄  = -b1 

(x1)
2
 . (x2)

2
 = (x1. x2 )

2
 = (-6)

2
 = 36 = 

×��  = b0 

b1 = -13  , b0 = 36 

 g(x) = x2 +b1x + b0 = x2 -13x + 36 :شکل لري 7ندي  g(x) په نتيجه کي
 2 = (2)2 = 4   ,   (x2)2 = (-3)2 = 9  g(4) = 42 -13.4 + 36 = 16 – 52 + 36 = 0  g(9) = (9)2 -13.9 + 36 = 81 – 117 + 36 = 0(x1)  :امتحان
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  دي g(x)د   9وا 4 وموليدل چه
∋ مونږدا7ندي د : مثال ℂ[X] p(x)  لرو پولينوم:   p(x) = 3x2 – 2x – 1  

 p(x) = a2x2 + a1x + a0  :شکل ييعمومی 
 n = 2  , a2 = 3 , a1 = -2  , a0 = -1  :کي لرو p(x)مونږپه 

��x1 + x2 = − Ò¯ÒÕ =  −  d  :فورمل له مخي ليکلی شو د Vieta بيا، وي) حل (  ونهجذريي   x2و ا x1 که  =  ��        (I)   x1 . x2 = (−1)�   Ò�ÒÕ =  − ��  
  
  x1 = 1 ځکه.دی يمعادلدھغي جذر وي:  p(1) = 3.12 – 2.1 – 1 = 0 

 پيداکووجذرڅخه دويم  معادله    (I)اوس
     x1 + x2 = ��     ⟹  x2 =  ��  - x1 = �� −  1 =  − �� 

��p(d  :امتحان ) = 3. (d�� )� − 2. �d�� � −  1 =  ��  +  �� − 1 =  0  
 

∋ مونږ7ندي:  مثال ℂ[X] p(x) لرو پولينوم:  p(x) = x4 – 5x3 + 5x2 + 5x – 6 

  p(x) = a4 x4 + a3 x3 + a2 x2 + a1 x + a0   :شکل ييعمومی 
 n = 4  , a4 = 1 , a3 = -5  , a2 = 5 , a1 = -5   , a0 = -6  :دلته 
�x1 + x2 + x3 + x4 = −  Ò1Ò= =  − dU  :د فورمل له مخي Vieta بيا، ونه ويجذريي  x4و ا  x1  ،x2  ،x3 که  =  5           x1 . x2 + x1 . x3 + x1 . x4 + x2 . x3 + x2 . x4       + x3 . x4 =  ÒÕÒ= =  U� = 5  x1 . x2 . x3 + x1 . x2 . x4 + x2 . x3 . x4 = − Ò¯Ò= = −  U� = −5    
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x1 . x2 . x3 . x4 = (−1)T. Ò�Ò= = 1. d¹� = −6  
 x1 + x2 + x3 + x4 = 1 -1 + 2  + x4 = 5  ⟹  x4 = 5 – 2 = 3   کړو بيا غواړوپنځم جذريي پيدا.ونه ويجذريي   1,1-,2 که
 p(1) = p(-1) = p(2) = p(3) = 0   :امتحان  
∋مونږ7ندي  : مثال  ℂ[X] p(x) لرو پولينوم:  p(x) = 2x3 – x2 + 2x – 1  
  p(x) = a3 x3 + a2 x2 + a1 x + a0  :شکل ييعمومی  

 n = 3  , a3 = 2 , a2 = -1 , a1 = 2   , a0 = -1  :دلته
��x1 + x2 + x3 = −  ÒÕÒ1 =  − d  :د فورمل له مخي Vietaبيا ، ونه ويجذريي   x3و ا x1  ،x2 که  =   ��            x1 . x2 + x1 . x3 + x2 . x3 =  Ò¯Ò1 =  �� = 1   x1 . x2 . x3 = (−1)�. Ò�Ò1 = −1. d�� = ��  
��  = x1 + x2 + x3 = i -i + x3  پيداکړو جذر غواړودريم. يي وي i-و ا  i  که         ⟹  x3 =  ��  

∋مونږ7ندي  : مثال ℂ[X] p(x) لرو پولينوم:  p(x) = x3 – 2x2 + x – 2   p(x) = a3 x3 + a2 x2 + a1 x + a0  
 n = 3  , a3 = 1 , a2 = -2 , a1 = 1   , a0 = -2  :دلته 
��x1 + x2 + x3 = −  ÒÕÒ1 =  − d  :د فورمل له مخي Vietaبيا ، وي ونهجذريي   x3و ا x1  ،x2 که  = 2           x1 . x2 + x1 . x3 + x2 . x3 =  Ò¯Ò1 =  �� = 1   x1 . x2 . x3 = (−1)�. Ò�Ò1 = −1. d�� = 2  

  غواړو دريم جذريي پيداکوو. يي جذرونه دي 2و ا  i ليدل کيږی چی
 x1 + x2 + x3 = i + 2 + x3 = 2      ⟹  x3 = 2 – 2 – i = -i  

∋مونږ7ندي  :تمرين  ℂ[X] p(x) لرو پولينوم:  
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p(x) = 2x4 - x3 + 5x2 - 6x + 2  
  :ویاعداد  جذرونه يي 7ندي که دري

  x1 = 1 ,  x2 = i√2 ,  x3 = -i√2 
   څودی ييجذرڅلورم 
    ) يمعادل ديوفنتينی خطی( Diophantine linear equation:تعريف

   :په نوم ياديږي Diophantineعالم  يونانی  ديو معادلهخطی  دا 7ندي 

  a�x� + a�x� + … + ayxy = c          (�, aÖ ∈ ℤ , i = 1,2, … , n) 

   .وياعداد تام حل ي معادل دپورتني پيداکړچه څه وخت) Diophantine(ديوفنتينی 
.a   مطالعه کوو يمعادلمجھوله خطی ه دوفقط  مونږدلتهرګم x + b. y = c            ( a, b, c ∈ ℤ ) 

 حل واعداددتام  ھغه وختمعادله  پيدا کړچه پورتنی)   Diophantine(ديوفنتينی 
,gcd (a  پر c پدي شرط چه، لري b)  ي معادلداډول البته . ويتقسيم دقابل باندي
,gcd(a  کووچهفرض مونږ. لري هحلڅو b) = g دومونږ د لپاره ييحل  د. دی 

 :کوو استفاده وڅخهطريق7ندي 
له  Euclidean Algorithm د  :طريقه Euclidean Algorithm د :لمړی

g :سره پيدا کړوخواص  د7ندي اعداد s و ا r مخي کو7ی شو = gcd(a, b) = a. r + b. s 
d که ≔ c/g بيا،وي:  g. d = a. (d. r) + b. (d. s) c = a. (d. r) + b. (d. s) 
x4  : ي يوحلمعادل د ≔ d. r  , y4 ≔ d. s 
   :حل په 7ندي ډول پيدا کو7ی شو  (homogene)ين ګھومو يمعادل د

gcd(a, b) = g  ⟹  ∃ a�, a� ∈ ℤ ; a = g. a�  , b = g. b�  

ax + by = 0 
 g. a�. x + g. b�. y = 0 ⟹  a�. x = −b�. y   

�x  :لريحل پاراميتري  دا7نديمعادله پورتني  = b�t , y� = −a�t          (  t ∈ ℤ )  
.�a  :ځکه x� = a�. b�. t   , −b�. y� = −b�. (−a�). t =  b�. a�. t   ⟹   a�. x� = −b�. y� 
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,x)  :يي حلعمومی  y) = (x�, y�) + (x4, y4) = (b�t, −a�t) + (x4, y4)  

         = {(b�t + x4 , −(a�t + y4) )   (  t ∈ ℤ )}  
     :له لياري Fermat-Euler :دويم

 gcd(a, b) = 1   ⟹ aφ(×) ≡ 1(mod b)    
 φ(b)   اويلرفنکشن(Euler-Function) شوۍ اوپه مطالعه په تيروفصلو چه ده

φ(b) :دهشکل  7ندي =  |{� ∈ ℕ |  1 ≤ � ≤ ' ∧  ���(',�) = 1}|  
.a  د x + b. y = c د  معادلهFermat-Euler  حل لري7ندي  له لياري:  

x ≡ c. aφ(×)d�  (mod b)   
x  :يعنی = c. aφ(×)d� + tb   (  t ∈ ℤ )   

y = c. 1 − a¥(×) b − ta   (  t ∈ ℤ )   
6x  :مثال + 10y = 100       
a :دلته = 6 , b = 10 , c = 100   10 = 1.6 + 4                           6 = 1.4 + 2        4 = 2.2 + 0 
gcd (10,6)  :پس = 2 
  cgcd(a, b) = 1002 = 50 

دتامو ، پس معادله کويصدق شرط )   Diophantine( ديوفنتينی څرنګه چه د
  .لري حل  اعدادو
  :له لياري  Euclidean Algorithmحل د 

,gcd(a   :کړي معادله صدق 7نديپيداکړو چه دااعداد  sاو  r بايد حل لپاره د b) = a. r + b. s 
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  2 = 6 − 1.4 = 6 − 1(10 − 1.6) = 2.6 − 1.10       
= r   پيدا موکړچه 2 , s = x4  :ييحل  وو يا  1− = r. d = 2.50 = 100 , y4 ≔ s. d = −1.50 = −50 
6x  کوو حل پيدا  (homogene)ين ګھومو يمعادلاوس د ھغي  + 10y = 0     2.3. x + 2.5. y = 0 ⟹   3. x +  5. y = 0 ⟹  3. x = −5. y  

�x  :7ندي حل لريمعادله فوق پورتني  = 5t , y� = −3t          (  t ∈ ℤ )  
  :حل يیعمومی 

(x, y) = (x�, y�) + (x4, y4) = (5t, −3t) + (100, −50) 

         = {(5t + 100, −(3t + 50) )   (  t ∈ ℤ )}  

  :پس دحل سيت يي

{(x, y)| x = 100 + 5t, y = −50 − 3. t   (  t ∈ ℤ )  } 
t که  :امتحان = ,x)  :وي 2 y) = (5t + 100, −(3t + 50) = (2.5 + 100, −(2.3 + 50)) 

         = (110, −56) 
,x)  اوس y) = (110, 6.110 کوووضع  کيمعادله په راکړل شوي  (56− + 10. (−56) = 660 − 560 = 100   
,x)پس   y) = (110,   .دياعداد  اوتاميو حل ي معادلد  (56−

6x  :له Fري Fermat-Euler د حل + 10y = 100 , gcd(6,10) = 2 

62 x + 102 y = 1002 ⟹    3x + 5y = 50 

a کيمعادله په پورتني  = 3 , b = 5 , c = 50  
gcd(3,5) څرنګه چه = φ(b) ده  تطبيق د قابل طريقه  Fermat-Euler د ، پسدی  1 = φ(5) = |{� ∈ ℕ |  1 ≤ � ≤ 5 ∧  ���(5,�) = 1}| = 4 

x = c. a¥(×)d� + tb   (  t ∈ ℤ ) 

   = 50. 3Td� + 5t   (  t ∈ ℤ ) = 50. 3Td� + 5t   (  t ∈ ℤ )   
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   = 50. 3� + 5t   (  t ∈ ℤ  ) = 1350 + 5t   ( t ∈ ℤ  ) 

y = c. 1 − a¥(×) b − ta   (  t ∈ ℤ ) = 50. 1 − 3T 5 − 3. t   (  t ∈ ℤ )   
   = 50. d»4U − 3. t   (  t ∈ ℤ ) = −800 − 3. t   (  t ∈ ℤ )  

,x)}  :يي سيت حلدپس  y)| x = 1350 + 5t, y = −800 − 3. t   (  t ∈ ℤ )  } 
,x)  وي t = 0 که :امتحان y) = (1350, −800) 6x + 10y = 100  
,x)  اوس y) = (1350, 6.1350  کوووضع  کيمعادله په پورتني  (800− + 10. (−800) = 8100 − 8000 = 100 
,x)پس   y) = (1350,   .دياعداد  ي يو حل اوتاممعادلد  (800−

 
168x  :مثال + 238y = 126       
a دلته = 168 , b = 238 , c = 126   238 = 1.168 + 70                           168 = 2.70 + 28        70 = 2.28 + 14 28 = 2.14 + 0 
gcd (238,168)  :پس = 14 
  cgcd(a, b) = 12614 = 9 

شرط صدق کوي، پس معادله دتامو )   Diophantine( ديوفنتينی څرنګه چه د 
  .اعدادو حل لري 

  :له لياري  Euclidean Algorithmحل د 
,gcd(a   :معادله صدق کړي 7ندياعداد پيداکړو چه دا sاو  rد حل لپاره بايد  b) = a. r + b. s  14 = 70 − 2.28       

       = 70 − 2(168 − 2.70) 
      =  238 − 168 − 2(168 − 2(238 − 168))      
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      =  238 − 168 − 2(168 − 2.238 + 2.168)     
      =  238 − 168 − 2.168 + 4.238 − 4.168            = 5.238 − 7.168 

= r   پيداموکړچه −7 , s =   :ييحل  اويو  5

x4 = r. d = −7.9 = −63 , y4 ≔ s. d = 5.9 = 45  
168x  حل پيدا کوو  (homogene)ين ګھومو يمعادلاوس د ھغي  + 238y = 0     14.12. x + 14.17. y = 0 ⟹   12x +  17. y = 0  

                                    ⟹  12x = −17. y  
�x  :لريحل  7نديمعادله پورتني  = 17t , y� = −12t          (  t ∈ ℤ )  
,x)  :يي حل عمومی y) = (x�, y�) + (x4, y4) = (17t, −12t) + (−63,45) 

         = (17t − 63, −12t + 45)    (  t ∈ ℤ )  

  :سيت ييپس دحل 

{(x, y)| x = −63 + 17t, y = 45 − 12. t   (  t ∈ ℤ )  } 
4x  :لرومعادله  ونږ 7نديم: تمرين + 6y = 16       
( a )  ديوفنتينی کړی چه د ثبوت)Diophantine  (شرط په پورتني معادله کي 
 کويصدق 
( b ) معادله د Euclidean Algorithm او Fermat-Euler  له لياري حل
  کړی

له  ګيافغاني  2 يوازي احمد. راونيسيافغانی  23 پهکتاب وي غواړياحمد  :تمرين
 کړي چهمعلوم . کي لريدکان  پيسي پهی ګافغاني 5 فقطو دکاندارا ځان سره لري

ی ګفغاني 5 څوو دکاندار ا تهافغانيګی دکانداره دو رانيولولپاره بايد څوکتاب  داحمد 
    ته ورکړياحمد 
( a )  ديوفنتينی حل يي دعمومی )Diophantine  (  معادلياري پيداکړي  

( b )  ھم   یګافغاني 5 وو يا یګافغاني هدو 14  له مخي پيدا کړي چه حل عمومی د
 دیحل 
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   فصل  لسم

Cryptography ) ليکنهرمز ( 

  رمزي پيغام رافی بواسطه کو7ی شوديوپيغام متن په يوګکرايپتود  
(encryption message) فقط . ھرڅوک ھغه ونشي لوستلی  يتبديل کړوچ

شکل  بيرته په اصلی پيغاميوازي ھغه کسان چه اجازه دلوستلوولري ، کو7ي شي 
 message) (decryption اوسني په .راولي Cryptography )رمزليکنه( 

  .کيږياستفاده  زياتهڅخه  (factor groups) وګروپي معاصرالجبردفکتوردکي 
. استعمالوي)  Code-ISOاويا   ( Code-ASCIIددي کارلپاره دنوروترڅنګ د 

يعني په . حرفونو اواعدادو ترمينځ رابطه موجوده ده دکي  Code-ASCIIپه 
  .)ھمدارنګه دسمبولولپاره( جدول کي دھرحرف لپاره يوعدد تعين شويدی

جدول کي د  ASCIIکمپيوتري پروګرامونه موجود دي، چي د ھغوي پواسطه په  
 په اسانه) يا سمبول( اوعدد ته ترتيب شوی حرف مربوطه عدد )يا سيمبول( حرف

يو بل  (receiver)او پيغام اخيستونکی  (sender) پيغام استونکی. پيداکولی شي
مګرمونږ دلته دمثالولپاره خپل . سره د يوډول جدل داستعمال لپاره موافقه کوي

  :7ندي جدول استعمالو
  

O   N M  L  K  J  I  H  G  F  E  D  C  B  A  

15  14  13  12  11  10  09  08  07  06  05  04  03  02  01  

 
#  % =  ?  Z  Y  X  W  V  U  T  S  R  Q  P  

30  29  28  27  26  25  24  23  22  21  20  19  18  17  16  

 
↝ "په   اوعدد ترمينځ رابطه) يا سيمبول(دحرف مونږ    سره ښيو " 

 وا Hellan, ElGamal-Polig لکه  يطريق يمختلف ي لپارهرمزليکند  
Method-RSA  ديموجود.  

  .ښيو Rپه  (Receiver) ستوونکیخيپيغام ااو  Sپه  (Sender) پيغام استوونکی
( 1 ) ryptsystemCHellman -Pohlig     

 ددعاوليه لوي يوپر ) R(ستوونکیخيپيغام ااو  ) S( پيغام استوونکیپدي سيستم کي 
  )prime number  (p موافقه کوي  
  :وظيفه Sد 

( a)     يو عددe   د 7ندي خواصوسره انتخابوي اوR ته خبرورکوي:  � ∈ {2, … , = − 2}     ∧  ���(�, = − 1) = 1    
( b )   پيدا کوي اوبيا ھغه د اعداد مربوطه د متن لپاره پيغام د کي جدول  په (ℤ∗:, .   ديوحرف مربوطه عدد وي، بيا ھغه د mيعني که . عنصرپه شکل ليکي (
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 ¬Ð ∈ (ℤ∗:, .   په شکل ليکي   (

 ( c )     اصلي پيغام په رمزي پيغام(encryption message)  په 7ندي ډول  
:̅�    :بدلوي       =  ( ¬Ð )� 

  ( d )   پيغام اخيستونکي ته ليږي   ̅�پيغام   رمزي   
  :وظيفه Rد 

( a )     يو عددd  د7ندي خواصوسره انتخابوي:  � ∈ {2, … , = − 2}    ∧    e. d ≡ 1 (mod p − 1)  
( b )   بيرته په اصلي پيغام  ̅�پيغام   رمزي message) (decryption  په  

Ð¬  :7ندي ډول بدلوي     =  ( �̅ )� 
 .پيغام اخيستونکي ته ليږي  AFGغواړي يو پيغام دمثال په ډول د   S :مثال 

= داداعاوليه  يودواړه پر = ,��∗ℤ)دي کارلپاره د .  موافقه کوي  11 . ګروپ   (
 . څخه استفاده کوي

  :وظيفه Sد 
( a )      يو عددe  د 7ندي خواصوسره انتخابوي او R  ته خبرورکوي:  

  � = 3 ∈ {2, … , = − 2} ∧     ���(3,10) = 1 
( b )      داديد اعدامربوطه  پيغامد د جدول له مخي:   + ↝ 1  ,F ↝ 6  , G ↝ 7 

≕ m :رمزی پيغام په 7ندي ډول تبديلويعددي اوھغه په  1  ,  m ÎÎÎ ≔ 1Î ∈ (ℤ∗��, . )   , �̅ =  ( ¬Ð )� = ( 1Î )3 =  1Î     m ≔ 6  ,  m ÎÎÎ ≔ 6Î ∈ (ℤ∗��, . )    �̅ =  ( ¬Ð )� = ( 6Î )3 =  36ÎÎÎÎ . 6Î = 3Î. 6Î = 7Î m ≔ 7  ,   m ÎÎÎ ≔ 7Î ∈ (ℤ∗��, . )    �̅ =  ( ¬Ð )� = ( 7Î )3 =  49ÎÎÎÎ . 7Î = 5Î. 7Î = 2Î E ≔ {1Î, 7Î, 2Î} 
( c )     پيغام عددي رمزی  á ≔  {1Î, 7Î, 2Î}  اخيستونکي  پيغامR  ته ليږي  

  :وظيفه Rد 
( a )      يو عددd  د 7ندي خواصوسره انتخابوي:  

  � = 7 ∈ {2, … , = − 2}   ∧    e. d = 3.7 = 21 ≡ 1 (mod 10)  
  ( b )   پيغام عددی رمزی E ≔ {1Î, 7Î, 2Î} 1  :مربوطه حروف يي. اخلي ↝ A  , 7 ↝ G  , 2 ↝ B 

  دی AGBراليګل شوي پيغام  يعني      
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( c )     پيغام په 7ندي ډول بدلويعددي په اصلي   پيغام عددي رمزیبيا دا: �̅: =  1Î   ,   ¬Ð =  ( �̅ )� = ( 1Î )7 = 1Î .   �̅: =  7Î ¬Ð =  ( �̅ )� = ( 7Î )7 = (7Î)2 . (7Î)2 . (7Î)2 . 7Î = 5Î  . 5 Ð. 5Î. 7Î = 25ÎÎÎÎ . 35ÎÎÎÎ  

    = 3Î . 2Î =  6Î �̅: =  2Î ¬Ð =  ( �̅ )� = ( 2Î )7 = (2Î)4 . (2Î)3 = 16ÎÎÎÎ . 8Î  = 5Î . 8Î = 40ÎÎÎÎ = 7Î  

D  پيغام  اصليعددي     ≔ {1Î, 6Î, 7Î}  دی 
1  :  جدول له مخي ↝ A  , 6 ↝ F  , 7 ↝ G 

  دی AFG معلوم شوچه اصلي پيغام  
 

) 2(   Cryptsystem -RSA 
  ,Adleman Shamir رياضي عالمانو ریددطريقه  يرمزليکن RSA د
  :7ندي ډول دي پهطرزالعمل  RSAد . هشوکشف کال کي  1978 په  Rivestو ا
)( 1   public key :پيغام استوونکی )sender  (پيغام اخيستونکي وا
  (receiver) يوي  خپل مينځ کي په پهpublic key  ) تفاھمسره ) عمومي کيلي   
  .کوي  

( 2 )  private key  :ده همعلوم پيغام اخيستونکي ته يوازيفقط  دا کيلي  
  .سره ښيو R پيغام اخيستونکي په وا S پيغام استوونکی کس په ونږم   
 :لري يمرحل7ندي طرزالعمل  RSA د

  :)وظيفه(  Rد 
R ( i )  داداعاوليه لوي مختلف ه دو   )prime number   (p  ،q وي اينتخاب  

n اوبيا   ≔ p. q   کويوضع   
( ii )  د Function-Euler له مخي د ñ(.) يعنی. قيمت پيدا کوي:  

 ñ ∶ ℕ ⟶ ℕ 
     . ⟼  ñ(.) = |{� ∈ ℕ |  1 ≤ � ≤ . ∧  ���(.,�) = 1}|  

(.)ñ  يا  = (p − 1). (q − 1) 
  دي داعدااوليه   qاو  pځکه 
( iii )   عدد ظبيعیوي e  اوبيا يي د  ويانتخابسره وخواصد 7نديℤu(-)    عنصرپه

�    شکل ليکي ∈ {2, … , ñ(.)}     ∧  ���P�, ñ(.)Q = 1   �̅ ∈ ℤu(-)   
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( iv )  عدد  بيعیط ويd   پيدا کوي وسرهخواص7ندي:  � ∈ ℕ   ∧  d. e ≡  1Pmod ñ(.)Q 

  کي دی  ګرين    (-)ℤu په ̅�  دمعکوس  ̅�يعنی 

,�) دلته ,d)و ا (public key) کيلی عمومی  (.  کيلي  خصوصی (.
 )private key  (د R )يوازي. دي) پيغام اخيستونکي R  ھغه پيژني  

  : وظيفه)  S( پيغام استوونکی
( i )  کيلي عمومی (�,   څخه 7سته راوړي R د (.

)( ii   پيغام د متن لپاره مربوطه اعداد پيدا کوي اوبيا ھغه د کي د جدول  په ℤ-   
Ð¬ ديوحرف مربوطه عدد وي، بيا ھغه mيعني که . عنصرپه شکل ليکي ∈ ℤ-     

    انتخابوي    
( iii )  د e و ا¬Ð په 7ندي ډول 7سته کي    -ℤپيغام پهرمزی   ̅�کومک په   
̅�  : راوړي ≔ (¬Ð )� 
( iv )  �̅   پيغامرمزی عددي R )ته ھستوي) پيغام اخستونکي   
  :اصلی پيغام په 7ندي ډول بدلوي Ð¬په  پيغامرمزی  ̅� ھغه  R اوس

(�̅ ) � = (¬Ð )�� = ¬Ð  
 وليږي ته مينا  ’4’ په ډولمثال د يوپيغامغواړي فاطمه  :مثال
(a)  ندي فاطمه بايدF ترسره کړي عمليات: 

بيادھغوي وا ويانتخاب qو ا prime number   (p(   د اعده لمړني ادو  1 )(
p  : يعني.7سته راوړي n څخه = 3 , q = 11 , n = p. q = 3.11 = 33 

ñ(33) = |{� ∈ ℕ |  1 ≤ � ≤ 33 ∧  ���(33,�) = 1}| = 20   
(.)ñ  :يا  = (p − 1). (q − 1) ñ(33) = (3 − 1). (11 − 1) = 20 

 اوليه اعداد دي q او pځکه 
  :شي  انتخاب وسرهخواص طبعی عدد د7ندي e د  ( 2 )

� ∈ {2, … , ñ(.) − 1}     ∧  ���P�, ñ(.)Q = 1  �: = 7 � = 7 ∈ {2, … ,19}   ∧  gcd(7,20) = 1   7 Ð  ∈ ℤ�4   
  :کويپيداخواصوسره  د7ندي dو طبعی عدد ي( 3 )  
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� ∈ ℕ   ∧  d. e ≡  1Pmod ñ(.)Q 

 رينګ کي وي   ℤ�4 په  ̅�  دمعکوس  بايد ̅�يعنی 
موجود خواصوسره  د7ندي kو ا dاعداد له مخي تام  algorithm  euclidean د

.d  :دي e + k. ñ(.) = 1 = ���P�, ñ(.)Q  d. 7 + k. 20 = 1 = ���(7,20) 
 20 = 2.7 + 6      7 = 1.6 + 1        6 = 6.1 + 0    
 1 = 7 − 1.6  
   = 7 − 1. (20 − 2.7) 
   =  3.7 − 1.20    
   =  3.7 − 1.20 ⟹  1Î = 3Î. 7Î − 1Î. 20ÎÎÎÎ = 3Î. 7Î − 1Î. 0Î = 3Î. 7Î   
      

�و ا ګرين   ℤ�4 په 7Î  دمعکوس  3Î کينتيجه په   =   .  دی 3
,public key:    (e  :ترتيبوي ي کيليو خصوصا يعموم7ندي  ( 4 ) n) =  (7,33) ∧    private key:  (d, n)  =  (3,33)      
      ويبدلپيغام رمزی  پهدعنصرپه شکل ليکي اوبياي    ��ℤد   ’4’ استونکي پيغامفاطمه  ( 5 )

 ¬Ð ≔ 4Î ∈ ℤ��         �̅ =  ( ¬Ð )� = ( 4Î )7 = P 4Ð QT. P 4Ð Q�  =  256ÎÎÎÎÎÎ . 64ÎÎÎÎ  
    = P 7. 33ÎÎÎÎ + 25ÎÎÎÎ Q. ( 33ÎÎÎÎ + 31ÎÎÎÎ) 
     = P 0Î  + 25ÎÎÎÎ Q. ( 0Î + 31ÎÎÎÎ) = 775ÎÎÎÎÎ = 23. 33ÎÎÎÎ + 16ÎÎÎÎ  = 16ÎÎÎÎ   

̅� پيغام  رمزی = 16ÎÎÎÎ  دی 
̅� پيغام  رمزی ( 6 ) = 16ÎÎÎÎ  مينا ته ليږي 
(b)   ندي مينا بايدFکړيعمليات اجرا: 

̅�   :يعني.  اخلياورمزي پيغام )  public key(کيلي  عمومی دفاطمي څخه د ( 1 ) =  16ÎÎÎÎ ∈ ℤ��     ,  public key:    (e, n) =  (7,33) 

�(16ÎÎÎÎ) = "( ̅� )  :بدلويپه اصلي په  بيغامرمزی  ھغه بيا مينا ( 2 ) =   4096ÎÎÎÎÎÎÎ =  124ÎÎÎÎÎ .  33ÎÎÎÎ +   4Î  =  4Î   
  وه 4 پيغاماصلی  شوچهمعلوم کي نتيجه په 

   . ته وليږي قادر نامهپه  “BALKH„  غواړي يوپيغام داحمد  کي مثال پدي :مثال
p دلتهقادر و ا  q . ويکمثال انتخاب دپورتني    
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p = 3 , q = 11 , n: = p. q = 3.11 = 33 public key:    (e, n) =  (7,33) ∧    private key:  (d, n)  =  (3,33)      
↝ B :له مخي جدول د  2 , A ↝ 1  , L ↝ 12  , K ↝ 11 , H ↝ 8   

  :بدلوي پيغام  )encryption(رمزیعددي  پيغام په 7ندي ډول پهاحمد اصلی 
   ¬Ð� = 2Î ∈ ℤ�� , ¬Ð� = 1Î ∈ ℤ�� , ¬Ð� = 12ÎÎÎÎ ∈ ℤ��   

¬ÐT = 11ÎÎÎÎ ∈ ℤ�� , ¬ÐU = 8 Ð ∈ ℤ��   
( ¬ÎÎÎ1 )§ = P 2Ð Q¼ =  128ÎÎÎÎÎÎ = 3Ð. 33ÎÎÎÎ + 29ÎÎÎÎ =  29ÎÎÎÎ = �1ÎÎÎ   
(  ¬Ð� )§ = ( 1Î )¼ =    1Î = ��Ð  

  ( ¬�ÎÎÎÎ )� = ( 12ÎÎÎÎ )7 = ( 12ÎÎÎÎ )3. ( 12ÎÎÎÎ )3. 12ÎÎÎÎ = 1728ÎÎÎÎÎÎÎ. 1728ÎÎÎÎÎÎÎ. 12ÎÎÎÎ 

            = P52ÎÎÎÎ. 33ÎÎÎÎ + 12ÎÎÎÎQ. P52ÎÎÎÎ. 33ÎÎÎÎ + 12ÎÎÎÎQ 12ÎÎÎÎ 

           = ( 0Î + 12ÎÎÎÎ ). ( 0Î + 12ÎÎÎÎ ). 12ÎÎÎÎ 

           = 1728ÎÎÎÎÎÎÎ =  52ÎÎÎÎ. 33ÎÎÎÎ + 12ÎÎÎÎ = 12ÎÎÎÎ = ��Ð   

  ( ¬Ð T)� = ( 11ÎÎÎÎ )7 = ( 11ÎÎÎÎ )3. ( 11ÎÎÎÎ )3. 11ÎÎÎÎ = 1331ÎÎÎÎÎÎÎ. 1331ÎÎÎÎÎÎÎ. 11ÎÎÎÎ 

             = (40ÎÎÎÎ. 33ÎÎÎÎ + 11ÎÎÎÎ). ( 40ÎÎÎÎ. 33ÎÎÎÎ + 11ÎÎÎÎ) 11ÎÎÎÎ 

             = ( 0Î + 11ÎÎÎÎ ). ( 0Î + 11ÎÎÎÎ ). 11ÎÎÎÎ 

           = 11331ÎÎÎÎÎÎÎÎÎ =  40ÎÎÎÎ. 33ÎÎÎÎ + 11ÎÎÎÎ = 11ÎÎÎÎ = �TÐ   

  ( ¬UÎÎÎÎ )� = ( 8Î )7 = ( 8Î )3. ( 8Î )3. 8Î = 512ÎÎÎÎÎ. 512ÎÎÎÎÎ. 8Î 

           = P15ÎÎÎÎ. 33ÎÎÎÎ + 17ÎÎÎÎQ. P135ÎÎÎÎÎ. 33ÎÎÎÎ + 17ÎÎÎÎQ . 8Î 

           = ( 0Î + 17ÎÎÎÎ ). ( 0Î + 17ÎÎÎÎ ). 8Î 

           = 2312ÎÎÎÎÎÎÎ =  70 ÎÎÎÎ. 33ÎÎÎÎ + 2Î = 2Î = �UÐ     
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E  :ته ليږيرمز محمود عددي 7ندي احمد  ≔ {��Ð  , ��Ð , ��Ð , �TÐ  , �UÐ } = {29ÎÎÎÎ , 1Î, 12ÎÎÎÎ , 11ÎÎÎÎ , 2Î}     
E پيغام عددی رمزی قادر ≔ {29ÎÎÎÎ , 1Î, 12ÎÎÎÎ , 11ÎÎÎÎ , 2Î} 29  :مربوطه حروف يي. اخلي ↝ %  , 1 ↝ A  , 12 ↝ L, 11 ↝ K, 2 ↝ B 

  دی ALKB%پيغام رمزي راليګل شوي  يعني      
E پيغام عددی رمزیھغه  قادر = {29ÎÎÎÎ , 1Î, 12ÎÎÎÎ , 11ÎÎÎÎ , 2Î}  پيغام  اصلی پهاو اخلي 

)decryption(  په 7ندي ډول بدلوي يي  :  
 

 ( ��Ð  )" = (( ¬�ÎÎÎÎ )§)" = ((2Î)¼)� = ( 29ÎÎÎÎ )� 
                               =  24389ÎÎÎÎÎÎÎÎÎ = 739.  33ÎÎÎÎ +  2Î  =  2Î  =  ¬�ÎÎÎÎ  ( ��Ð  )" = (1Î)� =    1Î  =  ¬�ÎÎÎÎ  ( ��Ð  )" = (12ÎÎÎÎ)� =  12ÎÎÎÎ =  ¬�ÎÎÎÎ  ( �TÐ  )" = (11ÎÎÎÎ)� =  11ÎÎÎÎ =  ¬TÎÎÎÎ  ( �UÐ  )" = (2Î)� =  8Î  =  ¬UÎÎÎÎ  
   m� =  2 , m� = 1 , m� = 12 , mT = 11 , mU = 8     

2 :يعنی. پيغام بدلويصلی  له مخي پهجدول  داعداد پورتني قادر اوس ↝ B , 1 ↝ A , 12 ↝ L, 11 ↝ K , 8 ↝ H  
  .وه “BALKH„ ليږل شوي پيغام چه پوھيږيقادرکي نتيجه په 

) 3 (  Cryptsystem -Elgamal  

کي يوه نوي ) ographyCrypt )1985ھغه په . طاھرا لجمل يو مصري عالم دی
  .په نوم ياديږي Cryptsystem-Elgamalطريقه پيدا کړه چه د 

G  :څخه استفاده کوي   Gلپاره ديو دوراني ګروپ  Cryptsystemد  الجمل =< � > , £��(G) = n  
  .سره ښيو R پيغام اخيستونکي په وا S پيغام استوونکی کس په ونږم

R  کيلي ګاني په 7ندي شکل جوړوي:  
aيو   ∈ {2,3, … , n − :Aانتخابوي او  {1 = gÔ  وضع کوي 

( 1 )  private key :  a  
) 2(    public key: (G =< � >, +)  
 ته معلومات ورکوي   S په باره ) عمومي کيلي (  public key ددي R بيا 

  :پيغام استوونکی وظيفه Sد 
m يو عنصر ∈ G   عدد   يود پيغام په حيث او b ∈ {2,3, … , n −   .انتخابوي {1

:Bبيا  = g×  ، C ≔ A× . m   وضع کوي او(B, C)  اخيستونکيپيغام  R  ته
  .ليږي
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.BdÔ  :اصلی پيغام په 7ندي ډول بدلوي mپه  پيغامرمزی ھغه  Rاوس  C = gdÔ× A×. m =   (gdÔ)× . A×. m = Ad×. A×. m = m  
لدي . عدد پيغام اخيستونکي ته وليږي 4غواړي يو پيغام دمثال په ډول د  S :مثال

,¼∗ℤ)کارلپاره مونږد  .   .  دوراني ګروپ استعمالو  (

 G ≔ (ℤ∗¼, . ) , G =< � > = < 3Î > , £��(G) = 6    
 پيغام اخيستونکی:

private key :   a = 2 ∈ {2,3, 4,5}  A: = gÔ = (3Î)� = 9Î = 7Î + 2Î = 2Î  

public key:  (G =< � >, +) = (3Î, 2Î) 
 پيغام استوونکی:

,¼∗ℤ)د   4    . m     : ويبدلپيغام رمزی د عنصر په شکل ليکي اوبيايي په  ( = 4Î ∈ G  , b = 3 ∈ {2,3, 4,5} B = g× = (3Î)� = 27ÎÎÎÎ = 21ÎÎÎÎ + 6Î = 6Î C = A× . m = (2Î)�. 4Î = 8Ð . 4Î = 1Î. 4Î=4Î (B, C) = (6Î, 4Î) 
,B)اوس   C) = (6Î, 4Î) ته ليږي پيغام اخيستونکي  

,B)  :پيغام اخيستونکي C) = (6Î, 4Î) 
R اصلي پيغام په 7ندي ډول 7سته راوړي:  

 BdÔ. C = (6Î)d� . 4Î = ��¹ÎÎÎÎ . 4Î = ��Ð . 4Î = 4Î 

 دی  4 په نتيجه کي پوه شو چي اصلي پيغام
 . په نامه قادر ته وليږي “DE„پدي مثال کي احمد غواړي يوپيغام د   :مثال

,��∗ℤ)د  پدي مثال کي .   دوراني ګروپ څخه استفاده کو (
  G ≔ (ℤ∗��, . ) , G =< � > = < 2Î > , £��(G) = 10    

 پيغام اخيستونکی:
private key :   a = 3 ∈ {2,3, 4,5,6,7,8,9 }  A: = gÔ = (2Î)� = 8Î    
public key:  (G =< � >, +) = (2Î, 8Î) 

 پيغام استونکی:
æ   د جدول له مخي 7ندي رابطي پيداکوي: ↝ 4  , E ↝ 5  
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,��∗ℤ)پورتني اعداد د  . ه پرمزی پيغام عددي ھغه په بيااو عنصرپه شکل ليکي (
b  :بدلوي 7ندي ډول  = 2 ∈ {2,3, 4,5,6,7,8,9 } B = g× = (2Î)� = 4Î m = 4 ¬Ð = 4Î ∈ (ℤ∗��, . )   c� = A× . ¬Ð = (8Î)�. 4Î = 64ÎÎÎÎ. 4Î = 9Î. 4Î=3Î 

 m = 5 ¬Ð = 5Î ∈ (ℤ∗��, . )   c� = A× . ¬Ð = (8Î)�. 5Î = 64ÎÎÎÎ. 5Î = 9Î. 5Î=1Î C ≔ {c�, c�} = {3 Ð , 1Î } 
,B)اوس   C) ته ليږي پيغام اخيستونکي  

 :پيغام اخيستونکي
  :عددي اصلي پيغام په 7ندي ډول 7سته راوړي

  

 BdÔ. c� = (4Î)d� . 3Î = �¹TÎÎÎÎ . 3Î = �ºÎ . 3Î = ��Ð = (3Î)d� = 4Î 

 BdÔ. c� = (4Î)d� . 1Î = �¹TÎÎÎÎ . 1Î = �ºÎ . 1Î = �ºÎ = (9Î)d� = 5Î   
  :دجدول له مخي

 دي  DE  قادر پيداکړ،چي راليږل شوی پيغامنتيجه کي  په

,-∗ℤ)او  p ، qدلته په مثالونو کي د محاسبي داساني لپاره  :تبصره . وچني ک   (
عمومی صورت اوږده دي ، پس اعداد په څرنګه چه پيغامونه . شويدي ديانتخاب 

ا اسانی اجررامونو په واسطه په گلوي انتخابيږي اومحاسبه يي د کمپيوتری پرو
  کيدای شي

  پيغام باندي ھغه دري کريپت سيستيم  AFGHANپه  :تمرين
Cryptsystem) ( تطبيق کړي 
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 (Symbols) ونهسمبول

S ≔ �            a د b  شوی دیتعريف څخه S ⇒ ⇔  S څخه 7س ته راځې  bد  افاده      aد             � © 7س ته راځې  a څخه bد وا b ې څخهافادa  د           � = ∅              A  دی تيسخالی © ≠ ∅             A نه دیدی  تيخالی س S ∈ ©             a په عنصر  ويA کې دیت يس S ∉ ©             a    پهA نه دیکې شامل ت يس  ∀S ∈   )او    ( logical  and(conjuction)                    ∧ کې  A په aھر           ©
S   مثال                           ∧  �  : a وا b ي صدق کويافاد   ∨                     (disjunction)logical or)  يا( 

S  مثال                       ∨   صدق کوي افاده bد  يا a د  : �

¬          not    ) negation ( )  متناقض(   ⋃ ⋂ (union) اتحاد  سيتونو د                        (intersection) تقاطع  سيتونو د                     

 © ⊂ ª             A ت  يس فرعی(sub set) د B دی  

 A ⊆ B        A       ست   فرعی(sub set) د B دويا مساوی ا B سره دی  

     A ∖ B          {  a∈ A │  a∉ B  }                   
 ∃� ∈   دیموجود په سيت کی  A دعنصر  b وي           ©

 ∄� ∈ �!∃       لریه ن جودپه سيت کی  A دعنصر  b وي           © ∈  په سيت کی موجود دی Aد  bفقط يواځی يو           ©

N⊴ X              N  پهنورمال G  کې 
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  او تشريحات اختصارات

 ℕ   تيس واعداد طبيعی د                             ℕ ⋃   {0}      :=     ℕ4 

 ℤ     ت يس واعداد )تام(دپوره                       ℤ    \   {0}  = : ℤ ∗   ℚ     ت يس واعداد ناطق د                                 ℚ∗ ≔   ℚ \  {0}   

 ℝ   تيس وحقيقی اعداد د                                  ℝ∗
:= ℝ  \  {0} 

 ℝc  تيس ومثبت حقيقی اعداد د                        ℝc∗  
:= ℝc   \  {0} 

  ℝc4 سرهصفر د تيس ومثبت حقيقی اعداد د      ℝd    ت يس واعداد حقيقی منفید                        ℝd∗  
:= ℝd   \  {0}  ℝd4   سره صفر دت يس واعداد حقيقی منفید     

 ℂ    ت يس واعداد مختلط اوياد موھومي د               ℂ∗: =  ℂ  \  {0}   
Greek  يونانی  
homomorphism (Greek : homo  same  , morph   form  ) 
epimorphism (Greek: epi   upon  ) 

monomorphism (Greek:  mono   alone ( يوازی ) ) 

isomorphism (Greek: iso   equal  

  G-Hom      روپ ھمومورفيزم     ګ(Group Homomorphism)  
 G-Monom  مورفيزم     مونوروپ ګ(Group Homomorphism) 

 G-Epim     مورفيزم     ايپوروپ ګ(Group Epimorphism) 
G-End      روپ اندومورفيزم     ګ(Group Endomorphism)    

G-Isom     روپ ايزومورفيزم     ګGroup Isomorphism)   
G-Aut       روپ اوتومورفيزم ګ    (Group Automorphism)    

R-Hom     ھمومورفيزم   ګرين   (Ring Homomorphism)    
R-End       اندومورفيزم  ګرين    (Ring Endomorphism)    
R-Aut       اوتومورفيزم    ګرين   (Ring Automorphism)   

R-Isom     ايزومورفيزم   ګرين   (Ring Isomorphism)   
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Greek Letters 

] �	
	�� ���	� [ 

Uppercase                  lowercase 
 ( ونهرفح لوی        )                ( ونهحرف کوچنۍ   ) 
---------------------------------------------- 
Α    alpha                         α         
Β    beta                           β 
Γ     gamma                     γ 
∆     delta                         ¬ 
Ε     epsilon                                ϵ     epsilon variant 
Ζ      zeta                         ® 
Η     eta                           ¯ 
Θ     theta                       °           ±    theta variant  
Ι      iota                           ²  
Κ     kappsa                    ³  
Λ     lambda                   Û   
Μ    mu                           Ü 
Ν     nu                           ν 
Ξ     xi                             ´ 
Ο    onmicron               µ  
Π    pi                             ¶ 
Ρ    rho                           ñ        ·   rho vaiant 
Σ    sigma                      ¸          ¹   sigma variant 
Τ    tau                           ï  
Υ    upsilon                    º 
Φ    phi                         ñ         ³  phi variant Χ     chi                         ¼ Ψ     psi                        e Ω      omega                ¿ 
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د مھمندانود لمړی ښونځی د . ځه د بلخ ولسوالی د مھمندانوپه کلې زيږيدلی يم
  . فارغيدو وروسته د کابل دابن سينا په منځنی ښونځی کی شامل شوم

کابل د . د دارالمعليمين دفارغيدومی وروسته څوکاله مي دښونکی ډنډه درلوده
کی په علمی  ساينس پوھنځی د فارغيدووروسته ھلته د رياضی په ديپارتمنت

ساينس پوھنځی او د  په ھغه وخت کی د کابل پوھنتون د. کادرکی  وګمارل شوم
  Rheinischen Friedrich Wilhelms Univesityالمان  فدرالی دولت د  

په ھمدي اساس ماته بورس راکړل شواوځه درياضې په . ترمينځ تواميت موجود وه
ھلته می لمړی ديپلوم اووروسته مې . څانګه کې د لوړوزدکولپاره المان ته و7ړم

. ښار په پورتنی پوھنتون کی 7سته راوړه Bonnډاکترې درياضی په څانګه کې د 
 خطېدکاله راھيسی دھرات اوننګرھارپه پوھنتونوکی مې څوسميستره  2009د 

ديادشوي مضمونوپه برخه کي مي په پشتواودري  .الجبر تدريس کړيدی اومعاصر
  ژبوليکني ھم کړيدي
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Publishing Textbooks 

Honorable lecturers and dear students! 

The lack of quality textbooks in the universities of Afghanistan is a serious 

issue, which is repeatedly challenging students and teachers alike. To tackle 

this issue, we have initiated the process of providing textbooks to the students 

of medicine. For this reason, we have published Nearly 300 different textbooks 

of Medicine, Engineering, Science, Economics, Journalism and Agriculture (96 

medical textbooks funded by German Academic Exchange Service, 170 

medical and non-medical textbooks funded by German Aid for Afghan 

Children, 7 textbooks funded by German-Afghan University Society, 2 

textbooks funded by Consulate General of the Federal Republic of Germany, 

Mazar-e Sharif, 3 textbooks funded by Afghanistan-Schulen, 2 textbooks 

funded by SlovakAid, 1 textbook funded by SAFI Foundation and 8 textbooks 

funded by Konrad Adenauer Stiftung) from Nangarhar, Khost, Kandahar, 

Herat, Balkh, Al-Beroni, Kabul, Kabul Polytechnic and Kabul Medical 

universities. The book you are holding in your hands is a sample of a printed 

textbook. It should be mentioned that all these books have been distributed 

among all Afghan universities and many other institutions and organizations 

for free. All the published textbooks can be downloaded from www.ecampus-

afghanistan.org. 

The Afghan National Higher Education Strategy (2010-2014) states: 

“Funds will be made available to encourage the writing and publication of 

textbooks in Dari and Pashto. Especially in priority areas, to improve the quality 

of teaching and learning and give students access to state–of–the–art 

information. In the meantime, translation of English language textbooks and 

journals into Dari and Pashto is a major challenge for curriculum reform. 

Without this facility it would not be possible for university students and faculty 

to access modern developments as knowledge in all disciplines accumulates 

at a rapid and exponential pace, in particular this is a huge obstacle for 

establishing a research culture. The Ministry of Higher Education together with 

the universities will examine strategies to overcome this deficit ”. 

We would like to continue this project and to end the method of manual 

notes and papers. Based on the request of higher education institutions, there 

is the need to publish about 100 different textbooks each year.  
 



 

I would like to ask all the lecturers to write new textbooks, translate or 

revise their lecture notes or written books and share them with us to be 

published. We will ensure quality composition, printing and distribution 

to Afghan universities free of charge. I would like the students to 

encourage and assist their lecturers in this regard. We welcome any 

recommendations and suggestions for improvement. 
 

It is worth mentioning that the authors and publishers tried to prepare the 

books according to the international standards, but if there is any problem in 

the book, we kindly request the readers to send their comments to us or the 

authors in order to be corrected for future revised editions. 

This Publication was funded by Inasys GmbH in Germany. 

I am especially grateful to GIZ (German Society for International Cooperation) 

and CIM (Centre for International Migration & Development) for providing 

working opportunities for me from 2010 to 2016 in Afghanistan. 

In our ministry, I would like to cordially thank to Deputy minister of Academic 

Affaires & Acting Minister of Higher Education Prof Abdul Tawab Balakarzai, 

Administrative & Financial Deputy Minister Prof Dr. Ahmad Seyer Mahjoor 

(PhD), Administrative & Financial Director Ahmad Tariq Sediqi, Advisor at 

Ministry of Higher Education Dr. Gul Rahim Safi, Chancellor of Universities, 

Deans of faculties, and lecturers for their continuous cooperation and support 

for this project . 

I am also thankful to all those lecturers who encouraged us and gave us all 

these books to be published and distributed all over Afghanistan. Finally I 

would like to express my appreciation for the efforts of my colleagues 

Hekmatullah Aziz and Fahim Habibi in the office for publishing books. 
 

Dr Yahya Wardak 

Advisor at the Ministry of Higher Education 

Kabul, Afghanistan, November, 2019 

Office: 0756014640, 0706320944 

Email: textbooks@afghanic.de 

 



 

Message from the Ministry of Higher Education 
 

In history, books have played a very important role 

in gaining, keeping and spreading knowledge and 

science, and they are the fundamental units of 

educational curriculum which can also play an effective role in 

improving the quality of higher education. Therefore, keeping in mind 

the needs of the society and today’s requirements and based on 

educational standards, new learning materials and textbooks should 

be provided and published for the students. 

I appreciate the efforts of the lecturers and authors, and I am very 

thankful to those who have worked for many years and have written or 

translated textbooks in their fields. They have offered their national 

duty, and they have motivated the motor of improvement. 

I also warmly welcome more lecturers to prepare and publish 

textbooks in their respective fields so that, after publication, they 

should be distributed among the students to take full advantage of 

them. This will be a good step in the improvement of the quality of 

higher education and educational process. 

The Ministry of Higher Education has the responsibility to make 

available new and standard learning materials in different fields in 

order to better educate our students. 

Finally I am very grateful to our colleague Dr. Yahya Wardak that have 

provided opportunities for publishing this book. 

I am hopeful that this project should be continued and increased in 

order to have at least one standard textbook for each subject, in the 

near future.  
 

Sincerely, 

Prof Abdul Tawab Balakarzai  

Deputy Minister of Academic Affairs &  

Acting Minister of Higher Education 

Kabul, 2019 
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