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 وزارت تحصیلات عالی پیام

حفظ، پخش  در جریان تاریخ بشریت کتاب و اثر علمی برای کسب،

و نشر  علم و دانش نقش عمدۀ را بازی کرده و جز اساسی پروسه 

درسی پنداشته میشود که در ارتقای کیفیت تحصیلات دارای ارزش 

ی شناخته شدۀ جهانی و از اینرو باید با در نظر داشت نیازهای روز، معیارها خاص میباشد.

 ضروریات جوامع بشری، کتب و مواد درسی جدید  برای محصلین آماده و چاپ گردد.

  از اساتید و مؤلفین محترم کشور قلباً اظهار سپاس و قدردانی مینمایم که با سعی وتلاش

لیف و ترجمۀ کتب درسی دیَن ملی خود را اداء و أدوامدار  در جریان سالهای متمادی با ت

 موتور علم و دانش را به حرکت در آورده اند.

از سایر اساتید و دانشمندان گرانقدر نیز صمیمانه تقاضا مینمایم که در رشته های مربوطۀ 

خود کتب و سایر مواد درسی را تهیه و به چاپ برسانند، بعد از چاپ به دسترس محصلین 

قدم نیکی را  ،در پیشرفت پروسه علمی گرامی قرار داده تا در ارتقای کیفیت تحصیلات  و

 برداشته باشند.

 ،جهت ارتقای سطح دانش محصلین عزیزدر وزارت تحصیلات عالی وظیفۀ خود میداند تا 

 کتب و مواد درسی جدید و معیاری را  به رشته های مختلف علوم آماده و چاپ نماید.

-Afghanistan-Schulenمکاتب در افغانستان ) یمعاونت برا هیاز مؤسسه اتحاد ریدر اخ

VUSAF )اکتر یحیی وردک صمیمانه تشکر  و قدر دانی مینمایم، که زمینۀ و همکار ما د

  .کتب درسی  اساتید و سایر دانشمندان گرانقدر  را مهیا و مساعد ساخته اند چاپ و تکثیر

امیدوارم این کار سودمند ادامه و توسعه یابد، تا در آینده نزدیک در هر مضمون درسی حد  

 اشیم. اقل یک کتاب درسی معیاری  داشته ب

 

 احترام با

 ی الله خواجه عمر  بیپوهنمل دوکتور نج

 وزیر تحصیلات عالی

 ۱۳۹۸کابل، 



 

 استادان گرامی و محصلان عزیز!

نبود کتب درسی در پوهنتون های افغانستان یکی از مشکلات عمده  هدش ردمر مددرود  کمبود و

هدش ملوومدات یهیده  اکداا   آنهدا .ش اسد کش محصلان و استادان را ها مشکلات زیداد روهدرو سدا ت

دنمینده کدش کهندش هدود  و در هدازار هدش از چپتر ها ولکچرنوت های اسدتااد  م دسترسی نهارتش و

 وعرضش مدگردد. فوتوکاپیکداد  پایدن 

پدوهنیی هدای  درسدیعندوان کتدب ملتود   ۲۷۹ما تا هش حال هش تلهاد هرای رفع این مشکلات 

 عنوان کتب طبدی توسدک کمدا مدالی ۹۶و زراع  ) ، اقتصاد، ژورنالدزمساینس، انجندریطب، 

ک غددر طبدی توسدو طبدی ملتود  عندوان کتدب  DAAD ،۱۶۰ انجمن همکاریهای عموی آلمان

عندوان کتدات توسدک یمدلد  kinderhilfe-Afghanistan ،۷ کمدتۀ یرمنی هرای اطاال افغانسدتان

عندوان کتدات توسدک یدکال کنسدولمری آلمدان در مدزار  DAUG  ،۲پوهنتونهای آلمانی و افغانی

توسدک  کتات دیلمر ۱ ،داد صافیکتات توسک هنAfghanistan-Schulen ،۱کتات توسک  ۳شری ، ، 

ننگرهدار،  وسد ،  تدون هدای( پوهنKASعنوان کتات توسک هندداد کدانراد ادنداور  ۸سوواک ایه، 

پوهنتدون طبدی کاهد، را ، کاهد،، پوهنتدون پدولی تلنددا کاهد، و البدرونیهرات،  ،کنههار، هوخ

تمدام  یهدرا یانمذکور هصورت مج ۀاس  کش تمام کتب چاپ ره یآور  ادیقاه،  .ایم چاپ نمود 

 انه. ه یگرد عیادارات و مؤسسات کشور توز اتیپوهنتون ها، تلهاد ز

داونودود  www.ecampus-afghanistan.org پورتدالتمام کتات های چاپ رهۀ طبی و غدرطبدی را از 

 نمود  مدتوانده.

  کشور هدان می دارد:( ۲۰۱۴ – ۲۰۱۰پلان ستراتدژیا وزارت تحصدلات عالی )در حالدکش 

عومی هرای  هرای ارتقای سطح تهریس، آموزش و آماد  سازی ملوومات یهیه، دقدق و »

پشدتو زمدندش مسداعه  و محصلان، هایه هرای نورتن و نشر کتب عومی هش زهان های دری

پشتو و  تریمش از کتب و مجلات انگودسی هش دری ،هرای ریاورم در نصات تلودمی .گردد

ت فوق نداممکن اسد  تدا محصدلان و اسدتادان در ههون امکانا .حتمی و لازمی مدباره

 «تمامی هلش ها هش پدشرف  های مهرن و ملوومات یهیه زود تر دسترسی هداهنه.

در زمدنۀ تهددش کتدب درسدی هدا پوهنتدون هدای  ندمما مدلواهدم کش این رونه را ادامش داد ، تا هتوا

سسدات ؤ دداز اسد  هدرای مکشور همکاری نمایدم و دوران چپدتر و لکچرندوت را  اتمدش دهددم. ن

 عنوان کتات درسی چاپ گردد. ۱۰۰حهاق، هش تلهاد  سالانش تحصدلات عالی کشور



، تتلیف از تمام استاااا  حترت م اهامنتیم که دت  اش هات  متای حوتش ک اتهک  دات    کت  

چتا  ااکمت  و اش ااافتاش حتا  تراش  ۀتر ی  و کا مه ی چرنهت ما و چپت  متای اتها شا اکت کآ و  حتاا

امم ، تا ها دفففآ عتایک چتا  و هت   تهش ح تانک هت  است ی هتهممرک متای حرهه ت ، استاااا  و 

 حترصشفن  راش اااه شها. 

تتا  ،میچما  اش حهشا ن ات ذدر شت ه هفنتمدااات و نیرکتات اتها شا هت   اشی حتا خکت  ستااا 

 شا هرااشکه. یر اش اکن شاساا   م مای حؤثرتا  هاهانفه حن د

 د  اش احهش ذدر ش ه ها حا و اساااا  حتر م می اشی ااکم . ،ازحترصشفن عزکز نفز اهامنیم که

قاه، تذکر اس  کش از طرف مؤل  وناشر نهای  کوردش گردیده  تدا محتویدات کتدب هدش اسدا  

درصورت مویودید  مشدکلات درمدتن کتدات، از  وانندهگان  .ملدار های هدن الموی آماد  گردد

یدا مؤلد   محترم  واهشدمنهیم تدا نیریدات و پدشدنهادات ردانرا هصدورت کتبدی هدش آدر  مدا و

 های آینه  اصلاح گردد. پهارستنه، تا در چا

تشدکر  ارد( هسAfghnistan-Schulen-VUSAFدر افغانستان ) مکاتب یملاون  هرا شیاز مؤسسش اتحاد

مصردف  نهدایکتات را هش عهه  گرفتش اس . قاه، تدذکر اسد  کدش ا نیکش مصرف چاپ ا مدنمئدم

 پردا تش انه. را تا کنون یعنوان کتات درس ۳چاپ 

 & CIM  (Center for International Migration( وGIZ)  یددز یآ  یهطددور  ددا  از دفددتر یدد

Development )را از  یامکاندات کدار  میو انکشداف، کدش هدرا یالموود ندهد یپناهندهگ یمرکز هدرا ای

 .مینمدسا تش هود، اظهار سپا  و امتنان م اددر افغانستان مه ۲۰۱۶ یال ۲۰۱۰

پوهنمد، وزیدر تحصددلات عدالی، محدترم  یالودش  وایدش عمدر  بددپوهنم، دوکتدور نج ترماز مح

و  یمدالداکتر احمه سدر مهجدور ملددن محترم ملدن عومی،  دیپووم انجندر عبهالتوات هالاکرزی

محترم داکتر گ، رحدم صدافی مشداور ، یو ادار  یمال سدرئ یقیمحترم احمه طارق صه ، یادار 

گرامدی هدا و اسدتادان  ییرؤسدای محدترم پدوهن، هاپوهنتون رؤسای ر وزارت تحصدلات عالی،در 

 تشکر مدنمیم کش پروسۀ چاپ کتب درسی را تشویق و حمی  نمود  انه.

فهدم حبدبی ندز تشکر مددنمیم کدش و  همچنان ازهمکاران محترم دفتر هرکهام حکم  الوش عزیز

 در قسم  چاپ نمودن کتب همکاری نمود  انه.
 

 وزارت تحصدلات عالیمشاور ک، ورد داکتر یحدی

  ۲۰۱۹ مارچکاه،، 

  ۰۷۵۶۰۱۴۶۴۰نمبر تدوداون دفتر:  

 textbooks@afghanic.deایمد، آدر : 



  Algebra                                                                           ر معاصربــــالج  
 
   

   
2 

 

 
و  رديدهگنصاب تحصيلی پوهنըی های ساينس افغانستان مربوط  درمعاصر ازآنجائيكه الجبر 

خود دانسته تا  ازاينرو وظيفه .حس ميشودکتاب به لسان های پ֢تو و دری   كمبوددرين بخش 
بعضی اساسات   )  ميشودالجبر مجرد  نيز ياد  ويا كه بنام الجبر مدرن (  معاصرالجبر  راجع به

 ،زياد استفاده ميشود  امروز در رياضيات عموميت دارد و ازانمعاصر و مفاهيمی را که در الجبر
لکچرهای سال های اخير پوهنتون های  محتويات اين کتاب در .درتحريربياورم به پ֢تو و دری

  .رفته شده استگرممالک نيزدرنظرگودي المان
   “.„و ضرب   “+„کلاسيک جمع   )  ( operationsباپيشرفت علم درساحات مختلف عمليات

اين سبب شد که علما برای حل اينوع موضوعات . بعضی  مسايل را حل نمايد نمی توانست
موفق به  1826درسال   N.H. Abel وقتيکه  .تعريف نماينند جديد را ( operations)عمليات 

دران وقت .نشد  ،باشد 3که درجه ان بزرگتراز  دريافت يک فورمول برای حل معادلات الجبری
که   .شد  ( binary operation)گانهبه فکرتعريف يک ساختمانی الجبری  نظربه يک رابطه دو

و   R.Dedekind  , D. Hilbert  بعدترعلمای ديگر مثل . بود معاصراين البته شروع الجبر
E. Steinitz که امروز ان در ساحات مختلف بطورمثال. انکشاف دادند را معاصرالجبر  

Groups  )   گروپ (  Rings , )  حلقه( , Fields  )  استيم شده وغيره تقس )ساحه. 
  . علاوه نمايمدراخيرا رها الجبر معاصربا مثال  قضايای مهمکوشش نمودم که همچنان 

نيزدرين بامثال ها )رمز نويسی (   Cryptographyرافیگکريپتو استفاده ازالجبرمعاصردر 
در جهان  در اينجا از سمبولهاي رياضي كه امروز کوشيش کردم که. شده است نجانيدهگ کتاب 
. استعمال نمايم  ،حل مسائل رياضي از آن استفاده ميشود وتابع يک لسان مشخص نمی باشد براي

استفاده  )دری و انگلسی   (ازهردولسان  واصطلاحات درصورت امکان هم چنان در استعمال نام
ر برای بعضی مفاهيمی الجبرمعاصرما هنوز درلسان دری نام های ستندردی گم .شده است

اين براي کسانيکه کتاب های رياضی البه  .های انךلسی رادران استعمال نمودم امننداريم، مجبورآ 
سمبولهاي رياضي و اختصاراتی   .بود هم مفيد خواهد، را به لسانهاي  بين المللي مطالعه مينمايند 

ساختن  درتحرير ويادر امکان دارد که. نمودمتشريح  کتابکه درينجا ازان استفاده شده دراخير
  .، معذرت ميخواهمغلطی های موجود باشد شتباهات وياا جملات

     
      
  

  ) مهمند  داكتر عبدالله ( 
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  فهرست موضوعات
  اساسات رياضی 

    (set)جموعهم     
        ) (mapping تابع     
      (relation)رابطه    

     ) Equivalence class(کلاس های معادل   
          لوجيک رياضی وقوانين دمرجن    

       )mathematical logic and De Morgan`s Laws  (  
  فصل اول

        ) Semigroup(  روپگسيمی     
      )  Monoid (مونويد     

     )  group ( روپ گ    
     (Cayley Table)جدول کيلی     

  فصل دوم
    (Group  Homomorphism)  گروپ همومورفيزم    

   فصل سوم
     (subgroup) گروپ فرعی    
     )   (permutation groupپرموتيشن گروپ    

  )   theorem  division  algorithm( وريتم گيی ديويشن ال  قضيه    
    Euclidean Algorithmقضيه يی       
    ( group order) گروپمرتبه     
     ( theorem of fermat )قضيه يی فرميت     

  )   ( left  and right cosetهای چپ و راست کلاس    
   )   Lagrange( رنجگلا يی قضيه    
  )    ( normal subgroupنورمال   گروپ فرعی    

      (factor group)روپ  گفکتور    
       (group homorphism theorem)همومورفيزمپ گروضيه ق    
        (group isomorphism theorem)مورفيزمپ اسوگروضيه ق    
       (residue class)   باقيماده کلاس    
     (residue class group)روپ کلاس باقيماده گ    
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  فصل چهارم
      ) Direct product of groups( روپگدايرکت پرودکت     
   )    External direct product (دايرکت پرودکت  نيلايکستر    
    )       Enternal direct product( رودکتدايرکت پ نيلاينتر   

  فصل پنجم
     (cyclic group)گروپ های دورانی     

      )    ( Euler functionايولرفنکشن     
           )  prime residue class group(روپ پرايم رسيوکلاس گ    

  فصل ششم
     (Ring)حلقه     

      (Subring)رينگ فرعی     
  )   ideal( اديال     
     ) Ring homomorphism(هومورفيزم  گرين     
     ) Ring homomorphism theorem(هومورفيزم  گقضيه رين     
     theorem  ( Ring isomorphism(اسومورفيزم  گقضيه رين    

     )ناحيه تمامی()   Integral domain ( رال دومين گاينت    
         )   Gaussian Ring(  وس رينטگ    
             )  Euclidean Domain(کليدين دومين اوي    

     )  Characteristic of Ring( گيی رين مشخصه    
       )Polynomial Ring(پولينوم  رينگ   
    ) Division Algorithm Polynomial( دويسن الךوريتم يی پولينوم   
     )  Remainder Theorem(ضيه يی ريميندر ق   

  هفتم فصل
  )    Field( ساحه     

  فصل هشتم
       )  extensions field(توسعه فيلد     
       ( degree of extension field )درجه يی توسعه فيلد   
    ( algebraic extension )توسعه الجبری   
    (The theorem of Lagrange for fields)رنج برای ساحه  گلا قضيه   
     ) polynomial   minimal(مينيمال پولينوم    
    (  Splitting field) گساحه سپليتين   
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    ) The fundamental theorem of algebra (قضيه اساسی الجبر   
   ) quotient field(ت نساحه کيوسي   
   )Eisenstein's criterion  (برای پولينوم  معيارهای ايزن شتاين   

  فصل نهم
    ) Theorem)  Cayleyقضيه کيلی     

    ) Chinese remainder theorem (قضيه چينای     
     ) sesclas congruent of quationsE (معادلات کلاس های باقيمانده     
    ) Vieta's formulas(فورمول ويتا     
   ) ( Cryptography رافیگکريپتو    
         RSAرافی گسيستم کريپتو    
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   يضاساسات ريا

 )  ومنطق رياضی ، رابطه) نقش (تصوير،  مجموعه(  

[Set , Mapping , Relation and mathematical logic]   
 لجبرابعد در که قضاياومفاهيم  اسات رياضی ،بعضی اس ميخواهمفصل  درين

  . نمايممختصرتشريح  ازان استفاده ميشود ، به شکل معاصر

 1874درسال  Georg Cantorرا  )  set ( ويا سيت  مجموعه   : 0.1تعريف 
     :ميلادی طوری تعريف نموده است

set   يک مجموعه از اوبجيکتهای ) Objects  ( مگر نکه دارای مشخصاتی معي 
  سيت محصيلين شعبه رياضی  X بطورمثال اگر . ميباشد، ازهمديگرمختلف اند 

درينجا محصل بودن در   مشخصاتی معين .ی ساينسی پوهنتون هرات باشد ըپوهن
مگرهرمحصل ازهمديگرفرق . است ی ساينسی پوهنتون هراتըرياضی پوهن شعبه
  :ما سيت را  به شکل ذيل نشان ميدهيم  .دارد

X = {xଵ, xଶ, … … … … . } 

.  درينجا     . . . . xଷ, xଶ, xଵ  Objects عناصر اند که بنام(elements)  از سيت
X سيت  يکعناصرتعداد .يادميشوندX را  cardinality ويند وبهگمي ان سيت |𝑋| 

  .     نشان ميدهند ∅  به را سيت خالی. نشان داده ميشود
 :   0.2 تعريف
( a )  اگرX  وY  سيت باشند دو.X   سيت فرعی(subset)  ازY  گفته ميشود

(X ⊆ Y)  در صورتيکه:  
∀ x ∈ X ⟹ x ∈ Y 

⊃ Y (Xاز (proper subset)  را  Xفرعی  سيتک ي Y) به  ، فته ميشودگ
   :يعنی. د نشامل نباش  Xد که درنموجود باشعناصر Yشرطيکه در 

   ∃ a∈ Y ; a∉ X 
 :بطورمثال

   X = { 2,4,5}, Y = {2,4,5,a,b} ⟹   𝑋 ⊂ 𝑌 
باهم مساوی گفته ميشود در صورتيکه  Yو X. دارد خالی فرعی يک سيت هرسيت  

(X ⊆ Y)  و (Y ⊆ X)يعنی .باشد  



  Algebra                                                                           ر معاصربــــالج  
 
   

   
7 

 

  X = Y ⇔  (X ⊆ Y) ∧ (Y ⊆ X)              
استعمال شده  „معين  „کليمه  „متناهی  „کليمه بجای درينجا بعضی اوقات  :نوت
  .يعنی درينجا عين معنی رادارد. است

 ( b ) R . Dedekind  (1831-1916) يت معينس (finite set )طوری را   
     :   نموده است عريفت
 سيت( proper subsetهيچ  Xاست، درصورتکه در متناهی Xيک سيت  

. باشد  X مساوی به ان)   عناصرتعداد ( Cardinalityموجود نباشد که  )   فرعی
 يعنی

∄ A ⊂ X ;  |𝐴| =  |𝑋| 
  :  ويا اينکه

∀  A ⊂ X ;   |𝐴| <  |𝑋| 

𝑋 را به متناهیسيت  ما = {𝑥ଵ, 𝑥ଶ, … , 𝑥௡} دراينجا تعداد عناصر. نشان ميدهيم  
X به مساوی≠ ∞   n يعنی   . است|𝑋| = 𝑛   

   .ته ميشودگف  (infinite set) لامتناهیسيت  نباشد ، متناهی کههرسيت 
|𝑋|:  يعنی  = ∞  

  : مثال 
     ℕ = {  1,2,3 ,3,4, … } 
     ℕ଴ = { 0, 1,2,3 ,3,4, … } 
     ℤ = { . . . , −3, −2, −1 ,0,1,2,3 , … } 
     2ℤ = { . . . , −6, −4, −2 ,0,2,4,6 , … } 
     ℚ = {

௣

௤
  │𝑝, 𝑞 ∈ ℤ, 𝑞 ≠ 0} 

      ℕ ⊆ ℤ ⊆ ℚ ⊆ ℝ ⊆ ℂ 
  :زيرا  . اند  لامتناهی های فوق سيت

 ( ℕ ⊂ ℤ ⊂ ℚ ⊂ ℝ ⊂ ℂ  , 2ℤ ⊂ ℤ  )   
                ∧ 
(  |ℕ| = ∞ , |ℤ| = ∞ , |2ℤ| = ∞ , |ℚ| = ∞ , |ℝ| =  ∞ , |ℂ|= ∞ ) 

  اند  متناهیهای ذيل  سيت: مثال 
          X = ൛x ห  يک  بحری  ا عظم xൟ 

        Y = {y ∈ ℤ │ − 2 ≤ y ≤ 2}                                          
X   وY   يعنی . عنصر دارد  5هرکدام |X | = |Y| = 5    
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Xمگر   ⊈ Y  و Y ⊈ X   
Wଵ :  = {w ∈ ℤ |−15 ≤ w ≤ 16     }   
Wଶ: = ൛w ∈ ℤ ห(1 ≤ w ≤ 16  ) ∧ (w  even ൫ جفت ൯)ൟ 
      = {2,4, 6,8,10,12,14,16} 

Wଶ ديده ميشود که   ⊆ W ଵ   و|Wଶ| = 8  
  اندخالی های ذيل  سيت  

𝑊ଷ: = {𝑛 ∈ ℕ | n < 0  }  , W4: = {𝑥 ∈ ℤ | xଶ = 3 } 
|𝑊ଷ |  0    و = |𝑊ସ| =  
,Xଵاگر    :0.3تعريف   Xଶ, … , X୬ باشند  ها سيت 

  :(Union)اتحاد 
Xଵ ∪ Xଶ ∪ … ∪ X୬ ≔ {x | ∃i ∈ {1,2,3, . . , n}; x ∈ X୧}     

  :(intersection)تقاطع 
Xଵ ∩ Xଶ ∩ … ∩ X୬ ≔ ൛x ห x ∈ X୧, ∀i ∈ {1,2, … , n}ൟ   

Wଵ = Wଵدرمثال فوق  ∪ Wଶ  و= Wଶ   Wଵ ∩ Wଶ  است  
   ℝିبزرگترويا مساوی به صفرباشد و  سيت  اعداد حقيقی که ℝା   اگر  :  مثال

  يعنی. سيت  اعداد حقيقی که کوچکتر  ويا مساوی به صفرباشد 
                ℝା = {x ∈ ℝ | x  ≥ 0    } 

                ℝି = {x ∈ ℝ | x  ≤ 0    } 

ℝାيعنی  . اتحاد انها سيت اعداد حقيقی و تقاطع شان صفر است  ∪  ℝି = ℝ   و
{0}   ℝା  ∩  ℝି = 
  :مثال

𝑋 ≔ {x ∈ ℤ │ (−8 ≤ 𝑥 ≤ 8)} 
𝑌 ≔ {x ∈ ℤ │ (−8 < 𝑥 < 8)} 
8∈ X   ⟹  8∈ X ∪ Y 
-8∈ X  ∧  -8∉ Y   ⟹  -8∉X∩Y 
5∈ X   ∧  5∈ Y    ⟹   5∈ X∩Y 

 :مثال  
A = {a,b,c,d} , B = {d,e,f},  C = {a,b } 
A ∪ B = {a,b,c,d,e,f} , A ∩ B = {d} 
C ⊆A , A∪ C = {a,b,c,d} = A , A ∩ C = {a,b} = C 
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A∖ B = {  a∈ A │  a∉ B } = {a,b,c}  
A ∖ C = {  a∈ A │  a∉ C } = { c, d } ,  C∖A =     

  A∖ B  سيتو  A در C از A∖C  complement سيت . است C ⊆A چون
Complement relative  از B بهنطر  A  است     

 :مثال
W1 : = {𝑥 ∈ ℝ | x < 0 ∨    𝑥 > 0}    

W2: = {𝑥 ∈ ℝ | x < 0 ∧   𝑥 > 0} 
از صفرکوچک باشد، تشکيل )  ∨( و يا  گازاعداد حقيقی که از صفربزر W1 سيت

  : يعنی. شده است 
W1 = ℝ ∖ {0} = ℝ∗  

از صفرکوچک باشد، )  ∧ (  و  گازاعداد حقيقی که از صفربزر  W2 سيت 
:   يعنیخالی است  W2پس . چون ان نوع عدد حقيقی وجود ندارد . تشکيل شده است

W2 = ∅  
  :سيت های ذيل رادريافت نمايد  (elements)عناصر  : .10 تمرين

( a )                             
𝑋 ≔ {x ∈ ℤ │ (−1 ≤ 𝑥 ≤ 6)} 

 ( b )               
𝑌 ≔ {x ∈ ℤ │ ( 1 ≤ 𝑥 ≤ 7)} 

 ( c )   
                A: {𝑛 ∈ ℤ | 0 ≤ 𝑛 ≤ 4  } 
               𝑀 ≔ {𝑥 ∈ ℤ |  x = nଶ − 4  , 𝑛 ∈ A } 

( d )   Y  ∪ X   وX ∩  Y   البته . رادريافت نمايدX  وY  سيت های فوق اند 

. نشان ميدهيم  p(X) را Xهای فرعی  سيتما تمامی  .است  سيت کي X :تعريف 
𝑝(𝑋):  يعنی ≔ {𝐴 | 𝐴 ⊆ 𝑋 }                                     

 P(X)  بنامpower set  ازX گر ا. يادميشودX  و تعداد عناصر  متناهیسيت يک
(elements)  انn درانصورت . باشدp(X)  2دارای و متناهیهمn ميباشدعناصر .

        p(X)| = 2n|:  يعنی
 A1={a}  A2={b}, , A3={a,b} های فرعی ان   سيت .باشد  X = {a,b} گر ا :مثال

  :يعنی. اند ∅ و

P(X) = { A1, A2, A3,  ∅ }  4 =و   |p(X)| = 22  
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 و ∅}= (∅)p(X) = p {صورت دران. باشدخالی  سيت X گرا
= 1   |p(∅)| 

  :افادهای ذيل صدق ميکند Yو   X برای سيت های :قضيه 
( a )        

𝑋 ⊆ 𝑌  ⟺   𝑝(𝑋) ⊆ 𝑃(𝑌) 
( b )       

𝑝(𝑋 ∩ 𝑌) = 𝑝(𝑋) ∩ 𝑃(𝑌) 
( c) 

   𝑝(𝑋) ∪ 𝑝(𝑌) ⊆ 𝑝(𝑋 ∪ 𝑌) 
  :( a )ثبوت

 " ⟹ "   
  𝐴 ∊ p(X) ⟹ 𝐴 ⊆ 𝑋  ⟹ 𝐴 ⊆ 𝑌 ⟹  𝐴 ∊ p(Y) 
                ⟹  𝑝(𝑋) ⊆ 𝑃(𝑌) 

𝑥 ∈ 𝑋 ⟹ {𝑥} ⊆ 𝑋 ⟹   {𝑥} ∈ 𝑝(𝑋) 
          ⟹  {𝑥} ∈ 𝑝(𝑌)     [ نظربه  فرضيه ]  
          ⟹ {𝑥} ⊆ 𝑌 ⟹   𝑥 ∈ 𝑌  ⟹  𝑋 ⊆ 𝑌    

  :( b )ثبوت
𝐴 ∈ 𝑝(𝑋 ∩ 𝑌) ⟹ 𝐴 ⊆ 𝑋 ∩ 𝑌 ⟹ 𝐴 ⊆ 𝑋  ∧  𝐴 ⊆  𝑌 
                     ⟹  𝐴 ∈ 𝑝(𝑋)  ∧   𝐴 ∈ 𝑝(𝑌) ⟹ 𝐴 ∈ 𝑝(𝑋) ∩ 𝑃(𝑌) 
𝐴 ∈ 𝑝(𝑋) ∩ 𝑃(𝑌) ⟹ 𝐴 ⊆ 𝑋 ∧  𝐴 ⊆ 𝑌 ⟹ 𝐴 ⊆ 𝑋 ∩ 𝑌  
                           ⟹  𝐴 ∈ 𝑝(𝑋 ∩ 𝑌) 

𝑝(𝑋:     در نتيجه  ∩ 𝑌) = 𝑝(𝑋) ∩ 𝑃(𝑌) 
  :( c )ثبوت

𝐴 ∈ 𝑝(𝑋) ∪ 𝑝(𝑌) ⟹  𝐴 ⊆ 𝑋  ∨  𝐴 ⊆ 𝑌  
                          ⟹  𝐴 ⊆ (𝑋 ∪ 𝑌) ⟹  𝐴 ∈ 𝑝(𝑋 ∪ 𝑌)   

  :می کندررابطه ذيل صدق نگم
 𝑝(𝑋 ∪ 𝑌)  ⊆ 𝑝(𝑋) ∪ 𝑝(𝑌) 

  :مثال
𝑋 ≔ {1,2}, 𝑌 = {2,3} 
𝑝(𝑋) = {∅, {1}, {2}, {1,2}, } 
𝑝(𝑌) = {∅, {2}, {3}, {2,3}} 
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𝑝(𝑋) ∪ 𝑝(𝑌) = {∅, {1}, {2}, {1,2}, {3}, {2,3} } 
𝑋 ∪ 𝑌 = {1,2,3 } 
𝑝(𝑋 ∪ 𝑌) = {∅, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}{2,3}, {1,2,3} } 

{1,3}  ديديه ميشودکه ∉ 𝑝(𝑋) ∪ 𝑝(𝑌) 

n   (𝑛به  مساوی A୬ معينيک سيت  (elements)رتعداد عناصرگا :ضيهق ≥ 0) 
  .   است  2n ان  Power set تعداد عناصر درانصورت ،باشد

  .نمايمثبوت n نظر complete induction راازطريقه قضيه ميخواهيم اين:ثبوت

  : ذيل موجود است حالتسه   complete inductionدرثبوت 
  نمايدصدق   n = 0 برای بايد :ايندکشن شروع 
n که تعداد عناصر شان سيت برای تمامی ميکنيمفرض  ما :ايندکشن فرضيه ≥ 1  

  ميکندصدق ،  باشد
 ميکندصدق  هم n+1  برای شود کهبايد ثبوت  : ايندکشن  ثبوت

 :ايندکشنشروع 
n = 0 ⟹ A୬ = ∅ ⟹ p(A୬) = {∅}  ⟹  |p(A୬)| = 1 = 2଴   

  ميکندق حالت صداين  د کهش ديده

|p(A୬)|: يعنی. ميکندصدق   n می نمايم که برای  قبل :ايندکشن فرضيه = 2୬ 
 : مينايم شکل تعريفرابه  A୬ାଵو   A୬ ما :ايندکشنثبوت 

A୬: = {aଵ, aଶ, … . , a୬} 
A୬ାଵ: = {aଵ, aଶ, … . , a୬, a୬ାଵ} 

A୬ ⊆ A୬ାଵ   ⟹   p(A୬) ⊆ p(A୬ାଵ)   
 ما اين. است 2୬ مساوی  p(A୬) تعداد عناصر ايندکشن ه فرضيه نظر ب

  :ذيل نشان ميدهيم شکل  رابهعناصر

p(A୬) = {s(1), s(2), … , s(2୬ )},   |p(A୬)| = 2୬    
p(A୬ାଵ) = p(A୬) ∪ {a୬ାଵ} = { s(1), s(2), … , s(2୬ ), 
                 s(1) ∪ {a୬ାଵ}, s(2) ∪ {a୬ାଵ}, … , s(2୬ ) ∪ {a୬ାଵ} } 

 :پس ميتوان نوشت، ميشودتکرار دفعه 2୬ در اتحاد  {a୬ାଵ} درفوق ديده ميشودکه
|p(A୬ାଵ)| = |p(A୬)| + 2୬ =  2୬ + 2୬ = 2. 2୬ = 2୬ାଵ  
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  :مثال

A୬: = {aଵ, aଶ } 
A୬ାଵ: = {aଵ, aଶ, aଷ} 

nدرين مثال  =  است  2
p(A୬) = {∅, {aଵ}, {aଶ }, {aଵ, aଶ } } } 
|p(A୬)| = 2ଶ = 4 
p(A୬ାଵ) = p(A୬) ∪{aଷ} = {∅, {aଵ}, {aଶ }, {aଵ, aଶ } , 
                 {∅ , aଷ}, {aଵ, aଷ}, {aଶ , aଷ}, {aଵ, aଶ , aଷ}  }  
|p(A୬ାଵ)| = |p(A୬)| + 4 = 2ଶ + 2ଶ = 2. 2ଶ = 2ଶାଵ == 2ଷ = 8 

 :تمرين
( a )   اگرX = {a, b, c}  باشد  .P(X)  و|p(X)|  رادريافت نمايد    
( b )  اگر  X ≔ {x ∈ ℤ  │4 ≤ xଶ  ≤  و X  سيت عناصر. باشد { 16

|p(X)|  رادريافت نمايد.    
بالای سيت  Aاز سيت  (function or  mapping)تابع ويا نقش  : 4.0تعريف 

B که برای هر عنصر  . است  يک رابطه بين اين دو سيتa ∈ A  فقط تنها يک
ما آنرا به شکل . ميباشد  aموجود باشد که ان  نقش ويا تصوير از  Bعنصر در 

  :ذيل نشان ميدهيم 
           f: A ⟶  B 
                a ⟼ f(a) = b 

f (a)   بنامmapping )از) تصوير و يا نقشa   نظر بهf  , A   به نامDomain 
، B   به نامCodomain وf(A)  بنامRange )(image ياد ميشود.  
 .ياد ميشود   identity functionتابع  ذيل بنام   

      id ∶ B ⟶ B   
            a ⟼ id(a)= a 

 B:= {d , e , g , h  } , A:= { a , b , c }   :مثال
         f: A ⟶ B 
             a ⟼ f(a) = e   
             a ⟼ f(a) = g 
             b ⟼ f(b) = d 
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 ودارد  )يا تصوير  (دو نقش  aاول اينکه   زيرا. درفوق درست نيست  fتعريف 
  .هيچ تصوير ندارد c  دوم
  درست نيست  f  های ذيل از تعريف  :.0    1 مثال
( a)  

f: ℤ ⟶ ℕ 
                                            a ⟼ 2a 

  :زيرا   
a = −1 ∈ ℤ ⟹ f(a) = f(−1) =  −2 ∉ ℕ                                   

 ( b )   
f: ℝ ⟶ ℝ 
    r ⟼ √r 

    ℝ          f(-2) = √−2 ∌زيرا بطور مثال 
 مگرتابع ذيل درست است 

f: ℝ → ℂ 
    r ⟼ √r 

   B:= {0 , 1  } , A:= { a , b , c }:  مثال
( a )     

𝑓: 𝐴 → 𝐵   , f(a) = 0 , f(b) = 1 , f(c) = 1 
 اند   B به مساوی  codomainو   range مثال درين   

  ( b )      
𝑔: 𝐴 → 𝐵   , g(a) = 1 , g(b) = 1 , g(c) = 1 

  range  و  B به مساوی  A  ، codomainبه  مساوی domain مثال درين 
    است g  بهنظر {1}  به مساوی

   domainعين  دارایساوی اند که هردوم وقتی باهم g و fدو تابع  :تون
∍ aی هر وبرا)  Aبطور مثال (   A   بايد 𝑓(𝑎) =  𝑔(𝑎) صدق نمايد.  
f  :  0.5 تعريف  ∶  A ⟶   B    يک نقش )Mapping (است.  
  

f  injective:    a, b ∊  A   ,  𝑓(𝑎) =  𝑓(𝑏)        ⟹          𝑎  =  𝑏           
,aما اگر يعنی(  b ∊  A   داشته باشيم که  𝑓(𝑎) =  𝑓(𝑏)  باشد، درانصورت 

  :ويااينکه  . ) شود a = bبايد 
        a, b ∊  A    ,   𝑎  ≠  𝑏   ⟹  𝑓(𝑎) ≠  𝑓(𝑏)  
 f  surjective :  ∀   b ∊ A  ∃ a ∊ A ;  f(a) = b            



  Algebra                                                                           ر معاصربــــالج  
 
   

   
14 

 

 ) ودش  f(a) = b  که باشدموجود   ∍ A a کبايد ي b ∊ B برای هريعنی  ( 
 f   bijective   :  f  injective    ∧    f surjective     

 B:= {d , e , g  } , A:= { a , b , c }   :مثال
         f: A ⟶ B 
             a ⟼ f(a) = e   
             b ⟼ f(b) = e 
             c ⟼ f(c) = d 

 f   يکinjective  زيرا   . نيستf(a) = f(b) = e  مگرb  ≠ a   است  
f  يکsurjective زيرا برای . نيستg ∊ B    هيچ عنصر درA د نيست که موجو

  :يعنی. باشد gنقش ان  
      ∄  x∊ A ; f(x) = g 

 B:= {d , e    } , A:= { a , b , c }   :مثال
         f: A ⟶ B 
             a ⟼ f(a) = d   
             b ⟼ f(b) = d 
             c ⟼ f(c) = e 

 f يک surjective  مگر استinjective  زيرا   . نيستf(a) = f(b) = d   مگر
b  ≠ a    است  .  

 ما نميتوانيم يک تابع  .  B:= {d , e , g , h } , A:= { a , b , c }    :مثال
f: A ⟶ B دريافت نمايم که   راsurjective زيرا. باشد:   

│A│ = 3 < 4 = │𝐵│ 
  .موجود است  injectiveمگرامکان   

     .0 :2 مثال
f: ℤ ⟶ ℤ 

       a  ⟼   2 a 

  f    يکinjective  اگرما.استb ∊ A   a ,  داشته باشيم که f(b)  f(a) =   
 است a = bبايد ثبوت که    درانصورت. شود

      f(a) =    f(b)    ⟹  2 a = 2b   ⇒   a = b          



  Algebra                                                                           ر معاصربــــالج  
 
   

   
15 

 

  Surjective   f نيست زيرا در ℤ    هيچ عنصری وجود ندارد  که نقش آن
  :يعنی .شود ) بطورمثال يک( اعداد طاق  fنظربه 

∄𝑥 ∊ ℤ; 𝑓(𝑥) = 1 
  : 0.3مثال  

( a )  تابع ذيلBijective   است  
                    f: ℝ ⟶ ℝ  
                       a ⟼ 2a 

Injective   بودن آن واضح است وsurjective   زيرا . نيز است:  

b ∈ ℝ, a: =
ୠ

ଶ
∈ ℝ ⟹ f(a) = f ቀ

ୠ

ଶ
ቁ = 2.

ୠ

ଶ
= b     

( b )    ذيل تابع Injective مگر . استsurjective    نيست 
                      𝑓: ℕ ⟶ ℕ 
                          𝑛 ⟼ f(n) = n + 1 
m,n∈ ℕ ,  f(m) = f(n)  ⇒  m +1 = n+1  ⇒  m = n   ⇒ f injective 

surjective  عددک ي چهي 1زيرا برای عدد.نيست m در ℕ موجود نيست که  
 1  f(m) =  ودش.     

 است surjectiveنه  و injectiveتابع ذيل نه   : مثال
f ∶   ℂ ⟶  ℝ   
 z = a+ib  ⟼ │z│ = √aଶ  +  bଶ  

z1= 3 + 4i   , z2 = -3 -4i 
f(z1) = │zଵ│ = √3ଶ  +  4ଶ  = √25 = 5 

f(z2) = │zଶ│ = ඥ(−3)ଶ  +  (−4)ଶ  = √25 = 5 
  .نيست injectiveپس . است  z2 ≠ z1ر گم

Surjective 0ا  زير. هم نيست    ≥ f(z)   هر  برای(  استz ∈ ℂ  (  
شده   surjectiveونه   injectiveنشان دهيد که چرا تابع ذيل نه  :0.2مرين  ت 

 ميتواند
f: ℤ → ℤ 

   x ⟼ x ଶ 
:fاگر ما دو تابع   :  0.6تعريف  A → B  وg: B → C  تابع .داشته باشيم

g ∘ f ∶ A → C  بنام ترکيب تابعcombination )  (mapping ازf   وg  ياد
  .نشان ميدهند "∘"بصورت عموم ترکيب دو تابع را به . ميشود
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   :مثال  
g: ℤ ⟶ ℝ                     f: ℕ ⟶ ℤ 

               b ⟼ bଶ − 1                a ⟼  a + 1 
f(a) = a + 1 ∈ ℤ    , b ≔ a + 1                                                      
g ∘ f (a) = g(a + 1) = g(b) =  bଶ − 1 = (a + 1)ଶ − 1

= aଶ + 2a + 1 − 1 =  aଶ + 2a 
𝑔  : تمرين ∘ 𝑓  رادريافت نمايد 
( a )  

𝑔: ℕ ⟶ ℝ                          𝑓: ℕ ⟶ ℕ 
                            𝑏 ⟼ 2√𝑏                    𝑎 ⟼  𝑎 + 1 

( b )  
                      𝑔: ℕ ⟶ ℚ                             𝑓: ℕ ⟶ ℕ                                              
                          𝑏 ⟼ 2√𝑏                        𝑎 ⟼  𝑎 + 1 

:gاگر ما دو تابع  0.1:  ليما   Y → Z  ,    f: X → Y  بعدآ . را داشته باشيم: 

( a )  f injective ∧  g injective  ⟹  g ∘ f  injective 
( b ) f surjective ∧  g surjective  ⟹ g ∘ f   surjective 
( c )  g ∘ f  injective  ⟹ f injective 
( d )  g ∘ f   surjective ⟹ g surjective    

,aاگر برای   : (a)ثبوت  b ∈ X      g ∘ f(a) = g ∘ f(b)  بايد ثبوت شود  .باشد
   b  a = که 

g ∘ f(a) = g ∘ f(b) ⟹ f(a) = f(b)   [ injective يک  g زيرا ]                           
⟹ a = b      ൣinjective يک f  زيرا൧ 

  :بايد ثبوت شود که  :  (b)ثبوت
∀z ∈ Z, ∃x ∈ X; g ∘ f(x) = y  

f surj ⟹  ∀y ∈ Y ∃ x ∈ X; f(x) = y                                                                             
g surj ⟹  ∀z ∈ Z   ∃ y ∈ Y ; g(y) = z      

  :در نتيجه    
g൫f(x)൯ = g(y) = z ⟹ g ∘ f surjective                                               

  .ليمای فوق را ثبوت نمائيد  (d) و   (c)    :  0.3تمرين 
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   0.4: مرينت
f: ℤ ⟶  ℤ    ,    g: ℤ ⟶  ℤ          ,   h: ℤ ⟶  ℤ 
   n ⟼ 2n             n ⟼ 3n + 5            n ⟼ - 6n 

 ( a )  فت نمايد دريا ذيل را توابع ترکيب  
f ∘ g  ,  g ∘ f  ,  f ∘ h  , h ∘ f   , g ∘ h  , h ∘ g          

( b )  کدام ان ترکيب ها injective   وکدام ان   surjective است  
:f :  0.7تعريف  A → B  يک تابعBijective   تابع معکوس. است 

 (inverse function)   آن به شکل ذيل تعريف شده است:  
f ିଵ: B ⟶ A 

                               b ⟼ a: = f ିଵ(b) 
bيعنی تصوير  ∈ B   نظره بهf ିଵ  همان عنصرa ∈ A    کهf(a) = b  وf ିଵ 

  است   Bijectiveنيز 
f ∘ f ିଵ = id: B → B      ∧   f ିଵ  ∘ f = id:  A → A 

 است    Bijectiveتابع ذيل يک  :مثال 
      f: ℝ ⟶ ℝ 
    x ⟼ 3x + 2 

fتابع معکوس آن  ିଵ )   (   شکل ذيل را دارد 
    f ିଵ: ℝ ⟶ ℝ 
           y ⟼

୷ିଶ

ଷ
 

   :زيرا  

   f ିଵ(y) =
୷ିଶ

ଷ
 ⟹ f ∘ f ିଵ(y) = f ቀ

୷ିଶ

ଷ
 ቁ =

ଷ(୷ିଶ)

ଷ
+ 2 = y       

   :  0.5تمرين
( a )   نمايد که   ثبوتf  فوق مثال  درbijective  است . 
( b )   معکوس تابع ذيل رادريافت نمايد 

             𝑓: ℝ ⟶  ℝ 
                 x ⟼ 2x + 1 

  : 0.8تعريف 
 (a) به شکل ذيل  هم تعريف شده است متناهی سيت   :   

  :فته ميشود کهگ متناهی وقتی M سيت کي  
𝑓: 𝑀 → 𝑀   injective    ⇔    𝑓: 𝑀 → 𝑀   surjective 



  Algebra                                                                           ر معاصربــــالج  
 
   

   
18 

 

 : به شکل ذيلا وي 
∃ n ∈ ℕ ∧  ∃ bijective 𝑓: 𝑀 → {1,2, … , 𝑛 − 1  }  
           ⟹ M  finite (متناهی ) 

( b ) )  countable set   سيت قابل شمارش:(  

ميشود، درصورتکه  داي )سيت قابل شمارش ( countable Set  بنام   Xيک سيت 
موجود   bijectiveيک   ℕاعداد طبعی از (subset)ويک سيت فرعی  Xدربين 

  . يادمی شود    uncountableدرغيران بنام . باشد

ميشود  داي ) لامتناهی سيت قابل شمارش(   infinite  countableبنام  X يک سيت
. موجود باشد  bijectiveيک تابع   ℕو اعداد طبعی  Xدرصورتکه دربين 
. اند لامتناهیقابل شمارش سيت های  ℚو اعداد ناطق  ℤبطورمثال اعداد تام 

 ℤدهيم که  ما ميخواهيم نشان .است uncountableيک   ℝرسيت اعدادحقيقیگم
 .  غيرمعين استقابل شمارش يک سيت 

                                 f: ℤ ⟶  ℕ 
                                                           2k        ( k ≥  0 ) 
                                   𝑘 ⟼ f(k) = 

                                                   2(-k) -  1   ( k < 0 ) 

f injective:  
m,n∈  ℤ  ,  f(m) = f(n) 

 :سه حالت ذيل موجود است  n و mبرای 
  

1 .   m,n ≥  0   ⟹ f(m) = 2m  ∧  f(n) = 2n ⟹ m = n 
                       ⟹   f injective 
2 .  m ≥  0  ∧  n < 0 ⟹ f(m) = 2m  ∧  f(n)= 2(-n)-1   

  .يک عدد طاق است 1-(n-)2و  0 <(n-)2 انتخاب شده، پس  n < 0چون  

 امکان ندارد f(m) = 2m = 2(-n)-1 = f(n)تيجه حالت در
3 .  m,n < 0  ⟹  f(m)= 2(-m)-1  ∧  f(n)= 2(-n)-1   
         f(m)= 2(-m)-1  =   f(n)= 2(-n)-1  ⟹ m = n 
                   ⟹   f injective 
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f surjective: ایبرx∈  ℕ    دوحالات ذيل موجود است:  

  يک عدد جفت است x: حالت اول 

x even , x ≥ 0  ⟹  ∃ k∈  ℤ ; 2k = x ⟹ k =  ୶
ଶ
 

                          ⟹   f(k) = f(୶

ଶ
) = 2.୶

ଶ
 = x  ⟹ f surjective 

 يک عدد طاق است x: حالت دوم

x = 2.(-k) – 1 ⟹  k = − ୶ାଵ

ଶ
∈  ℤ 

f(k) = f(− ୶ାଵ

ଶ
) = 2.(- (− ୶ାଵ

ଶ
) - 1  = x + 1 – 1 = x 

⟹ f surjective  
  است   لامتناهیقابل شمارش نظر به تعريف سيت   ℤ بايجکتيف است و fدرنتيجه 

:fبعدآ برای يک تابع . باشد  متناهیيک سيت  Aاگر    :0 .1قضيه   A ⟶ A  
 .ذيل معادل اند  ایافاده
( i )  f   يک injective    است   

( ii )  f  يکsurjective   است.  
(iii)  f   يکbijective   است.  

 يعنی. عنصر دارد  nاست وما فرض ميکنيم که  متناهی Aچون  :ثبوت 
A = {aଵ, aଶ, … , a୬}  وهر جورهa୧    i=(1,2,…,n)  مختلف هستند . 

(i)⟸(ii)    اگرf  يک  surjective    نباشد   

f not surjective  ⟹ f(A) ≠ A ⟹  ∃a ∈ A ; a ∉ f(A )                                     

  .است  nکمتر از   f(A)يعنی تعداد عناصر  
روک   m (m<n)در   (objects)اوبجکت  nاگر   Birichletنظر به پرنسيپ 

 fاز اين نتيجه ميشود که . است  object يا قفسه تقسيم شود حتما در يک قفس دو
    يک  fر اين در تضاد به فرضيه است پس بايد مگ. نيست   injectiveيک 

surjective   باشد.  
(ii) ⇐ (i)     اگرf  يکinjective   نباشد.  

f not injective ⟹ ∃a, b ∈ A ; a ≠ b ∧ f(a) = f(b)                                                     



  Algebra                                                                           ر معاصربــــالج  
 
   

   
20 

 

≠ f(A)يد يعنی با. عنصر داشته باشد  n-1اعظمی f(A)درين حالت ميتواند  A  
  fپس   .است  surjectiveيک   f  مگر اين در تضاد به فرضيه است زيرا. باشد 
  .باشد   injectiveبايد 

  :تنو 
( a )   متناهیبرای هر دوسيت  1.1قصيه  A   وB  شرطيکه   به ،نيز صدق ميکند

│𝐵│ = │𝐴│ باشد.  
 ( b ) بطورمثال .نيست قابل تطبيق لامتناهی سيت برای  0.1 قضيه رگم  

                              f : ℕ ⟶ ℕ 
                                                                  n      ( اشدب طاق   n  گرا  ) 
                                        n  ⟼ f(n) = 

                                                          ୬
ଶ

      (  (  گرا  n   باشد جفت

f    يک surjective است     :k∈ ℕ 
   کي fو  ميشود  f( k) = k صورتدران. باشدطاق   k رگا: اول  حالت

Surjective      است 
  :درانصورت. جفت باشد k رگا:  حالت دوم

∃ n∈ ℕ ; k = 
𝐧

𝟐
  ⟹  n = 2k ⟹  f(n) = f(2k) =  

𝟐𝐤

𝟐
 = k  

                       ⟹ f  surjective 
f      رگم injective  زيرا. نيست: 

f(3) = 3 = 
𝟔

𝟐
 = f(6)   ⟹   f not injective  

( c ) اگر  B سيت معين وA يک proper subset ) يعنی⊂ B   𝐴  (باشد .
.    را دربين ان دو سيت دريافت نمود  bijective تابعدرانصورت نميتوانيم يک 

مثال های ذيل انرا واضح .  اين امکان موجود است لامتناهیين سيت های دربگرم
  ميسازد

 0.5:مثال  
( a )  

                     f : ℕ଴ 
  ⟶ ℤ  

                                                
୶

ଶ
رگا  x   جفت)      ) 

                         x  ⟼ f(x) = 

                                                
ି(୶ାଵ)

ଶ
رگا  x  تاق)    ) 
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  عدد جفت فرض شده است 0البته درينجا 
 f    يک injective :  

x,y ∈ ℕ଴  
 

≠x = 0   ∧ y  (برای f(x) = f(y)حالت  =x ≠ 0   ∧ y  (ويا  ) 0 صدق )   0

سه   injective  ثبوتبرای . را خلاف صفرفرض ميکنيم y و  xپس . نمی کند
 :  ميگريمنظر در  حالت ذيل را

case 1:   f(x) = 
୶

ଶ
  , f(y) = 

୷

ଶ
 

              f(x) = f(y)   ⟹  
୶

ଶ
  = 

୷

ଶ
  ⟹  2.x = 2.y  ⟹  x = y 

case 2:   f(x) = 
ି(୶ାଵ)

ଶ
 ,  f(y) = 

ି(୷ାଵ)

ଶ
 

              f(x) = f(y)  ⟹  
ି(୶ାଵ)

ଶ
 = 

ି(୷ାଵ)

ଶ
  

                              ⟹  -2.x – 2 = -2.y -2  ⟹  x = y 

case 3 : f(x) = 
୶

ଶ
  , f(y) = 

ି(୷ାଵ)

ଶ
 

            f(x) = f(y)  ⟹  
୶

ଶ
  = 

ି(୷ାଵ)

ଶ
  

                             ⟹  2.x = -2.y – 2  ⟹  x + y = 1 
x + y = 1     زيرا.  دارد امکان ن x   وy وخلاف صفراند  اعداد طبعی.  

طاق باشد، درانصورت y جفت وx يعنی اگر. نداردامکان  ديده شد که حالت سوم 
  استاينجکتيف   f  اول ودومحالت درمگر. شود f(x) = f(y)هيچ امکان ندارد که  

f   کي surjective   :      
∋  y  برای  ℤ  استموجود  ت ذيلحال سه: 

case 1 : y = 0    
 ℕ଴در   xيک بايد 

 :يافت شود که  

          
୶

ଶ
  = y = 0    ∨    

ି(୶ାଵ)

ଶ
 = y = 0  

              ⟹  x = 0  ∨  -(x +1) = 0 
           -(x +1) = 0      ⟹    x = -1∉ ℕ଴ 

          f( 0) =  
଴

ଶ
  = 0 

 case 2 : y > 0    
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             x:= 2y ∈ ℕ଴  

            ⟹ f(x) = f(2y)   = 
ଶ୷

ଶ
 = y   [  فت است ج  2y زيرا    ] 

case 3 :  y < 0 
    x:= -2y-1∈ ℕ଴  ⟹  f(x) = f( -2y – 1 )  

                                       = 
ି (ିଶ୷ି ଵାଵ)

ଶ
    [ طاق   -2y-1  [    زيرا 

                                       =  
ଶ୷

ଶ
  = y 

∋  yهر ديده شد که  برای  حالت سههر در   ℤ  کي x  در  ℕ଴ که پيدا ميشود   
 y f(x) =   ودش .  ℤ   وℕ଴   و   اند لامتناهی هردو⊂ ℤ ℕ଴ ميکندصدق  هم . 
 استموجود  ربين هردوسيت د bijectiveهم  زاب

 ( b ) تابع  Exponentialfunction  ذيل بايجکتيف است : 

exp   : ℝ ⟶   ℝ
ା

 
     

            x    ⟼  ex  
e  بنام عدد اويلر(Eulers Number) يادميشود  

 e = 2.718281828459 
injective: 

x,y∈  ℝ , exp(x) = exp(y) 
      ⟹ ex = ey  ⟹  x = y  ⟹  exp injective 

surjective : 
y∈ ℝ

ା

 
 

x:= ln(y) ⟹  y = ex = exp(x) ⟹ exp  surjective 
 ℝ

ା

 
ℝو   

 

 
⊃و اند لامتناهیهردو   ℝ

 

 
 ℝ

ା

 
 ردوهدربين هم باز. ميکندهم صدق  

 .موجود است  bijective سيت يک
  injective   ,surjectiveمعلوم نمائيد که کدام يکی از توابع ذيل  :0.6 تمرين 

 .است   bijectiveو 
( a ) 

f ∶  ℝ ⟶ ℝ 
                                             x ⟼ xଶ + 1 
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( b ) 
f ∶  ℝ ⟶  ℝ 

                                            x ⟼ 3x − 4 
    A୧برای سيت های   direct product of Sets  :  0.9 تعريف

(i=1,2,3,…,n)     به شکل ذيل تعريف شده است:  
Aଵ × Aଶ × Aଷ × … .× A୬ 
   : = {(aଵ, aଶ, aଷ, … , a୬)│a୧ ∈ A୧ , i = 1,2,3, … , n}  

Aاگر ما  = Aଵ × Aଶ × Aଷ × … .× A୬  وضع نمائيم در آنصورت هرعنصر
a ∈ A شکل ذيل را دارد:  

a = (aଵ, aଶ, aଷ, … , a୬) 
(aଵ, aଶ, aଷ, … , a୬)    بنامn-tupel ياد ميشود ومساوی بودن دو n – tupel  

  :طوری تعريف شده است 
a = (aଵ, aଶ, aଷ, … , a୬) , b = (bଵ, bଶ, bଷ, … , b୬) ∈ A                            
a = b ⟺  a୧ = b୧ ∀ i ∈ {1,2, … , n}                      

Aاگر  = Aଵ = Aଶ = Aଷ = ⋯ = A୬  باشد در آنصورتdirect product  
  نيز مينويسند A୬را به شکل    A୧از

 direct product بنامی Cartesian product  نيزياد ميشود و درهندسه ازان
  تفاده ميشود سازياد 

|𝐴|يعنی . عنصرباشد nدارای   Bعنصر و سيت   mدارای   Aر سيت گا = 𝑚  
|𝐵|و  = 𝑛  . سيتG  اگرdirect product  ازA   وB يعنی . باشد  
 G = AxB  .  درانصورتG  دارایm.n يعنی. عنصرميباشد 

 |𝐺| =  |𝐴𝑥𝐵| =  |𝐴|. |𝐵| = 𝑚. 𝑛   
   . نيزصدق ميکند  Ai  (i=1,2,…,n)رابطه فوق برای سيت های معين   

  :   مثال
A = {1,2,3} , B = {a,b,c,d} 
G = AxB = {1,2,3} x {a,b,c,d}  
    = { (1,a),(2,a),(3,a),{1,b),(2,b),(3,b), 
            (1,c),(2,c),(3,c),(1,d),(2,d),(3,d) } 

  است |G| 12 = 3.4 =  که ديده ميشود
  : 0.6مثال

ℝଶ := ℝ x ℝ 
       f :   ℝଶ ⟶  ℝଶ 
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         (𝑥ଵ, 𝑥ଶ) ⟼ (2𝑥ଵ 
, 𝑥ଶ) 

f injective: 
x = (x1,x2) , y = (y1,y2)  ∈ ℝଶ 

  است  x = yبايد ثبوت شود که   . باشد   f(x) = f(y)رگا
f(x) = f(y)  ⟹  ( 2x1 , x2 ) = ( 2y1 , y2 ) 
               ⟹  2x1 = 2y1  ∧  x2 = y2  ⟹  x1 = y1  ∧  x2 = y2 
               ⟹  x = y 
⟹  f injective 
f surjective: 
y = (y1,y2)  ∈ ℝଶ  

∋بايد يک   ℝଶ x = (x1,x2)   موجود باشد کهf(x) = y  شود  
f(x) = f(x1 , x2) = ( 2x1 , x2 ):= y = (y1,y2) 
⟹  2x1 = y1  ∧  x2 = y2  ⟹  x1  = ௬భ

ଶ
   ∧    x2 = y2   

⟹  f(x) = f(x1 , x2) =  f(௬భ

ଶ
 , y2) =  ( 2. 

௬భ

ଶ
 , y2 ) =  (  𝑦ଵ , y2 ) = y 

⟹  f surjective 
  .است   bijectiveيک  fدر نتيجه 

 : 0.7تمرين
( a )  عناصر(elements) سيت های ذيل کدام اند :   

         𝑊 ≔ {(𝑥, 𝑦) ∈ ℤ𝑥ℤ│(𝑥 + 𝑦 = 0) ∧ (−3 ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 3)} 

  X ≔ {(𝑥, 𝑦) ∈ ℤ𝑥ℤ | (𝑥 ଶ = 𝑦 ଶ ) ∧ (−3 ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 3)} 
  Y ≔ {(𝑥, 𝑦) ∈ ℤ𝑥ℤ | (𝑥 = 0 ∨  𝑦 = 0) ∧ (−3 ≤ 𝑥, 𝑦 ≤ 3)} 

( b ) 

𝑊: = { (𝑥ଵ, 𝑥ଶ, 𝑥ଷ) ∈ ℝଷ| 𝑥ଶ = 𝑥ଷ} 
u = (1,0,1) , v = (2,0,3), w = (0,1,0) 

    شامل نيستند   کدام يکی ان و  Wشامل    w,v,uمعلوم نمايد که کدام يکی از    
) c(  

H:= { (x1,x2,x3,x4) ∈ ℝସ│ x1+3x2+2x4=0 , 2x1,x2+x3=0} 

u=(1,2,0,2) , v=(3,-1,-5,0) , w=(-1,1,1,-1 
 شامل نيستند   کدام يکی ان و  Hشامل    w,v,uمعلوم نمايد که کدام يکی از    
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  Bijective و   injective   ,surjectiveکدام يک از توابع ذيل  : 0.8 مرينت
 .اند 

( a )  
f ∶ ℝxℝ ⟶ ℝ                                                             
 (xଵ, xଶ) ⟼ xଵ + xଶ            

    ( b )   
  f ∶ ℝxℝ ⟶  ℝ                                                                       
    (xଵ, xଶ) ⟼ xଵ

ଶ + xଶ
ଶ − 1 

≠سيتبالای يک   „  "~ (relation)رابطه  کي 0.10:تعريف  𝜙  A  باخواص
  .ياد ميشود  ) معادل رابطه( relation equivalenceذيل بنام 

   𝑎 , 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐴 

( i )  a~a       (reflexive ) 
( ii )  a~b    ⇒    b~a                   ( symmetric ) 
( iii )  a~b   ∧  b~c    ⇒  a~c       ( transitive ) 

به جای متناظر  ،انعکاس کليمه reflexiveبه جای  ی دریدربعضی کتاب ها
symmetric   به جای  وtransitive    انتقالي استعمال می شود. 

≠ بالای يک  ”=“ مساوات رابطه: مثال 𝜙  A  بطه معادلرا (eq-relation)   است
  .  

 reflexive:   a = a   ⇒  a  ~ a    ( ∀  𝑎 ∈ 𝐴  )   
 symmetric:  a~b  ⇒  a = b  ⇒ b = a 
                            ⇒ b~a    (∀  (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐴𝑥𝐴 ) 
 transitive:  a~b  ∧  b~c  ⇒ a = b  ∧ b = c ⇒ a = c  
                        ⇒  a~c        ∀ ( 𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑐) ∈ 𝐴𝑥𝐴     

       :ريمگرابطه ذيل را درنظرمي  ℤبالای  :مثال   

a  ~ b  : ⇔ a  ≤ b         ( (𝑎, 𝑏) ∈ ℤ𝑥ℤ ) 
   :زيرا .نيست symmetricمگر . است transitiveو  reflexive فوق رابطه  

      2 ≤ 3  ⇒ 2  ~ 3   
     3 ≰ 2   ⇒ 3 ≁ 2 
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 .نيست )    eq-relation( فوق رابطه معادل   رابطه پس
.   است ) eq-relation (  رابطه ذيل رابطه معادل  ℤبالای :  0.7مثال

(𝑎, 𝑏) ∈ ℤ𝑥ℤ  

  a  ~ b  : ⇔ 2| a – b         (   2  است قابل تقسيم  ( a – b بالای 
:reflexive  

    a – a = 0     ⇒    2 | 0    ⇒  a  ~ a      
 : symmetric 

(𝑎, 𝑏) ∈ ℤ𝑥ℤ ,  a  ~ b  ⇒ 2|a – b   ⇒  ∃ q∈  𝕫 ; a – b = 2q 
           ⇒ b – a = 2.(-q) 
           ⇒ 2|b – a  ⇒ b  ~ a  ⇒ “~"  symmetric 

: transitive   

(𝑎, 𝑏), (𝑏, 𝑐) ∈ ℤ𝑥ℤ , a  ~ b  ∧  b  ~ c  ⇒ 2|a – b   ∧  2|b – c 

          ⇒  ∃ m∈ 𝕫   ; a – b = 2m  ∧ ∃ n∈  𝕫 ; b – c = 2n   
          ⇒ b = a – 2m ∧  c = b – 2n  
          ⇒   c = a – 2m – 2n = a – 2(m+n) 
          ⇒ c – a = - 2(m+n)  ⇒ a – c = 2(m+n) ⇒ 2|a – c 
          ⇒ “~" transitive 

 .است )    eq-relation( ک رابطه معادل ي   "~“   که دثبوت ش
تعريف ذيل  به شکل   (relation) رابطه   "~“اين  ) تام  اعداد(  ℤلای با: مثال

,a,b:    شده است  c ∈ ℤ  

 a~b: ⇔ a.b ≠ 0 

 a~ b ⇒ a.b ≠ 0 ⇒  b.a ≠ 0  ⇒ b~a ⇒  "~"  symmetric 
 a  ~ b  ∧  b ~ c  ⇒  a.b ≠ 0  ∧  b.c ≠ 0  
                          ⇒ a ≠ 0 , b ≠ 0 , c ≠ 0 

                          ⇒  a.c ≠ 0  ⇒ a ~ c ⇒ "~" transitive 
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 . شود   0.0  0 ≠، بايد صدق کند   0 ~ 0  زيرا اگر . نيست  reflexiveر گم 
 .نيست)     eq-relation   (  معادل رابطه يک   "~"پس 

  : 0.9  تمرين

( a )   X  بالای  . است يک مکتب ردانگشاX    رابطه(relation) تعريف  ذيل
  :شده است

  a,b ∈ X 

  a~b: ⇔    دريک صنف است b همرای    a 

است)    eq-relation (  ک رابطه معادل ي   "~" بوت نمايد که ث        

( b )   X  ي ساينس استըبالای. محصلين پوهن  X   رابطه(relation)  ذيل
  :تعريف شده است

  a,b ∈ X 
  a~b: ⇔     است b هم قد    a 

 است)   eq-relation(   ک رابطه معادلي  "~"بوت نمايد که  ث 

  :رابطه ذيل تعريف شده است) اعداد ناطق( ℚبالای   : 0.10  تمرين

𝑎, 𝑏 ∈ ℚ  
  a~b: ⇔ 𝑎 − 𝑏 ∈ ℤ 

 ( a ) ک رابطه معادلي "~"ثبوت نمايد که   )eq-relation   (است  

( b ) کدام روابط درذيل درست است  
ଶ଺

ଵଶ
~

ଵସ

ଵଶ
  ,

ଽ

ଷ
~

ଵ଴

ହ
   ,

ଶ

ଷ
~

ଵ

଺
  ,

଼

଻
~

ଵ

଻
  ,

଺

଻
~

ଵ

଼
   

≠ سيتبالای  :0.11  تعريف 𝜙  X  يک „  ~ „ relation equivalence    

   شده است تعريف   )  معادل رابطه (
     [x]~ : = { y∈ X │ x ~ y  } 

 [x]~  را  class equivalence )معادل رابطه رماگا. ويندگمي) کلاس معادل  
(eq-relation) مثال   بطور. يريم گبنظر رادر  0.6  مثال از   

  [5]~ = { y∈ X │ 5 ~ y  } = { y∈ X │ 2|5 – y }  
                          = { …., -5,-3,-1,1,3,5, 7, 9, 11, ……. } 
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≠ : 2.0قضيه  𝜙  X معادل رابطه کي  „ ~  „و  سيت   )eq-relation  (     
  : ميکندصدق  ه ذيلافاددرانصورت . تاس  X بالای

( a )      X = ⋃ [x]~௫∈௑  

( b )    [x]~  ≠ 𝜙      ∀x∈ X 
( c )    [x]~ ∩ [y]~  ∅ ⇔   x ~ y    ⇔  [x]~ = [y]~ 

⋃  ⊇ X:       ( a )ثبوت  [x]~௫∈௑   استواضح 
x∈ X    ⟹   x∈ [x]~    [~   reflexive ]   
           ⟹  [x]~ ≠ 𝜙   ∧  X ⊆ ⋃ [x]~௫∈௑  

   .هم ثبوت شد ( b )درعين وقت   
( c )   ثبوت:  

u∈ [x]~ ∩ [y]~   
  ⟹  x ~ u    ∧   y ~ u  
  ⟹  x ~ u    ∧   u ~ y    [~  symetric  ] 
  ⟹  x ~ y   [~  transitive  ] 
x ~ y   ⟹   ∀  u∈ [x]~ ;  x ~ u  
                         ∧  x ~ y   [ ~  symetric  ∧ transitive  ] 
 ⟹  y ~ u    [ ~  symetric  ∧ transitive  ]  ⟹  u∈ [y]~  
 ⟹   [x]~ ⊆ [y]~    

 ~[y] ⊇  ~[x]به همين شکل ميتوان ثبوت نمود که     
  : اگررگازجانب دي

[x]~ = [y]~  ⟹  x ~ y    ⟹  [x]~ ∩ [y]~  ∅ 
,ℕ n: 1.12تعريف  k ∈ 

n! = 1.2.3…..n 
 

                
୬!

୩!.(୬ି୩)!
      0≤k≤n 

(୩
୬) =     

                 0              k > n 
n!  بنامfactorial   و(୩

୬)   بنامbinomial coefficient   البته درينجا  . ميشودياد
(୩

୬)  برایk  مساوی بهn ويامساوی به صفرطوری ذيل تعريف شده  
(଴

୬) = (୬
୬) = 1 
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  :مثال
5! = 1.2.3.4.5 = 120 

(ଷ
ହ) =  

ହ!

ଷ!(ହିଷ)!
 =  

ଵଶ଴

଺.ଶ
  =  

ଵଶ଴

ଵଶ
  = 10 

    ) ( mathematical logic and De Morgan`s Laws: 0.13تعريف

و قانون )  mathematical logic(منطق رياضيات  هيم درينجا مختصرما ميخوا
De Morgan را با مثال تشريح نمايم. 

( a )  Boolean Operators  : عمليات(operatotrs) ذيل بنام Boolean 
Operators يادميشود:  

∧   : logical  and   (conjuction) ( و(    
∨   : logical or (disjuction  ( يا ) 

  :ذيل راداريم (statments)افادهای  طورمثال ماب

   : P پوهنتون کابل     محصل بودن در  

Q  :  به لسان پشتو سخن زدن 
R :     باشينده هرات  

  .پوهنتون کابل وپه پشتو ميتواند صحبت نمايد محصلاحمد باشينده بلخ  ، : مثال

ان    گرا. کندصدق نمی  R افاده رگم. صدق ميکند  Q و Pدرينجا افادهای  
نشان   F (false)و که صدق نمی نمايد به  T (true)افادهای که  صدق می کند به 

  دهيم، درانصورت ميتوان انرا دريک جدول به  شکل  نشان دهيم

   ( ∧ ) and : 

 

 or  ( ∨ )  :  
 

Q ∨ R P ∨ R P ∨ Q  R Q P 

     T   T   T F T T 

Q∧ R P ∧ R P ∧ Q R Q P 

    F    F    T F T T 
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   :ما افاده ذيل راداريم  :ثالم

P :    کباب خوردن  
Q    :کولا نوشيدن  
R  :  شربت نوشيدن  

 P∧ Q : بنوشدکولا  و محمود ميخواهد کباب بخورد  
Q∨R    :بنوشدکولا يا شربت  ميخواهد محمود  

P∧( Q∨R)  :بنوشد کولا يا شربت (و  محمود ميخواهد کباب بخورد(  
Q ∨(P∧R) : بنوشدو شربت  بخوردکباب ( يا  بنوشدکولا د ميخواهد محمو ( 

 به صورت عموم . است (statments)سه افاده  Rو  P   ،Q   :نوت 
 Boolean  Operators خواص ذيل را دارد: 

                           commutative  (  :    P ∧ Q = Q ∧ P( تبديلی
         :             associative (P ∧ ( Q ∧ R ) = ( P∧ Q ) ∧ R(حادی ات

                    P ∨ ( Q ∨ R ) = ( P ∨ Q ) ∨ R   
 ) distributive(وزيعی ت

P ∧ ( Q ∨ R ) = ( P ∧ Q ) ∨ ( 𝑃 ∧ R  ) 
P ∨ ( Q ∧ R ) = ( P ∨ Q ) ∧ ( 𝑃 ∨ R  ) 
 

 ( b )  قانون دمرجن )De Morgen`s Laws     (:  
   

 ريم گرا ازمثال فوق درنظرمي Rو  p   ،Qما سه افاده  

logic not: ¬  

 ¬P    :کباب نخوردن  

¬Q    : کولا نه نوشيدن  

R ¬ :  شربت نه نوشيدن  
Negation of a conjunction 

: ¬(P∧Q) بنوشدکولا  محمود نمی خواهد کباب بخورد يا  
Negation of a disjunction 
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: ¬(P∨Q) بنوشدکولا  و نمی خواهد محمود نمی خواهد کباب بخورد  
De Morgen`s Laws in Boolean Algebra  : 

¬(P ∧ Q) = ¬P ∨ ¬Q 
¬(P∨Q) = ¬P ∧ ¬Q  

  :مثال
P: {x∈ ℕ│ 𝑥 ≤ 15 , Q:  {x∈ ℕ│ 𝑥 > 8}   
P ∧ Q = {x∈ ℕ│ 𝑥 ≤ 15  ∧   x > 8 }={9,10,11,12,13,14,15} 
¬(P ∧ Q) = ¬P ∨ ¬Q = {x∈ ℕ│ (𝑥 > 15)  ∨  ( x ≤ 8 )}    
                                       ={16,17,..,8,7,…,1}  
P: x = 10 , Q: x = -10  , R: x2 = 100 

P ⟹ R  ∧ Q ⟹ R  , R ⇏ P , R ⇏ Q , R ⇔ P∨Q  

 De Morgen`s Laws in Sets :    
 A,B⊆X  
Ac := A∖B  = {  a∈ A │  a∉ B  }     
Ac  denotes the set complement of A in X               
(A ∪ B )c =  Ac ∩ Bc 
(A ∩ B)c =  Ac ∪ Bc 

 :مثال 

A ∪ B = {a,b,c,d,e,f} , A ∩ B = {c,d} 
X:= { a,b,c,d,e,f,g,h,8,9} , A:= { a,b,c,d} , B:= {c,d,e,f,} 
Ac = {e,f,g,h,8,9} , Bc = {a,b,g,h,8,9} 
(A ∪ B )c = {g,h,8,9} = Ac ∩ Bc   
(A ∩ B)c = {a,b,e,f,g,h,8,9} =  Ac ∪ Bc 
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  فصل اول 

 ) Group (گروپ

Mسيت   بالای يک (Binary operation) ⨁رابطه دوگانه : 1.1 تعريف  ≠ ϕ 
   )mapping(تابع   عبارت از يک نقش و يا

⨁ ∶ M × M ⟶ M 
           (a, b) ⟼ a⨁b 

,a)يعنی برای هر . است b) ∈ M × M  فقط تنها يک عنصر c ∈ M  موجود
c است که   = a⨁b شود. 

 ℤبالاي "  ⨁" (Binary operation)ذيل رابطه دوگانه  در مثال : 1.1 مثال
  تعريف شده است) اعداد تام (

                               ⨁ ∶  ℤ  x ℤ  ⟶  ℤ 
                                    (a, b )  ⟼  a⨁ b =  2a − b                 

  تعريف نمائيم ) اعداد طبيعي  (  ℕبشكل ذيل بالاي  ⨁اما  اگر
                              ⨁: ℕ xℕ ⟶ ℕ    
                                  (a, b )  ⟼  a⨁ b =  2a − b 

  a = 2 ,   b = 6زيرا برای  . درست نيست  ℕبالای  ⨁اين تعريف 
2 – 6 = - 2 ∉  ℕ  ·a⨁ b = 2     

  :  مثال
                               ⨀ ∶ ℝ  𝑥 ℝ  ⟶  ℝ 

                                       (a, b )  ⟼  a⨀ b =  
ଵ

ଶ
 (a +  b)          

   است) حقيقی اعداد ( ℝ بالای (Binary operation)گانه  دو رابطه يک  "  ⨀"
   :شودتعريف ) اعداد  تام(  ℤبه شکل ذيل بالای  ⨀ر گا

                               ⨀: ℤ 𝑥ℤ ⟶ ℤ    

                                  (a, b )  ⟼  a⨀ b =  
ଵ

ଶ
 (a +  b)     

  باشدb = 3  و  a = 2ر گزيرا ا.  نيست انهگر اين يک رابطه دوگم

a⨀ b =  
ଵ

ଶ
 (a +  b)  = ଵ

ଶ
 (2 +  3) = ହ

ଶ
   ∉  ℤ   
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M سيت يک :  1.2 تعريف ≠ ϕ با يک رابطه دوگانه⨁  بنام ساختمان الجبری  
 (algebraic structure) ما آن را به شکل  و ياد ميشود(M, ⨁   .نشان ميدهيم ( 

⨀با دو رابطه دوگانه  M سيت يک ,M)به شکل  را ⨁ و  ⨁, ⨀  .نشان ميدهيم ( 
,  ℤ)بطور مثال  + ,   . ,  ℝو ( + ,    . ساختماني الجبري اند  (.  ,  + , ℂ )و  )  (

  .ميباشد "" . و  ""+كه هرکدام ان داراي  دو رابطه دوگانه 
  :ندخواص ذيل تعريف شده ا يک ساختمان الجبری نظر به عمليات آن برای

,M)اگر  ⨁, ⨀ ,aيک ساختمان الجبری باشد و  (  b, c ∈ M   :  

( i )    اتحادی(associativity)    

 a⨁(b⨁c) = (a⨁b)⨁c    (  ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑀  ) 

  ( ii )   عينيت چپ عنصردارای(Left identity) نظر به ⨁   ،است  
e ورتکه يکدرص     ∈ M که موجود باشد   e⨁a = a عينيت راست و بنام  

   ) (right identity درصورتکه    a⨁e = aهر برایa ∈ M   دشو   
  .و هم راست باشد، بنام عنصرعينيت ياد ميشود عينيت چپ e اگر   

( iii)     عنصرb ∈ M  بنام معکوس چپ(Left inverse)  از عنصر  
   a ∈ M  نظر به⨁ b⨁a درصورتکه ،ياد ميشود   = e   وبنام معكوس باشد   
a⨁bياد ميشود اگر  (right inverse)راست     = e البته درينجا . شودe 

  . عنصرعينيت است
iv ) ( ديلیتب(commutative)    

  a⨁b = b ⊕ a       (  ∀𝑎, 𝑏 𝑀  ) 
,𝑀) اگر  :نوت ⨁, ⨀ توزيعی  ذيل بنامخواص . باشد الجبری ساختمان کي  ( 

(distributive)  ياد ميشود  
   ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑀    

a⨀(b⨁c) = (a⨀b)⨁(a⨀c) 
∧ 

(b⨁c)⨀a = (b⨀a)⨁(c⨀a) 
 : مثال

( a )  سيتℝ ⊂ M:={-1,1}  يک ساختمان الجبری دارد  “.„نظربه به ضرب 
  ∌ M   1 + 1 = 2زيرا    . ندارد “+„مگرنظربه جمع 

( b )  سيتℂ  ⊂ M:={-1,1,i,-i}  الجبری  يک ساختمان “.„نظربه به ضرب
  :زيرا. دارد
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(-1).(-1) = 1 ∈  M , (-1).(1) = -1∈ M,  

(-1).i = -i∈  M, (-1).(-i) = i∈  M, 1.1 = 1∈  M, 

1.i = i ∈  M, 1.(-i) = -i∈  M, i.i = -1∈  M,  

i.(-i) = -1.(i2) = (-1).(-1) = 1∈  M,  

(-i).(-i) = 1.(i2) = 1.(-1) = -1 

  M  ∉ (-1)+(-1) = -2   :زيرا. جبری نيستساختمان ال “+„مگرنظر به جع  
  :تبديلی نيست  رابطه دوگانه ذيل  :مثال

     ⨀: ℕ × ℕ ⟶ ℕ 
     (a, b) ⟼ a⨀b = aୠ                         
                                 

      9  2 ⨀ 3 = 2ଷ = 3  و 8 ⨀ 2 =  3ଶ = 
اطع سيت ها ساختمان الجبری نظر به اتحاد و تق P(X).  است يک سيت   X :مثال 

 :زيرا. ساختمان الجبری اند ( ∪ ,P(X))و    (∩ ,P(X))يعنی . دارد

 A,B∈P(X)  ⟹  A,B∈ X ⟹  A∪B∈ X  ∧  A∩B∈X 

                  ⟹ A∪B∈ P(X) ∧ A∩B∈P(X) 

,𝑀(2𝑥2يک سيت  :مثال ℝ)    شکل ذيل رادارد  

M: =  {𝐴 ∈ 𝑀(2𝑥2, ℝ)│𝐴 = ቀ
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

ቁ   }      

(M,+)   الجبری  يک ساختمان(algebraic structure) زيرا نظر به . است
 :خواص متريکس ها ميتوان نوشت  

A , B ∈ M  , 𝐴 = ቀ
 𝑎ଵଵ 𝑎ଵଶ

𝑎ଶଵ 𝑎ଶଶ
ቁ  , B = ൬

 𝑏ଵଵ 𝑏ଵଶ

𝑏ଶଵ 𝑏ଶଶ
൰ 

A + B = ൬
 𝑎ଵଵ + 𝑏ଵଵ 𝑎ଵଶ + 𝑏ଵଶ

𝑎ଶଵ + 𝑏ଶଵ 𝑎ଶଶ + 𝑏ଶଶ
൰     ⇒  A + B ∈ M 
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-A = ቀ
 −𝑎ଵଵ −𝑎ଵଶ

−𝑎ଶଵ −𝑎ଶଶ
ቁ ∈ M 

(M,+) تبديلي هم است.  

(M,.)    الجبری   يک ساختمان  هم(algebraic structure) زيرا درينجا . است
  : نيزنظربه خواص متريکس ها  ميتوان نوشت

A,B∈M ⟹ A.B∈M 

(M,.) زيرا. ندارد خاصيت تبديلي را رگم:  

𝐴 = ቀ
1 2
2 1

ቁ , 𝐵 =  ቀ
2 −2
2 −1

ቁ  ∈  M 

A.B = ൬
1.2 + 2.2 1. (−2) + 2. (−1

2.2 + 1.2 2. (−2) + 1. (−1)
൰ = ቀ6 −4

6 −5
ቁ 

B.A = ቀ2 −2
2 −1

ቁ . ቀ
1 2
2 1

ቁ = ቀ−2 2
0 3

ቁ 

  است B.A ≠ A.Bديده می شود که 
به . کس استضرب متري“.„جمع متريکس و   “+„نه گاالبته درينجا  رابطه دو

,𝑀(𝑛𝑥𝑛 سيت فت کهگورت عموم ميتوان ص ℝ)  به جمع و ضرب متريکس نظر
 .ساختمان الجبري  دارد

   1.1: تمرين
( a )    │  -5≥ a ≤  3 }       ℝ ∈ M:= { a    

  ?نظربه جمع ساختمانی الجبری دارد(+,M) ايا         

 ( b ) {A ∈ M(2x2, ℝ)│A = ቀ
a b

−b a
ቁ , aଶ  + bଶ   ≠ 0}     M:= 

  ( i )   

           . : MxM ⟶  M 
               (A,B)  ⟼ A.B 

نظربه ضرب ماتريکس يک ساختمانی الجبری    (.,M)ثبوت نمايد که   
(Algebraic structure)  است 
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  ( ii ) 
           + : MxM ⟶  M 
               (A,B)  ⟼ A+B 

     نداردالجبری  ساختمان کي   (+,M) نمايد که چرا ثبوت     
 (c)بالای  اگرℝ   ذيل تعريف شده باشد يی نهاگرابطه دوه:  

          ⨁   : ℝ x ℝ ⟶  ℝ 

                  (a,b)  ⟼ a ⨁  b = 
ଵ

ଶ
 ( a+b) 

⨁ثبوت نمايد که    .  خاصيت اتحادی ندارد    
( d ) ماسيت ذيل راداريم:  

 G ≔ {𝐳 ∈ ℂ ││z│ = 1} 

 ∙ GxG ⟶ G   

         (z1,z2) ⟼  z1 . z2 

= z  برای  a + ib ∈ ℂ  البته√aଶ  +  bଶ  │z│  ده استتعريف ش  =

  است (Algebraic structure)الجبري ک ساختمان ي (.,G) نمايد کهثبوت 

,G)اگر : 1.3تعريف  باشد  (algebraic structure)ساختمان الجبری  يک  (⨁
  :ميتوان نوشت 1.2از تعريف درانصوت با استفاده  ،
,G) اگر   را  (i),(ii)اگر  , semigroupداشته باشد  بنام   را ( i)خاصيت  (⨁

  .ياد ميشود groupراداشته باشد بنام  (i),(ii ),(iii)واگر  monoidبنام  داشته باشد
  بنام گروپ تبديلي. داشته باشد نيزرا (iv ) اصيتاگر يک گروپ خ

) (commutative group شودياد مي.  
 aିଵ را  به aوعنصرمعکوس چپ  eعنصرعينيت چپ را بعدازاين به  :نوت  

 .نشان ميدهيم
,ℕ) :مثال نيست ،   ℕشامل “0„ عينيتچون عنصر. است semi groupيک  (+
  شده نمی تواند monoidپس 

,G) : 1.1قضيه    ⨁  :بعداً . استيک گروپ  ( 

aبرای هر عنصر   ( 1 ) ∈ G  وس چپتنها يک معکفقط(left-inverse)   
  .است نيز (right-inverse)که اين درعين حال معکوس راست  وجوددارد     
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      وجود دارد که اين در عين حال  (left-identity)تنها يک عينيت چپ  ( 2 )
  .  است  )(right-identity عينيت راست

   معکوس چپ  aതو  left-identity)عينيت چپ  eاگر : ( 1 )  ثبوت
left-inverse)(  ازa  درG بايد ثبوت شود که . باشدaത معکوس راست  

 (right -inverse) يعنی. نيز است :  
                    aത⨁a = e     ⟹      a ⨁aത = e      

موجود است که  aധنيز معکوس چپ  aതيک گروپ است پس برای  Gچون 
aധ⨁aത = e  پس. شود  

∀a ∈ G ∃ aത ∈ G, aത⨁a = e ∧ ∃ aധ ∈ G, aധ⨁aത = e 

      a⨁aത = e⨁(a⨁aത)              [   عينيت چپ است   e زيرا       ]                              

              = (aധ⨁aത)⨁(a⨁aത)       [   aധ⨁aത = e زيرا   ]                                    

              = aധ ⨁  (aത⨁(a⨁aത))     [   اصيت اتحادیخ   ]               

              = aധ  ⨁  (( aഥ⨁a)⨁aത)   [  خاصيت اتحادی  ]         

               = aധ⨁(e⨁aത)        [     معکوس چپ است  aത  زيرا     ] 

               = aധ ⨁aത                [ زير     e   عينيت چپ است        ]              
               = e          [     معکوس چپ است  aധ   زيرا     ] 

  .همچنان معکوس راست نيز است   aതشان داده شد که ن 
eاگر    ):2( ثبوت  ∈ G  عينيت چپ(left-identity) يعنی. باشد:  

∀a ∈ G   a = e⨁a 

a∀:    درانصورت بايد ثبوت شود  ∈ G   a = a⨁e  
  نشان ميديهم aതرابه  aوس کما مع

a⨁e = a⨁(aത⨁a) = (a⨁aത)⨁a [  خاصيت اتحادی  ] 

          = e⨁a      [      )1( نظر به       ] 

          = a           [     عينيت چپ است  e زيرا     ] 

  نيزاست (left-identity)عينيت راست   eديده شد که 
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eതاگر  ∈ G  نيزعينيت درG   بعداً , باشد:  
 e⨁eത = e   ∧    e⨁eത = eത   ⇒    e = eത    

  موجود است (identity ) رعينت صثبوت شد که دريک گروپ فقط تنها يک عن
´aاگر  ∈ G  هم يک معکوس ازa درانصورت .باشد 

a´ = a´⨁e  = a´⨁(a⨁aത ) = (a´⨁a)⨁aത )  = e⨁aത  = aത 

 موجود است )  (inverse وس کرمعصديده شد که دريک گروپ فقط تنها يک عن
، در عين حال معکوس راست آن است  aچون معکوس چپ يک عنصر  :اشتيادد 

نشان  aିଵبه   اد ميکنيم وي)      (inverseبعد ازاين آن را تنها بنام معکوسما 
  . (identity)   همچنان برای عنصر عينيت, ميدهيم

  :مثال 
 ( ℝ, +), (ℚ, +), (ℤ,  “0„ اند که عنصرعنيت ان صفرتبديلی  گروپ های  (+

  .است  aمعکوس از   a- و 

 ( ℝ∗, . ), (ℚ∗, .   و  “1„اند که عنصر عنيت ان يک تبديلی  گروپ های    (
ଵ

ୟ
  aିଵ   1 =زيرا   . است aمعکوس از  =

ଵ

ୟ
 a.  ميشود 

,M(2x2اگرما سيت   :1.1مثال  ℝ) M:=   ميدانيم که . را در نظربگيريم(M,+) 
 monoidنظربه جمع وضرب متريکس    M. ساختمانی الجبري دارند  (.,M)و 

  :  متريکس ميتوان نوشت زيرا نظربه خواص. است
  : (associativity)خاصيت اتحادي 

A,B,C∈ M 
A+(B+C) = (A+B)+C  ∧  A.(B.C) = (A.B).C 

 (.,M)وواحد متريکس از  (+,M)از عنصرعينيت صفرمتريکس : عنصرعينيت
 :يعنې. است

ቀ
0 0
0 0

ቁ  , ቀ1 0
0 1

ቁ 

A = ቀ
a b
c d

ቁ ∈  G 

ቀ
a b
c d

ቁ + ቀ
0 0
0 0

ቁ =  ቀ
a + 0 b + 0
c + 0 d + 0

ቁ = A 

 

ቀ
a b
c d

ቁ . ቀ
1 0
0 1

ቁ =  ቀ
a + 0 0 + b
c + 0 0 + d

ቁ = A 
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(M,+)  زيرا. استروپ هم گ:  

-A = ቀ−a −b
−c −d

ቁ 

A+(-A) = ቀ
a b
c d

ቁ + ቀ
−a −b
−c −d

ቁ =  ቀ
a − a b − b
c − c d − d

ቁ  = ቀ
0 0
0 0

ቁ 

  است A ازمعکوس   A– که دش ديده
 .استיروپ تبديلی نيز   (+,M)نظربه خواص متريکس 

   همچنان بطورمثال. داردصفرمتريکس معکوس ن زيرا. نيستروپ گ (.,M)ر گم
  نداردمعکوس  ذيل متريکس

 A = ቀ 1 2
−1 −2

ቁ 

,M(2x2 برای  تنهانه  (.,M)و  (+,M)از خواصی فوق ℝ)   صورت  بهبلکه
,M(nxn برایعموم  ℝ)   ميکندهم صدق.  

نشان  ℂرا به  (complex number)سيت اعداد موهومی ويا مختلط  :  نوت
  . اند ℝ  ∈ a,bکه .  را دارد  z=a+ib  شکل ∋ℂ zميدهيم و هر 

a  = real part   , i =   imaginary unit , b = imaginary part ,  
absolute value:= │z│ = √aଶ  +  bଶ   ,  
complex conjugate:= zത = a – ib 

ℂ,+) (   و  ”0“ است که عنصر عنيت ان صفر  تبديلی يک گروپ-z=-a-ib 
  است z=a+ibمعکوس از   

  ( ℂ∗, . . است  “1„است که   عنصر عنيت ان يک تبديلی نيز يک گروپ  (

  z-1 =که    ℂ∗ ∈  z=a+ib  معکوس 
ଵ

୸
   :به شکل ذيل به دست می ايد   

z-1 =   
ଵ

୸
 = 

ଵ

ୟା୧ୠ
 = 

ଵ

ୟା୧ୠ
 . 

ୟି୧

ୟି୧ୠ
 =   

ୟି୧ୠ

ୟమ ା ୧ୟୠି୧ୟୠି୧మ ୠమ
  

     = 
ୟି୧ୠ

ୟమ  ି(ିଵ ) ୠమ
 = 

ୟି୧ୠ

ୟమ ା ୠమ
 = 

୸ത

│୸│మ
 

z. z-1= 
୸.୸ത

│୸│మ
 = 

ୟమ ା ୠమ

ୟమ ା ୠమ
 = 1 

  يزصدق ميکندديگر خواص گروپ  ن. است  zمعکوس از  z-1ديده شد که 
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∋  i3-2 :مثال  ℂ∗ z =   . ما ميخواهيم معکوسz  درگروپ  را( ℂ∗, . دريافت  (
 يمانم

z-1 = ୸ത

│୸│మ
  = 

ଶା୧ଷ

ଶమ ା(ିଷ) మ
  = 

ଶା୧ଷ

ସ ାଽ
 = 

ଶା୧ଷ

ଵଷ
 = 

ଶ

ଵଷ
+  

ଷ

ଵଷ
i 

 z.z-1 = ( 2 -3i ) . (
ଶା୧ଷ

ଵଷ
 ) = 

(ଶିଷ୧ ).(ଶା୧ଷ) 

ଵଷ
  

        = 
ସିଽ(୧.୧)

ଵଷ
 = 

ସ ିଽ(ିଵ)

ଵଷ
 = 

ଵଷ  

ଵଷ
 = 1 

 =z-1درنتيجه 
ଶା୧ଷ

ଵଷ
  است 3i     z- 2 =معکوس از   

 a1  ,a2,a3,. . . . ,an    {   =   : G     { متناهیاگرما يک سيت  : 1. 4عريف  ت
يک   „ *  „  )   Binary Operation  (رابطه دوگانه   نظر به Gداشته باشيم و 

درانصورت  ميتوان . ان باشد   )  identity   (عنصر عينيت  a1   گروپ و 
  ن داد تطبيق رابطه دوگانه را بالای تمای عناصران را دريک جدول بشکل ذيل نشا

 
 
 
 
  

  G فقط تنها عناصرمختلف از )همچنان درهرستون  (درجدول فوق بايد درهرسطر 
  .يادميشود Cayley Tableبنام جدول اينوع  .دنباش

an .  .  .  .  .  a3  a2  a1  *  

a1*an .  .  .  . . a1* a3 a1* a2 a1* a1 a1  

a2*an .  .  .  .  .  a2* a3 a2* a2 a2* a1 a2  

a3*an .  .  .  .  .  a3* a3 a3* a2 a3* a1 a3  

.  .  .  .  .  .  .  . . .  

.  .  .  .  .  .  .  . . .  

.  .  .  .  .  .  .  . . .  

.  .  .  .  .  .  .  .  . .  

.  .  .  .  .  .  .  .  . .  

an * an .  .  .  .  .  an * a3 an * a2 an * a1 an  
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روپ شده ميتواند ، که جدول خواص ذيل گوقتی . روپ نيستگ Cayleyهرجدول 
  :راداشته باشد

( i ) عنصر عينت موجود باشد  
( ii )  معکوس چپ و راست باهم مساوی باشند  
( iii )  خاصيت اتحادی داشته باشد  
 G:={a,b,c,d,e} :مثال

  

  

  

  

 
  زيرا  . יروپ نيست (∗ ,G)ر گم. است aدرجدول عنصر عيتيت 

c ∗ d = a ≠ b = d ∗ c 
d  معکوس چپc رمعکوس راست ان نيستگاست ، م  

:𝐴(ଶ): مثال  = {e, a}   .  جدولCayley  از   𝐴(ଶ) انه  گنظر به رابطه دو⨀  
  ذيل رادارد  شکل

  

  

  

 
 
e  ⨀ e = e  , e  ⨀ a = a = a  ⨀ e    , a  ⨀ a = e 

 (𝐴(ଶ),   .است روپ تبديلیگک ي (⨀
      1.2ينرتم

 ( a )   نشان دهيد که چرا ( ℝ, . ,ℤ) و( . ), (ℕ,   .ساختمان گروپی ندارند (+
 ( b )   نشان دهيد که(ℚ∗, .   .يک گروپ است (

 }  ( c )  1 - ,1 { = G    ثبوت نمايد کهG  روپ است گ کينظربه ضرب 
  ان چه شکل را دارد Cayleyجدول  نشان دهيد کهو     

e  d  c  b  a ∗
e  d  c  b  a  a  
c e d a b b 
b a e d c c 
a c b e d d 
d b a c e e 
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          𝑎ఒାఓାఔ            𝑖𝑓      𝜆 + 𝜇 + 𝜈 < 4  

       𝑎ఒାఓାఔି଼          𝑖𝑓     𝜆 + 𝜇 + 𝜈 ≥ 8  

𝑎ఒାఓାఔିସ        𝑖𝑓     4 ≤ 𝜆 + 𝜇 + 𝜈 < 8 

 ( d )  ℂ  ⊂  G:={-1,1,i,-i}  . نمايد کهثبوت  G يک ضرب  بهنظر  
 داردشکل  ان چه  Cayley جدول  و استگروپ      
به شکل  ⨁رابطه دوگانه يک A(ସ)={a0,a1,a2,a3}   سيت بالای  1.2  :  مثال
 :است تعريف شده ( Cayley Table)در يک جدول زير

  به شکل ذيل عمل می نمايد ⨁انه گدرجدول فوق رابطه دو

                                   𝑎ఒାఓ       𝑖𝑓     𝜆 + 𝜇 < 4 
          𝑎ఒ⨁𝑎ఓ = 
                             𝑎ఒାఓିସ    𝑖𝑓      𝜆 + 𝜇 ≥ 4 

  A(4) زيرا, گروپ را تشکيل ميدهديک    ⨁نظربه رابطه دوگانه:  

∋ (  (Associativity )    اتحادی (1) ℕ λ, μ, ν  0 و ≤ λ, μ, ν ≤ 3 (  

    
                                           a஛ାஜ⨁a஝    if     λ + μ < 4 
   ൫ 𝑎ఒ ⨁𝑎ఓ൯ ⨁  𝑎ఔ = 
                                            a஛ାஜିସ ⨁  a஝     if     λ + μ ≥  4 

 
   

                 =            
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  .را در نظر بگيريم  aλ⨁(aμ⨁aν)عين نتيجه را بدست می آوريم اگر ما 
                   :پس لهذا

     a஛⨁(aஜ⨁a஝) = (a஛⨁aஜ)⨁a஝ 

  است a0  عنصر عينيت ( 1 )   
  عنصر معکوس آن است  aμيک عنصر  aλبرای هر : عنصر معکوس ( 2 )

aλାμبشرطيکه  = aଵ⨁aଷ  :  بطور مثال. شود 4 = a଴ 
کل ش يک رابطه دوگانه  به A(2,2) :={b1,b2,b3,b4} سيت بالای  1.3  : مثال

 .تعريف شده است ( Cayley Table)ذيل در يک جدول
 

 

  

  

 و عنصر عينيت است bଵدر جدول ديده ميشود که 

 bଶ⨀bଶ = bଷ⨀bଷ = bସ⨀bସ = bଵ 

  . پس هر عنصر معکوس خودش است 
,λبرای  μ, ν ∈ ℕ        2که ≤ λ, μ, ν ≤ ازهمديگرمختلف  ,ν , μ λ و  4
  .فوق بطورذيل تعريف شده است (binary operation)رابطه دوگانه ،باشند

b஛⨀bஜ = b஝ 

,λ  برای  :خاصيت اتحادی μ, ν ∈ ℕ  2که ≤ λ, μ, ν ≤  ,ν , μ λ  و   4
 :ميتوان نوشت    باشند ازهمديگرمختلف

ቀb஛⨀bஜቁ ⨀b஝ = b஝⨀b஝ = bଵ 

b஛⨀൫bஜ⨀b஝൯ = b஛⨀b஛ = bଵ 

b4  b3  b2  b1 
⨀ 

b4  b3  b2  b1  b1  
b3 b4 b1 b2 b2 
b2 b1 b4 b3 b3 
b1 b2 b3 b4 b4 
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ቀb஛⨀b஛ቁ ⨀b஛ = bଵ⨀b஛ = b஛ 

b஛⨀ ቀb஛⨀b஛ቁ = b஛⨀bଵ = b஛ 

൫bஜ⨀bஜ൯⨀b஝ = bଵ⨀b஝ = b஝ 

bஜ⨀൫bஜ⨀b஝൯ = bஜ⨀b஛ = b஝ 

൫bஜ⨀b஝൯⨀b஝ = b஛⨀b஝ = bஜ 

bஜ⨀(b஝⨀b஝) = bஜ⨀bଵ = bஜ 

൫bஜ⨀b஝൯⨀bஜ = b஛⨀bஜ = b஝ 

bஜ⨀൫b஝⨀bஜ൯ = bஜ⨀b஛ = b஝ 

بنام    A( 2,2) گروپ . است يک گروپ ⨀ ,A( 2,2) )  (در نتيجه ديده ميشود که
Klein four-group(F.Klein 1849-1925)  ياد ميشود.  

,aبرای هردوعنصر: 1.1 ليما b ∈ G  يک گروپ (G, ⨁ معادله زير صدق ( 
  :ميکند 

(a⨁b)ିଵ = bିଵ⨁aିଵ 
. است a⨁b هم يک عنصر معکوس از  aିଵ⨁bିଵبايد ثبوت شود که : ثبوت

  :يعنی بايد ثبوت شود که
(bିଵ⨁aିଵ)⨁(a⨁b) = e 

(bିଵ⨁aିଵ)⨁(a⨁b) = bିଵ⨁൫aିଵ⨁(a⨁b)൯      

= bିଵ⨁((aିଵ⨁a)⨁b) 

                  = bିଵ⨁(e⨁b) = bିଵ⨁b = e   

,G) برای يک گروپ: 1.2قضيه  ⨁   :افاده های زير صدق ميکند ( 
  ( 1 )              a, b, c ∈ G 

           c ⊕ a = c⨁b ⇒ a = b  
                           ∧ 
            a ⊕ c = b⨁c ⇒ a = b      
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                       .يعني ما ميتوانيم كه در يك گروپ عمليه اختصار را انجام دهيم      
 ( 2 ) 

 a, b ∈ G , ∃! x ∈ G ;   x⨁a = b   ∧    ∃! y ∈ G ; a⨁y = b 
cما فرض ميکنيم که : )1(ثبوت  ⊕ a = c⨁b است  

c ⊕ a = c⨁b ⇒ cିଵ ⊕ (c⨁a) = cିଵ⨁(c⨁b) 

                     ⇒ (cିଵ ⊕ c)⨁a = (cିଵ⨁c)⨁b                                                   

                     ⇒ e⨁a = e⨁b                                                                                              

                     ⇒ a = b                                                                                                          

  .ا نيز ثبوت کردا عين شکل ميتوان قسمت ديگر رب 

   : )2(ثبوت

 a, b ∈ G ⇒  ∃aିଵ ∈ G         [     يک گروپ است G  زيرا  ] 

          ⇒   b⨁aିଵ ∈ G  

   درانصورت. وضع  نمايم =:b⨁aିଵ  xاگرما  
x = b⨁aିଵ ⇒ x⨁a = (b⨁aିଵ)⨁a = b⨁(a⨁aିଵ) 

                        = b⨁e = b 

حلا ثبوت می نمايم که فقط تنها يک . تموجود اس Gدر  xديده شد که انوع يک  
w  اگر . موجود است xان نوع  ∈ Gهم همانطور يک عنصر باشد 

    𝑤 ⊕ 𝑎 = 𝑏 ⇒ (𝑤 ⊕ 𝑎) ⊕ 𝑎ିଵ = 𝑏 ⊕ 𝑎ିଵ    

                         ⇒ 𝑤 ⊕ (𝑎 ⊕ 𝑎ିଵ) = 𝑏 ⊕ 𝑎ିଵ 

                  ⇒ 𝑤 ⊕ 𝑒 = 𝑏 ⊕ 𝑎ିଵ 

                  ⇒ 𝑤 = 𝑏 ⊕ 𝑎ିଵ = 𝑥 

  .به ان خاصيت موجود است  xديده شد که فقط تنها يک 
G تييک رابطه دوگانه بالای س ⊕اگر: 1.3قضيه  ≠ افادهای ذيل  بعداً  .باشد ∅

 :بايکديگر معادل اند
 ( 1 )   (G, ⊕ )  يک گروپ است  
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( 2 ) 
⨁    ( a )        خاصيت اتحادی دارد 

( b )      برای هر دو عنصرa, b ∈ G دوعنصرx, y ∈ G خواص زير وجود  اب 
                   .  دارند      

           𝑥 ⊕ 𝑎 = 𝑏   ∧  𝑎 ⊕ 𝑦 = 𝑏   
  :ثبوت  

  .بدست ميآيد  1.2 نظر به خواص گروپ و قضيه    : ( 2 )   ⇐  ( 1 )
 :ميتوان نوشت) b(  نظر به     : ( 1 )   ⇐  ( 2 )

c ∈ G ⇒ ∃e ∈ G ; e⨁c = c     [ باشد c = a = b  اگر   ] 
   a ∈ G ⇒ ∃y ∈ G ; c⨁y = a          

             ⇒ e⨁a = e⨁(c⨁y) = (e ⊕ c) ⊕ y = a 

  .موجود است  e پس عنصر عينيت
e, a ∈ G ⇒ ∃x ∈ G ; x⨁a = e 

  .است  aمعکوس از   xيعنی
  3 .1 : تمرين

G:= {𝐴 ∈ 𝑀(2𝑥2, ℝ)│𝐴 = ቀ
𝑎 𝑏

−𝑏 𝑎
ቁ , 𝑎ଶ  + 𝑏ଶ   ≠ 0}      

∙ : G x G ⟶  G 
        (A,B) ⟼  A∙B 

 استگروپ  يک   (.,G)که  نمايدثبوت  
│𝑧│     و ℂ │ │𝑧│= 1 }     :1.4 ∈ G:= {z  تمرين  = √aଶ  +  bଶ برای 

z=a+ib   شده استتعريف .  
∙ : G x G →  G 
            (z1,z2) ↦  z1 . z2 

 است گروپ کي (.,G) نمايد که ثبوت 
نشان ميدهيم    “.„را به  ( Binary operation)رابطه دوگانه  مابعد ازين  :نوت

  .وهدف ازان عمليه ضرب عادی نيست
Dସبالای سيت  :1.4 مثال ≔ {e, a, b, c, d, f, g, h} يک رابطه دوگانه  

 (Binary operation )  به شکل ذيل در يک جدول تعريف شده است:  
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 Dସ عنصرعينيت آن که  نظر به رابطه دوگانه ئی فوق يک گروپ استe ميباشد .
aିଵيعنی  .است cعنصر  aپس معکوس  بوده a.c = e   چون = c    وچون  

  h.h = e  پس معکوس بودهh يعنی . ودش است خhିଵ = h   . به همين شکل
  . ميتوان از روی جدول معکوس تمامی عناصر را پيدا نمود 

  :بطور مثال . نيز صدق ميکند   (assosative)خاصيت اتحادی 
 a. ( d . f )= a . c  = e    ∧     ( a . d ). f =  f . f  = e 

 .ياد ميشود   Dihedral groupبنام Dସ گروپ 
 نظر به جدول کيلی   Q8:={ e,a,b,c,d,f,g,h} :    1.5 لمثا

 (cayley table )  ذيل يک گروپ است. 
  

h  g  f  d  c  b  a  e .  
h  g  f  d  c  b  a  e  e  
g  h  d  f  b  c  e  a  a  
d  f  h  g  e  a  c  b  b  
f  d  g  h  a  e  b  c  c  
c  b  e  a  g  h  f  d  d  
b  c  a  e  h  g  d  f  f  
e  a  b  c  f  d  h  g  g  
a  e  c  b  d  f  g  h  h  

 

 e   عنصرعينيت(identety)   ازQ8 است  

h  g  f  d  c  b  a  e .  
h  g  f  d  c  b  a  e  e 
d  h  g  f  e  c  b  a  a  
f  d  h  g  a  e  c  b  b  

g  f  d  h  b  a  e  c  c  
a  b  c  e  f  g  h  d  d  
b  c  e  a  g  h  d  f  f  
c  e  a  b  h  d  f  g  g  
e  a  b  c  d  f  g  h  h  
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ذيل  ( cayley table)نظربه جدول کيلی    Q6:={ e,a,b,c,d,f }:1.6  مثال
  .يک گروپ است 

f  d  c  b  a  e .  
f  d  c  b  a  e  e  
c  f  d  e  b  a  a  
d  c  f  a  e  b  b  
a  b  e  d  f  c  c  
b  e  a  f  c  d  d  
e  a  b  c  d  f  f  

  :اند متناهی گروپ های ذيل :تنو
A(2), A(4), A(2,2), D4, Q8, Q6 
หA(ଶ)ห = 2 , หA(ସ)ห = หA(ଶ,ଶ)ห = 4 , |Q଺ | = 6 ,|Dସ | = |Q଼ | = 8 

 : 1.5  تمرين
(a)   G={ e,a,b  }   وG  ∙ :GxG→  جدول ذيل را . يك رابطه دوگانه است

 .يك گروپ شود    (.,G)تكميل نمائيد كه     طوري
 

  

  

  

(b)   } G={ e,a,b,c    وG    ∙ :GxG→  جدول ذيل . يك رابطه دوگانه است
  .يك گروپ شود    (.,G)تكميل نمائيد كه    را طوري 

 
c b a e . 
c b a e e 
b e   a a 
   e b b 
    b c c 

 

b  a  e .  
b  a  e  e  
e     a  a  
 e  b  b  
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( c )    درگروپ هایQ6 , D4 , A
(4) , A(2,2) و Q8 نيستندبديلی کدام ان ت 

eت يك گروپ داراي عنصرعيني(⊕,G)   :   1.6تمرين ∈ G ثبوت نمائيد . است:  
                 a ∈ G; a⨁a = a ⇒ a = e    

نظربه رابطه دوگانه ذيل يک گروپ شده  ) اعدادحقيقی (  ℝچرا1.7:    تمرين 
 نميتواند 

                  ⨀ :  ℝ  x ℝ  ⟶  ℝ 

                          (a,b)  ⟼  a ⨀ b =  
ଵ

ଶ
 (a + b)   

     
      اگرماتريکس ها ی ذيل راداشته باشيم:  1.7 مثال 

 

            E = ቀ
1 0
0 1

ቁ     , I = ቀ
0 1

−1 0
ቁ ,       J = ቀ

0 i
i 0

ቁ ,   

            K = ቀ
i 0
0 −i

ቁ  

Q: = {±E , ± I ,±J , ±K}         

  :کل ذيل تعريف شده استالبته هر ماتريکس منفی ان به ش

  -E =ቀ
−1 0
0 −1

ቁ   ,   -I =ቀ
0 −1
 1 0

ቁ   ,  

     -J=ቀ
0 −i

−i 0
ቁ   ,    -K=ቀ

−i 0
0  i

ቁ 

. : Q x Q ⟶  Q 

         (A,B) ⟼  A.B 

Q  که  بودهنظر به ضرب ماتريکس يک گروپ E عنصر عينيت آن است وبرای
A∈Q ∖ {±E}  معکوس آن  عنصر–A  ومعکوس–E     خود–E    مگر . است

)   . (Q , گروپ تبديلی نيست زيرا 
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  I. J = K  , J.I = -K   ⇒  I. J  ≠   J . I 

نظربه ضرب  Q: = {±E , ± I ,±J , ±K}درمثال فوق ديديم که   1.8 :تمرين  
ان  )    caley table  (ريافت نمايد که جدول کيلید .ماتريکس يک گروپ است

  چه شکل رادارد 
نظربه رابطه دوگانه جمع و ضرب  G =   0,1,2 } {ايا  1.9 :     نتمري

  اگرندارد نشان دهيد که چرا .ساختمانی گروپی دارد
 يك رابطه دوگانه بالای  “ . “    و  D6 = { a,b,c,x,y,z}  :   .1  10تمرين  

D6   تكميل نمائيد كه  جدول ذيل را طوري . است(D6 ,  .)   يك گروپ شود.  
                

. a b c x y z 

a     c b 

b  x z    

c  y     

x    x   

y       

z  a   x  

  

 1.11:تمرين  

   E = ቀ
1 0
0 1

ቁ, A = ቀ
−1 0
0 −1

ቁ  ,    B = ቀ
0 −1
1 0

ቁ ,  

   C = ቀ
0 1

−1 0
ቁ  

 Q4 := {E,A,B,C}  

 نظربه ضرب ماتريکس يک گروپ است  Q4ثبوت نمايد که 
 .است ∋G a و   (algeb-struct)يک ساختمان الجبری  (.,G) :1.5تعريف 
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τୟ : G → G 
        x  ↦ a.x 
aτ : G → G 
       x  ↦ x.a 

τୟ   بنامright-translation  وaτ   بنامleft-translation ياد ميشود  
 : بعداً . است يک ساختمان الجبری   (.,G)  :1.2ليما 

a∀درانصورت برای  . باشديک  گروپ   (.,G)اگر  ) 1(  ∈ G     تابعτୟ  
  است bijectiveيک  

a∀برای   τୟ و associativity )   (   اتحادی (.,G)اگر  ) 2(  ∈ G   يک
surjective درانصورت . باشد(G,.) ساختمانی گروپی دارد.  

  ) 1(ثبوت 
b ∈ G    ⇒  ∃!  x ∈ G ; a.x = b    [   1.2نظر به قضيه   ] 
               ⇒ τୟ(x) = b   ⇒  τୟ  surjective 
x,y∈ G ; τୟ(x) =  τୟ(y)  
 ⇒  a.x = a.y    ⇒   x = y   [   1.2نظر به قضيه   ] 
                        ⇒  τୟ  injecetiv  

 بيجکتيف است  τୟثبوت شد که 
   ) 2( ثبوت 

a ∈ G   
⇒  ∃  x ∈ G ;    τୟ(x)  a.x = a    [ surjective کي   τୟ زيرا] 

  پس. موجود است eنتيجه ميشود که يک عنصرعينيت    a.x = aاز  
e ∈ G   ⇒ ∃  x ∈ G ; τୟ(x) = a.x = e   [ surjective يک   τୟ زيرا    ] 

پس ثبوت شد . موجود است  aنتيجه ميشود که يک معکوس برای   a.x = eاز  
 دق ميکندنيزص aτبرای  ليما فوق. گروپ است (.,G)که 

𝑎هر فوق نتيجه ميشود که برایليما از.  استروپ گ کي  (∗ ,G)  :نوت ∈ 𝐺    
  است  bijecktiveذيل تابع

    f : G ⟶ G 
        x  ⟼ a∗x  
   g : G → G 
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         x  ↦ x∗a 
,∗ℝ )روپ های گبطور مثال در  . ,ℤ) و  (   ندا  bijectiveابع ذيل  وت  (+
  

    f : ℝ∗ ⟶ ℝ∗           f : ℤ ⟶ ℤ 

          x  ⟼ 
ଶ

ଷ
∙x            x  ⟼ 5 + x 

  :  1.12تمرين
       ⨀ :  ℝ  x ℝ  ⟶   ℝ 
               (a,b)  ⟼  a ⨀ b =   a + b + 3 

  استروپ گ يک  )  ℝ ⨀ ,   (که  نمايدثبوت  
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  فصل دوم   

  (Group  Homomorphism)همومورفيزم گروپ

Gଵ)و  (⊕,G)ر اگ:  2.1تعريف 
 , :φ  تابعيک .دو گروپ باشند (⨀ G ⟶ Gଵ 

   )همومورفيزم گروپ(  Group Homomorphismبا خواص زير بنام
G–Hom)   (ياد ميشود. 

  
)    ∀a, b ∈ G   (    (a ⊕ b) = φ(a)⨀φ(b)   φ 

               
   Group Monomorphismبنام . باشد  injective گرا G-Hom  کي

(G-Monom) ، گرا  surjective بنام  ،باشدEpimorphism Group   
 (G-Epim)گرو ا  bijective باشد بنام Group Isomorphism   

  (G-Isom)   ياد ميشود.  
ياد  Group Endomorphism  (G-Endo)بنام G-Homيک :  2.2 تعريف
   bijectiveکه درعين حال G-Endoيک . باشد = G1 Gدرصورتکه  ميشود

ياد  (G-Auto)) گروپ آوتومورفيزم( Group Automorphismباشد بنام 
 .ميشود
     :مثال 

 φ   : ൫ ℝ , +൯ ⟶ (ℝ , +) 
              x    ⟼    2x   

    .يک گروپ است   ”+“نظربه جمع   ℝماميدانيم که سيت اعداد حقيقی  
x,y ∈ ℝ 
φ(x+y) = 2(x + y) = 2x + 2y = φ (x) + φ(y)   

پس . اينجکتيف و سورجيکتيف است  𝜑چون .  ستا  G-Homيک  φديده شد که 
Monomorphism وEpimorphism در نتيجه يک . هم استG-Isom است.  

 :به شکل ذيل تعريف شود  φاگر 
𝜑   : ( ℤ  , +) ⟶  (ℤ , +) 

          x    ⟼    2x    
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همچنان . استروپ گ کي    ”+“جمع به نظر  ) ℤ (تام  سيت اعدادماميدانيم که 
ر گم. است   G-Monom پس يک. است G-Homانجکتيف و   𝜑ميشود که ديده 

𝜑   پس . سورجکتيف نيستG-Epim   شده نمی تواند. 
  :به شکل ذيل تعريف شود  φاگر 

φ   : ቀ ℝ
∗
 , . ቁ ⟶ (ℝ

∗
 , . ) 

              x    ⟼    2x   

ℝماميدانيم که سيت اعداد حقيقی بدون صفر 
∗

 روپ استيک گ   ”.“نظربه ضرب  

 x,y ∈ ℝ
∗
 

φ(x.y) = 2(x . y) = 2x.y ≠   2x .2y = φ (x) . φ(y)   
  نيست   G-Homيک   φديده شد که 

  :به شکل ذيل تعريف شود  φاگر 

φ   : ቀ ℝ
∗
 , . ቁ ⟶ (ℝ

  
 , +) 

               x    ⟼    2x   

x,y ∈ ℝ
∗
 

φ(x.y) = 2(x . y) = 2x.y      ∧     φ (x) + φ(y)  = 2x + 2y 
 ⇒    φ(x. y)   ≠    φ (x) . φ(y)   

  :به شکل ذيل تعريف شود  φاگر   .نيست G-Homيک   φدرنتيجه   
φ   : ൫ ℝ

 
 , +൯ ⟶ (ℝ

  
 , +) 

               x    ⟼    -x   
x,y∈  ℝ        
φ(x+y) = -(x + y) = -x - y  =  φ (x) + φ(y)    

  . است G-Homيک   φدرنتيجه   
  :کل ذيل تعريف شود به ش φاگر 

φ   : ቀ ℝ
∗
 , . ቁ ⟶ (ℝ

∗  
 , . ) 

              x    ⟼    -x   

x,y ∈ ℝ
∗
 

φ(x.y)   = -x.y      ∧     φ (x) . φ(y)  =  (-x) . (-y) =  x.y 
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 ⇒    φ(x. y)   ≠    φ (x) . φ(y)   
  نيست   G-Homيک   φ  پس 

 :به صورت عموم  ميتوان نوشت :2.1نوت 
( a )   برای هر ∈ ℝ a   تابع ذيل يکG-Isom  است  

𝜑   : ൫ ℝ , +൯ ⟶ (ℝ , +) 
          x    ⟼    ax    

( b )    برای هر∈ ℤ m  تابع ذيل يکG-Monom  است 

𝜑   : ( ℤ  , +) ⟶  (ℤ , +) 
          x    ⟼    mx    

 است  G-Isom  يک ذيلExponentialfunction    :مثال

exp   : ൫ ℝ
 
 , +൯ ⟶ (ℝ

ା

∗
, . ) 

                  x    ⟼    ex  
  G-Hom  : 

x,y∈ ℝ ,  exp( x+y) = ex+y = ex . ey = exp(x) . exp(y) 

يک  expدرنتيجه . بايجکتيف است exp ديديم که   0.4ردرمثال گازجانب دي  
G-Isom  است.  

,Gଶ)و  (⊕,Gଵ)  :2.1قضيه  eଵدو گروپ دارای عناصر عينيت  (⨀ ∈ Gଵ  و 

eଶ ∈ Gଶ اند و φ: Gଵ ⟶  𝐺ଶ يک G-Hom   . خواص زير صدق ميکندبعدآ:  

( 1 )    φ(eଵ) = eଶ 

( 2 )   φ( aିଵ) = (φ(a))ିଵ 

x⨀xميدانيم که در يک گروپ تنها عنصر عينيت خاصيت  ما ): 1( بوتث  = x 
  .را دارد

  φ(eଵ) = φ(eଵ ⊕ eଵ) 
             = φ(eଵ)⨀φ(eଵ)   [   G-Hom  φ    ازير   ] 

ما ميدانيم که يک گروپ . است G2عنصرعينيت از   φ(eଵ)ين نشان ميدهد که ا
φ(eଵ)پس , تنها يک عنصر عينيت دارد = eଶ  
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  ويا ثبوت بشکل ذيل
e2 ⨀ φ(eଵ)  = φ(eଵ) = φ(eଵ ⊕ eଵ) = φ(eଵ)⨀ φ(eଵ) 
        ⇒  φ(eଵ) = e2     [   1.2نظر به قضيه     ]  

aبرای يک  ):2(ثبوت      ∈ Gଵ  

  eଶ = φ(eଵ)       [   (1)   نظر به ]                                   

      = φ(a ⊕ aିଵ) = φ(a)⨀φ(aିଵ)                                                                                   

 است پس φ(a) عنصر معکوس  φ(aିଵ) نتيجه ميشود که  ازاين

   (Homomorphism composition))  ترکيب همومورفيزم  (؛ 2.2قضيه 

(G,⊕)  وو (Gଵ, ⨀) (Gଶ,⊝)  اگر   .سه گروپ هستندφ: G ⟶ Gଵ  و  
  φଵ: Gଵ ⟶ Gଶ  دو  G-Hom درينصورت. باشند φଵoφ ∶ G ⟶ Gଶ هم 

 G-Hom  است. 
,a : ثبوت b ∈ G  

 φ
ଵ

∘ φ (a ⊕ b)  = φଵ൫φ(a)⨀φ(b)൯  [G -Hom  [ زيرا  φ يک 
            = φଵ ∘ φ(a) ⊝ φଵ ∘ φ(b)   [  G-Hom يک      φଵ   زيرا ] 

φଵدرنتيجه  ∘ φ   يکG-Hom است  
,Gଵ)و (⊕,G): 2.3تعريف  eکه اند گروپ   (⨀ ∈ G وeଵ ∈ Gଵ عناصر عينيت 

:φ هستند و  ان G ⟶ Gଵ يک  G-Hom زير بنام هسته  تيبعداً س. است  
( kernal  )    ازφ وماانرابهو ميشود ياد kerφ  ميدهيم نشان  

  
 Ker φ ≔ {a ∈ G |φ(a) = eଵ}  

,Gଵ)و (⊕,G): 2.3قضيه   eکه اند دوگروپ (⨀ ∈ G   وeଵ ∈ Gଵ   عناصر

:φ   عينيت آن ميباشند و G ⟶ Gଵيک G-Hom  بعداٌ . ستا:  

φ injective ⇔ Kerφ = {e} 

Kerφ بايد ثبوت شود که   "⇒": ثبوت = {e} است.  
Kerφ اگر  ≠ {e}  باشد درآنصورت:  
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Kerφ ≠ {e} ⇒ ∃a ∈ G;  φ(a) = eଵ 

φ(e) :)2.1(همچنان نظر به قضيه  = eଵ پس.است  
  φ(a) = eଵ = φ(𝑒)  

    ⇒ 𝑎 = 𝑒           [      injective يک       𝜑  [ زيرا  
": ثبوت ⇐ ,𝑎 برای   " 𝑏 ∈ 𝐺  که ما فرض ميکنيم  𝜑(𝑎) = 𝜑(𝑏)  است   

G-Hom [   𝜑(𝑎)⨀𝜑(𝑏ିଵ)   𝜑(𝑎 يک 𝜑 زيرا[    ⊕ 𝑏ିଵ) =   

=        ]2.1 نظر به قضيه   [  𝜑(𝑎)⨀൫𝜑(𝑏)൯
ିଵ

                         

              = 𝜑(𝑏)⨀(𝜑(𝑏)) ିଵ = 𝑒ଵ      [ رضيهنظر به ف  ]   

⇒ 𝑎 ⊕ 𝑏ିଵ ∈ 𝐾𝑒𝑟𝜑  
 ⇒ 𝑎 ⊕ 𝑏ିଵ = 𝑒         [  𝐾𝑒𝑟𝜑 = {𝑒}  زيرا ]                   
⇒ a ⊕ 𝑏ିଵ ⊕ b = e ⊕ b =  b 
⇒ 𝑎 = 𝑏              
⇒   𝜑   injective           

  است   G-Autيک تابع ذيل   : 2.1مثال  
𝜑: (𝕔, + )   ⟶ (𝕔, + )                                  
 𝑧 = (𝑥 + 𝑖𝑦) ⟼   𝑧̅ =   (𝑥 − 𝑖𝑦) 

  : حل
G-Hom  𝝋 : 

𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦  , 𝑧ଵ = 𝑥ଵ + 𝑖𝑦ଵ ∈ 𝕔  
𝜑( 𝑧 + 𝑧ଵ) = 𝜑(𝑥 + 𝑖𝑦 + 𝑥ଵ + 𝑖𝑦ଵ) =  𝜑(𝑥 + 𝑥ଵ + (𝑦 + 𝑦ଵ)𝑖)   
                = (𝑥 + 𝑥ଵ − (𝑦 + 𝑦ଵ)𝑖 = (𝑥 + 𝑥ଵ − 𝑖𝑦 − 𝑖𝑦ଵ) 
                = 𝑥 − 𝑖𝑦 + 𝑥ଵ − 𝑖𝑦ଵ =  𝑧̅ + 𝑧ଵ̅ =  𝜑(𝑧) + 𝜑(𝑧ଵ)  

  injective 𝝋 :  
𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦  , 𝑧ଵ = 𝑥ଵ + 𝑖𝑦ଵ  ∈ ℂ  

 𝜑( 𝑧 ) = 𝜑൫𝑥 + 𝑖𝑦) = 𝜑(𝑧ଵ) = 𝜑(𝑥ଵ + 𝑖𝑦ଵ൯  
 ⇒  𝑧̅ = x –iy = x1 – iy1 =  𝑧ଵ̅  ⇒  x = x1    ∧  –iy = – iy1 
 ⇒ x = x1    ∧   iy =   iy1  ⇒ z = x + iy = x1 + iy1 = z1 
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   ⇒  𝜑  injective 
𝝋 surjective : 

وضع مينمايم   x - iy  را مساوی به  z1 ما      z = x + iy  ∈ 𝕔 برای 

𝜑(z1) = 𝜑( x – iy) = x + iy = z 

  است G-Autپس يک . بيجکتيف استو   G-Homيک   𝜑 چون

= {0} ker𝜑 زيرا .است 𝜑  يکinjective  و صفرعنصرعينيت از(𝕔, +) 
  .است

, 𝐴(ଶ,ଶ))ما تابع ذيل را بالاي گروپ :    2.2 مثال ⨀   : تعريف مينمائيم  ( 

    𝜑: (𝐴(ଶ,ଶ) , ⨀  ) ⟶ (𝑨(𝟐,𝟐) , ⨀  )   
                              a ⟼a⨀ 𝑎    

G-Hom  𝝋 :  بايد نشان دهيم كه براي∀𝑥, 𝑦𝜖 (𝐴(ଶ,ଶ))   افاده ذيل صدق ميكند:  
𝜑 (𝑥 ⨀  𝑦) = 𝜑(𝑥) ⨀  𝜑(𝑦)  

⨀"است ونظر به رابطه دوگانه   𝐴(ଶ,ଶ) عنصر عينيت از  b1ما ميدانيم كه    "
  :ميتوان نوشت 

z:=𝑥 ⨀ 𝑦 ∈ (𝐴(ଶ,ଶ) 

𝜑 (𝑥 ⨀  𝑦)  =  𝜑(𝑧) = z⨀ 𝑧 = b1 

𝜑(x) = x⨀ 𝑥 = b1   ∧  𝜑(𝑦) =  y⨀  𝑦 = b1 
𝜑(x) ⨀ 𝜑(𝑦)   = b1⨀  b1 = b1 

  درنتيجه
𝜑(𝑥 ⨀  𝑦) = b1 = 𝜑(x) ⨀ 𝜑(𝑦)    

بالاي  𝐴(ଶ,ଶ) يك تابع از  𝜑چون تابع .است  G-Homيك  𝜑ازين نتيجه ميشود كه 
  .نيز است G-Endom يك  𝜑 خودش است پس

Injective :     براي𝑥, 𝑦𝜖  𝐴(ଶ,ଶ)  اگر𝜑(𝑥) = 𝜑(𝑦)    باشد بايد ثبوت شود
  :شود يعني  x  y =  كه

 𝑥, 𝑦𝜖 (𝐴(ଶ,ଶ)) ; 𝜑(𝑥) = 𝜑(𝑦) ⇒ 𝑥 = 𝑦 



  Algebra                                                                           ر معاصربــــالج  
 
   

   
59 

 

𝜑(𝑏ଷ) = 𝑏ଷ⨀𝑏ଷ = 𝑏ଵ = 𝑏ଶ⨀𝑏ଶ = 𝜑(𝑏ଶ) 

𝑏ଶمگر ≠ 𝑏ଷ   پس . است𝜑     يكinjective     نيست.  

Surjective  :  ي هر بايد ثبوت شود كه برا𝑦𝜖  𝐴(ଶ,ଶ)   يك𝑥𝜖  𝐴(ଶ,ଶ)   

𝜑(𝑥)موجود باشد كه  = 𝑦           يعني:  

∀𝑦 ∈ ൫𝐴(ଶ,ଶ)൯,   ∃𝑥𝜖  𝐴(ଶ,ଶ)  ; 𝜑(𝑥) = 𝑦 

𝑏ଷچون براي  ∈  𝐴(ଶ,ଶ)   هيچ عنصر در 𝑥𝜖  𝐴(ଶ,ଶ)  وجود ندارد كه
𝜑(𝑥) = 𝑏ଷ  پس . شودsurjective ه در نتيج. نيست𝜑  يكG-Autom   هم

  .نيست 
ميخواهيم . است     𝐴(ଶ,ଶ)عنصرعنت از b1است و  G-Homيک   𝜑چون 

𝐾𝑒𝑟 𝜑 رادريافت نمايم 
       𝐾𝑒𝑟 𝜑 ≔ ൛𝑎 ∈ 𝐴(ଶ,ଶ) ห 𝜑(𝑎) =  𝑏ଵ} 
      ∀ 𝑎 ∈ 𝐴(ଶ,ଶ)  ;  𝜑(𝑎) = a ⨀ a = b1 ⇒  𝐾𝑒𝑟 𝜑 = 𝐴(ଶ,ଶ) 

نظر به ضرب يک گروپ  Gباشد و ماميدانيم که  G={1,-1}اگر   2.3:مثال  
  :به شکل ذيل تعريف شده است 𝜑  تابع. است

               𝜑:  (Q6
 ,∗ ) ⟶ (G, . ) 

𝜑 (e) = 𝜑 (a) = 𝜑 (b) = 1     ∧  𝜑 (c) = 𝜑 (d) = 𝜑 (f) = -1 

  به طورمثال. است  G-Homيک    𝜑به اسان ميتوان نشان داد که  

𝜑(d*f) = 𝜑(b) = 1 = (-1).(-1) = 𝜑(d). 𝜑(f) 

        ker 𝜑     : چون عينيت درG  پس. است 1عدد  

𝑘𝑒𝑟𝜑 = {𝑥 ∈ 𝑄଺  |𝜑(𝑥) = 1} = { e,a,b } 

 :   2.4 مثال 

𝐴}  ما سيت ∈ 𝑀(2𝑥2, ℝ)│𝐴 = ቀ
𝑥 𝑦
0 𝑡

ቁ , 𝑥𝑡 ≠ 0}   G:= راداريم     

( a )  سيتG پ استنظربه ضرب ماتريکس يک گرو.  
( b )     تابع ذيل يکG-Hom  است.    
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𝜑: (𝐺, . )   ⟶ (ℝ∗ , . ) 

              A=ቀ
𝑥 𝑦
0 𝑡

ቁ ⟼  xt 

 ( a ) ثبوت 
  (G,.) زيرا. ساختمانی الجبری  دارد:  

𝐴 = ቀ
𝑥 𝑦
0 𝑡

ቁ , 𝐵 = ቀ
𝑎 𝑏
0 𝑐

ቁ ∈ G 

A.B = ቀ
𝑥 𝑦
0 𝑡

ቁ . ቀ𝑎 𝑏
0 𝑐

ቁ = ቀ𝑥𝑎 𝑥𝑏 + 𝑦𝑐
0 𝑡𝑐

ቁ  

  ازجانب ديگر
𝑥𝑡 ≠ 0    ∧  𝑎𝑐 ≠ 0   ⇒  x ≠ 0 , t ≠ 0 , a ≠ 0 , c ≠ 0 
⇒   xa.tc ≠ 0  
⇒ A. B ∈ G  

 رگويابه طريقه دي
𝑥𝑡 ≠ 0    ∧  𝑎𝑐 ≠ 0   
       ⟹    det(A) ≠ 0  ∧   det(B) ≠ 0 
       ⟹  det(A.B) = xa.tc = xt.ac ≠ 0 ⟹ A.B∈ G 

است  (identity)اتريکس عينيت  نظربه ضرب م که E2 ماتريکس:  نصرعينيتع
  شامل است Gدر 

  نيز صدق ميکند associativity) (خاصيت اتحادی  

 :      (inverse)موجوديت معکوس  

𝐴 = ቀ
𝑥 𝑦
0 𝑡

ቁ ∈ G 

     ቀ
𝑥 𝑦
0 𝑡

ቁ    ቀ
1 0
0 1

ቁ  . 
ଵ

௫
 

 

     ቆ
1

௬

௫

0 𝑡
ቇ    ቆ

ଵ

௫
0

0 1
ቇ  . 

ଵ

௧
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     ቆ
1

௬

௫

0 1
ቇ    ቌ

ଵ

௫
0

0
ଵ

௧

ቍ   - 
௬

 ௫
 . 

     ቀ1 0
0 1

ቁ    ቌ

ଵ

௫

ି௬

௫௧

0
ଵ

௧

ቍ    

𝐴ିଵ                                پس    = ቌ

ଵ

௫

ି௬

௫௧

0
ଵ

௧

ቍ    

   E2  𝐴ିଵ . A =   و  G  𝐴ିଵ ∋  به اسانی ميتوان نشان داد که 

 :به شکل مختصر ويا 

x.t ≠ 0  ⟹ det(A)  ≠ 0  ⟹ A invertible 

                   b ) ( ثبوت 

 𝐴 = ቀ
𝑥 𝑦
0 𝑡

ቁ , 𝐵 = ቀ
𝑎 𝑏
0 𝑐

ቁ ∈ G 

𝜑(A.B) = 𝜑 (ቀ𝑥𝑎 𝑥𝑏 + 𝑦𝑐
0 𝑡𝑐

ቁ = (xa)(tc) = (xt).(ac) 

             =  𝜑(𝐴). 𝜑(𝐵) 

        ker 𝜑     : چون عينيت درℝ∗  پس. است 1عدد  

𝑘𝑒𝑟𝜑 = {𝐴 ∈ 𝐺  |𝜑(𝐴) = 1} = {𝐴 ∈ 𝐺 │𝐴 = ቀ
𝑥 𝑦
0 𝑡

ቁ , 𝑥𝑡 = 1}   

          =  {A ∈ G │A = ቀ
x y
0 t

ቁ , t =
ଵ

୶
 }     

  بطورمثال .  استخلاف صفر  x زيرا   .درست استx بالای تقسيم    

 ቆ
2 𝑦

0
ଵ

ଶ
 
ቇ, ቆ

−2 𝑦

0 −
ଵ

ଶ
 
ቇ ∈ kerφ 
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≠ {چون   {1  kerφ  يک اينجکتيف نيز نيست 2.3، پس نظربه قضيه است. 

  :بطورمثال

𝐴 = ቀ
1 2
0 2

ቁ , 𝐵 = ቀ
2 2
0 1

ቁ 

φ(A) = 2 = φ(B) ر گاست، مA  وB باهم مساوی نيستند  
   2.1:تمرين  

( a)  ذيل راداريم  ماتابع     
𝜑: (𝕔, + )   ⟶ (ℝ , + )             
    z = a+ib  ⟼ │𝑧│ = √𝑎ଶ  +  𝑏ଶ 

   .است   G-Homيک   𝜑ايا   
 ( b) ماتابع ذيل راداريم     

𝜑: (𝕔∗, . )   ⟶ (ℝ∗ , . )             
  z = a+ib  ⟼   │𝑧│ = √𝑎ଶ  +  𝑏ଶ  

 رادريافت نمايد  𝜑 ker و است  G-Homيک    𝜑  ثبوت نمايد که 
,𝐺ଵ)و (⊕,𝐺): 2.4قضيه 𝑒 عينيتعناصر دارایاند که  گروپ (⨀ ∈ 𝐺  و

𝑒ଵ ∈ 𝐺ଵ . رگا  𝜑: 𝐺 ⟶ 𝐺ଵيک G-Hom ،درانصورت  باشد𝜑(𝐺)  و
 𝐾𝑒𝑟𝜑 هم ساختمان گروپی دارند.  

  .يک گروپ است (⊕,𝐾𝑒𝑟𝜑 ) ما ثبوت مينماييم که  :ثبوت
𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾𝑒𝑟𝜑 
⇒ 𝜑(𝑎 ⊕ 𝑏) = 𝜑(𝑎)⨀𝜑(𝑏)   
                    = 𝑒ଵ⨀𝑒ଵ       [   𝑎, 𝑏 ∈ 𝐾𝑒𝑟𝜑       زيرا  ] 
                    = 𝑒ଵ ⇒ 𝑎 ⊕ 𝑏 ∈  𝐾𝑒𝑟𝜑        

 و قابل تطبيق است 𝐾𝑒𝑟𝜑 همچنان بالای   ⊕نشان داده شد که رابطه دوگانه 
(𝐾𝑒𝑟𝜑,⊕)  ساختمان الجبری دارد 

𝐾𝑒𝑟𝜑 چون  :خاصيت اتحادی ⊆ 𝐺  بالای   ⊕ است و رابطه دوگانه 𝐾𝑒𝑟𝜑 نيز 
  .هم خواص اتحادی را دارد 𝐾𝑒𝑟𝜑 درنتيجه . ستقابل تطبيق ا

   :موجوديت عنصر خنثی
 𝑒 ∈ 𝐺 ⇒ 𝜑(𝑒) = 𝑒ଵ    [  2.1   نظر به قضيه ]  
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           ⇒ 𝑒 ∈  𝐾𝑒𝑟𝜑   
  :موجوديت عنصر معکوس 

 𝑎 ∈  𝐾𝑒𝑟𝜑 ⊆ 𝐺 ⇒ 𝜑(𝑎) = 𝑒ଵ 

                        ⇒ ൫𝜑(𝑎)൯
ିଵ

=𝑒ଵ 
                        ⇒  𝜑(𝑎ିଵ) = 𝑒ଵ       [ 2.1نظر به قضيه  ] 
                        ⇒ 𝑎ିଵ  ∈  𝐾𝑒𝑟𝜑 

 : 𝜑(𝐺)ثبوت
  :رابطه دوگانه 

𝑎ଵ, 𝑏ଵ ∈ 𝜑(𝐺) ⇒ ∃𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺; 𝜑(𝑎) = 𝑎ଵ ∧  𝜑(𝑏) = 𝑏ଵ 

                           ⇒ 𝑎ଵ⨀𝑏ଵ =   𝜑(𝑎 ⊕ 𝑏) = 𝜑(𝑎)⨀𝜑(𝑏) 

                           ⇒ 𝑎ଵ⨀𝑏ଵ ∈ 𝜑(𝐺) 

,𝜑(𝐺)) قابل تطبيق است  𝜑(𝐺)نيز بالاي  ⨀ديده شد كه رابطه دوگانه  ⨀)  
 ساختمان الجبری دارد

 :خاصيت اتحادی 
 𝑎ଵ, 𝑏ଵ, 𝑐ଵ ∈ 𝜑(𝐺) 

 ⇒ ∃𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺; 𝜑(𝑎) = 𝑎ଵ ∧  𝜑(𝑏) = 𝑏ଵ  ∧  𝜑(𝑐) = 𝑐ଵ 
𝑎ଵ⨀(𝑏ଵ⨀𝑐ଵ) = 𝜑(𝑎)⨀൫𝜑(𝑏)⨀𝜑(𝑐)൯                                                                              

                    = ൫𝜑(𝑎)⨀𝜑(𝑏)൯⨀𝜑(𝑐)                                                             

          = (𝑎ଵ⨀𝑏ଵ)⨀𝑐ଵ           

 :عنصر خنثی
𝜑(𝑒) = 𝑒ଵ ⇒ 𝑒ଵ ∈ 𝜑(𝐺) 

 :عنصر معکوس
𝑎ଵ ∈ 𝜑(𝐺) 

⇒ ∃𝑎 ∈ 𝐺; 𝜑(𝑎) = 𝑎ଵ ∧ ∃𝑎ିଵ ∈ 𝐺; 𝑎 ⊕ 𝑎ିଵ = 𝑒                  

⇒ 𝜑(𝑎)⨀𝜑(𝑎ିଵ) = 𝜑(𝑎 ⊕ 𝑎ିଵ) = 𝜑(𝑒) = 𝑒ଵ               
⇒ 𝑎ଵ. 𝜑(𝑎ିଵ)  = 𝑒ଵ                                                                    



  Algebra                                                                           ر معاصربــــالج  
 
   

   
64 

 

 .              است 𝜑(𝑎ିଵ)عبارت از  𝑎ଵبنابراين عنصر معکوس از 

  : بعدآ  اند هاگروپ (⊖ ,G2)و  (⨀ ,G1)و    (⊕ , G) :2.5قضيه  
:𝜑اگر   ( 1 ) 𝐺 ⟶ 𝐺ଵ  يک G-Isom   تابع معکوس درينصورتباشد  

:𝜑ିଵ آن        𝐺ଵ ⟶ 𝐺  همG-Isom است. 
:𝜑 اگر   ( 2 ) 𝐺 ⟶ 𝐺ଵ  و   𝜑ଵ: 𝐺ଵ ⟶ 𝐺ଶ   گروپG-Isom   باشند  
:𝜑ଵ𝑜𝜑 درانصورت همچنان        𝐺 ⟶ 𝐺ଶ  همG-Isom است. 
هم باز  (Bijective) فما ميدانيم که تابع معکوس يک تابع بايجکتي ):1(ثبوت

   يک  𝜑ିଵ که ت شودپس کفايت ميکند ثبو. است (Bijective) فبايجکتي
 G-Hom است.  

𝑎ଵ, 𝑏ଵ ∈ 𝐺ଵ  

    ⇒ ∃𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺: 𝜑(𝑎) = 𝑎ଵ  ∧  𝜑(𝑏) = 𝑏ଵ           

   ⇒  𝑎 = 𝜑ିଵ(𝑎ଵ)  ∧   𝑏 = 𝜑ିଵ(𝑏ଵ)   

 𝜑(𝑎 ⊕ 𝑏) = 𝜑(𝑎)⨀𝜑(𝑏) = 𝑎ଵ⨀𝑏ଵ   

   ⇒ 𝜑ିଵ(𝑎ଵ⨀𝑏ଵ) = 𝜑ିଵ ቀ𝜑(𝑎 ⊕ 𝑏)ቁ 

      = 𝜑ିଵ𝑜𝜑(𝑎 ⊕ 𝑏) = 𝑖𝑑(𝑎 ⊕ 𝑏) 

                           = 𝑎 ⊕ 𝑏       

                           = 𝜑ିଵ(𝑎ଵ) ⊕ 𝜑ିଵ(𝑏ଵ) 

 ⇒ 𝜑ିଵ G-Hom 
  .است G-Isomيک  𝜑ିଵبنابراين 

 فايجکتيبيک  𝜑ଵ𝑜𝜑 که ثبوت شود کفايت ميکند 2.2 نظر به قضيه ):2( ثبوت
bijective است.  
Injective : 

𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺, 𝜑ଵ𝑜𝜑(𝑎) = 𝜑ଵ𝑜𝜑(𝑏)   

   ⇒ 𝜑(𝑎) = 𝜑(𝑏)    [   injective يک 𝜑ଵ زيرا   ] 

   ⇒ 𝑎 = 𝑏  [   injective يک 𝜑   زيرا  ] 
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  ⇒  𝜑ଵ𝑜𝜑  injective  

   Surjective :  

 𝑔ଶ ∈ 𝐺ଶ 

   ⇒ ∃𝑔ଵ ∈ 𝐺ଵ ; 𝜑ଵ(𝑔ଵ) = 𝑔ଶ  ∧  ∃𝑔 ∈ 𝐺; 𝜑(𝑔) = 𝑔ଵ 

   ⇒ 𝜑ଵ൫𝜑(𝑔)൯ = 𝜑ଵ(𝑔ଵ) = 𝑔ଶ 

  .است surjectiveيک  𝜑ଵ𝑜𝜑بنابراين  
 G-Hom  و  injective   surjective , کدام يکی از توابع ذيل  :2 2.  تمرين 

  و کدامی ان نيست  است

(a ) f  ∶ (  ℤ , +) ⟶ (  ℤ , +) 
                    z  ⟼  2z 
(b)  f  ∶ (  ℤ , +) ⟶ (  ℤ , +) 
                     z  ⟼  z+1 

(c )  f  ∶ (  ℤ , +) ⟶ (  ℝ
∗
  , . ) 

                     x  ⟼  x2+1 

( d)     f  ∶ (  ℤ , +) ⟶ (  ℝ
∗
  , . ) 

                       x  ⟼
ଶ

ଷ
  . ( x -1 ) 

(e )  f  ∶ (  ℝ
∗
  , . ) ⟶ (  ℝ

∗
  , . ) 

                      x  ⟼  x2  
 ∋G a  .عنصر عينيت ان است  e  يک گروپ و  (.,G)   :2 3. تمرين 

               La  :  G  ⟶  G 
                        x ⟼  a.x.a-1  

 دريافت نمايدرا  La ( ker (  است و   G-Aut يک  La  نشان دهيد که     

 .عنصرعينيت ان است eيک گروپ و   (⨀ ,G):   2. 4 تمرين  

f  :  G  ⟶  G 
       a ⟼  a⨀a  
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يک گروپ تبديلی   Gثبوت نمايد که . باشد G-Homيک  f اگر     
(commutative )  است 

 است  G-Hom  ايا  تابع ذيل يک:    2.5  تمرين
               f  :  (A(2,2), ⨀ ) ⟶ (Q4, . ) 
                               b1   ⟼  E ,    b2   ⟼  A 
                               b3   ⟼  B ,   b4   ⟼  C 

  :بعدآ  .است G – isom  کي : 𝜑  (.,G )   ⟶  ( *,G1)  : 2.6  تمرين  
( a ) G Commutative  ⇔  G1 Commutative    
( b )  |G |   =  |G ଵ| 
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  فصل سوم

 (Subgroup)گروپ فرعی  
𝐻يک گروپ است و  (⊕,𝐺) :3.1تعريف  ⊆ 𝐺 .  H   به نام گروپ فرعی

(Subgroup)  وقتيکه, ياد ميشود  H  ساختماني  ⊕خودش نظر به رابطه دوگانه
  .يك گروپ باشد  (⊕ , H)يعني . گروپي داشته باشد 

 :مثال
G ( a )  و{e} های فرعی ازگروپ  هر دوی آنها گروپG البته. اند e  عنصر  

  . عينت است     
 ) b (   ℤ  يک گروپ فرعی از ℚ  است ”+“نظر به جمع.  

 ( c ) ℚ  ز  يک گروپ فرعی ا ℝ  است ”+“نظر به جمع.  

( d )   ℚ
∗

ℝيک گروپ فرعی از  
∗

ℝو   
∗

 نظر   ∗ℂاز  يک گروپ فرعی  
  .است  "."ضرب    به    

( e )    H={a0,a2} يک گروپ فرعی از𝐴(ସ) است. 
𝐻و Gعنصر عينيت از    eيک گروپ و  (⊕,𝐺) :3.1قضيه ⊆ 𝐺  . ًبعدا: 

( 1) 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻, 𝑎⨁𝑏 ∈ 𝐻 

( 2 )  e∈ 𝐻                                 فرعې  (⊕,H)       روپگک ي

( 3 ) 𝑎 ∈ 𝐻 ⇒ 𝑎ିଵ ∈ 𝐻 

"بوتث ⇐   .صدق ميکند) 1(است پس   Gيک گروپ فرعی از  Hاز اينکه: "

  :پس ،باشد  H  از عنصر عينيت    𝑒̃اگر): 2(ثبوت 
         𝑒̃ ∈ 𝐻 ⇒ 𝑒̃ ∈ 𝐺 ∧   𝑒̃⨁𝑒̃ = 𝑒̃  

𝑒̃باشد يعنی  Gيک عنصر عينيت از  𝑒̃ وقتی امکان دارد که اين  = 𝑒 .  
∋eبنابراين  𝐻  است.  

  ):      3( ثبوت
𝑎 ∈ 𝐻 ⇒ ∃𝑏 ∈ 𝐻; 𝑎⨁𝑏 = 𝑒   [     روپ فرعی استگ   H  زيرا ] 

𝑏 درنتيجه .باشد  b = a-1) يعنی  ( a از سبايد معکوb  پس   = 𝑎ିଵ ∈ 𝐻 .    
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"ثبوت ⇒  ⊕رابطه دوگانه )  1(نظر به , خالی نيست  Hتيس) 2(نظر به  :"
. دارای عنصر عينيت و معکوس ميباشد Hت يس) 3(و ) 2(صدق ميکند و نظر به 

  .است Gاز يک گروپ فرعی  Hپس لهذا 

∋، يک گروپ  (⊕,𝐺): 3.2قضيه  𝐺 𝑒  عنصرعينيت و𝐻 ⊆ 𝐺 بعداً   .است:  

( i )  𝐻 ≠ ∅ 

فرعې                                                            روپگک ي  (𝐻,⊕)      
( ii ) ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻, 𝑎⨁𝑏ିଵ ∈ 𝐻         

  

"ثبوت ⇐   :واضح است که هر گروپ فرعی اين خواص را دارد يعنی:  "
           𝑒 ∈ 𝐻  ⇒   𝐻 ≠ ∅ 

          ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻, ∃ 𝑏ିଵ ∈ 𝐻 ∧   𝑎⨁𝑏ିଵ ∈ 𝐻 

"ثبوت ⇒ ) 3(و ) 2(, ) 1(خواص   H که بايد ثبوت شود 3.1قضيه  نطربه:  "
  .دارد را آن قضيه

          H ≠  ∅ ⇒ ∃ 𝑎 ∈ 𝐻 ⇒ 𝑒 = 𝑎⨁𝑎ିଵ ∈ 𝐻 ⇒ (2)                                              

          𝑎, 𝑒 ∈ 𝐻 ⇒ 𝑒⨁𝑎ିଵ ∈ 𝐻 ⇒ 𝑒⨁𝑎ିଵ = 𝑎ିଵ ∈ 𝐻 ⇒ (3)                               

    𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻 ⇒ 𝑎⨁𝑏ିଵ ∈ 𝐻     [   (ii)  نظر به  ] 

𝑏ିଵبنابراين . صدق ميکند 3.1از قضيه ) 3(چون در فوق نشان داديم که  ∈ 𝐻 
  .است

   ⇒ 𝑎⨁(𝑏ିଵ)ିଵ ∈ 𝐻             [   (ii)  نظر به  ]  
       ⇒    𝑎⨁(𝑏ିଵ)ିଵ = a⨁𝑏 ∈ 𝐻 ⇒ (1) 

 نيزH:={b1, b2}   سيت {b1}و   A(2,2 علاوه بر⨀ ,A(2,2))  (درگروپ  : مثال
  b2 = b1  ⨀  b2 و Hشامل  b1زيرا عنصرعينيت . است  A(2,2)گروپ فرعی از 

,𝐷ସ)در گروپ  :مثال .  H:={e,a,b,c} و {e,b}سيت های  {e}و  𝐷ସعلاوه بر (
  .اند   𝐷ସوپ های فرعی از نيزگر
است بايد 𝐷ସ يک گروپ فرعی از  H:={e,a,b,c}که  ، اينکه ثبوت شود برای

  .را داشته باشد  3.1از قضيه ) 3(و ) 2(, ) 1(خواص 
𝑒 ∈ 𝐻 ⟹ (2)  
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  :ميتوان نوشت D4نظربه جدول 
𝑎. 𝑎 = 𝑏 ∈ 𝐻   , 𝑎. 𝑏 = 𝑐 ∈ 𝐻 , 𝑎. 𝑐 = 𝑒 ∈ 𝐻  ,   
 𝑏. 𝑏 = 𝑒 ∈ 𝐻, 𝑐. 𝑐 = 𝑏 ∈ 𝐻 
⟹ (1)  

معکوس خودش است پس  bاست و  aعنصر  cو از  cعنصر  aچون معکوس از 
  .است  𝐷ସيک گروپ فرعی از  H={e,a,b,c}در نتيجه .نيز صدق ميکند ) 3(

  ندا  𝐷ସگروپ فرعی از  ذيلهای کدام سيت : تمرين 

H1 = {b,f,h} , H2 = {e ,b,d,g } , H3 = {e , f } , H4 = {e,b,c} ,  
H5= {e,a} 

نيز گروپ    H:= {e,a,d,f} سيت {e}و  Q8علاوه بر  (. , Q8)درگروپ  :مثال 
  :فرعی ان است زيرا 

حالا بايد نشان دهيم که برای . صدق ميکنند 3.1قضيه  از  2)   (و  (1)  
∀ 𝑥 ∈ 𝐻   معکوس آن نيز مربوطH  است.  

𝑑. 𝑓 = 𝑒 ⟹   𝑑ିଵ = 𝑓   ∧   𝑓ିଵ  = 𝑑 ⟹  d-1, f-1  ∈ 𝐻 
a.a = e   ⟹ a = a-1  ⟹  a-1∈ 𝐻 

  .است  Q8يک گروپ فرعی از   H={e,a,d,f }در نتيجه 
  است ) 𝑸଼ (.,گروپ  فرعی از کدام يکی ازسيت  ذيل:  تمرين 

H1 = {b,f,h} , H2 = {e ,a,g,h } , H3 = {e , f } , H4 = {e,b,c} ,  
H5= {e,a} 

 زيرا .است  (. ,  Q)پ فرعی از يک گرو =:Q1   {E,-E,I,-I}سيت  :مثال 
  است Qعنصرعينيت از   Eا ميدانيم که م

E ∈ Q1 

  :ميتوان نوشت  Qازروی جدول کيلي  
 E ∈ Q1  , (-E).(-E) = E , (-E).I = -I , (-E).(-I) = I , 

 I.I = -E , I.(-I) = E , (-I).(-I) = -E 

 :پس . است Iمعکوس  I–و  I–معکوس  E     ،I–خود  E-معکوس 

 ∀A,B ∈ Q1  ⟹ A.B∈ Q1  ∧    A-1∈ Q1 

  است  Qروپ فرعي از گيک  Q1سيت   3.1 قضهنظر به 

  است (.,Q) گروپ  فرعی از کدام يکی ازسيت  ذيل :تمرين
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H1 = {E,-E } , H2 = {E ,I,K } , H3 = {-E , -K } ,  
H4 = {E,-E,I,-I } , H5= {E,K} 

  : مثال
𝐻: = {𝑎 ∈ ℤ │ − 6 ≤ 𝑎 ≤ 6}                                   ( a )  

H       يک گروپ فرعی از,+) (ℤ زيرا. نيست:  H     ∉ = 11 5 + 6 
( b )  ℝା: = {𝑥 ∈ ℝ │𝑥 > 0 }    

 ℝା    گروپ فرعی(subgroup)  از,+ ) ℝ  ( که  ”0“زيرا صفر   . نيست
 .شامل نيست  ℝା است  در  “+„نظر به جمع  ℝعنصرعينيت از 

 : 3.2 تمرين 
( a )  

   M: = { 𝐴 ∈ 𝑀(2𝑥2, ℝ) } ; 

   N: = {  𝐴 ∈ 𝑀(2𝑥2, ℝ)│𝐴 = ቀ
𝑎 𝑏

−𝑏 𝑎
ቁ  } 

يک گروپ  Nثبوت نمايد که   .ی داردگروپساختمان  (+,M)ديديم که  1.1در مثال 
 است (+,M)فرعی از 

( b )   ثبوت نمايد کهℝା: = {𝑥 ∈ ℝ │𝑥 >   دريک گروپ فرعی   { 0
 ,.) ℝ∗ ( است.  
,𝐺ଵ) و  (⊕,𝐺)  :3.3قضيه   𝑒دو گروپ که دارای عناصر عينيت  (⨀ ∈ 𝐺  و  

𝑒ଵ ∈ 𝐺ଵ ر  گا. اند 𝐻 ⊆ 𝐺   و𝐻ଵ ⊆ 𝐺ଵ   گروپ های فرعی و 𝜑: 𝐺 ⟶ 𝐺ଵ 
 :بعداً . باشد G-Homيک 

( a )     𝜑
ିଵ

(𝐻ଵ)  يک گروپ فرعی ازG است.  
( b )    𝜑(𝐻)  يک گروپ فرعی ازG1 ستا.  
   :(a)ثبوت

     𝜑(𝑒) = 𝑒ଵ          [ 2.1   نظر به قضيه ]       

             ⇒ 𝜑
ିଵ

(𝑒ଵ) = 𝑒 ⇒ 𝑒 ∈ 𝜑
ିଵ

(𝐻ଵ) 

             ⇒ 𝜑
ିଵ

(𝐻ଵ) ≠ 𝜙                                                                          
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,𝑎 برای هرد ثبوت شود که کفايت ميکن) 3.2(نظر به قضيه  𝑏 ∈ 𝜑
ିଵ

(𝐻ଵ)  بايد 

𝑎⨁𝑏ିଵ   همچنان ∈ 𝜑
ିଵ

(𝐻ଵ)  صدق نمايد 

   𝑎, 𝑏 ∈ 𝜑
ିଵ

(𝐻ଵ) 
       ⇒ 𝜑(𝑎), 𝜑(𝑏) ∈ 𝐻ଵ 
       ⇒ 𝜑(𝑎⨁𝑏ିଵ)  = 𝜑(𝑎)⨀𝜑(𝑏ିଵ) = 𝜑(𝑎)⨀𝜑(𝑏)ିଵ ∈ 𝐻ଵ 

       ⇒ 𝑎⨁𝑏ିଵ ∈ 𝜑
ିଵ

(𝐻ଵ) 

𝜑پس      
ିଵ

(𝐻ଵ)  يك گروپ فرعي ازG  است.  
    :(b)ثبوت

 𝜑(𝑒) = 𝑒ଵ ∈ 𝜑(𝐻) ⇒ 𝜑(𝐻) ≠ 𝜙   
 𝑎ଵ, 𝑏ଵ ∈ 𝜑(𝐻) ⇒ ∃ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻;  𝜑(𝑎) = 𝑎ଵ  ∧  𝜑(𝑏) = 𝑏ଵ                                             

         ⇒ 𝜑(𝑎⨁𝑏ିଵ) = 𝜑(𝑎)⨀𝜑(𝑏ିଵ)  = 𝜑(𝑎)⨀𝜑(𝑏)ିଵ  
                              = 𝑎ଵ⨀𝑏ଵ

ିଵ ∈ 𝜑(𝐻)                                                           
  .يک  گروپ فرعی است  3.2 نظر به قضيه  𝜑(𝐻) لهذا 
تابع ذيل را  𝐴(ଶ)و گروپ    𝐴(ସ) ⊆ H={a0,a2}  گروپ فرعی بالای :مثال

  ينماييمتعريف م
              f : H→ 𝐴(ଶ) 

                    x→ ൤
𝑒    𝑖𝑓    𝑥 = 𝑎଴

𝑎    𝑖𝑓    𝑥 = 𝑎ଶ 
  

f   يکG-Isom زيرا. است:  

𝑓(𝑎଴⨁𝑎଴) = 𝑓(𝑎଴) = 𝑒 = 𝑒⨀𝑒 = 𝑓(𝑎଴)⨀𝑓(𝑎଴) 

𝑓(𝑎଴⨁𝑎ଶ) = 𝑓(𝑎ଶ) = 𝑎 = 𝑒⨀𝑎 = 𝑓(𝑎଴)⨀𝑓(𝑎ଶ) 

𝑓(𝑎ଶ⨁𝑎ଶ) = 𝑓(𝑎଴) = 𝑒 = 𝑎⨀𝑎 = 𝑓(𝑎ଶ)⨀𝑓(𝑎ଶ) 

  يک fدر نتيجه  .است  bijectiveفيک بايجکتي fهمچنان ديده ميشود که 
 G-Isom است.  

تنها  (generator) که تمام عناصر آن مولد  (.,G)  گروپ يک :  3.2 تعريف
به عباره  .د ميشوديا (cyclic group) باشد بنام گروپ دورانی ان يک عنصر
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∋a ر يک گديگرا 𝐺 موجود باشد که تمامی عناصرازG   دراثرتطبيق رابطه
  :يعنی .به دست بيايد aبالای  “.„دوگانه 

      ∀ 𝑏 ∈ 𝐺 , ∃i∈ ℕ ; a.a......a (    دفعه - i ) = ai = b 

 ما آن را به شکل ، درانصورتباشد G گروپ (generator)مولد  a  اگر 
〈𝑎〉 = 𝐺 يدهيمنشان م.  

〈1〉   :مثال = (ℤ, ℤ: زيرا. گروپ دورانی است (+ = {𝑛. 1|𝑛 ∈ ℤ}  
  (1+1+1+1+1)-=5.1-=5- و  1+1+1+1+1=5.1=5 مثالوربط
〈1−〉همچنان  = (ℤ,   :زيرا. يک گروپ دورانی است (+

ℤ = {𝑛. (−1)|𝑛 ∈ ℤ}  
 :زيرا. يک گروپ دورانی است 𝐴(ସ)گروپ-:مثال

〈𝑎ଵ〉 = ൫𝐴(ସ), ⨁൯ 

a11 = a1 , a12 = a1⨁a1 = a2  ,  

a13 = a1⨁ a1⨁a1 = a2⨁  a1  = a3 , 

a14 =  a1⨁ a1⨁a1 ⨁a1 =   a3 ⨁  a1= a0 

>همچنان  𝑎ଷ >= (𝐴ସ, پس لهذا ديده ميشود که تنها يک عنصر . است (⨁
  .نه، بلکه عناصر ديگر هم ميتوانند مولد همان گروپ شوند متناهی

 A(2) نيز يک گروپ دورانی(cyclic group) ستا.  
  :يک گروپ دورانی نيست، زيرا A(2,2)مگر 

  
    ∀ 𝑏 ∈ 𝐴(ଶ,ଶ) ⇒  𝑏ଶ = 𝑏ଵ ⇒ < 𝑏 > = {𝑏, 𝑏ଵ} 

,𝑏}فقط مولد   bيعنی هر عنصر  𝑏ଵ} به طور مثال . است< 𝑏ଶ >= {𝑏, 𝑏ଵ}   
 .باشند A(2,2) وجود ندارد که مولد گروپ  A(2,2) در نتيجه هيچ عنصر در 

  .𝐴(ଶ,ଶ)  بطور مثال در گروپ. و عنصر يك گروپ مولد آن باشد ميتواند د :نوت 
<𝑏ଶ, 𝑏ଷ > = 𝐴(ଶ,ଶ)   

 𝑏ଵ = 𝑏ଶ ⊙ 𝑏ଶ  ∧  𝑏ସ = 𝑏ଶ ⊙ 𝑏ଷ             

,𝑏ଷ>همچنان  𝑏ସ ,𝑏ଶ>و   < 𝑏ସ   .هستند  𝐴(ଶ,ଶ)مولد گروپ    <
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  e و a> = G>  کهرا  (.,G) متناهیماميتوانيم گروپ دورانی : نوت
  ذيل نشان دهيمبه شکل   صرعينيت ان استنع

                         G = { a, a2,a3,…….,an = e } 

عصنرعينيت ان   e و a> = G>  را که (.,G)  متناهیماگروپ دورانی :  مثال
  است  به شکل ذيل داريم

                              G = { a, a2,a3,a4,a5, a6 = e } 

  :زيرا. است H = {a2,a4,a6= e }يکی از گروپ های فرعی ان   
 a2. a2 = a4 , a2. a4 = a6 = e ,  
 a4. a4 = a8 = a2. a6 = a2. e = a2 

  :3.3تمرين 
( a ) روپ های فرعی در  گرعناصرمولد وگدر مثال فوق ديG   کدام اند   
( b ) 

H:={e,a,b,c} , W:={e,b,f,h} ⊆ D4 
  معلوم نمايد که کدام ان    . اند D4روپ های فرعي در  گ Wو  Hماميدانيم که    
  .دوراني نيست   

 عصنر  eو  a> = G>را که     (.,G)  متناهیماگروپ دورانی   :3.4 تمرين 
انرا    (subgroups)گروپ های فرعی . عينيت ان است  به شکل ذيل داريم

 نمايد دريافت
( a )      G = { a, a2,a3,….,a9,a10, a11 = e }    

( b )       G = { a, a2,a3,….,a14,a15, a16 = e }        

𝑋  :3.3تعريف  ≠ :𝑓 تابع. ت استييک س ∅ 𝑋 → 𝑋   بنام پرموتيشن 
(Permutation) درصورتکه ياد ميشود ، f فبايجکتي(Bijective)  ما  .باشد

  :دهيم يعنینشان مي S(X)را به   Xتمامی پرموتيشنهای بالای
𝑆(𝑋) ≔ {𝑓: 𝑋 → 𝑋 | 𝑓   𝑏𝑖𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒 } 

  :تنها دو پرموتيشن ذيل وجود دارد  Xبالای X={1,2}  : مثال

       𝑓଴: 𝑋 → 𝑋                   𝑓ଵ: 𝑋 ⟶ 𝑋 
             1⟼ 1                 1⟼  2        
             2⟼  2                  2⟼ 1 
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 به طور مثال .ت ميباشديتابع عناصر آن س, تياد پرموتيشن بالای يک ستعد 
 Xبه صورت عموم اگر  .تعداد پرموتيشن آن به شش ميرسد   X={a,b,c}رایب

 𝑛! ) (factorialعنصر باشد در آن صورت تعداد پرموتيشن آن به  nدارای 
  يعني  .ميرسد 

|𝑋|  = n  ⇒  |𝑆(𝑋)| = n!         (𝑛! = 1.2.3 … . 𝑛) 

𝑋 :3.4قضيه   ≠   ترکيب تابع نظر به S(x)ت است بعداً ييک س ∅
  ”map-composition” ساختمان گروپی دارد.  
     :ثبوت 

بايد ثبوت شود که رابطه ذيل بالای :  (binary operation) رابطه دوگانه 
S(X)  قابل تطبيق است.  

∘: 𝑆(𝑋) × 𝑆(𝑋) ⟶  𝑆(𝑋) 

      (f,g)     ⟼ f∘g 

ترکيب آنها نيز  ، درانصورتباشند  فضح است زيرا اگر دو تابع بايجکتياين وا
  .ميباشد فبايجکتي

   :عنصر عينيت آن است زيراid تابع   : )  (Identity عنصر عينيت
      (𝑖𝑑 ∘ 𝑓)(𝑥) = 𝑖𝑑 ∘ ൫𝑓(𝑥)൯ = 𝑓(𝑥) ⇒ 𝑖𝑑 ∘ 𝑓 = 𝑓 

ين نظر به تعريف ترکيب تابع ا اين هم : (Associative) خاصيت اتحادی 
  . واضح است

 :  (Inverse) معکوس نصرع 
 𝑓 ∈ 𝑆(𝑋) ⇒ 𝑓  𝑏𝑖𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒 

               ⇒ 𝑓ିଵ  𝑏𝑖𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒 

               ⇒ 𝑓ିଵ ∈ 𝑆(𝑋) 

 (𝑓ିଵ ∘ 𝑓)(𝑥) = 𝑥 = 𝑖𝑑(𝑥) ⇒ 𝑓ିଵ ∘ 𝑓 = 𝑖𝑑 

|𝑋|برای   S(X)گروپ : 3.1نوت >   برای به طورمثال .تبادلوی نيست 2
X={1,2,3}  

            𝑓ଵ ≔ ቀ
1 2 3
2 3 1

ቁ        𝑓ଶ ≔ ቀ
1 2 3
2 1 3

ቁ  



  Algebra                                                                           ر معاصربــــالج  
 
   

   
75 

 

           𝑓ଵ ∘ 𝑓ଶ = ቀ
1 2 3
2 3 1

ቁ ∘ ቀ
1 2 3
2 1 3

ቁ = ቀ
1 2 3
3 2 1

ቁ 

           𝑓ଶ ∘ 𝑓ଵ = ቀ
1 2 3
2 1 3

ቁ ∘ ቀ
1 2 3
2 3 1

ቁ = ቀ
1 2 3
1 3 2

ቁ 

𝑓ଶديده ميشود که  ∘ 𝑓ଵ ≠ 𝑓ଵ ∘ 𝑓ଶ است. 

را به  S(X)باشد در اينصورت گروپ  X={1 ,2,3,………n}اگر  :يادداشت 
Sn  بنام ونشان ميدهند(symmetric group)  n  درجه ئي(degree)   ياد

  .ميشود 
∋a,b: 3.4تعريف   ℤ  .  ماميگوئيم کهb  برa  قابل تقسيم ) (a divided b      

∋cاست وقتيکه يک عدد   ℤ موجود باشد که  b = a.c   ما آن را به وشودa|b 
  .نشان ميدهيم 

∋a,b   (division  algorithm) : 3.5قضيه   𝕫  وb ≠ 0  , بعدآ فقط تنها يک
  𝑟 ∈  𝕫 و يک  q∈  𝕫 باخواص ذيل موجود است:  

a= q.b +r            0 ≤ r < |𝑏| 
q  بنام حاصل تقسيم(the quotient)  وr  بنام (the remainder) انده ياد باقيم

  .ميشود 
  نمايم راطوری ذيل تعريف می H  تيما س  :ثبوت 

H:={ a - bq | q ∈  𝕫 ; a – bq ≥ 0} 
:H  ≠ ∅   (a) 

  .دو حالت را در نظر ميگيريم  bما برای 
≥ q  را  qميتوان   b > 0برای   :حالت اول 

௔

௕
   :انتخاب نمود درينصورت  

 q ≤ ௔
௕

     ⇒   q.b ≤ a ⇒    q. b − a ≤  0 ⇒  a – q.b ≥0  

 ≤ qرا  qميتوان  b < 0 برای  :حالت دوم 
௔

௕
  انتخاب نمود درينصورت     

q ≥ 
௔

௕
     ⇒   q.b ≤ a ⇒  a – q.b ≥0  

  .باشد  a-q.b ∈ Hپيدا ميشود که  qديده شد که در هردو حالت يک عدد 
  نشان ميدهيم  rرا به    Hما خورد ترين عنصر 

r∈ H   ⇒    ∃ q∈  𝕫 ; r = a – b.q   ∧   r  ≥ 0   
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          ⇒    a = b.q+r 

(b)     :r<|𝒃| 
  .است  ≤ b rدرانصورت  .باشد  ≤ 𝑏|  r|نباشد پس بايد  |r < |𝑏 اگر

 باشد b < 0ويا    b >0پس بايد ،است  b ≠ 0چون 
        : b > 0 حالت 

b > 0     ∧   r ≥ b  ⇒  r – b ≥ 0  ∧  r – b ≤ r      
                            ⇒   a - b(q+1) = r – b ≥ 0  
                            ⇒ r - b  ∈  H 

  
 :b 0 > حالت

b < 0     ∧   r ≥ b  ⇒  r + b ≥ 0   ∧  r + b  ≤ r    
                            ⇒     a-b(q –1) = r + b≥ 0 
                            ⇒ r + b  ∈  H                     

مگر اين در . موجود است rدر هر دو حالت ديده شد که خورد ترين عنصر از 
  پس لهذا. انتخاب نموديم  Hرا کوچکترين عنصر در  rتضاد به آن است که ما 

   باشد   |r < |𝑏 بايد
  .به آن خواص موجود است  rويک  qحالا ثبوت مينمائيم که فقط تنها يک 

  يعنی .نيز آن خواص را دارند   r1  و  q1 فرض می نمايم که ما
q.b + r = a =  q1.b + r1  ⇒  q.b – q1 .b = r  - r1  
 ⇒  𝑏. (𝑞 − 𝑞ଵ ) =  𝑟 − 𝑟ଵ    
            ⇒   |𝑏| |𝑞 − 𝑞ଵ|  =  |𝑟 − 𝑟ଵ| 

≠  𝑞اگر    𝑞ଵ  باشد درآنصورت|𝑟ଵ − 𝑟| ≥ |𝑏|  تضاد به ر اين در گم. ميشود
= 𝑞لهذا بايد  پس  . انتخاب شده بودند     |𝑟ଵ, r <|𝑏  آن است که  𝑞ଵ   و

𝑟 =  𝑟ଵ  باشد. 
  :مثال

a = 55 , b = 24  ⇒    55 = 2.24 + 7 
a = -55 , b = 24  ⇒  -55 = (-3).24 + 17 
a = -55 , b = -24  ⇒  -55 = 3.(-24 ) + 17 

    3.2 :    ليما
  ( a )ی هرابر  𝑚𝜖ℕ ت يس𝑚ℤ ≔ {𝑚𝑧 | 𝑧𝜖ℤ}   از  يك گروپ فرعي  

    ℤ ,   .است   )  ( +
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( b )  است فرعي  گروپ  بازهم يکفرعي  های گروپ  تقاطع 
 كفايت ميكند كه ثبوت شود  3.2 نظر به قضيه    :a ) (ثبوت

1. 𝑚𝕫 ≠ ∅ 
2. ∀ 𝑎, 𝑏𝜖𝑚ℤ , 𝑎 − 𝑏𝜖𝑚ℤ  

  m=0   :حالت اول 
𝑚ℤدر اين صورت  = , ℤيك گروپ فرعي از  {0} ميشود و  {0}   .است    )  ( +

≠m  :حالت دوم  0  
0𝜖ℤ  ⇒ 𝑚. 0 = 0 𝜖 𝑚ℤ ⇒ 𝑚ℤ ≠ ∅ ⇒ (1) 

a,b𝜖 𝑚ℤ ⇒  ∃ 𝑎ଵ , 𝑏ଵ 𝜖ℤ ; 𝑎 = 𝑚𝑎ଵ  ∧  𝑏 = 𝑚𝑏ଵ 
                ⇒ 𝑎 − 𝑏 =  𝑚𝑎ଵ − 𝑚𝑏ଵ = 𝑚(𝑎ଵ − 𝑏ଵ) 

                 ⇒ 𝑎 − 𝑏  𝜖 𝑚ℤ      ൣاست 𝑎ଵ – 𝑏ଵ𝜖 ℤ زيرا ൧     

                 ⇒ (2) 
  :رگنوع دي ثبوت

  است G-Homتابع ذيل يک  2.1 اساس نوتبه  
f: (ℤ , +) ⟶  (ℤ , +)      
          z  ⟼  mz 

  ) = m ℤ f(ℤ  روپ فرعي از گيک   3.3نظر به قضيه(ℤ ,      .است  (+
   و  داشته باشيم e عينيترعنص اب  G) ,  (.  روپگيک  رماگا :( b ) ثبوت

  )   𝑖𝜖𝐼  ( Hi   در  فرعی های روپگ G  باشد.{1,2, . . . ,n}   =  : I      
  يعنی. نشان دهيم  H  انرا بهتقاطع 

H:=∩௜ఢூ 𝐻௜       

  . است   G درفرعی  روپگ کي H نمايم کهثبوت  حالا ميخواهيم

𝑒𝜖  𝐻௜         ( ∀ 𝑖 𝜖𝐼 )   ⇒  e 𝜖 H      
a,b 𝜖 H  ⇒   a,b 𝜖  𝐻௜         ( ∀ 𝑖 𝜖𝐼 )     

          ⇒  a.b 𝜖  𝐻௜     ( ∀ 𝑖 𝜖𝐼 )     [ فرعی  گروپ     Hi    زيرا  ]  
      ⇒   a.b 𝜖  𝐻 
a 𝜖 H  ⇒  a 𝜖  𝐻௜         ( ∀ 𝑖 𝜖𝐼 )   ⇒  a-1 𝜖  𝐻௜         ( ∀ 𝑖 𝜖𝐼 ) 
           ⇒   a-1 𝜖 H 
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  .است  G  درروپ گفرعی  کي 3.1 هقضينظر به   H نتيجهدر 

يک گروپ فرعی در     z𝜖 ℤ  }  = { 5z | 5ℤميدانيم که 3.2نظر به ليما  :ثالم 
(ℤ, گروپ  فرعی بودن انرا   3.2حالا  ميخواهيم که بااستفاده از قضيه . است (+

 م  يثبوت نما
 5.1 𝜖 5ℤ   ⇒  5ℤ ≠ ∅ 
 a,b𝜖 5ℤ ⇒  ∃ 𝑎ଵ , 𝑏ଵ 𝜖ℤ ; 𝑎 = 5𝑎ଵ  ∧  𝑏 = 5𝑏ଵ 
              ⇒ 𝑎 − 𝑏 =  5𝑎ଵ − 5𝑏ଵ = 5(𝑎ଵ − 𝑏ଵ) 
               ⇒ 𝑎 − 𝑏  𝜖 5ℤ      ൣاست 𝑎ଵ − 𝑏ଵ𝜖 ℤ زيرا ൧     

  .است ℤگروپ فرعی در  5ℤدرنتيجه 

گروپ های  6ℤو   11ℤثبوت نمايد که  3.2ز قضيه با استفاده ا: 3.5 تمرين
 اند)  ℤ (+,فرعی در

, ℤاز  Hهر گروپ  فرعي  :3 6.قضيه   .را دارد 𝑛ℤ     H = شكل   )  ( +
 .است  Hمساوي به صفر ويا خورد ترين عدد طبيعي در  بوده و n𝜖ℕدر اينجا  

  :ثبوت
 H={0}  :حالت اول 

H={0} ⇒ 𝑛 = 0 ∧   𝐻 = {0. 𝑎|𝑎𝜖ℤ} = 0 . ℤ 
≠ H  :حالت دوم  {0} 

 امعناصر طبيعي نيز ميباشد و است پس داراي ℤيك گروپ فرعي از  Hچون 
  است  nعدد  Hفرض ميكنيم كه خورد ترين عدد طبيعي در 

m𝜖𝐻 ⇒   𝑚𝜖ℤ  
 ⇒  ∃ 𝑞 , 𝑟 𝜖ℤ ; 𝑚 = 𝑛𝑞 + 𝑟     0 ≤ 𝑟 < 𝑛  [ division  algorithm  ] 
  ⇒ 𝑚 − 𝑛q = 𝑟 

  :از جانب ديگر
 m , n 𝜖𝐻 ⇒ 𝑟 = 𝑚 − 𝑛𝑞 𝜖𝐻           

  .باشد  r = 0بود پس بايد  Hخورد ترين عدد طبيعي در  nچون 
⇒ 𝑚 = 𝑛𝑞 𝜖𝐻 ⇒ 𝐻 = 𝑛𝕫 

∋cيک عدد  :  3.5 تعريف  𝕫    بنام قاسم مشترک(commen divisor)  
𝑎௜  عدادیا ∈ 𝕫   (i=1,….,n) در صورتيکه تمامی . يادميشودai   بالايیc   قابل

  يعنی  .شندتقسيم با
          𝑐 | 𝑎௜      (i= 1,2,……..,n) 
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∋a1,a2 , … ,an .    3.6: تعريف    𝕫   اگرd1,d2 ……,dk d,   قاسم های
∋ai (i=1,2,…,n)مشترک از    𝕫 باشند وdi | d     i= 1,2,….,k)   ( دق ص

   greatest commen divisorبنام   dدر آنصورت .کند 
 ياد ميشود وما آن را به  a1,a2 ……,an از اعداد ) رک بزرگترين قاسم مشت( 
)a1,a2 ……,an ( d=gcd  نشان ميدهيم. 

      (Euclidean Algorithm)  :  3.7 قضيه
a1 ,a2 ∈  𝕫    ,a2 ≥ 1  , ,a1 ≠  0     و اعدادa3 ,a4,…….. ∈  𝕫    

رده بدست آو Division Algorithmباخواص ذيل در اثر استفاده  چندين بار از 
 .شده  اند 

 
 

a1=q1a2+a3                           q1∈  𝕫 , 0 ≤ a3< a2 
a2 = q2a3+a4                         q2∈  𝕫 , 0 ≤ a4 <a3 
                                                                                     (*)             
 
an-4 =  qn-4 an-3 +an-2                     qn-4∈  𝕫   , 0≤an-2<an-3 
an-3 =  qn-3 an-2 +an-1                     qn-3∈  𝕫   , 0≤an-1<an-2 
an-2 = qn-2 an-1 +an                        qn-2∈  𝕫   , 0≤an<an-1 
an-1 = qn-1 an+ an+1                        qn-1 ∈  𝕫 , 0=an+1 

  :م ميتوان نوشتبصورت عمو
𝑎௜ = 𝑞௜ .𝑎௜ାଵ + 𝑎௜ାଶ ,                𝑞௜ ∈  𝕫, 0 ≤ 𝑞௜ାଶ < 𝑞௜ାଵ  

 :بعدآ 
 ∃ 𝑛 ∈ ℕ , 𝑎௡ ≠ 0  ∧   𝑎௡ାଵ = 0  ∧  𝑎௡ = 𝑔𝑐𝑑 (𝑎ଵ, 𝑎ଶ) 

  :ثبوت 
 aଶ  வ aଷ வ  …  வ ଴      ⇒   ∃ n ∈ ℕ; a୬ ≠ 0 ∧   a୬ାଵ = 0    

ديده ، گر ما حالا معادلات فوق از پايان به طرف بالا تحت مطالعه قرار دهيم ا
  :يشود که م

an-1= qn-1 an +an+1 = qn-1 an + 0 ⇒ an | an-1 
an-2 = qn-2 an-1 + an  ⋀  an | qn-2 an-1  [ an | an-1  زيرا  ] ⋀  an |an  
 ⇒   an | an-2 

  :ميتوان نوشت به همين ترتيب اگر به پيش برويم بالاخره 
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an | an-1  ⇒  an|an-2  ⇒  . . .  ⇒ an |a2   ∧   an|a1 

 . است a2و  a1قاسم مشترک   anدر نتيجه 
است حالا ما معادلات فوق را   a2و  a1نيز يک قاسم مشترک از  tفرض کنيم که 

  .از بالا به طرف پائين مورد مطالعه قرار ميدهيم 
t | a1,a2 
a1= q1a2 + a3  ⇒  a3 = a1- q1a2  
                           ⇒ t | a3     [ t|a2  ⋀ t | a1 زيرا ] 

  :اگر ما به همين شکل ادامه بدهيم بالاخره بدست ميآوريم 

t | a1,a2   ⇒ t | a3     ⇒    . . . . .   ⇒  t | an-1 ⇒ t | an 

م مشترک بزرگترين قاس anقابل تقسيم است پس  tبالای  anاز اين نتيجه ميشود که 
   an= gcd (a1, a2)يعنی .است a1,a2از 

  را از anقاسم مشترک   euclidean   algorithm به کمک بعد ازاينکه ما
 a2 ,a1 اعداد   (*) ميتوان با استفاده از معادلات ،  يافتيمr,s∈  𝕫  رادريافت نمايم

 صدق کند  راذيل که معادله 
                     an = ra1+  sa2         

an-2 = qn-2 . an-1 + an  ⇒ an= an-2 -  qn-2 an-1     
  از جانب دᘍگر 

an-3 = qn-3 . an-2 + an-1  ⇒     an-1 = an-3 - qn-3 . an-2 
 قيمت آنرا ميگذاريم  an-1 حالا به جای

an = an-2 -  qn-2 an-1    =  an-2 -  qn-2 (an-3 -qn-3  an-2) 
an-4= qn-4 . an-3 + an-2   ⇒   an-2 = an-4 - qn-4 . an-3 

 قيمت آنرا ميگذاريم  an-2 حالا به جای 
an   = an-2 -  qn-2 (an-3 -qn-3  an-2)  

 = (an-4 - qn-4 . an-3) - qn-2 (an-3 -qn-3  (an-4 - qn-4 . an-3)) 

باقی  a2  و a1اگر ما به همين طريق به پيش برويم بالاخره درمعادله فوق فقط 
  :پس. است sعدد   a2و ضريب   rعدد a1ه ضريب ک ،دنميمان

an = an-2 -  qn-2 (an-3 - qn-3 . an-2)  
     = (an-4 - qn-4 . an-3) - qn-2 (an-3 -qn-3  (an-4 - qn-4 . an-3)) 
     = ………= ra1 + sa2 
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  :يعنی
gcd(a1, a2) = ra1 + sa2 

 
  :رابطه ذيل صدق نمايد را دريافت نمايم که sو  rماميخواهيم اعداد :  3.1مثال

    gcd( 9692,360)=r.9692 + s.360  

  :حل 
9692 =26 . 360 + 332       4 = 28 – 1 . 24  
360 = 1 . 332 + 28               = 28-1(332-11.28) 
332 = 11 . 28 + 24              = 12.28 – 1.332 
28 = 1 . 24 + 4                    = 12. (360-1 .332) -1 .332 
24 = 6.4 + 0                              = 12.360 – 13.332 
                                         =12 . 360 – 13 .( 9692-26.360) 
                                        = 12.360 + 13.26(360) – 13.9692 
                                           = 350 . 360 – 13 . 96 92 

  ديده ميشود که 

gcd ( 96 92 , 360 ) = 4 = (-13) . 96 96 + 350 .360 

∋r,sميخواهيم:  مثال  𝕫    رابطه ذيل صدق نمايد رادريافت نمايم که:  
   gcd ( -65,25 ) = r.(-65 ) + s25   

 :حل

-65 = -3.25 + 10                 5 = 25 – 2.10 
25 = 2.10 + 5                         = 25 -2(-65 + 3.25 )      
10 = 2.5 + 0                          = 25 + (-2).(-65)  - 6.25 
                                                   = (-2).(-65)  + (-5).25 
r = -2  , s = -5    ,  gcd(-65,25) = 5  = -2.(-65 ) + -5.25    

∋  3.6:  تمرين   𝕫    r,sد نکه روابط ذيل صدق نماي دريافت نمايد طوریرا   
( a )   gcd(150,40) = r.150 + s.40 
( b )   gcd(170,30) = r.170 + s.30 
( c )   gcd(2615,315) = r.2615 + s.315 
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( d )    gcd(-60,36)= r . (-60)+s.36 
,𝑎اگر ما سه عدد  : يادداشت  𝑏, 𝑐 ∈ ℤ ن قاسم گتريرداشته باشيم در انصورت بز
  : آن طوری بدست ميآيد  (gcd)مشترک 

𝑔𝑐𝑑(𝑎, 𝑏, 𝑐) = 𝑔𝑐𝑑(𝑔𝑐𝑑(𝑎, 𝑏) , 𝑐) = 𝑔𝑐𝑑 (𝑎, 𝑔𝑐𝑑(𝑏, 𝑐)) 
اگر ما به تعداد زياد اعداد داشته باشيم ميتوان بزرگترين قاسم مشترک شان را به 

  همين ترتيب دريافت نمود  
  .را پيدا کنيم  gcd(30,66,93)ميخواهيم  : 3.2مثال 

gcd(30, 66, 93) =gcd(gcd(30,66),93)  
66 =  2 .30 +6   
30 = 5  .  6 +0  

   gcd(30,66)=6دريافت نموديم که 
93 =  15 .6 +3  
  6 = 2.3+0 

  :پس   gcd(6 , 93 )=3ديده ميشود که 
gcd(30,66,93) = gcd(gcd(30,66) ,93)   
                            = gcd(6,93)=3 

  .را دريافت نمايم  gcd(36,60,150)ميخواهيم  :3.3مثال 
 gcd(36,60) :  

60 = 1.36+24 
36 = 1.24+12 
24 = 2.12+0 

 است  gcd(36, 60)= 12پس 
 gcd(12,150)=6 زيرا : است:  

150 =12.12+6 
  12 = 2.6+0 
gcd(36,60,150)= gcd (gcd(36,60), 150)=gcd(12,150)=6 

,𝑎 :3.3ليما  𝑏, 𝑐 ∈ ℤ   . بعدآ:  

 ( a )  𝑎⎮𝑏. 𝑐   ∧ 𝑔𝑐𝑑(𝑎, 𝑏) = 1 ⟹ 𝑎 ⎢𝑐 

 ( b )  𝑎⎮𝑐 ∧   𝑏⎮𝑐  ∧ 𝑔𝑐𝑑(𝑎, 𝑏) = 1 ⟹ 𝑎. 𝑏⎮𝑐 
 ( c )   𝑔𝑐𝑑(𝑎, 𝑐) = 1  ∧ 𝑔𝑐𝑑(𝑏, 𝑐) = 1 ⟹ 𝑔𝑐𝑑(𝑎. 𝑏, 𝑐) = 1 

 ( d )   P prime   ∧   p⎮a.b    ⟹  p ⎮ a    ∨  p⎮𝑏  



  Algebra                                                                           ر معاصربــــالج  
 
   

   
83 

 

  : (a)ثبوت 
𝑔𝑐𝑑(𝑎, 𝑏) = 1 ⟹  ∃ 𝑟, 𝑠 ∈ ℤ ; 𝑟𝑎 + 𝑠𝑏 = 1  

             ⟹ 𝑐. 1 = 𝑟𝑎𝑐 + 𝑠𝑏𝑐 

𝑎⎮𝑏. 𝑐 ∧   𝑎⎮𝑎. 𝑐   ⟹ 𝑎⎮ 𝑟𝑎𝑐 + 𝑠𝑏𝑐 ⟹ 𝑎⎮𝑐 
  :(b)ثبوت 

𝑔𝑐𝑑(𝑎, 𝑏) = 1 ⟹ ∃ 𝑟, 𝑠 ∈ ℤ ; 1 = 𝑟𝑎 + 𝑠𝑏  
                  ⟹ 𝑐 = 𝑟𝑎𝑐 + 𝑠𝑏𝑐 

𝑎⎮𝑐 ∧  𝑏⎮𝑐 ⟹ 𝑎𝑏⎮𝑟𝑎𝑐 ∧ 𝑎𝑏⎮𝑎𝑏𝑐 ⟹ 𝑎𝑏⎮𝑐  

  :  (c) ثبوت
𝑔𝑐𝑑(𝑎, 𝑐) = 1 ⟹  𝑟ଵ, 𝑠ଵ ∈ ℤ; 𝑟ଵ𝑎 + 𝑠ଵ𝑐 = 1    
𝑔𝑐𝑑(𝑏, 𝑐) = 1 ⟹  ∃ 𝑟ଶ𝑠ଶ ∈ ℤ ; 𝑟ଶ𝑏 + 𝑠ଶ𝑐 = 1  

  :معادلات فوق را باهم ضرب ميکنيم 
𝑟ଵ𝑟ଶ𝑎𝑏 + 𝑟ଶ𝑠ଵ𝑏𝑐 + 𝑟ଵ𝑠ଶ𝑎𝑐 + 𝑠ଵ𝑠ଶ𝑐𝑐 = 1            
     ⟹ 𝑟ଵ𝑟ଶ𝑎𝑏 + (𝑟ଶ 𝑠ଵ𝑏 + 𝑟ଵ𝑠ଶ𝑎 + 𝑠ଵ 𝑠ଶ𝑐). 𝑐 = 1  

  را طوری وضع نمايم n و  mاگرما
𝑚: = 𝑟ଵ𝑟ଶ , 𝑛 ≔ 𝑟ଶ𝑠ଵ𝑏 + 𝑟ଵ𝑠ଶ𝑎 + 𝑠ଵ𝑠ଶ  ∈ ℤ 
  ⟹ 𝑚(𝑎𝑏) + 𝑛𝑐 = 1 ⟹ 𝑔𝑐𝑑(𝑎𝑏, 𝑐) = 1 

 a ∤  pيعنی  . ستقابل تقسيم ني pبالای  aمافرض ميکنيم که   : ( d ) ثبوت
P ∤  a    ⟹  gcd(p,a) = 1    ⟹  ∃ 𝑟 ,𝑠 ∈ ℤ  ; r.p + s.a =  1 
             ⟹  b. r.p + b.s.a = b 

𝑝⎮b𝑟𝑝 ∧  𝑝⎮𝑏𝑠𝑎     ⟹  𝑝⎮𝑏       
  : مثال

(a) 
  a = 7 ,  b = 11 , c = 84 

  𝑎 = 7⎮𝑏. 𝑐 = 924  ∧   𝑔𝑐𝑑(𝑎, 𝑏) = gcd (7,11) = 1 

  ⟹  𝑎 = 7⎮𝑐 = 84          [ (a) 3.3 ماᘮه لᗷ نظر   ] 
(b) 
   a = 7 ,  b = 11 , c = 385 
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   𝑎 = 7⎮𝑐 = 385 ∧   𝑏 = 11⎮𝑐 = 385  ∧ 
gcd(a, b) = gcd(7,11) = 1 

⟹ 𝑎. 𝑏 = 77⎮𝑐 = 385        [ (b) 3.3 ماᘮه لᗷ نظر   ] 
( c ) 
     a = 7 ,  b = 11 , c = 15 

𝑔𝑐𝑑(𝑎, 𝑐) = gcd(7,15) = 1  ∧ 𝑔𝑐𝑑(𝑏, 𝑐) = gcd(11,15) = 1 

⟹ 𝑔𝑐𝑑(𝑎. 𝑏, 𝑐) = gcd (7.11,15) =1        [ (c) 3.3 ماᘮه لᗷ نظر   ] 

∋   3.7 : تعريف 𝕫   d   بنام Lcm:= Least Commen Multiple 
ياد ميشود 𝕫   ∈ an  ,… , 2  a1,aاعداداز  )کوچکترين مضرب مشترک(

 :درصورتکه

(i) ai │ d      ∀  𝑖𝜖 {1,2,.....,n} 

(ii) ai │ d´     ∀  𝑖𝜖 {1,2,.....,n}    ⇒   d │ d´ 

  :دوطريقه ذيل موجود است Lcmدريافت  برای
  :است موجودذيل رابطه  Lcmو   gcdدربين   :اول

𝑚, 𝑛 ∈ 𝕫 
gcd(m, n) . Lcm(m, n) = │m. n│ 

   بدست بياوريم   gcd  ازراه Lcm ميتوانيم يعنی 
درهمه   بعدآ ان اعدديکه . تورهای اوليه تجزيه ميشوداعداد داده شده رابه  فک  :مهدو

انتخاب مينمايم وبه فکتورهای متباقی صرب  شامل وبلندترين طاقت را داشته باشد،
   ميکنيم 

   رادريافت نمايم  Lcm(36,15 ) ميخواهيم  :مثال 
    gcd ازطريقه :اول

m = 36  , n = 15   
36 = 2.15 + 6   
15 = 2.6 + 3   
6 = 2.3 + 0   
gcd (36,15) = 3   
gcd(36,15) . Lcm(36,15) = │36.15│ 
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⟹ Lcm(36,15) =
540

gcd(36,15)
=

540

3
= 180 

  ازطريقه تجزيه فکتوری   :مهدو
36 = 2.2.3.3   
15 = 3.5 

وبه متباقی اعداد ضرب  راانتخاب نموده 32پس  ،درهردوشامل است  3  چون 
  :يعنی. ميشود

Lcm(36,15) = 2.2.3.3.5 =  180 
    رادريافت نمايم  Lcm(72,108 ) ميخواهيم  :مثال 

  
72 = 23 . 32 

108 = 22 . 33 

حاصل ضرب و نودهراباهم ضرب   33 و23  پس. اندشامل  درهردو 3و  2 نوچ
 :يعنی. است (Lcm) ان 

Lcm(72,108 ) = 23 . 33 = 8 . 27 = 216 
  بالای هردو اعداد داده شده قابل تقسيم است  216
  رادريافت نمايم  Lcm(-24,10 ) ميخواهيم :مثال

m = −24  , n = 10   
−24 = −3.10 + 6   
10 = 1.6 + 4   
6 = 1.4 + 2   
4 = 2.2 + 0   
gcd (−24,10) = 2   

Lcm(−24,10) =
│ − 24.10│

gcd(−24,10)
=

240

2
= 120 

  :ازطريقه ديگر
−24 = 2ଷ. (−3)   
10 = 2.5 

  شده مثبت تعريف عدد  Lcm زيرا . ميکنيممنفی  صرف نظراز علامه 
Lcm(−24,10) = 2ଷ. 3.5 =  120 

    را دريافت می نمايم  Lcm(8,10,12,16) :مثال 
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 8 = 23 

10 = 2 . 5 
12 = 22. 3 
16 = 24 

و  3را به   ) بابزرگترين طاقت 2يعنی   ( 24  پس. درهمه شامل است 2چون عدد 
  .است (Lcm)که حاصل ان کوچکترين مضرب مشترک . ضرب مينمايم 5

Lcm(8,10,12,16) = 24. 3 . 5 = 240  

    دريافت می نمايم را  Lcm(72,108 ) :مثال 

72 = 23 . 32 

108 = 22 . 33 

را   ) بابزرگترين طاقت   ( 33و 23  پس. درهردو شامل است 3و  2چون عدد  
  .است (Lcm)باهم ضرب مينمايم و   حاصل ان کوچکترين مضرب مشترک 

             Lcm(72,108 ) = 23.33 = 216  
       نمايد را دريافت  Lcm(180 , 600 ) : 3.7 نتمري
ميتوان تقاطع گروپهای   Lcm ) ( ازکوچکترين مضرب مشترک بااستفاده :نوت

,𝕫)از  فرعی   رادريافت نمايم (+
 :درانصورت. کوچکترين مضرب مشترک ان باشد dو  𝕫 𝜖 a1,a2 ,.....,anاگر  

d = Lcm (a1,a2 ,.....,an )    ⇒    ⋂  𝑎௜  𝕫 = 𝑑𝕫 ௡
௜ୀଵ  

            :زيرا  .است  𝕫 = 12  𝕫 4  ∩ 𝕫 ∩ 3 𝕫  2  بطورمثال
         Lcm(2,3,4) = 3 . 22  = 12 

    3.8 :تمرين 
( a )     ما گروپ های فرعی𝕫  6 𝕫 , 10 4و 𝕫   در گروپ را)  ,+  𝕫 (  داريم

 تقاطع انرا دريافت نمايد
) ( b  ما گروپ های فرعی 𝕫   6 𝕫 , 8  در گروپرا )  ,+  𝕫 ( تقاطع  .داريم

 انرا دريافت نمايد
مرتبه (  group orderبنام   (.,G) تعداد عناصر يک گروپ  :  3 8.تعريف
اگرگروپ غير . نشان  ميدهيم |𝐺| و يا  ord(G)ياد ميشود  وآنرا به  ) گروپ 
  .  ∞=ord (G)باشد درآنصورت   متناهی
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  آنرا به ) دفعه  a ⊕ a⊕ ……..⊕ a  )mرای آساني به جای ما ب:  يادداشت
am   نشان ميدهيم .  

 .است a∈Gو  e) خنثی ( يک گروپ با عنصرعينيت )  (⊕ ,G:  3 9. تعريف
ما  و ياد ميشود  aاز) مرتبه (  orderشود بنام  = e   am که m∈ ℕکوچکترين 

  :  يعنی  . نشان ميدهيم ordG(a)انرا به 
 { i∈  ℕ | ai =e}                                                   ordG(a)=min  

  نويسيم  می ord(a)اگرمعلوم باشد که کدام گروپ است درانصورت آنرا به شکل  
        ord(D4  8 = ( بطورمثال

e1 = e   ⇒  ord(e) = 1 
 b.b = b2  = e ⇒    ord(b) = 2  
c.c = b 
c3 = c.c.c = b.c = a 
c4 = c.c.c.c = a .c = e   ⇒    ord(c ) = 4 

     (.,Q8)و    (.,D4) را درگروپ ord(g)و   ord( d )    ord(f) ,:  3.9 تمرين
  دريافت نمايد

. است ان عنصر عينيت e و  a ∈ G ،يک گروپ معين  (⊙ ,G)  3.8 :   قضيه
. است   Gاز(order) خورد تر يا مساوی به مرتبه  aاز  (order)بعدآ مرتبه 

  ord(a)   ≤    ord(G)يعنی 
 𝐺|= ord(G) , k= ord(a)|  : ثبوت 

  k ≥ |𝐺|+1و      |k> |𝐺نباشد در اينصورت    ≥   ord(G) ord(a) اگر
به شکل ذيل تعريف می  Gو  X={1,2,3,……,k} سيت ما تابع ذيل را بالای 

  .نمائيم 
𝑓: 𝑋 ⟶   𝐺 
    𝑖  ⟼  𝑎௜  

𝑘چون  >  |𝐺|    بايد پس𝑖, 𝑗 ∈ 𝑋  با خواص ذيل موجود باشد. 
i > j , f(i) = ai  = f(j)   = aj   ⇒ ai . (aj) -1 = aj (aj )-1 
                                        ⇒  a i - j = e   ∧  ( 0 < i – j < k ) 

مگر اين درتضاد به . است  i - jمساوی به  ord(a)از اينجا نتيجه ميشود که 
  خورد ترين عدد است که  kزيرا . يک عنصر است  (order) ف مرتبهعريت

ak = e پس لهذا  ،ميشود  
Ord(a) ≤ ord(G)  
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عنصر  e  ,يک گروپ معين (  . ,G): ( theorem of fermat ) : 3.9قضيه   
 aord(G) = e   بعدآ.  a ∈ Gعينيت و 

   و   G= { g1 , g2, . . . , gn } معين است پس ميتوان نوشت   Gچون   :ثبوت 
ord(G)=|𝐺| = 𝑛  .  ماتابع ذيل را در نظر ميگيريم:  

𝑓: 𝐺 ⟶  𝐺 
 g ⟼ a.g 

 
 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺 , 𝑓(𝑥) = 𝑎. 𝑥 = 𝑓(𝑦) =  𝑎. 𝑦  

𝑎𝑥 = 𝑎𝑦 ⇒ 𝑎ିଵ. 𝑎. 𝑥 = 𝑎ିଵ. 𝑎. 𝑦 ⇒ 𝑥 = 𝑦 ⇒ 𝑓  𝑖𝑛𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒  
y∈ 𝐺 , 𝑦 ≔ 𝑎. 𝑥 ⇒ 𝑥 = 𝑎ିଵ. 𝑦  
                               ⇒ 𝑓(𝑥) = (𝑎ିଵ. 𝑦 ) =  a. (𝑎ିଵ . 𝑦) = 𝑦   
 ⇒ 𝑓 𝑠𝑢𝑟𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒 

  :است پس   bijectiveيك  fچون 

 𝐺 = 𝑓(𝐺) ⇒ ൛𝑔ଵ,𝑔ଶ, … , 𝑔௡ൟ = ൛𝑎𝑔ଵ,𝑎𝑔ଶ, … , 𝑎𝑔௡ൟ 

   ⇒ ∏ 𝑔௜
௡
௜ୀଵ =  ∏ 𝑎𝑔௜

௡
௜ୀଵ =  𝑎௡ ∏ 𝑔௜

௡
௜ୀଵ  

   ⇒ ( ∏ 𝑔௜
௡
௜ୀଵ ) . ( ∏ 𝑔௜

௡
௜ୀଵ )-1  = 𝑎௡(∏ 𝑔௜

௡
௜ୀଵ ) . ( ∏ 𝑔୧

௡
௜ୀଵ )-1 

    ⇒ an = e 
   ⇒     𝑎௡ = 𝑎௢௥ௗ(ீ) = 𝑒 

∋a و eكه عنصرعينيت آن  يك گروپ معين( ., G)   :3.10 قضيه 𝐺 بعدآ  .است
ord(G)  بالايord(a)   يعني . قابل تقسيم استord(a)| ord(G)     .  

 ord(G)باشد وما فرض کنيم که   ord(a) = nو  ord(G) = mاگر  : ثبوت 
  :نيست پس درينصورت   ord(a)قابل تقسيم بالای 

 ∃ q,r ∈ ℕ ; m=q.n+r                 0< r  < n 
                   ⇒ r = m-q.n 

  :پس. است  aord(G) = am = eميدانيم که    fermatنظربه قضيه 
  ar = a m-qn  = am. (a )-qn   = am. (an)-q = e.(e)-q  = e.(eq)-1= e 

خورد ترين عدد طبيعی  nقرار ميگيرد زيرا  ord(a)مگر اين در تضاد به تعريف 
  .است  r < nو    ar =eکه  شدمگر در فوق ديده  .ميشود an = eاست که  
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  ord(a)| ord(G)در نتيجه  

آن گروپ  ،آن يک عدد اوليه باشد (order) هرگروپ که مرتبه  3.4 : ليما 
  .است  (cyclic group)دورانی 

آن عدد   (order)يک گروپ است که مرتبه  (  . ,G)ما فرض ميکنيم که    :ثبوت 
  .عنصرعينيت ان است eو  pاوليه 

  .واضح است Gدرانصورت دورانی بودن . باشد G = {e}اگر   
  شدبا G ≠ {e}اگر  

G ≠ {e}  ⇒ ∃ 𝑎 ∈ 𝐺 ,a≠{e} 
 ord(G) = p    ⇒   ord(a) | p        [  3.10(نظر به قضيه(  ]  

. است a> =G>باشد و در نتيجه  ord(a) = pعدد اوليه است پس بايد  pچون 
  .يک گروپ دورانی است  Gيعنی 
 :ديده ميشود كه  (⊕,𝐴(ସ))در گروپ : 3.4 مثال 

ord(𝐴(ସ)) = ห𝐴(ସ)ห = 4 
  .است𝑎଴  ماميدانيم كه عنصر عينيت آن گروپ

 𝑎ଵ ⊕ 𝑎ଵ =  𝑎ଶ 
 𝑎ଵ ⊕ 𝑎ଵ ⊕ 𝑎ଵ =  𝑎ଶ ⊕ 𝑎ଵ =  𝑎ଷ 
 𝑎ଵ ⊕ 𝑎ଵ ⊕ 𝑎ଵ ⊕  𝑎ଵ =  𝑎ଷ ⊕ 𝑎ଵ =  𝑎଴   ⇒  𝑎ଵ

ସ =  𝑎଴  
            ⇒ 𝑜𝑟𝑑( 𝑎ଵ) = 4   ∧   ord(a1) | ord(𝐴(ସ)) 
 𝑎ଶ ⊕ 𝑎ଶ =  𝑎଴    ⇒  𝑎ଶ

ଶ =  𝑎଴   
                                 ⇒  𝑜𝑟𝑑( 𝑎ଶ) = 2   ∧ ord(a2) | ord(𝐴(ସ)) 
 𝑎ଷ ⊕ 𝑎ଷ =  𝑎ଶ 
 𝑎ଷ ⊕ 𝑎ଷ ⊕ 𝑎ଷ =  𝑎ଶ ⊕ 𝑎ଷ =  𝑎ଵ 
 𝑎ଷ ⊕ 𝑎ଷ ⊕ 𝑎ଷ ⊕ 𝑎ଷ =  𝑎ଷ ⊕ 𝑎ଵ =  𝑎଴ ⇒ 𝑎ଷ

ସ =  𝑎଴  
              ⇒ 𝑜𝑟𝑑( 𝑎ଷ) = 4  ∧ ord(a3) | ord(𝐴(ସ)) 

,ord(𝑎ଵ) هم چنان ديده ميشود كه  𝑜𝑟𝑑 ( 𝑎ଶ), 𝑜𝑟𝑑( 𝑎ଷ) ≤ 𝑜𝑟𝑑(𝐴(ସ))  
   3.10 تمرين
( a )  ord(E),ord(K),ord(-E),ord(I)  در گروپرا ) (Q,.  دريافت نمايد  

 (b) ) ,ord(x   ord(f),ord(h)  در گروپرا  ) (Q8,.   دريافت نمايد  
  .است a ∈ G ويک گروپ فرعی آن  H ،يک گروپ  (⊕ ,G) : 3.10 تعريف

   a ⊕ H ={a⊕h | h∈H}  بنامleft coset )و) کلاس چپ 
     H ⊕ 𝑎 ={h⊕a | h∈H}   بنام right coset   ) ياد ميشود ) کلاس راست.  
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,H:={𝑏ଵفرعي  اگر ما گروپ : مثال  𝑏ଶ}  از گروپ𝐴(ଶ.ଶ)   را در نظر بگيريم. 
  :ان عبارت اند از چپ هایکلاس 

 𝑏ଵ ⊙ 𝐻 = {𝑏ଵ , 𝑏ଶ } 
 𝑏ଶ ⊙ 𝐻 = {𝑏ଶ, 𝑏ଵ} 
 𝑏ଷ ⊙ 𝐻 = {𝑏ଷ, 𝑏ସ} 
 𝑏ସ ⊙ 𝐻 = {𝑏ସ, 𝑏ଷ} 

 :کهديده ميشود 
𝐻ଵ : = 𝑏ଵ ⊙ 𝐻 = 𝑏ଶ ⊙ 𝐻 ,      𝐻ଶ ≔  𝑏ଷ ⊙ 𝐻 = 𝑏ସ ⊙ 𝐻 

 2مساوي  𝐴(ଶ.ଶ)در گروپ Hنظر به ) كلاس هاي چپ(  left-cosetتعداد تمامي 
𝐴(ଶ.ଶ)   همچنان .است  = 𝐻ଵ ∪ 𝐻ଶ 
   ، است a,b∈G ان وگروپ فرعی  يک U ،يک گروپ   (. ,G):  3.11 قضيه
  :بعدآ 

a.U = U     ⇔  a∈ U 
a.U = b.U   ⇔   𝑎ିଵ.b∈U 
a.U∩b.U  ∅ ⇔   a.U =b.U 

  .باهم مساوی اند ويا تقاطع شان خالی است   left-cosetاينکه دو  (c)معنی 
   (a)ثبوت 
“⇐ "        

g∈ aU     ⇒  ∃  u∈U ; g=a.u    
               ⇒  g∈U     [   a,u ∈ U  گروپ فرعی و U زيرا   ]     
               ⇒ aU ⊆  U 
g∈ 𝑈     ⇒ g = e.g = a. 𝑎ିଵ.g = a.(𝑎ିଵ.g) 
             ⇒  g∈aU         [a ,g ∈U  زيرا] 

  aU = U در نتيجه 
„ ⇒“ 

g∈ aU = U    ⇒ ∃   u∈U ; g = a.u  ,      g.u ∈ a.U = U    
                     ⇒   a = g. 𝑢ିଵ  ⇒  a∈U    [ g,u∈ 𝑈 زيرا] 

         (b)ثبوت 
⇐” “ 

𝑎ିଵ.b ∈ U   ⇒     𝑎ିଵ . b . U = U       [(a)  نظر به]                                                 
                  ⇒  a. 𝑎ିଵ . b . U = a . U    
         ⇒  b .U = a .U 
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„⇒ "  
g∈ aU = bU ⇒  u1 ,u2∈ U; g = a.u1 = b.u2                                                                                               
                  ⇒  𝑎ିଵ .a.u1. 𝑢ଶ

ିଵ = 𝑎ିଵ. b u2. 𝑢ଶ
ିଵ  

                      ⇒  u1. 𝑢ଶ
ିଵ = 𝑎ିଵ.b 

                      ⇒ 𝑎ିଵ.b ∈U      [u1, u2 ∈U  زيرا] 
            (c)ثبوت  

„ ⇐” 
g∈a.U = b.U  ⇒ ∃  u1, u2 ∈U ; g =a. u1=b. u2  
 ⇒ g ∈a.U∩ b.U      [   است b. u2∈b.U  و   a. u1∈a.U  زيرا] 

a.U∩b.U:  درنتيجه   ∅ 
„⇒ "     

a.U∩b.U  ∅ ⇒  ∃   g∈aU∩ bU  ⇒ ∃ u1, u2   ∈ U; g=a.u1=b.u2 
                          ⇒   𝑎ିଵ.a.u1. 𝑢ଶ

ିଵ = 𝑎ିଵb.u2. 𝑢ଶ
ିଵ 

                        ⇒ u1 . 𝑢ଶ
ିଵ = 𝑎ିଵ.b  

                          ⇒ 𝑎ିଵ.b  ∈ U        [u1, u2 ∈U  زيرا] 
                          ⇒ a. U= b.U        [(b)   [ نظر به 
 

  بعدآ . گروپ فرعی آن است   Uيک گروپ و  (.,G) : 3.5  ليما 

( 1 ) G= aU   , در صورتيکه هردوleft-coset  يا دارای  و باهم مساوی 

 .تقاطع خالی باشند 
( 2 )  |𝑎. 𝑈|=|𝑈|=|𝑈𝑎|   .يعنی برای هر  𝑎 ∈  𝐺  تعداد عناصرU  ,     
U.a  باهم مساوی اند   و 
 : (1)ثبوت 

∀a∈ G    , a=a.e ∈ a.U           [e ∈ U     زيرا]  

⇒   G ⊆  a. U              ⇒  G = a. U     
  

يا با هم مساوی ويا ) کلاس چپ(  left- cosetهردو    3 11.نظر به قضيه 
  a,b∈  Gيعنی برای  . متقاطع شان خالی ميباشد 

  a.U∩b.U  ∅ ⇔   a.U =b.U 

  

a∈ G 

     a∈ G      a∈ G 
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 :برای ثبوت ما تابع ذيل را در نظر ميگيريم   G    a ∋ :) 2(ثبوت 
f:U  ⟶  aU  
   u   ⟼  a.u 

f  يک تابعbijective   است زيرا:  
u1, u2 ∈U ; f(u1) = au1 = au2 = f(u2) 

⇒ u1 =  𝑎ିଵ.a u2 = u2          ⇒  injective 
 b∈aU   ⇒ ∃ u∈U; b = a.u = f(u)    ⇒ f  surjective 

باهم مساوی اند يعنی  aUو  Uاست پس تعداد عناصر   bijectiveيک   f چون 
|𝑎𝑈| = |𝑈| 

  .است   bijectiveمين طور ميتوانيم ثبوت نمائيم که تابع ذيل ه به
f :U ⟶   Ua  
   u  ⟶  u.a 

  |𝑎𝑈|=|𝑈|=|𝑈𝑎|در نتيجه 

   b∈ Q8 است و   (.,Q8) روپگفرعي درروپ گ کي H= {e,a,g,h} :مثال
b.H = b.{e,a,g,h} = { b,c,f,d} ⟹ |𝑏. 𝐻| = 4 = |𝐻| 

  :حالاميخواهيم نشان دهيم
Q8 =  ⋃ aH 

ୟ∈ ୕ఴ
 

  :ميدانيم  3.11 يهقض نظر به
e,a,g,h∈ 𝐻  ⟹  e.H = a.H = g.H = h.H = H 

  ريمگرادرنظرمي Q8حالا عناصرمتباقی 
b.H = b.{e,a,g,h} = { b,c,f,d} 
c.H = c.{e,a,g,h} = { c,b,d,f} 
d.H = d.{e,a,g,h} = { d,f,b,c} 
f.H = f.{ e,a,g,h } = { f,d,c,b } 

    :ديده ميشود که 
U:=b.H = c.H = d.H = f.H 

  :نتيجه در
 Q8 = 𝐻 ⋃ U 

  
ه ديد ،را در نظر بگيريم )  (+, 𝕫 از U = 6𝕫  اگر ما گروپ فرعی :  3  5.مثال

  :کهميشود 
5+6 𝕫   , 4+6 𝕫   , 3+6 𝕫   ,2+6 𝕫   , 1+6 𝕫    , 6 𝕫    
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Left-coset )نظر به ) چپ هایکلاسU  همه شان دارای تعداد عناصر وهستند
  .مساوی اند 
ห3      5 .3  نظر به ليما  بطور مثال + 6𝕫ห ห6𝕫ห=  علاوه برآن تمامي اين  و

Left-coset   يرا ز. ها مختلف هستند:   
U=6 𝕫 ={ .  .  .    -18 , -12 , -6 , 0 , 6 , 12 , 18 . . . } 

1+6 𝕫 ={ .  .  .    -17 , -11, -5 , 1 , 7 , 13 , 19 . . . } 

2+6 𝕫 ={ .  .  .    -16 , -10 , -4 , 2 , 8 , 14 , 20. . . } 

Left coset  6+1کلاس های چپ 𝕫  6+و 𝕫7  زيرا.  باهم مساوی اند 
 7+6 𝕫 = 1+(6+6 𝕫)= 1+6 𝕫      [ 3.11نظر به قضيه  ]     

تعداد تمامی . گروپ فرعی آن است  Uيک گروپ  ( . , G )   3.11 : تعريف
leftcoset   مختلف ازU  درG  را بنامIndex    ازU  درG  وآنرا . ياد ميکنند 
ind G (U)   ويا[G : U ]   يعنی . نشان ميدهند  

ind G (U)  =ห{𝑎. 𝑈│ 𝑎 ∈ 𝐺}ห= ห𝑈. 𝑎│𝑎 ∈ 𝐺ห=[G:U] 
          :مثال 

( a )          indG (G)  =|𝐺: 𝐺|= 1 
                indG (e)  =[ G:{e}]=|𝐺|  
( b )         𝑖𝑛𝑑𝕫 (𝑛𝕫)  = [𝕫  : 𝑛𝕫 ] = n     ∀ n∈ ℕ 

 اگر بطورمثال. است   nمساوی به  𝕫در  𝑛𝕫زيرا تمامی کلاس های چپ از 
  :درانصورت. رادرنظربگيريم 5𝕫ماگروپ فرعی 

= [𝕫  : 5𝕫 ] = 5  𝑖𝑛𝑑𝕫 (5𝕫)  

,𝐺) : 3.12 قضيه . گروپهای فرعی آن ميباشند و H1 و H يک گروپ معين،  (
𝐻ଵ ⊆ 𝐻  ًبعدا: 

            [G:H1]=[G:H].[H:H1]  

 Hاز left coset  را به شکل اتحاد تمامی Gميتوان ) 3 . 5( نظر به لما  :ثبوت
  :يعنی بنويسيم

                                                        𝐺 = ⋃ 𝑎௜𝐻௜∈ூ       
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 𝑎௜ ∈ 𝐺  طوری انتخاب شده که در اتحادH-left coset  دو دفعه ظاهر نشود
 Iعدد  به شکل جوره از هم ديگر مختلف هستند و در نتيجه 𝑎௜𝐻يعنی تمامی 
  .است [G:H]مساوی به 

  :نوشت،يعنیH1-left coset را به شکل اتحاد تمامی  H1به همين شکل ميتوان 

𝐻 = ራ 𝑏௝𝐻ଵ

௝∈௃

 

دو دفعه  H1-leftcosetطوری انتخاب شده که در اتحاد   H  ∈  𝑏௝هم  در اينجا
 .است [H :H1]مساوی به  Jو عدد  ظاهر نشود

𝐺 = ⋃ 𝑎௜𝐻௜∈ூ  = ⋃ 𝑎௜  ௜∈ூ (⋃ 𝑏௝𝐻ଵ௝∈௃ )  = ⋃ ൫⋃ 𝑎௜𝑏௝𝐻௝∈௃ ൯௜∈ூ  
  :از همديگر مختلف هستند پسH1-leftcoset در اين اتحاد 

[G:H1]= I.J 
 [H:H1].[G:H] = [G:H1] :                          و از اين نتيجه ميشود

. اند (⨀ ,A(2,2))ی فرعی در  گروپ ها  H = {b1,b4} و =H1 {b1}    :مثال
 A(2,2) نظر به  H1های    Liftcosetپس . است    A(2,2)عنصرعينت از  b1چون 

 {b4}  و   {b1},{b2},{b3}عبارت اند از 

 indA(2,2)(H1) = 4 

b2⨀H  = b2⨀ {b1,b4} = { b2⨀ b1, b2⨀ b4} = {b2,b3} 

b3⨀H  = b3⨀ {b1,b4} = { b3 ⨀ b1, b3⨀ b4} = {b3,b2} 

Liftcoset    هایH   نظر به A(2,2) از   عبارت اند{b1,b4}  و{b2,b3} 
 indA(2,2)(H) = 2       ودر نتيجه

Liftcoset    هایH1  نظر به  H   عبارت اند از{b1},  و{b4}  ودر نتيجه
IndH(H1) = 2  

 e و  (.,G)  گروپ معين يک گروپ فرعی از H (Lagrange)  : 3.13 قضيه
 :  بعداً . است ان (identity)عنصر عينيت 

Ord(G)= ord(H) . ind(H) 

 Hو G يک گروپ فرعی از E  درانصورت باشد    E  :  {e} =اگر  - :ثبوت
  :است پس
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  𝑂𝑟𝑑(𝐺) = [𝐺: 𝐸]      ∧   𝑜𝑟𝑑(𝐻) = [𝐻: 𝐸]          

  ويا به شكل ديگر                              

   |𝐺| = 𝑖𝑛𝑑ீ(𝐸)        ∧        |𝐻| = 𝑖𝑛𝑑ு(𝐸)                

  :ميتوان نوشت 3.12 بنابراين نظر به قضيه
[G:E]=[G:H] . [H:E ] 

  ويا
ord(G)=ind(H). ord(H) 

يک گروپ معين  (order)نتيجه ميشود که مرتبه   Lagrangeازقضيه :  نوت 
 بايد بالای مرتبه هرگروپ فرعی ان قابل تقسيم باشد

راميخواهيم  IndQ8(H) . است Q8يک گروپ فرعی در   H={e,a,d,f } :مثال 
  دريافت نمايم

 Lagrangeنظر به قضيه  پس. است ord(Q8) 8 =و   ord(H) = 4چون  
  ميتوان نوشت 

 ord(Q8) = ind(H). ord(H) ⇒  8 = ind(H). 4 

 ⇒  ind(H) = 
଼

ସ
  = 2 

 : 3.11تمرين 

( a ) درگروپ )(D4,.  یما گروپ های فرع {e,b} H1 =  وH = {e,a,b,c}  
         .را داريم

IndD4( H1), indD4(H), indH(H1) ( i )    دريافت نمايدرا  

 ii )(  مربوطهleft-coset يعني عناصرسيت های ذيل رادريافت . های ان  کدام اند
  .نمايد

 {𝑎. 𝐻│ 𝑎 ∈ 𝐺} , {𝑎. 𝐻ଵ│ 𝑎 ∈ 𝐺}  , {𝑎. 𝐻ଵ│ 𝑎 ∈ 𝐻} 
( b )   (G,.)  روپ است ، گيکH1 و H  فرعي  روپ هایگ G  ، است

Hଵ ⊆ H   ،(H) = 6 , indH(H1) = 4  indG    .معلوم نمايد که تعداد  left-
coset   نظربهG يعني   .چند استH1 ) indG(   رادريافت نمايد.  

( c )  روپگما (G,.) ذيل راداريم:  
G = { a, a2,a3,….,a14,a15, a16 = e } ,  
H = { a4 , a8 , a12 , a16 = e} ,  H1 = { a8  , a16 = e} 
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( i )   ثبوت نمايد کهH  وH1 فرعي دوراني در   روپ هایگG اند  
( ii )  indG(H)  و indG(H 1)   را دريافت نمايد.  

تعداد عناصر , را تحت مطالعه قرار ميدهيم  S3درين مثال ما گروپ :  3.5مثال 
S3  زيرا . است  6مساوی به 

   |𝑆ଷ|=  3! = 1.2.3=6 
  :عنصر را به شکل ذيل نام گذاری می نمائيم  6حالا آن 

 𝑖𝑑 = ቀ
1 2 3
1 2 3

ቁ ,   𝑓ଵ: = ቀ
1 2 3
2 3 1

ቁ  ,    𝑓ଶ: = ቀ
1 2 3
1 3 2

ቁ  

 𝑓ଷ: = ቀ
1 2 3
3 1 2

ቁ ,   𝑓ସ: = ቀ
1 2 3
2 1 3

ቁ  , 𝑓ହ: = ቀ
1 2 3
3 2 1

ቁ 

  
 S3={ id ,f1,f2,f3,f4,f5}   پس

 (Map composition)نظر به ترکيب تابع  S3ميدانيم که  3.4نظر به قضيه 
شکل    ,S3) (oاز  Cayley Table) ( جدول کيلی . يک ساختمان گروپی دارد

    :ذيل رادارد

  f3 ο f4= f2بطور مثال در جدول فوق 

f3 ο f4 = ቀ
1 2 3
3 1 2

ቁ   𝜊 ቀ
1 2 3
2 1 3

ቁ   = ቀ
1 2 3
1 3 2

ቁ =  𝑓ଶ 

         :ويا به شکل مفصل 
  f4(1)=2       f4(2)=1       f4(3)=3 
  f3 ο f4 (1)=  f3(2) =1  ,   f3 ο f4(2)=  f3(1) = 3  , 



  Algebra                                                                           ر معاصربــــالج  
 
   

   
97 

 

  f3 ο f4(3)=  f3(3) =2  

f3 ο f4 = ቀ                 پس    
1 2 3
1 3 2

ቁ = 𝑓ଶ     

تنها گروپ   𝑆ଷ  ميتواند Lagrangeاست پس نظر به قضيه    =|𝑆ଷ|6چون  
بالای  6باشد زيرا   6و  1,2,3آن   (order)های فرعی داشته باشد که مرتبه 

 .همين اعداد قابل تقسيم است 
  :    (∘,Sଷ) مشخصات گروپ بعضی :نوت 
 ( a )  𝑆ଷ  دارای گروپ های فرعی ذيل ميباشد. 

( 1 )      {id}   که مرتبه(order) مساوی به يک است  آن.  
( 2 )    𝑆ଷ  که دارای مرتبه(order)    6  ميباشد.  
( 3 )     

 U1:=<f2> ={id , f2} , U2:=<f4> ={id,f4} , U3:=<f5> ={id,f5} 
  . ميباشند 2دارای مرتبه  بوده و (cyclic)همه اين گروپ های فرعی دورانی      
  :يعنی     

ord(U1) = ord(U2) = ord(U3)    = 2 
       :زيرانظربه جدول.دورانی است گروپ فرعی  U3 مثال نشان ميدهيم کهبطور   
    

       id ο id = id  ,   id ο f5= f5   ,        f5 ο f5 =id              
  f5> = U3>يعنی  . است U3مولد از   f5 از جانب ديگر ديده ميشود که    

( 4 )   
Ord(U)=3  ,   U:=<f1> ={id, f1 , f3 }              

( b )  اگرH  يک گروپ فرعی ازS3 باشد.Index   ويا تعداد تمامی  
 left costes    گروپ های فرعی فوق را نظر به قضيهLagrange   ميتوان به

 :شکل ذيل دريافت نمود  
   |𝑆ଷ| = | 𝐻 | .[ 𝑆ଷ:H] 
 𝑜𝑟𝑑(𝑆ଷ) = ord (H) . ind (H)        ويا                         

  ind({id})=
|ௌయ|

|{௜ௗ}|
 =

଺

ଵ
 پس                                           6 = 

ind(S3) = 
|ௌయ|

|ௌయ|
 =

଺

଺
= 1 
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ind(U1)= ind(U2) = ind(U3) = 
|ௌయ|

ଶ
  = 

଺

ଶ
  = 3 

ind(U)= 
|ௌయ|

|௎|
  = 

଺

ଷ
   = 2 

را بدون در  U3کلاس های چپ بطور مثال از  (left coset)اهيم تمامی حالا ميخو
پس . است   U3  {id,f5} =چون   .محاسبه نمائيم  lagrangeنظر گرفتن قضيه 

  .امکانات ذيل وجود دارد  𝑆ଷدر گروپ 
 U3  , f1ο U3 , f2 ο U3 , f3ο U3 , f4 ο U3 

 f1ο U3  = f1ο {id , f5} = { f1ο id    , f1ο f5} = { f1,f2} 
 f2ο U3 = f1ο {id , f5} = { f2ο id  , f2ο f5} = { f2, f1} 

 است       f3 ο U3  = f2 ο U3ديده ميشود که   
f3 ο U3 = f3 ο {id , f5} = { f3 ο id  , f3 ο f5} = { f3, f4} 
f4 ο U3 = f4 ο {id , f5} = { f4 ο id  , f4 ο f5} = { f4, f5} 

  f3 ο U3 =  f4 ο U3يده ميشود که در اينجا هم د
  S3در   U3  از) کلاس های چپ(   left cosetبالآخره نتيجه ميشود که تعداد 

هم همين   Lagrangeطريقه  استعمال به علاوه بران ديديم که .است 3مساوی به 
  .نتيجه را داشتيم 

ی ذيل آن طور  indexمثال فوق را ميتوان بشکل گرافيک تمامی گروپ فرعی با 
 نوشت

 

 

 

 

   

  

  

 2مساوی به  {id}است ونظر به  3مساوی به  S3نظر به  <ind<f4بطور مثال 
   . است

<s3> 

{id} 

<f1> <f2> 

2 

2 
3 

3 

<f4> <f5> 

2 2 

3 
3 
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  3.12:  رينتم
 ( a ) افاده ذيل صدق ميکند  3.5ثبوت نمائيد که در مثال 

<f1> = {id , f1 , f3 } 
( b )    آياf3   مولد کدام يکی از گروپ فرعی ازS3  شده ميتواند. 
( c ) وت نمايد که ثب H: :={f𝜖 S4 ⃓  f(4) = 4}    فرعی از  يک گروپS4  
 .دريافت نمائيد   را ind(H)و  |𝐻|  .است
   ديديم که سيت 1.7درمثال  :   3.6مثال 

Q = { ±E , ±I  , ±J ,±K } 
به اسانی ميتوان . عنصر عينيت آن است Eنظر به ضرب ماتريکس يک گروپ و  

  است Qيک گروپ فرعی از  H:= {E,-E,I,-I}  ثبوت نمود که 
    :زيرا.  لد ان ميباشدءمو  Iيک گروپ دورانی که ماتريکس  Hعلاوه بران  

 
I2  = I.I = -E   ,  I3 = I.I.I = = -E.I = -I   , I4 = I3 . I = -I.I = E 

  :زيرا . است 2مساوی به  ind(H   (و  I> = H> درنتيجه 

[Q: H ] = [Q:<I>] =  
௢௥ௗ(ொ)

௢௥ௗ(ழூவ)
   =  

଼

ସ
  = 2  

را بنام  N. يک گروپ فرعی آن است  Nيک گروپ و  ( ., G)  : 3.1  2عريفت 
برای    a .N=N .a ياد ميشود درصورتيکه  invariantويا  (normal)نورمال 

  .نشان ميدهيم   N⊴Gماآنرا به شکل . باشد  𝑎𝜖𝐺 هر 
 مثال  
( a )  گروپ فرعی{e} پ از يک گرو(G,.)  در G  نورمالNormal   است .
  𝑎𝜖𝐺∀براي  زيرا

      a .{e} a-1 ={e} ⇒  a .{e} a-1 .a ={e}.a   ⇒ a.{e}= {e} .a 
  روپ عينيت راست درعين زمان عينيت چپ استگويااينکه دريک 

 ( b )  هرگروپ فرعی از يک گروپ تبديلی(commutative )   نورمال  
(normal)    است.  

يک گروپ فرعی  U3:=<f5> = {id ,f5}ديديم که  3.5مادر مثال    : 7 .3 مثال
  :مگر نورمال نيست زيرا . است  S3از 

f1∘ U3  = { f1∘ id , f1∘ f5} = { f1, f2} 

U3∘f1 = {id∘f1 , f5∘f1}= {f1 , f4}       

  .نيست   (Normal)نورمال  U3ودر نتيجه   f1∘U3 ≠ U3 ∘f1يعنی 
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يک گروپ فرعی  3.5درمثال  U1 := {id , f1, f3}نمائيد که ثبوت   :133. تمرين
  .نورمال است 

  :بعدآ . يک گروپ فرعی آن باشد  Nيک گروپ و  (., G)اگر  :   3.6ليما   
  

N⊴G     ) يعنیN نورمال در( G        ⇔    ∀𝑎𝜖𝐺; 𝑎. 𝑁 𝑎ିଵ ⊆  𝑁          
   

"  :ثبوت  ⇐ " 
𝑁 ⊴ 𝐺 ⇒  ∀𝑎𝜖𝐺;  𝑎𝑁 = 𝑁𝑎  
            ⇒ ∀𝑥𝜖𝑁;  𝑎. 𝑥 = 𝑥. 𝑎 ⇒  𝑎. 𝑥. 𝑎ିଵ  = 𝑥 
            ⇒ 𝑎. 𝑥 . 𝑎ିଵ𝜖𝑁   ⇒   ∀𝑎𝜖𝐺; 𝑎. 𝑁 𝑎ିଵ ⊆  𝑁 

    " ⇒ " ثبوت   

∀𝑎𝜖𝐺;  𝑎. 𝑁 . 𝑎ିଵ ⊆  𝑁  ∧  𝑎ିଵ 𝑁 𝑎 ⊆  𝑁  
   ⇒   ∀𝑥𝜖𝑁  ∃𝑦𝜖𝑁;  𝑎. 𝑥. 𝑎ିଵ = 𝑦 ⇒ a. x = y. a ⇒ a. x𝜖𝑁𝑎. 
   ⇒   𝑎𝑁 ⊆  𝑁𝑎      

⊇ 𝑁𝑎به همينطورميتوان ثبوت نمود، که    a𝑁      
  .است Gروپ گنورمال در  Nيعنی . N⊴Gو   aN=Naدرنتيجه 

در خودش  ( Normal) نيز نورمال Gاز اين ليما نتيجه گرفته ميشود که خود  
               : 𝑎𝜖𝐺زيرا برای . است 

       ∀𝑔𝜖𝐺;  𝑎. 𝑔 . 𝑎ିଵ 𝜖 𝑎 𝐺  𝑎ିଵ 
.𝑎  از طرف ديگر  𝑔 . 𝑎ିଵ𝜖𝐺    پس . هم است a.G .a-1⊆G  

 A,B ⊆Gيک گروپ و  ( . , G) :  33.1تعريف  
A.B:={a.b⃓ aϵA , bϵB} 

A.B  بنامcomplex product  ياد ميشود.  
𝐴ିଵ: = {𝑎ିଵ ⃓ 𝑎𝜖𝐴} , 𝑎. 𝐵: = {𝑎}. 𝐵  , 𝐴 . 𝑏 ∶=  𝐴{𝑏} 

   B:={a,f,g,h},A:={a,b,d}:   داشته باشيم  Q8اگرمادرگروپ  :مثال
   A.B =  {a,b,d} . {a,f,g,h} 

     = { a.a, b.a, d.a, a.f, b.f, d.f, a.g, b.g , d.g, a.h, b.h, d.h } 
     = { e, b, c, d, f , g, h } 
 A-1 = { a-1, b-1, d-1} = { a, c, f } 

      B:= {e, b,f, h},A:={a, b, c,d} ⊆ D4 : 3.14 تمرين
  A.B  وB-1   دريافت نمايدرا   
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بعدآ افاده های ذيل يک به ديگر .  U⊆G ≠ ∅يک گروپ  (.,G)   :3.7 ليما 
  : معادل اند 

( 1 )  U  گروپ فرعی از Gاست  
( 2 )   U.U ⊆U , U-1⊆U  
( 3 )   U. U-1⊆U   
  ثبوت

 )1( ⇐  )2(  
  𝑢 𝜖𝑈 𝑈 ⇒  ∃ 𝑢ଵ , 𝑢ଶ 𝜖𝑈  , 𝑢 =  𝑢ଵ . 𝑢ଶ  
        ⇒  𝑢 =  𝑢ଵ . 𝑢ଶ  𝜖𝑈     [   يک گروپ فرعی است U زيرا   ] 
        ⇒  𝑈. 𝑈 ⊆ 𝑈 
a𝜖𝑈ିଵ  ⇒ ∃ b 𝜖𝑈 ; a .b = e  
             ⇒ a = b-1 𝜖𝑈     [       b 𝜖𝑈     زيرا  ] 
             ⇒  𝑈ିଵ ⊆  𝑈   

)2 (⇐ )3(  
𝑢 𝜖𝑈 𝑈ିଵ  ⇒ ∃ 𝑢ଵ𝜖𝑈 ∧ 𝑢ଶ

ିଵ 𝜖 𝑈ିଵ;  𝑢 =  𝑢ଵ. 𝑢ଶ
ିଵ   

                      ⇒  𝑢ଵ 𝜖 𝑈 ⋀ 𝑢ଶ
ିଵ 𝜖 𝑈       [𝑈ିଵ ⊆ 𝑈 زيرا ]     

               ⇒  𝑢 = 𝑢ଵ . 𝑢ଶ
ିଵ 𝜖𝑈 . 𝑈  ⊆ 𝑈  ⇒  𝑈 . 𝑈ିଵ ⊆  𝑈 

3) (⇐ )1(  
) 3.1قضيه () 3(و ) 2(،  ) 1(اراي خواص د Uدر اينجا ما ثبوت مينمائيم كه 

  ميباشد
 𝑎, 𝑏𝜖𝑈 ⇒  𝑒 =  𝑏 . 𝑏ିଵ 𝜖𝑈. 𝑈ିଵ ⊆ 𝑈 
∀ 𝑏𝜖𝑈 , 𝑏ିଵ  =  𝑒 . 𝑏ିଵ 𝜖𝑈. 𝑈ିଵ ⊆ 𝑈  
𝑎 . 𝑏 =  𝑎(𝑏ିଵ)ିଵ 𝜖𝑈 . 𝑈ିଵ  ⊆ 𝑈  

  .است   Gيک گروپ فرعی از  Uثبوت شد که 
 : 3.15 مرينت 

( a )   م کهماميداني ( ℤ,   ثبوت نمايد که.  يک گروپ است   (+
⊆ 3 ℤ    + 3 ℤ 3 ℤ   3 ⊇  و ℤ  (3 ℤ )-1 است  

( b )  ما سيت فرعی𝑊: = {𝑥 ∈ ℝ │𝑥 >   ) ∗ℝ   (. ,را در گروپ { 0
  است⊇ W   W.W-1ثبوت نمايد که  .  درنظرميگيريم    

( c )   ثبوت نمايد که  3.7 با استفاده از ليماH={e,b,f,h} وپ فرعی ازگرD4    
  است
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گروپ های فرعی آن باشد   Vو  Uيک گروپ و   (. , G)اگر    :3.1 يادداشت  
يک گروپ فرعی  (U.V)يعنی  Vو U از   product Complexبصورت عموم 

  .را تشکيل نمی دهند  Gاز
گروپ . تحت مطالعه قرار ميدهيم  ديگر   بار را  3.5برای اين هدف ما مثال    

  .را طوری ذيل تعريف مينمائيم  Vو   Uهای فرعی 
U:=< f2 >={id , f2}  
V:=< f4 >={id , f4}  
U.V ={ id , f2 ,f4 , f2οf4} 
         ={ id , f2 , f4 , f3} 
   ⇒  𝑜𝑟𝑑(𝑈. 𝑉) = 4 

 4آن  (order)گروپ فرعی که مرتبه  S3نميتواند  Lagrangeنظر به قضيه 
 .است داشته باشد 

  :بعداً . گروپ های فرعی آن است  Vو Uيک گروپ و  (. , G)  : 3.8ليما 
⇐ 𝑈. 𝑉 =  𝑉 . 𝑈    UV  يک گروپ فرعی  ازG است  

 است  U U-1  ⊆  Uو  V V-1  ⊆   Vميدانيم که   3.7  نظر به ليما  :ثبوت 
 

(UV) . (UV)-1 = U V V-1 U-1 ⊆ U V U-1       
                     = V U U-1                  [نظر به فرضيه] 
                     ⊆  V .U = U . V                       
⇒ U . V   sub group  (گروپ فرعی  )   [  نظر به ليما    3.7   ] 

دو گروپ فرعی وقتی يک   Complex productاز ليما فوق نتيجه ميشود که  
  .باشد  گروپ فرعی رابوجود می آورد در صورتيکه يکی از آنها نورمال

 , 𝑒𝜖𝐺دو گروپ که دارای عناصر عينيت  (* ,G1)و   ( . ,G)     :3.15 قضيه 
e1𝜖G1 و  ميباشند𝜑:G→G1  يکG-Hom  بعدأ. است:  

( a )    V⊴ G1      ⇐      𝜑-1(V) ={a𝜖G⃓ 𝜑(a)𝜖V } ⊴G    

نيز نورمال   𝜑 -1(V)باشد در آن صورت هم چنان  G1نورمال در  Vيعنی اگر (
 ) است Gدر 

( b )          𝑘𝑒𝑟 𝜑 ⊴ 𝐺        ]   يعنیker 𝜑  نورمال درG   است[ 
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 ( c )      اگرφ  همsurjective   باشد د ر آن صورت : 

                                      N⊴G  ⇒   𝜑(N) ⊴ G1 

  )است  G1نورمال در  𝜑(𝑁)باشد در آنصورت  Gدر  نورمال Nيعنی اگر (

   است  Gيک گروپ فرعی از  𝜑-1(V)ميدانيم که  3.3 نظر به قضيه  : (a) ثبوت 

x𝜖 𝜑-1(V), a 𝜖 G   ⇒ 𝜑(x)𝜖V  , 𝜑(𝑎) 𝜖 G1 , 𝜑(𝑎ିଵ ) 𝜖 G1 

 ⇒ 𝜑(𝑎. 𝑥. 𝑎ିଵ) = 𝜑(𝑎) ∗ 𝜑(𝑥) ∗  𝜑(𝑎ିଵ)𝜖𝑉  [ V⊴ G1  [   زيرا 

 ⇒  𝑎. 𝑥. 𝑎ିଵ𝜖 𝜑ିଵ(𝑉)  

  ⇒  𝜑-1(V) (normal) نورمال      [ 3.6نظر به ليما  ] 

    :  ( b )ثبوت 

𝑎 𝜖 𝐺 , 𝑥 𝜖 𝑘𝑒𝑟𝜑 
 ⇒   𝜑(𝑥)  =  𝑒ଵ  
 ⇒  𝜑( a . x . a-1 )  = 𝜑(𝑎) ∗ 𝜑(𝑥) ∗  𝜑(𝑎ିଵ)  
                            = 𝜑(𝑎) ∗ 𝑒ଵ ∗  𝜑(𝑎ିଵ) = 𝑒ଵ 
 ⇒  𝑎. 𝑥. 𝑎ିଵ𝜖 𝑘𝑒𝑟𝜑  
 ⇒  𝑘𝑒𝑟𝜑 ⊴ 𝐺       [ 3.6نظر به ليما  ]  

  . است  G1يک گروپ فرعی از  3.3نظر به قضيه  𝜑(𝑁)   : (c)ثبوت 
𝑏𝜖𝐺1   ⇒  ∃ 𝑎𝜖𝐺 ;  𝜑(𝑎) = 𝑏       [surjective 𝜑 زيرا   ]  
            ⇒  ∀𝑥𝜖𝑁  ;  𝑏 𝜑(𝑥) b-1 = 𝜑(𝑎).∗ 𝜑(𝑥) ∗  𝜑(𝑎ିଵ) 
                                              = 𝜑( 𝑎 . 𝑥 . 𝑎ିଵ ) 

. 𝑎    3.6است پس نظر به ليما   Gدر  normal يک  N چون 𝑥 . 𝑎ିଵ𝜖𝑁  
 a.x.a-1𝜖𝑁   ⇒    b . 𝜑(x). b-1= 𝜑( a . x . a-1 ) 𝜖𝜑(𝑁) 

 .است  G1در   Normalيک  𝜑(𝑁)    3.6   در نتيجه نظر به  ليما 

, 𝐺  :  3.9  ليما  ∋e  ,يك گروپ   )  ( + 𝐺   عنصر عينيت وH    يك گروپ
∋x ،فرعي آن است 𝐺 . 
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.  𝑥ି𝟏:  بعدآ  𝐻 . 𝑥 = { 𝑥ିଵ. ℎ. 𝑥 |ℎ ∈ 𝐻}    يك گروپ فرعي ازG  است  
  :ثبوت 

e = x-1.e.x∈  𝑥ିଵ. 𝐻. 𝑥 
a,b∈  𝑥ିଵ. 𝐻. 𝑥  

⇒     ∃ ℎ , 𝑘 ∈ 𝐻 ; 𝑎 =  𝑥ିଵ. ℎ. 𝑥  ∧   𝑏 = 𝑥ିଵ. 𝑘. 𝑥  
    ⇒ a.b = (𝑥ିଵ. ℎ. 𝑥) (𝑥ିଵ. 𝑘. 𝑥) 
              =  𝑥ିଵ. ℎ 𝑥 . 𝑥ିଵ. 𝑘. 𝑥 =  𝑥ିଵ. ℎ𝑘𝑥  

⇒  a.b= 𝑥ିଵ . ℎ𝑘𝑥 ∈ 𝑥ିଵ. 𝐻. 𝑥   [گروپ فرعي 𝐻 و  ℎ , 𝑘 ∈ 𝐻 ] 
a = x-1.h.x   
  ⇒  a-1 = (x-1.(h.x) )-1 =  (hx)-1. (x-1)-1  = x-1.h-1.x 
  ⇒ 𝑎ିଵ ∈ 𝑥ିଵ. 𝐻. 𝑥         ൣيك گروپ فرعي H و ℎ ∈ 𝐻 زيرا ൧  

.𝑥ିଵدر نتيجه   𝐻. 𝑥   يك گروپ فرعي در    3.1نظربه قضيهG  است.  
∋a  عنصر عينت و e ،يك گروپ   (., G):  3.10 ليما 𝐺 سيت .است  CG(a) 

 :به شکل ذيل تعريف شده است
                         𝐶ீ(𝑎) = {𝑥 ∈ 𝐺|𝑥ିଵ. 𝑎. 𝑥 =  𝑎 }    

𝐶ீ(𝑎)    يك گروپ فرعي ازG است كه  a  نيز شامل آن ميباشد.  
  .استفاده ميكنيم  3.1براي ثبوت از قضيه  -:ثبوت 

 𝑒ିଵ . 𝑎 . 𝑒 = 𝑎 ⇒ 𝑒 ∈ 𝐶ீ(𝑎) 
⇒ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶ீ(𝑎)  ⇒ 𝑥ିଵ 𝑎 . 𝑥 = 𝑎 ∧   𝑦ିଵ . 𝑎. 𝑦 = 𝑎  
⇒(𝑥𝑦)ିଵ 𝑎  (𝑥𝑦) =  𝑦ିଵ . 𝑥ିଵ . 𝑎. 𝑥. 𝑦 = 𝑦ିଵ 𝑎 𝑦 = 𝑎 
⇒ 𝑥𝑦 ∈  𝐶ீ(𝑎) 
x∈  𝐶ீ(𝑎) ⇒  𝑥ିଵ 𝑎 . 𝑥 = 𝑎 
a =𝑥. 𝑥ିଵ 𝑎 . 𝑥. 𝑥ିଵ =  𝑥. 𝑎. . 𝑥ିଵ = (𝑥ିଵ)ିଵ . 𝑎 .( 𝑥ିଵ) 
⇒  𝑥ିଵ ∈  𝐶ீ(𝑎) 

   centralizerبنام   𝐶ீ(𝑎)  .است  Gيك گروپ فرعي از  𝐶ீ(𝑎) ثبوت شد كه 
  يادميشود  Gدر   aاز 

𝐶 ஽రگروپ فرعی    3.10بااستفاده از ليما   ميخواهيم   :مثال
 (c)      رادريافت

  نمايم
                     } 𝐶 ஽ర

 (𝑐)   = {𝑥 ∈  𝐷ସ|𝑥ିଵ. 𝑐. 𝑥 =  𝑐   
 e-1.c.e = e.c.e = c       ⟹  e∈ 𝐶 ஽ర

 (c)   
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 a-1.c.a = c.c.a = b.a = c       ⟹  𝑎 ∈ 𝐶 ஽ర
 (c)   

b-1.c.b = b.c.b = a.b = c       ⟹  𝑏 ∈ 𝐶 ஽ర
 (c)   

c-1.c.c = a.c.c = e.c = c       ⟹  𝑐 ∈ 𝐶 ஽ర
 (c)   

d-1.c.d = d.c.d = f.d = a      ⟹  𝑑 ∉  𝐶 ஽ర
 (c)   

𝐶 ஽ర شامل  f,g,hهمچنان  
 (c)  يعنی. نيستند   :f,g,h  ∉  𝐶 ஽ర

 (c)   
𝐶 ஽ర     =  { e,a,b,c}درنتيجه      

 (c) 
را در  H:= {e,h}   گروپ فرعی (.,D4)ما درگروپ  :  3.16 تمرين

𝑎 برای 3.9بااستفاده از ليما  . نظرميگيريم ∈ 𝐷ସ  گروپ فرعی  
   U:={a-1.H.a } رادريافت نمايد  
   3.10بااستفاده از ليما   :3.17 رينمت 

( a )  گروپ فرعی𝐶 ஽ర
 (h)    رادريافت نمايد 

( b )  گروپ فرعی 𝐶 ௌయ
 ( f3 )   رادريافت نمايد 

( c )  گروپ فرعی 𝐶 ொఴ
 ( g )   رادريافت نمايد 

∋e  و يك گروپ  ( .,G) :3.14تعريف  𝐺 ان است عنصر عينيت.  
 ( a )  x∈ 𝐺   بنام central  ويا self-conjugate   ياد ميشود، درصورتکه     

𝑥ିଵ 𝑎 . 𝑥 = 𝑎  صدق کند  
( b )   كه  ت تمامي عناصريس central  درG   باشد بنام centre ) از ) مركز

G  ياد ميشود وماآن را بهZ(G)  نشان ميدهيم يعني: 
  

Z(G):= {x∈ 𝐺 | 𝑥ିଵ 𝑎 . 𝑥 = 𝑎      ∀ 𝑎 ∈ 𝐺} 
        = { x∈ 𝐺 | 𝑎 . 𝑥 = 𝑥𝑎        ∀ 𝑎 ∈ 𝐺} 

  است   Z(G)=Gباشد در ان صورت  (commutative)يك گروپ تبديلي  G اگر

,𝐷ସ)درگروپ     3.8 :مثال . از )  مركز ( centre     {e,b}گروپ فرعي    (
 𝐷ସ است يعني:  

 Z(𝐷ସ) = {𝑒, 𝑏} 
  :زيرا 

∀ 𝑥 ∈ 𝐷ସ ; 𝑒ିଵ 𝑥 . 𝑒 = 𝑥  ⇒ 𝑒 ∈ Z(𝐷ସ)   
   𝑏ିଵ . 𝑎 . 𝑏 = 𝑏. 𝑎. 𝑏 = 𝑐. 𝑏 = 𝑎 
   𝑏ିଵ . 𝑐 . 𝑏 = 𝑏. 𝑐. 𝑏 = 𝑐  
   𝑏ିଵ . 𝑑 . 𝑏 = 𝑏. 𝑑. 𝑏 = 𝑔. 𝑏 = 𝑑  
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  :پس. نيز صدق ميکند f,g,hبه همين شكل اگر ادامه داده شود ديده ميشود كه برای 
         ∀ 𝑥 ∈ 𝐷ସ ; 𝑏ିଵ . 𝑥 . 𝑏 = 𝑥 ⇒ 𝑏 ∈ 𝑍(𝐷ସ) 

Z(𝐷ସ)در نتيجه  = {𝑒, 𝑏} 
يك گروپ فرعي  Z(𝐺)درنصورت  ، باشديك گروپ  (. , G) راگ : 3.16 قضيه  

  . است Gاز 
  .استفاده مينمائيم   3.1 براي ثبوت از قضيه  -:ثبوت 

 ∀ 𝑥 ∈ 𝐺 ; 𝑒ିଵ . 𝑥 . 𝑒 = 𝑥  ⇒ 𝑒 ∈ 𝑍(𝐺) 

x,y∈ 𝑍(𝐺) ⇒ 𝑥ିଵ 𝑎 . 𝑥 = 𝑎  ∧   𝑦ିଵ . 𝑎 . 𝑦 = 𝑎        ∀ 𝑎 ∈ 𝐺  

   ⇒ x,y∈ 𝐶ீ(𝑎)   ∀ 𝑎 ∈ 𝐺      [3.10  درليما 𝐶ீ(𝑎)] 

   ⇒  𝑥. 𝑦 , 𝑥ିଵ ∈ 𝐶ீ(𝑎)    ൣيك گروپ فرعي 𝐶ீ(𝑎) زيرا ൧ 

   ⇒  (x.y)-1 . a . (x.y)  = a   ∧  ( x-1)-1 .a . x-1 =  a    ∀ 𝑎 ∈ 𝐺 

   ⇒ 𝑥. 𝑦 , 𝑥ିଵ ∈ 𝑍(𝐺)         
  . است  Gيك گروپ فرعي از  Z(G)ثبوت شد كه 

   را طوري تعريف مينمائيم  AutGماسيت  ( .,G) براي يك گروپ   3.15 :تعريف

AutG ={f:G→ 𝐺| 𝑓  𝐺 − 𝐴𝑢𝑡𝑜𝑚} 

AutG   نظر به تركيب تابع(mapping composition)   يك
وعنصر معكوس  Idگروپ است كه عنصر عينيت آن تابع 

 f ∈AutG ت از تابع عبارf   (AutG , o)ماآنرا به   .ميباشد   𝟏ି
  .نشان ميدهيم 

  :يك گروپ است بعدآ   (., G)  : 17 .3 قضيه  
( a )   در بينG وAuto(G )     گروپ هومورفيزم   يك𝜑  موجود است  

)  ( b ) 𝜑  ker(  در عين زمانZ(G)   ) يعنيcentre  )  از  ))مركزG  است  
∋ gا براي م  (a)  ثبوت  𝐺  تابعφ  ذيل را تعريف مينمائيم.  

 𝜑 ∶ 𝐺 ⟶  𝐴𝑢𝑡 𝐺  
         g ⟼  𝜑(𝑔) 
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  .را به شكل ذيل تعريف مينمائيم  𝜑(𝑔) حالا 
             𝜑(𝑔): 𝐺 ⟶  𝐺 
                      a ⟼ 𝑔 . 𝑎𝑔ିଵ 

  . است  G-Automيك  𝜑(𝑔)بايد ثبوت شود كه 
 𝝋(𝒈) يكG-Hom  ت اس :  

𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺  
 𝜑(𝑔)(𝑎𝑏) =  𝑔 𝑎 𝑏 𝑔ିଵ = 𝑔. 𝑎𝑔ିଵg . bg-1     
                 = (𝑔𝑎𝑔ିଵ). (𝑔𝑏𝑔ିଵ) 
                =(𝜑(𝑔)(𝑎)) . (𝜑(𝑔)(𝑏)) 
  ⇒ 𝜑(𝑔)   𝐺 − 𝐻𝑜𝑚 

𝝋(𝒈)  يک injective  :  
a∈ 𝑘𝑒𝑟൫𝜑(𝑔)൯ ⇒ 𝜑(𝑔)(𝑎) = 𝑒 = 𝑔. 𝑎. 𝑔ିଵ 
                      ⇒ 𝑔ିଵ . 𝑒𝑔 = 𝑎 ⇒   𝑎 = 𝑒 

ker(𝜑(𝑔))چون  = {𝒆} تابع  2.3نظر به قضيه  است پسφ(g)  يكinjective 
 .است  

𝝋(𝒈)   يكsurjective   :  

x∈ 𝐺 , 𝜑(𝑔)(𝑥) = 𝑔 𝑥 𝑔ିଵ; 𝑦 ≔ 𝑔 𝑥 𝑔ିଵ   ⇒ 𝑥 =  𝑔ିଵy g  
 𝜑(𝑔)(𝑥) = 𝜑(𝑔)(𝑔ିଵ𝑦 𝑔 ) = 𝑔(𝑔ିଵ𝑦 𝑔 )𝑔ିଵ = 𝑒. 𝑦. 𝑒 = 𝑦 
   ⇒  𝜑(𝑔)    𝑠𝑢𝑟𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒   

𝜑(𝑔)   در نتيجه ∈ 𝐴u𝑡 𝐺 .   حالا ما ثبوت مينمائيم كه𝝋    يكG-Hom  است.  
g,h∈ 𝐺 
⇒  ∀ 𝑎 ∈ 𝐺 ;  𝜑(𝑔ℎ)(𝑎) = (𝑔ℎ). 𝑎 . (𝑔ℎ)ିଵ  
                                    = (gh).a.(h-1 g-1)  =  g(h a ℎିଵ)𝑔ିଵ  
                                    = 𝜑(𝑔) (hah-1)  =  𝜑(𝑔)൫𝜑(ℎ)(𝑎)൯   

                                    =  𝜑(𝑔)𝑜 𝜑൫ℎ(𝑎)൯ 

  ⇒ 𝜑(𝑔ℎ) =  𝜑(𝑔)𝑜 𝜑(ℎ) 

   ( b )    ثبوت
g∈ker𝜑 ⇔ 𝜑(𝑔) = 𝑖𝑑ீ   , 𝜑(𝑔)(𝑥) = 𝑥     ∀ 𝑥 ∈ 𝐺  
             ⇔ 𝑔𝑥𝑔ିଵ = 𝑥     ∀ 𝑥 ∈ 𝐺 
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             ⇔ 𝑔𝑥 = 𝑥𝑔      ∀ 𝑥  ∈ 𝐺        ⇔ 𝑔 ∈ 𝑍(𝐺) 

 (Normal)يک گروپ فرعی نورمال  Nيک گروپ و  (., G) : 3.1 6تعريف 
   𝐺/𝑁را به  Gدر  Nاز  left-cosetتمامی ) مجموعه(set ما  .است Gدر 

 :يعنی .نشان ميدهيم 
𝐺/𝑁 ∶=  {𝑎. 𝑁 ⃓ 𝑎𝜖𝐺}  

𝐺/𝑁    راG  مودلو(modulo) N  ميگويند. 
. است  Gيک گروپ فرعی نورمال در  Nيک گروپ و    (., G)  3.18 :قضيه 

 :بعدآ 
( a )   𝐺/𝑁   با رابطه دوگانه ذيل يک گروپ است: 

  . ∶  𝐺/𝑁 𝑥 𝐺/𝑁  →  𝐺/𝑁         
     (𝑎𝑁 , 𝑏𝑁)  → (𝑎𝑁). (𝑏𝑁) = 𝑎. 𝑏𝑁  

|𝐺/𝑁 | = [G:N]                ( b ) 
( c )  اگر ما بالایG  و  (𝐺/𝑁 ,.) تعريف نمائيم  را تابع ذيل:  

𝜑: 𝐺 →  𝐺/𝑁  
     𝑎 ↦ 𝑎 𝑁 

  :بعدآ 
         (i)φ  يکG-Hom  وsurjective   است . 

𝑘𝑒𝑟𝜑 = 𝑁        (ii) 
:پس برای  ، تيک گروپ فرعی نورمال اس  Nچون   :(a)ثبوت  𝑎 , 𝑏 𝜖 𝐺 

𝑎𝑁 =  𝑁𝑎      ⋀   𝑏𝑁 = 𝑁𝑏  

 ⇒ (𝑎𝑁). (𝑏𝑁)  =  𝑎(𝑁𝑏)𝑁 =  𝑎(𝑏𝑁 )𝑁 =  𝑎. 𝑏 𝑁𝑁   
𝑁𝑁  ميدانيم که 73.نظربه ليما   ⊆ 𝑁  رگازجانب دي. است: 

𝑛𝜖𝑁 ⇒  𝑛 =  𝑒 . 𝑛 𝜖 𝑁𝑁  ⇒  𝑁 ⊆ 𝑁𝑁                                                                    
  است N.N = Nدرنتيجه    

(𝑎 𝑁). (𝑏 𝑁)  =  𝑎 𝑏 𝑁 𝑁 =  𝑎 𝑏 𝑁 𝜖 𝐺 ∕ 𝑁  
  يک ساختمانی الجبری دارد  (., 𝐺/𝑁)پس 

  از طرف ديگر 
N(a N) =a NN=a N 
  (a-1N)(a N)= a-1 (Na N) = a-1 (aN )  = (a.a-1)N= e . N =N 

  است  a-1N عنصر aNو معکوس  Nارای عينيت د  𝐺/𝑁از اين نتيجه ميشود که 
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 𝜖 𝐺 a,b,cزيرا  برای     .خاصيت اتحادی صدق ميکند
(𝑎 𝑁). (𝑏 𝑁 . 𝑐𝑁) =  (𝑎 𝑁) (𝑏(𝑁𝑐). 𝑁 = (𝑎𝑁)𝑏(𝑐𝑁). 𝑁 
                          = (aN)(bc)N.N= (𝑎 𝑁)(𝑏 𝑐 𝑁) 
                          =  𝑎(𝑁 𝑏 𝑐)𝑁  =  𝑎. (𝑏 𝑐 𝑁𝑁) 
                          = (𝑎 𝑏 𝑐)𝑁. 𝑁 =  𝑎 𝑏 𝑐 𝑁 
 (𝑎𝑁 . 𝑏𝑁). 𝑐𝑁 = (𝑎(𝑁𝑏)𝑁). 𝑐𝑁 =  (𝑎𝑏𝑁. 𝑁). 𝑐𝑁 
                      =  (𝑎𝑏𝑁). 𝑐𝑁  = 𝑎𝑏(𝑁𝑐). 𝑁 = 𝑎𝑏(𝑐𝑁). 𝑁 
                      = (𝑎𝑏𝑐) 𝑁𝑁 = 𝑎𝑏𝑐𝑁         

𝐺/𝑁    بنام گروپ فکتوری(factor group)  ازG  نظر بهN   ياد ميشود.  
  .صدق ميکند  [G:N]نظر به تعريف    :(b)ثبوت 
      :(c) ( 𝒊)ثبوت 

𝑎, 𝑏 𝜖 𝐺 ;  𝜑(𝑎𝑏) =  𝑎 𝑏 𝑁 = (𝑎𝑁)(𝑏𝑁)     
                        = 𝜑(𝑎) . 𝜑 (𝑏)  ⇒  𝜑    𝐺 − 𝐻𝑜𝑚 ⇒    (𝑖) 

𝜑 𝜑 (a)=aN : surjective  اين معنی را دارد که هرLeft-coset  به حيث
  .می آيد  φتحت ) ياتصوير (نقش 

    :(c) (𝒊𝒊)ثبوت 
𝑎𝜖 𝑘𝑒𝑟𝜑   ⇒  𝜑(𝑎) = 𝑁   ⋀   𝜑(𝑎) =  𝑎. 𝑁  
                ⇒   𝑁 =  𝑎 𝑁   ⇒  𝑎 𝜖 𝑁      [    [ 3.11نظر به قضيه 
                ⇒  𝑘𝑒𝑟 𝜑 ⊆  𝑁  
𝑎𝜖𝑁 ⇒  𝑁 =  𝑎 𝑁 =  𝜑(𝑎)  ⇒   𝑎 𝜖 𝑘𝑒𝑟 𝜑 ⇒  𝑁 ⊆  𝑘𝑒𝑟 𝜑  

= 𝑘𝑒𝑟 𝜑در نتيجه  𝑁  .   𝜑  بنامcanonical Epimorphysm  ياد ميشود.  
. است  {e,b}آن مساوي به  (center)ديديم كه مركز  D4مادرگروپ  : 3.9 مثال

 Z(D4)={e,b}يعني 
آنرا   (factor group)يتوانيم فكتور گروپ م،پس نورمال نيز است  Z(D4)چون 

به اين معني كه تمامي . نظر به قضيه گذشته تشكيل دهيم )  D4/ Z(D4)يعني (
left-coset  هايZ(D4) نظر بهD4   را در نظر ميگيريم.  

E:= Z(D4) ={e,b} 

A:= Z(D4) . a = {e,b} .a = {a , ba }={a , c} 

     = Z(D4) .c   = {a ,c } 

B:= Z(D4) . d ={e,b } . d = {d , bd}= {d ,g } 
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      = Z(D4) . g = { g,d} 

C:= Z(D4) . f = {e,b} .f = {f , bf }= { f ,h} 

     = Z(D4).h = {h , f } 

روپ ان  گ پس فکتور. چهار است  Z(D4)نظر به  D4روپ گدر  left-cosetتعداد 

D4/ Z(D4)={ E ,A , B , C }   و E= Z(D4) ان است  نيتعنصرعي  

   ቤ𝐷ସ
𝑍(𝐷ସ)ൗ ቤ =   [ 𝐷ସ: 𝑍(𝐷ସ)]  = 4    

 :جدول کيلی ان شکل ذيل را دارد

 

 

 

 

  

 

  :بطور مثال  فوق در جدول

A.B = 𝑍(𝐷ସ). 𝑎   𝑍(𝐷ସ) . 𝑑 = (𝑍(𝐷ସ)). (𝑍(𝐷ସ))𝑎. 𝑑 

                        =  𝑍(𝐷ସ) 𝑎. 𝑑   = 𝑍(𝐷ସ) . 𝑓 = 𝐶   

A.A  = 𝑍(𝐷ସ). 𝑎. 𝑍(𝐷ସ) . 𝑎  =𝑍(𝐷ସ). 𝑍(𝐷ସ). 𝑎. 𝑎 

       = 𝑍(𝐷ସ) . 𝑏 = 𝑍(𝐷ସ) = 𝐸          [ 3.11 نظربه قصيه  ] 

  (.,D4)رادر گروپ   N:= {e,a,b,c}ماگروپ فرعی نورمال  :  3.18 تمرين
  درنظرميگيريم

( a )   گروپ فکتوریFactor Group ) (  (𝐺/𝑁 ,.)  رادريافت نمايد 
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( b )  گروپ𝐺/𝑁     را به شکل جدول کيلی (cayley table ) نشان دهيد 
 نشان ميدهيم  Gرابه    (.,Q8)  گروپما   : 3.19تمرين
( a )    ثبوت نمايد کهZ(G) = {e,a}  است  
( b )   تمامیleft-coset   هایG   نظربهZ(G)  رادريافت نمايد  
( c )  ثبوت نمايد که:  

G = Z(G) ∪  Z(G).b ∪ Z(G). d ∪ Z(G).g 
( d )        G∕Z(G) کيلی انرا نشان دهيد جدولرا دريافت نمايد وبه  

 
   :  3.11  ليما 

 .  استپس يک گروپ فرعی نورمال  تقاطع گروپ های فرعی نورمال  ( 1 )

( 2 )  (G ,.)  يک گروپ وU و  يک گروپ فرعی N رمال نو گروپ فرعی  
  :بعدآ. است  Gدر 

( a )  UN در  گروپ فرعیG   است  

( b )  U ∩ N   نورمال درU  يعنی( است :    U ∩ N ⊴U   ( 

( c )  N   نورمال درUN   يعنی( است  : N ⊴UN  ( 

  داشته باشيم که   eدارای عنصرعينيت  ( . ,G)اگر ما يک گروپ :   (1)ثبوت  
:  ={1,2, . . . ,n}  )   i 𝜖𝐼  (    Ni    نورمال  درG باشند .  

N ≔∩௜ఢூ N௜ 
 Nثبوت کرديم که      3.2در ليما . است  Gنورمال در   Nما  ثبوت می نمائيم که 
  يک گروپ فرعی است

   𝜖 G a 
𝑔 𝜖 𝑎 𝑁  
 ⇒  ∃ ℎ 𝜖 𝑁 ;  𝑔 = 𝑎 . ℎ ⇒  𝑎 . ℎ𝜖 𝑎 𝑁௜        ( ∀ 𝑖 𝜖𝐼 )  
 ⇒ 𝑎 . ℎ =  ℎ . 𝑎  𝜖 𝑁௜  . 𝑎    (  ∀ 𝑖 𝜖𝐼  )  [    نورمال اند   Ni  زيرا  ] 
 ⇒ 𝑎. 𝑁 ⊆ 𝑁. 𝑎 

. 𝑁به همين شکل ميتوان ثبوت کرد که  𝑎 ⊆ 𝑎 . 𝑁  است 
.𝑎  در نتيجه 𝑁 = 𝑁. 𝑎  پس    .ميباشدN   نورمال درG  است.  

 : ( 2 )ثبوت 
  ( a )  : 
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 X, 𝑦 ∈ 𝑈𝑁  ⟹  ∃ 𝑎ଵ, 𝑎ଶ ∈ 𝑈  ∧   ∃ 𝑏ଵ, 𝑏ଶ ∈ 𝑁 ;    𝑥 =   𝑎ଵ. 𝑏ଵ 
 ∧   𝑦 =   𝑎ଶ. 𝑏ଶ  

  ⟹    x. y =  𝑎ଵ. 𝑏ଵ. 𝑎ଶ. 𝑏ଶ =  𝑎ଵ. 𝑎ଶ. 𝑏ଵ. 𝑏ଶ     [ نورمال    N  زيرا  ] 
  :اند، پس فرعی های گروپ  Uو   Nچون  

𝑎ଵ. 𝑎ଶ ∈ 𝑈    ∧     𝑏ଵ. 𝑏ଶ ∈ 𝑁   ⟹ x. y ∈ 𝑈𝑁 

𝑥 =  𝑎ଵ. 𝑏ଵ  ⟹  𝑥ିଵ = ( 𝑎ଵ. 𝑏ଵ)ିଵ  =  𝑏ଵ
ିଵ. 𝑎ଵ

ିଵ  
                              =  𝑎ଵ

ିଵ. 𝑏ଵ
ିଵ        [    نورمال N  زيرا  ] 

  :اند، پس فرعی های گروپ  Uو   Nچون  
𝑎ଵ

ିଵ ∈ 𝑈    ∧    𝑏ଵ
ିଵ ∈ 𝑁   ⟹    𝑥ିଵ =   𝑎ଵ

ିଵ. 𝑏ଵ
ିଵ ∈ 𝑈𝑁  

  .است  Gدر  فرعی گروپ    3.1نظر به قضيه    UN درنتيجه
  ( b )  :   ماميدانيم کهU ∩ N  در  فرعی گروپيکU  است . 

  :بايد ثبوت شود  3.6نظر به ليما 
∀𝑎𝜖𝑈 ⟹  𝑎. U ∩ N 𝑎ିଵ ⊆  U ∩ N 
 
aϵU ,   xϵ 𝑎. U ∩ N 𝑎ିଵ   
⟹   ∃ 𝑏ϵU ∩ N ;   x =  𝑎. 𝑏 𝑎ିଵ 
                            =  𝑏 a. 𝑎ିଵ = b     [  𝑏 ∈ 𝑁   نورمال  و  N  زيرا  ] 
⟹   x ϵU ∩ N   ⟹    𝑎. U ∩ N 𝑎ିଵ ⊆  U ∩ N    

Uثبوت شد که      ∩ N     نورمال درU  است. 
  ( c )  :  بايد ثبوت شود  3.6نظر به ليما:  

∀𝑥𝜖𝑈𝑁 ⟹ 𝑥. N 𝑥ିଵ ⊆  N 
xϵUN ,   yϵ 𝑥. N 𝑥ିଵ   
⟹ ( ∃ 𝑎ϵU , bϵN ;   x =  𝑎. 𝑏  )  ∧   ( ∃ 𝑠ϵN ;   y =  𝑥. s 𝑥ିଵ  
⟹   y =  𝑥. s 𝑥ିଵ =  𝑎. 𝑏. 𝑠. (𝑎𝑏)ିଵ  = a. b. s. bିଵ. aିଵ  
            =   a. b.  bିଵ. aିଵ . s           [  𝑠 ∈ 𝑁   نورمال  و   N  زيرا  ] 
         =   a. e. aିଵ . s = e. s = s ∈ 𝑁  
⟹     𝑥. N 𝑥ିଵ ⊆  N    

  .است   UNنورمال در     Nثبوت شد که    
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   )group homomorphism of Theorem(:  3.19قضيه 
(G,.)  و(G1 ,*)  دوگروپ داراي عناصرعينيتe∈ 𝐺 , e1∈ 𝐺ଵ  و

𝜑: 𝐺 → 𝐺ଵ يك  G-Hom تابع ذيل يک  بعدآ. استG-Isom است  . 
 𝜑ି ∶ 𝐺/𝑘𝑒𝑟𝜑 → 𝜑(𝐺)  
           a.ker𝜑 → 𝜑(𝑎) 

بايکديگر ايزومورف    𝜑ିنظر  𝜑(𝐺)و گروپ  G/ker𝜑يعنی گروپ فکتوری 
(Isomorph)    يعنی (اند:   G/ker𝜑 ≅ 𝜑(𝐺)   (  

يك گروپ فرعي نورمال وهم چنان  ker𝜑ميدانيم كه  53.1نظر به قضيه   :ثبوت 
𝜑(𝐺)  پس لهذا تعريف . يك گروپ فرعي است  3.3نظر به𝜑ି درست است. 

a,b∈ G    

 𝑎. 𝑘𝑒𝑟𝜑 , 𝑏. 𝑘𝑒𝑟𝜑 ∈ 𝐺/𝑘𝑒𝑟𝜑 

𝜑ି(𝑎. 𝑘𝑒𝑟𝜑) =  𝜑ି(𝑏. 𝑘𝑒𝑟𝜑)  ⇒  𝜑(𝑎) = 𝜑(𝑏) 

 ⇒ 𝜑(𝑎) =  𝜑(𝑏) ∗  𝑒ଵ ⇒ 𝜑(𝑏)ିଵ ∗ 𝜑(𝑎) = 𝑒ଵ 

 ⇒ 𝜑(𝑏)ିଵ ∗  𝜑(𝑎) =  𝜑(𝑏ିଵ . 𝑎) = 𝑒ଵ  ⇒  𝑏ିଵ. 𝑎 ∈ 𝑘𝑒𝑟 𝜑                           

  ⇒ a. ker 𝜑 = 𝑏. 𝑘𝑒𝑟𝜑    ൣ3.11 نظر به قضيه ൧ 

  ⇒ 𝜑ି      𝑖𝑛𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒  

𝜑ି(𝐺/𝑘𝑒𝑟𝜑)كه  ميتوان نوشت𝜑ି نظر به تعريف   =  𝜑(𝐺) است.  

  .است   surjectiveهم   𝜑ି درنتيجه

𝝋ି      يکG-Hom  : 
  :پس ميتوان نوشت. نورمال است 𝑘𝑒𝑟𝜑چون 

𝜑ି൫ (𝑎. 𝑘𝑒𝑟𝜑). (𝑏 𝑘𝑒𝑟𝜑)൯ = 𝜑ି൫𝑎𝑏 (𝑘𝑒𝑟𝜑. 𝑘𝑒𝑟𝜑)൯  
                                       = 𝜑ି(𝑎𝑏𝑘𝑒𝑟𝜑) 
                                       =  𝜑(𝑎. 𝑏) =    𝜑(𝑎)  ∗  𝜑(𝑏) 
   ⇒ 𝜑ି   G-Hom 

  G∕ ker 𝜑 ≅  𝜑(𝐺)يعنی . تاس G_Isomيک  𝜑ି  در نتيجه 
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  ) A3.19 :  )group isomomorphism   of theorem-قضيه 
(G ,.)  يک گروپ، U و  يک گروپ فرعی N نورمال در  گروپ فرعیG است .

𝑈/U  بعدآ ∩ N    و𝑈𝑁/N  يعنی. روپ ايزومورف اندگر گباهم دي :   
  

𝑈𝑁/N ≅ 𝑈/U ∩ N 
 

 :است  G-Hom نيزتابع ذيل  3.18 قضيه نظربه  : ثبوت
   𝜑: 𝑈 ⟶  𝐺/𝑁  
       𝑎 ⟼ 𝑎 𝑁 

 
𝜑(𝑈) =  { uN |u ∈ U } 
         =  { uvN |u ∈ U, v ∈ N}      [3.11 نظر به قضيه   ]    
         = 𝑈𝑁/N             [𝜑   نظر به   تعريف   ]    

u ∈ ker𝜑 ⟹ u ∈ U ∧  N =  𝜑(𝑢) = 𝑢𝑁  
                ⟹   u ∈ N    [3.11 نظر به قضيه   ]  
                ⟹  u∈ U ∩ N  
u∈ U ∩ N ⟹   u ∈ U ∧   u ∈ N  ⟹   𝜑(𝑢) = 𝑢𝑁 = 𝑁 
                ⟹  u ∈ ker𝜑 

ker𝜑: درنتيجه =  U ∩ N  
 :است  G-Isomتابع ذيل    3.19نظربه قضيه 

    𝜑ି ∶ 𝐺/𝑘𝑒𝑟𝜑 ⟶ 𝜑(𝐺) 
                 a.ker𝜑 ⟼ 𝜑(𝑎) 

Uو  UNنورمال در  G  ،Nگرپ فرعی در  UNت شد که ثبو 3.11ليمادر ∩ N 
𝜑(𝑈)علاوه بران  . است  Uنورمال در =  𝑈𝑁/N  وker𝜑 =  U ∩ N است.  

  يعنی تابع ذيل يک. نيز صدق ميکند  Uبالای گرپ فرعی  3.19پس قضيه 
 G-Isom  است  

 𝜑ି ∶ 𝑈/U ∩ N ⟶ 𝜑(𝑈)  
           a.ker𝜑 ⟼ 𝜑(𝑎) 

𝜑(𝑈)چون    ≅ 𝑈/U ∩ N   و𝜑(𝑈) = 𝑈𝑁/N درنتيجه. است: 

𝑈𝑁/N  ≅ 𝑈/U ∩ N 
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𝑛 ℤ  سيت nϵℕ ماميدانيم كه براي :ياداشت  = { 𝑛 . 𝑘 | 𝑘𝜖 ℤ}  يك گروپ فرعي
, ℤ)از  , ℤ)چون. است  (+ است پس   ) ( Commutativeيك گروپ تبديلي  (+

𝑛 ℤ  يك گروپ فرعي نورمال است.  

,  :3.1 7تعريف  𝑎𝜖 ℤ     ≠ nϵℕ  0   
𝑎 +  𝑛 ℤ ∶=  {𝑎 + 𝑛𝑘 ⃓ 𝑘𝜖 ℤ} 

n ℤ + a کلاس باقيمانده رابنامcongruence class)  ( يا 
 ) class  ( residue  ازa نظر به مودول (modulo) n  ياد ميشود. 

در  ، a+n ℤ = b+n ℤيعنی  .دندرعين کلاس باقيمانده باش a,𝑏𝜖 ℤاگردوعدد 
ياد ميکند وبه  n  (modulo)نظربه مودولو  bبه  congrouentرا  aآنصورت 

 .نوشته ميشود   a ≡ b (mod n)شکل 
باقي بماند آنرا  rشود و  nتقسيم بر  aبصورت عموم ميتوان گفت که اگر يک عدد 

  𝑎 ≡ r (mod n)       0 ≤ r < n  :طوري مينويسند  moduloبشكل 
 aϵ ℤ (residue class or congruence class)ما کلاس های باقيمانده 

  :يعنی . نشان ميدهيم     𝑎തرا به    n  (modulo)ر به مودولو نظ
𝑎ത  = a + n ℤ ={ a+nk |  kϵ ℤ }  

 : مثال
8 mod 3 :      8 = 2.3 + 2   ⇒  8 mod 3 = 2                   
                                          ⇒  8 ≡ 2 (mod 3) 
-8 mod 3 :    - 8 = (-3).3  + 1    ⇒  - 8 mod 3 = 1  
                                                    ⇒  -8 ≡ 1 (mod 3) 
18 mod 5:     18 = 3.5 + 3  ⇒  18 mod 5 = 3  
                                             ⇒   18 ≡ 3 (mod 5) 
-18 mod 5:    -18 = (-4).5 + 2  ⇒  -18 mod 5 = 2   
                                                   ⇒   -18 ≡ 2 (mod 5) 
14≡ 2 (mod 6)  ,  12≡ 0 (mod 6)  ,  
13≡ 3 (mod 5)  ,   26≡ 1 (mod 5) 

 افادهای ذيل بايکديگرمعادل اند   nϵℕ  0 ≠و a,b  𝜖  ℤبرای   : 3.12  ليما
( 1 )      𝑎 ≡ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)          
( 2 )   𝑎 + 𝑛 ℤ =  𝑏 + 𝑛 ℤ   
( 3 )  𝑎 − 𝑏 𝜖 𝑛 ℤ  
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   يعنی . تقسيم شود باقيمانده مساوی دارند nذريعه  a,bاگر    ( 4 )
a = q1.n + r1    ∧     b = q2.n + r2   ⟹  r1  = r2 

  :ثبوت
( 2 )  ⟸ 𝑎ميخواهيم ثبوت نمايم که  :   ( 𝟏 ) + 𝑛 ℤ =  𝑏 + 𝑛 ℤ  است  

   h 𝜖 𝑎 + 𝑛 ℤ  ⟹ ∃  k 𝜖 ℤ ; h = a + k.n 
  :ازجانب ديگر

   𝑎 ≡ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)     ⟹ ∃  q 𝜖 ℤ ; a =   q.n + b 
  پس

   h = a + k.n = q.n + b + k.n = b + (q+k).n𝜖 (𝑏 + 𝑛ℤ)  
  ⟹  𝑎 + 𝑛 ℤ ⊆   𝑏 + 𝑛 ℤ 

𝑏به همين ترتيت ميتوان ثبوت نمود که     + 𝑛 ℤ ⊆    𝑎 + 𝑛 ℤ 
( 1 )  ⟸ ( 𝟐 )   : 

a + 𝑛 ℤ = 𝑏 + 𝑛 ℤ   ⟹ ∃  𝑞ଵ, 𝑞ଶ 𝜖 ℤ ;   a + q1.n  = b + q2.n 
  ⟹  a =    (q2 – q1)n + b  
                             ⟹ 𝑎 ≡ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑛) 

( 3 )  ⟸ ( 𝟐 ) : 
  h𝜖 𝑎 + 𝑛 ℤ =   𝑏 + 𝑛 ℤ  
  ⟹ ∃  𝑞ଵ, 𝑞ଶ 𝜖 ℤ ; h =  a + q1.n  = b + q2.n 
  ⟹  a – b = q2.n - q1.n  = (q2 - q1)n 𝜖 𝑛 ℤ 

( 2 )  ⟸ ( 𝟑 ) : 
h 𝜖 𝑎 + 𝑛 ℤ  ⟹ ∃  q 𝜖 ℤ ; h = a + q.n 

  :ازجانب ديگر
a - b𝜖 𝑛ℤ   ⟹ ∃  k 𝜖 ℤ ; a - b = k.n  ⟹  a =  b + k.n 
                    ⟹ h = a + q.n = b + k.n + q.n  
                             = b + (k+q).n 𝜖 𝑏 + 𝑛ℤ 
                ⟹   𝑎 + 𝑛 ℤ ⊆   𝑏 + 𝑛 ℤ 

𝑏به همين ترتيت ميتوان ثبوت نمود که     + 𝑛 ℤ ⊆    𝑎 + 𝑛 ℤ پس. است  
𝑏 + 𝑛 ℤ =   𝑎 + 𝑛 ℤ ⟹ ( 2 ) 

( 4 )  ⟸ ( 𝟏 ) :  
    𝑎 ≡ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑛)  ⟹  ∃   𝑞 𝜖 ℤ ; a = qn + b 

و  aديده ميشود که . است b = 0.n + bپس  . است  b < nازجانب ديگر چون  
b مانده مساوی دارندباقي  
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 به همين شکل ميتوان افادهای ديگررا ثبوت نمود
را   n (modulo)مودلو   ℤ  (residue class)ست تمامی کلاس های باقيمانده 

ℤبه  ∕ 𝑛 ℤ  وياℤ
௡

  :يعني . نشان ميدهند  

 ℤ
௡

=  ℤ 𝑛⁄ ℤ = {𝑎 +  𝑛 ℤ |𝑎 ∈  ℤ} = {𝑎ത |𝑎 ∈ ℤ}  

ℤ
௡

  . مختلف دارد  (residue class)اقيمانده کلاس های ب    nبه تعداد   

ℤ
௡

 ={ 0ത , 1ത, 2ത , .  .  . , 𝑛 − 1തതതതതതത } , หℤ
௡

ห  = n 

را به شکل ذيل نيز نوشته  (residue class)در بعضی کتاب ها کلاس باقيمانده   
  :ميکنند 

     [a]n = {a𝜖ℤ ⃓ 𝑎 ≡ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑛) } 
     ℤ ௡ = {[0]n , [1]n , [2]n , . . .   . . [n-1]n} 

     [a]   = {a𝜖ℤ ⃓ 𝑎 ≡ 𝑏 (𝑚𝑜𝑑 𝑛) }                                                 
  ويا 

     ℤ
௡

 = {[0]  , [1]  , [2]  , . . .   . . [n-1] } 
   ℤ3 ={ [0]3 ,[1]3 , [2]3 }بطور مثال 

. نشان دهيم  𝑎തه  را ب a  (residue class)اگرما کلاس های باقيمانده 
  :عبارت اند از   ℤ3عناصر کلاس های باقيمانده  از   درانصورت 

0 ഥ= { .  .    .  , -12, -9 , -6 ,-3 ,0 , 3 ,6 , 9 ,12 , . . .} 
1 ഥ= { .  .  .  ,-14,  -11 , -8 ,-5 ,-2,1 , 4 ,7 , 10 ,14 , . . .} 
 2 ഥ= { . .  . , -13, -10 , -7 ,-4 ,-1 , 5 ,8 , 11 ,14 , 17,. . .} 

  نظر به رابطه دوگانه  ذيل يک گروپ دورانی  ℤ௡  : 3.20 قضيه 
 (cyclic group)  است.  

+: ℤ௡  𝑥 ℤ௡      ⟶   ℤ௡    
(a+ nZ , b+ 𝑛ℤ) ⟼ (a+ 𝑛ℤ)+(b+𝑛ℤ  )  = (a+b)+ 𝑛ℤ 

 ويا

             ൫𝑎ത, 𝑏ത ൯ ⟼ 𝑎ത + 𝑏ത = 𝑎 + 𝑏തതതതതതത 

   عنصر عينيت ويا خنثی آن. يک گروپ است   ( + ,  ℤ௡)) 83.1(ضيه نظر به ق
= 𝑛ℤ  0ത    ومعکوس𝑎ത=a+𝑛ℤ  عبارت است از –𝑎ത= -a +nℤ 
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,  ℤ௡)گروپ فکتوری  گروپ کلاس ( residue class group بنام    ( +
1ത .ياد ميشود 𝑛  مودولو )  باقيمانده = 1 +  𝑛ℤ ϵℤ௡   ولد ازيک عنصر م ℤ௡   

 :ميتوان نوشت  3.18 ه قضي و 3.7 ليمانظربه . است
 nℤ  = 𝑛ℤ + 𝑛ℤ + ….+ 𝑛ℤ =  𝑘. 𝑛ℤ   (    دفعه(  k ) 
 ℤ௡ = { k+ 𝑛ℤ | k ∈ ℤ } = { k+k.𝒏ℤ | k ∈ ℤ }   ] 
      ={ k.(1+ 𝑛ℤ ) | k ∈ ℤ } 
      =  { 𝑘. 1ത | k ∈  ℤ }   =< 1ത >   

,  ℤ௡)   در نتيجه  واست   (cyclic) يک گروپ دورانی ( +
𝑜𝑟𝑑( < 1ത  > )  =  |ℤ௡ | =  𝑛 

,  ℤ଺)ما گروپ  :  3 10.مثال   درين گروپ . را در نظر ميگيريم  ( +
𝑜𝑟𝑑(ℤ଺) =  |ℤ଺| =     را در جدولℤ଺ بالای "+" ورابطه دوگانه  6

  cayley    دهيم مينشان. 
 

  

 
 
 
 
 
 

0തعنصرعينيت ان   = 6ℤ   2-وبطورمثالത=-2+6 ℤ    معکوس از  
2ത= 2+6 ℤ  زيرا . ست ا :  

2ത + (−2ത) = ( 2 + 6ℤ) +  (−2 + 6ℤ)  =  2 + (−2) +6ℤ + 6ℤ 
               =  0 +  6 ℤ +  6 ℤ =  6 ℤ = 0ത 

, ℤ଺)ديده ميشود که    . است  (commutative)يک گروپ تبديلی  (+
 است  4ത   =  - 2തميخوهيم تشريح نمايم که چطور  :نوت 

        4ത  + 2ത = 6ഥ = 0ത   ⇒  4ത = 0ത -  2ത  = - 2ത 
 مثال اگر کلاس های باقيمانده  جدول بطور برای تشريح بيشتر

(residue class) 5ത , 4ത  ر ا مطالعه می نمائيم. 
4ത + 5ത = 9ത  = 6ത + 3ത  =  0ത + 3ത =  3ത 

5ത 4ത 3ത 2ത 1ത 0ത + 
5ത 4ത 3ത 2ത 1ത 0ത 0ത 
0ത 5ത 4ത 3ത 2ത 1ത 1ത 
1ത 0ത 5ത 4ത 3ത 2ത 2ത 
2ത 1ത 0ത 5ത 4ത 3ത 3ത 
3ത 2ത 1ത 0ത 5ത 4ത 4ത 
4ത 3ത 2ത 1ത 0ത 5ത 5ത 
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 2ത + 5ത =   7ത  = 6ത + 1ത =  0ത  +  1ത   = 1ത 
2ത درجدول   چون      + 4ത = 0ത  1وത + 5ത = 0ത    4است پسത2 وഥ  معکوس يک

  معکوس يک ديگر اند  1തو5തديگروهم چنان 
 H:={ 0ത, 3ത}  چون . گروپ فرعی آن است(ℤ଺ , يک گروپ تبديلی است پس  (+

H  حالا . يک گروپ فرعی نورمال استcoset  های(ℤ଺)  نظر بهH  را تحت
  .مطالعه قرار ميدهيم 

U0 = 0ത +  𝐻 = {0ത, 3ത} 
U1 = 1ത +  𝐻 =1ത +  {0ത, 3ത}= {1ത, 4ത} 
U2 = 2ത +  𝐻 =2ത +  { 0ഥ , 3ത}= {2ത, 5ത} 
 3ത +  𝐻 =3ത +  { 0ഥ , 3ത}= {3ത,  0ഥ}= H = U0 
 4ത +  𝐻 =4ത +  {0ത, 3ത}= {4ത, 1ത} = 1ത +H = U1 
 5ത +  𝐻 =5ത +  { 0ഥ , 3ത}= {5ത, 2ത} = 2ത +H = U2 

 .هستند 3مساوی به  Hنظر به  ℤ଺ های (coset)ديده ميشود که تعداد کوسيت 
:𝐺اگر ما . اند  U0 ,U1 ,U2   انها يعنی = ( ℤ଺ ,   بعدآ . نام گذاری نمايم  (+

𝐺 𝐻⁄ = { 𝐻,   1ത  +  𝐻, 2ത  +  𝐻 } = { 𝑈଴ , 𝑈ଵ  , 𝑈ଶ }   
  𝑖𝑛𝑑(𝐻) = 3 

ℤ଻ )جدول ذيل نشان ميدهد که    3.11:مثال
∗  , .  روپ است و کلاس های يک گ  (

  :عبارت اند از ان ده ن باقيما
𝑍଻

∗  = {[1] , [2], [3], [4], [5], [6]}    ⋀   |𝑍଻
∗|  =  6   

[1] = 1 + 7ℤ 
[2] = 2 + 7ℤ 
[6] = 6 + 7ℤ  
 

 

.  
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  . است  [1]ديده ميشود که عنصر عينيت آن کلاس باقيمانده 
  رای تشريح جدول ب 

 
[4]. [5] = [20]   =  [2].  [7] + [6] = [2].  [0] + [6] = [6] 
[3]. [6] = [18]   =  [2].  [7] + [4] =  [4]  

 بطور مثال   : عناصر معکوس 
[4]. [2] = [8] = [7] +  [1] =  و   [2] و[4] معكوس يكديگر اند زيرا   [1]

.[6]  زيرا .خودش است  معکوس[6]  [6] = [36]  =    [5].  [7] + 1 = [1]    
با شد اين دو  [1]بصورت خلاصه هرجايکه در جدول حاصل ضرب دو عنصر   

:𝐺  ما  .عنصر معکوس يکديگر اند  = ( ℤ଻
∗   نمائيم  وضع می ( ., 

H:={ [1], [2],   : است زيرا   Gگروپ فرعی از  { [4]
(i)     بالای "."  رابطه دوگانهH  قابل تطبيق است زيرا 

  [1]. [1] = [1]  ∈ 𝐻 , [1]. [2] = [2] ∈ 𝐻  ,   [1]. [4] = [4] ∈ 𝐻  

  [2]. [4] = [8] = [1] ∈ 𝐻   , [4]. [4] = [16] = [2] ∈ 𝐻  
(ii)    [1] ∈ 𝐻    
 (iii)  [2]معکوس يکديگر اند [4]  و  
(iV)  چون𝐻 ⊆ 𝐺  است پس خواص اتحادی(Assosiative)  نيزصدق  
 .ميکند     

ℤ଻از  (cosets)حالا تمامی کوسيت ها 
  . را تحت مطالعه قرار ميدهيم  Hنظر به  ∗

 
[3]. H = [3] . { [1], [2], [4] } = { [3], [6], [12] }  
           = { [3], [6], [5] } 
[5].H = [5] . { [1], [2], [4] } = { [5], [10], [20] }  
            = { [5], [3], [6] } 
[6].H = [6] . { [1], [2], [4] } = { [6], [12], [24] }  
            = {[6], [5], [3] } 

  ود کهديده ميش  H  = [5] .H =[6] .H. [3]  :پس.  است
   ind(H) =2  ,   {H ,3H} =𝑍଻

∗ ∕H 
 : را تطبيق نمائيم  Lagrangeاگر قضيه 

  
|𝑍଻

∗|= ord(H)  . ind (H) ⇒  6 =3 . ind(H) 



  Algebra                                                                           ر معاصربــــالج  
 
   

   
121 

 

                                   ⇒  ind (H) = 
𝟔

𝟑
 = 2 

يعنی . چند است [4] و[6]   [3] مرتبه  ( . , *Z7) درگروپ 3.20: تمرين
ord([4]), ord([3])  وord([6])   را پيدا نمايد 

در نظر  ℤ௡ذيل بالای  ( binary operation)اگر رابطه دوگانه   :  3.21 قضيه
  :گرفته شود 

  ∙  ∶ ℤ௡ 𝑥 ℤ௡    ⟶  ℤ௡  
  (𝑎 + 𝑛ℤ, 𝑏 + 𝑛ℤ) ⟼ (𝑎 + 𝑛ℤ). (𝑏 + 𝑛ℤ) ≔ 𝑎𝑏 + 𝑛ℤ  

𝑎ഥ  شکل مختصر آنرا ميتوان به  . 𝑏ത = 𝑎. 𝑏തതതതത  وشت در صورتيکهن: 
 𝑎ത ≔ 𝑎 + 𝑛ℤ   و𝑏ത ≔ 𝑏 + 𝑛ℤ  بعدآ   .وضع شود:                             

(ℤ௡
 , . )   ( a )   ک يsemigroup   است. 

( b )    (ℤ௡
∗, .   .يک عدد اوليه باشد  nيک گروپ است در صورتيکه  (

  :ثبوت 
(a)   بايد ثبوت شود: 

( i )   𝑎ത = 𝑎ଵതതത   ∧   𝑏ത = 𝑏ଵ
ഥ  ⇒  𝑎ଵ𝑏ଵ

തതതതതത = 𝑎𝑏തതത     (𝑎ത, 𝑏ത, 𝑎ଵതതത, 𝑏ଵ
ഥ ∈ ℤ𝑛) 

( ii )   ∀𝑎ത, 𝑏ത ∈ ℤ𝑛 ⇒ 𝑎𝑏തതത ∈ ℤ𝑛 
( iii ) 𝑎𝑠𝑠𝑜𝑐𝑖𝑎𝑡𝑖𝑣𝑖𝑡𝑦 ൫ اتحادی ൯ 

 (i)ثبوت 

𝑎ത = 𝑎ଵതതത  ∧   𝑏ത = 𝑏ଵ
ഥ  

  ⇒ 𝑎 + 𝑛ℤ = 𝑎ଵ + 𝑛ℤ  ∧   𝑏 + 𝑛ℤ = 𝑏ଵ + 𝑛ℤ 
  ⇒ 𝑎ଵ − 𝑎 ∈ 𝑛ℤ ∧  𝑏ଵ − 𝑏 ∈ 𝑛ℤ   [  3.12  ليما  ] 

  ⇒ 𝑎ଵ − 𝑎│𝑛 ∧   𝑏ଵ − 𝑏│𝑛 
  ⇒ ∃𝑟, 𝑠 ∈ ℤ  ;   𝑎ଵ − 𝑎 = 𝑛𝑟 ∧  𝑏ଵ − 𝑏 = 𝑛𝑠 
  ⇒ 𝑎ଵ = 𝑎 + 𝑛𝑟 ∧  𝑏ଵ = 𝑏 + 𝑛𝑠 
  ⇒ 𝑎ଵ𝑏ଵ = (𝑎 + 𝑛𝑟)(𝑏 + 𝑛𝑠) 
                 = 𝑎𝑏 + 𝑛(𝑏𝑟 + 𝑎𝑠 + 𝑛𝑟𝑠) 
 

  ⇒ 𝑎ଵ𝑏ଵ
തതതതതത = 𝑎𝑏 + 𝑛(𝑏𝑟 + 𝑎𝑠 + 𝑛𝑟𝑠)തതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതതത = 𝑎𝑏തതത + 0ത = 𝑎𝑏തതത 
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 (ii)ثبوت 
𝑎ത = 𝑎 + 𝑛ℤ , bത = 𝑏 + 𝑛ℤ ∈ ℤ ௡  
⇒ 𝑎, 𝑏 ∈ {0,1,2, … , 𝑛 − 1}  

𝑎𝑏തതതباشد در آنصورت واضح است که  a.b < nاگر  :حالت اول  ∈ ℤ௡   است  
.𝑎اگر  :حالت دوم  𝑏 ≥ 𝑛 باشد در انصورت:  

𝑎𝑏 ≥ 𝑛 
⇒ ∃𝑞, 𝑟 ∈ ℕ; 𝑎𝑏 = 𝑛𝑞 + 𝑟    0 ≤ 𝑟 < 𝑛 [𝑑𝑖𝑣𝑖𝑠𝑖𝑜𝑛 𝑎𝑙𝑔𝑜𝑟𝑖𝑡ℎ𝑚]   

⇒ 𝑎𝑏തതത = 𝑛𝑞 + 𝑟തതതതതതതതത = 𝑛𝑞തതതത + 𝑟̅ = 0ത + 𝑟̅ = 𝑟̅  

⇒ 𝑎𝑏തതത ∈ ℤ௡           [0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛]  

 :(iii)ثبوت 

𝑎ത, 𝑏ത, 𝑐̅ ∈ ℤ௡  
𝑎ത. ൫𝑏ത. 𝑐̅൯ = 𝑎ത. 𝑏𝑐തതത = 𝑎. 𝑏. 𝑐തതതതതതത = 𝑎𝑏തതത. 𝑐̅ = ൫𝑎ത. 𝑏ത൯. 𝑐̅  

  .يک عدد اوليه است  nما فرض ميکنيم که :   (b) ثبوت

 ℤ୬
∗ = { 1ത, 2.ഥ 3ത, … , 𝑛 − 1തതതതതതത)  

𝑎ത ∈ ℤ୬
∗ ⇒ 𝑎 ∈ {1,2, … , 𝑛 − 1} 

⇒ 𝑔𝑐𝑑(𝑎, 𝑛) =   [ زيرا 𝑛 عدد اوليه]    1
⇒ ∃𝑟, 𝑠 ∈ ℤ; 𝑎𝑟 + 𝑛𝑠 = 1       [𝐸𝑢𝑐𝑙𝑖𝑑𝑒𝑎𝑛 𝑎𝑙𝑔𝑜𝑟𝑖𝑡ℎ𝑚    ] 
⇒ 1ത = 𝑟𝑎 + 𝑛𝑠തതതതതതതതതത = 𝑟𝑎തതത + 𝑛𝑠തതത  = 𝑟̅. 𝑎ത + 0ത. 𝑠̅ =  𝑟̅. 𝑎ത 

  .است   𝑎തمعکوس از  𝑟̅پس ديده شد که 
ℤ୬)در نتيجه

∗ , . يک عدد اوليه باشد  nيک گروپ است در صورتيکه  (
1തوعنصرعينيت ان   = 1 + 𝑛ℤ   است.  

ℤସ) :مثال  
∗ , . يک عدد اوليه نيست لذا پس بايد نظر  4را در نظر ميگيريم چون  (

  .روپ نباشد گ 13.2به قضيه 
.2തديده ميشود که  2ത = 0ത  0وത  يک عنصر از(ℤସ

∗ , . نيست واز جانب ديگر   (
  :جدول کيلی ان شکل ذيل رادارد .عنصر معکوس موجود نيست  2തبرای 
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  گروپ شده نميتواند کدام يکی از سيت های ذيل: 3.21 تمرين

(ℤ଺
∗ , . ) ,   (ℤଵଵ

∗ , . )   ,  (ℤସ
 , ℤଵଵ)و    (+

 , +) 

  

3ത 2ത 1ത .. 
3ത 2ത 1ത 1ത 

2ത 0ത 2ത 2ത 
1ത 2ത 3ത 3ത 
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  فصل  چهارم   

Direct product of groups 

𝑒௜𝜖𝐺 ௜ گروپ اند که دارای عناصر عينيت ( . ,Gi) :  4.1تعريف     .هستند      
 (𝑖 = 1,2, … , 𝑛)  .ت يس G ه است بطور ذيل تعريف شد 

G:=𝐺ଵ 𝑥 𝐺ଶ   𝑥  𝐺ଷ  𝑥 … 𝑥 𝐺௡  
= {(𝑎ଵ   , 𝑎ଶ   , 𝑎ଷ … . , 𝑎௡   )⃓   │ 𝑎௜  ∈ 𝐺௜   (𝑖 = 1,2,3, … , 𝑛)} 

G  بنامcartesian product  گروپ های𝐺௜     (i= 1,2,3, . . . ,n )   ياد ميشود
   :ذيل يک گروپ است   ( binary operation)نظربه رابطه دوگانه و

.  : G x G ⟶  𝐺  
     (a,b) ⟼   𝑎 . 𝑏 
 
 𝑎 = (𝑎ଵ   , 𝑎ଶ   , 𝑎ଷ   , .  .  .  , 𝑎௡  )  
𝑏 = (𝑏ଵ   , 𝑏ଶ   , 𝑏ଷ   , .  .  .  , 𝑏௡  )  
𝑎 . 𝑏 =  (𝑎ଵ   . 𝑏ଵ   , 𝑎ଶ   . 𝑏ଶ   , …  , 𝑎௡   . 𝑏௡   )  

 : (associativity)خاصيت اتحادی 
𝑎 = (𝑎ଵ   , 𝑎ଶ   , 𝑎ଷ   , .  .  .  , 𝑎௡  ) ,   𝑏 = (𝑏ଵ   , 𝑏ଶ   , 𝑏ଷ   , .  .  .  , 𝑏௡  ),  
 𝑐 = (𝑐ଵ   , 𝑐ଶ   , 𝑐ଷ   , .  .  .  , 𝑐௡  )  
(𝑎 . 𝑏). 𝑐 = [  (𝑎ଵ   , 𝑎ଶ   , .  .  .  , 𝑎௡  ). (𝑏ଵ   , 𝑏ଶ   , .  .  .  , 𝑏௡  )]   
                                                                      . (𝑐ଵ   , 𝑐ଶ   , .  .  .  , 𝑐௡  ) 
                 = (𝑎ଵ   . 𝑏ଵ    , 𝑎ଶ .. 𝑏ଶ    ,   .  .  .   , 𝑎௡   . 𝑏௡    )        
                                                      . (𝑐ଵ   , 𝑐ଶ   , .  .  .  , 𝑐௡  ) 

              = (𝑎ଵ   𝑏ଵ   𝑐ଵ    , 𝑎ଶ   𝑏ଶ   𝑐ଶ   ,   .  .  .   , 𝑎௡   𝑏௡   𝑐௡   )  
              = (𝑎ଵ   , 𝑎ଶ   , 𝑎ଷ   , .  .  .  , 𝑎௡  ) 
                          . [ (𝑏ଵ   , 𝑏ଶ   , .  .  .  , 𝑏௡  )  . (𝑐ଵ   , 𝑐ଶ   , .  .  .  , 𝑐௡  )] 
               =  𝑎 . (𝑏. 𝑐)   

𝑒:   (identity)عنصر عينيت  = (𝑒ଵ   , 𝑒ଶ   , .  .  .  , 𝑒௡  )  
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  :(inverse)عنصر معکوس 
𝑎 از  = (𝑎ଵ   , 𝑎ଶ   , .  .  .  , 𝑎௡  )   معکوس آن 𝑎ିଵ=(𝑎ଵ

ିଵ , 𝑎ଶ
ିଵ , … , 𝑎௡

ିଵ) 
 :است زيرا 

𝑎 . 𝑎ିଵ =  (𝑎ଵ   , 𝑎ଶ   , 𝑎ଷ   , .  .  .  , 𝑎௡  ). (𝑎ଵ
ିଵ , 𝑎ଶ

ିଵ , 𝑎ଷ
ିଵ , … , 𝑎௡

ିଵ)  
           =  (𝑎ଵ   . 𝑎ଵ

ିଵ , 𝑎ଶ   . 𝑎ଶ
ିଵ  , .   .   .   , 𝑎௡   . 𝑎௡

ିଵ) 
          =   (𝑒ଵ   , 𝑒ଶ    , …  , 𝑒୬   ) =  𝑒   

  .ياد ميشود    External direct productبنام    (.,G) گروپی 
=  𝐺ଶ : 4.1 مثال  𝐺ଵ  = { 1 ,  (. ,   𝐺ଶ)و  )   (. ,   𝐺ଵوماميدانيم که  {1−

خودش  - 1و عنصر معکوس  1که عنصر عينيت آن  . نظربه ضرب گروپ اند 
  .ميباشد 

𝐺 =  𝐺ଵ   𝑥 𝐺ଶ   = { 1, −1}𝑥 { 1 , −1}   
    =  {(1,1) , (1, −1) , (−1,1 ) , (−1, −1)}  

  درجدول کيلی  Gبالای گروپ (Binary operation)رابطه دوگانه   
 ) cayley table (   به طور ذيل ديده ميشود. 
  

  

و     𝐺ଵاز   External direct product (Ext – dir – prod) يک  Gگروپ 
𝐺ଶ      است که عنصرعينيت آنe = ( 1,1)   وord G = 4   است .  

داشته باشيم که   Cو    A  ,Bبصورت عموم ميتوان گفت که اگر ما سه گروپ  
ord A= 3   , ordB=5   وordC=6   باشد وG=AxBxC  . در اينصورت

ordG = 3.5.6=90   است يعنیG  عنصر ميباشد  90دارای. 
,ℝ)ماگروپ های : مثال  رادر نظرميگيريم .,∗ℝ)  (و (+
G اگر ≔ ℝ∗xℝ  ورت باشد درانصG يکو نظربه رابطه دوگانه ذيل يک گروپ 

(Ext – dir – prod)   ازℝ  وℝ∗ ميباشد (1,0)ان   است که عنصرعينت.  
 ∗ : G x G   →  G 
     (a,b )  ⟼ a∗b     
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  حاصل ان طوری ذيل است  a = (a1,a2) , b = (b1, b2)𝝐 G   برای 
a∗b = (a1,a2) ∗ (b1, b2) = (a1 . b1, a2+ b2 )   

a-1 = (
ଵ

௔భ
 , - a2 ) 

  ورتصباشد دران = a = (3,5) b ,(2,4)  بطورمثال اگر

a∗b = (3,5) ∗ (2,4) = (3.2,5+4) =  (6,9)  ∧   a-1= (
𝟏

𝟑
 , -5 ) 

  : 4.1 تمرين
     و را درنظرميگريم D4و  A(4)   , A(2,2)ما گروپ های  ( 1 )

      A(4)  x A(2,2) x  G:= D4 يموضع مينما     
( a )  عنصر عينيت(identity)   ازG کدام است  
( b )    معکوس(inverse)    از(c,b4,a3)  را درG دريافت نمايد  
( c )  G يعنی. دارای چند عنصراست  ordG = |𝐺| رادريافت نمايد  
( d )   چهار عنصررا درG  دريافت نمايد که معکوس شان خودشان باشند  
𝕫ماميدانيم که    ( 2 )

𝟑
, x 𝕫اگر .  يک گروپ است  ) (+

𝟑
   𝕫

𝟑
 G:=   باشد  

 .آن است    Ext- dir – prodيک    G درانصورت       
( a )  عنصر عينيت(identity)   G  کدام است  
( b )     معکوس(inverse)  از(𝟏ഥ, 𝟐ഥ)  را درG  پيدا نمايد  
( c )    تعداد عناصر G يعنی . چند استordG = |𝐺|   رادريافت نمايد  
( d )   گروپ   G  در جدول    راCayley  نشان دهيد 

𝕫 های گروپما   ( 3 )
𝟏𝟏

, 𝕫و  )  (+
𝟏𝟏

∗
 , .      راداريم)  (

 G:= 𝕫
ଵଵ

∗
 x 𝕫

ଵଵ
      

( a )  عنصر عينيت(identity)    ازG کدام است  
( b )  𝑥̅. 𝑦ത  ذيل را پيداکنيد    

𝑥̅ = (5ത, 6ത) , 𝑦ത = (4ത, 9ത) ∈ 𝐺    
 ( c )  تعداد عناصر G يعنی  .چند استordG = |𝐺|  نمايد رادريافت  

     2 .4تمرين  
Gଵ = {1, −1 ⊆ ℝ , Gଶ = {1, −1, i, −i} ⊆ ℂ    , G: = G1 X G2     

     ( . ,G)گروپ اند و"."  نظر به ضرب   𝐺ଵ    ، 𝐺ଶما ميدانيم که 
Ext- dir – prod    گروپ . آن است(G , . )  در  ان را نظر به رابطه دو گانه

 .نشان دهيد  Cayleyجدول 
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𝕫 ماميدانيم که :     4.3  تمرين
𝟐

, 𝐺 اگر .يک گروپ است  ) (+ ≔ 𝕫
𝟐

𝐱𝕫
𝟐

باشد    

در را    Gگروپ بودن  .  آن است   Ext- dir – prodيک   ( . ,G)درانصورت
  نشان دهيد Cayleyجدول 

∋eيک گروپ که   ( ., G):  4.1 ليما    𝐺 عنصر عينيت آن است و𝐻ଶ   , 𝐻ଵ   
  گروپ های فرعی آن با خواص ذيل اند 

i. 𝐻ଵ   ∩ 𝐻ଶ   = {𝑒} 
ii. 𝐻ଵ   . 𝐻ଶ   = 𝐺  
iii. ∀ x∈ 𝐻ଵ      و∀ y∈𝐻ଶ         :x .y = y .x  

  :است   G- isomبعدآ تابع ذيل يک 

𝜑: 𝐻ଵ𝑥 𝐻ଶ → 𝐺  
   (𝑥 , 𝑦 )  ⟼ 𝑥 . 𝑦   

  :ثبوت 
: 𝝋  𝑮 − 𝑯𝒐𝒎   

𝑥 =  (𝑥ଵ  , 𝑥ଶ ) , 𝑦 = (𝑦ଵ  , 𝑦ଶ ) ∈ 𝐻ଵ   𝑥 𝐻ଶ     

𝜑(𝑥. 𝑦) =  𝜑൫(𝑥ଵ  , 𝑥ଶ ). (𝑦ଵ  , 𝑦ଶ )൯ = 𝜑 (𝑥ଵ . 𝑦ଵ , 𝑥ଶ . 𝑦ଶ ) 
            =  𝑥ଵ 𝑦ଵ  . 𝑥ଶ 𝑦ଶ   

𝜑(𝑥) =   𝜑 (𝑥ଵ  , 𝑥ଶ ) = 𝑥ଵ . 𝑥ଶ    
𝜑(𝑦) =  𝜑(𝑦ଵ  , 𝑦ଶ ) =  𝑦ଵ . 𝑦ଶ    
𝜑(𝑥). 𝜑 (𝑦) =  𝑥ଵ 𝑥ଶ . 𝑦ଵ 𝑦ଶ  

    = 𝑥ଵ 𝑦ଵ . 𝑥ଶ 𝑦ଶ       [  .iii   نظربه    ] 
    = 𝜑(𝑥. 𝑦)  

     ⇒  𝜑  𝐺 − 𝐻𝑜𝑚 
: 𝝋 𝒔𝒖𝒓𝒋𝒆𝒄𝒕𝒊𝒗𝒆    

𝑔 ∈ 𝐺 
 ⇒ ∃ℎଵ ∈ 𝐻ଵ  ⋀  ℎଶ ∈ 𝐻ଶ   ;  𝑔 = ℎଵ . ℎଶ    [𝐻ଵ . 𝐻ଶ = 𝐺 زيرا ]  
 ⇒ 𝜑(ℎଵ ,  ℎଶ  ) = ℎଵ . ℎଶ = 𝑔    
 ⇒ 𝜑 𝑠𝑢𝑟𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒   
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:𝝋 𝒊𝒏𝒋𝒆𝒄𝒕𝒊𝒗𝒆    

 (x , y)  ∈ ker φ ⇒  φ (x, y) = e = x . y ⇒ x = yିଵ 
                        ⇒ 𝑥 ∈ 𝐻ଵ  ⋀   𝑦ିଵ ∈ 𝐻ଶ   ൣ 𝑦ିଵ , 𝑦 ∈ 𝐻ଶ  زيرا൧  

          ⇒ x,y-1∈ 𝐻ଵ ∩ 𝐻ଶ  

          ⇒ 𝑥 = 𝑒  ⋀   𝑦ିଵ = 𝑒    ൣ 𝐻ଵ ∩ 𝐻ଶ = 𝑒 زيرا ൧ 

          ⇒ (𝑥, 𝑦) = (𝑒, 𝑒) 

          ⇒  𝜑 𝑖𝑛𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒    [2.3 نظر به قضيه ]  

  .است  G- isomيک  φدر نتيجه ثبوت شد که  

𝑒ଵصرعينيت اکه عن Bو  Aما دو گروپ دورانی :  4.2 مثال  ∈ 𝐴   و𝑒ଶ ∈ 𝐵  
   : ، باخواص ذيل داريماند 

 < 𝑎 > = 𝐴 = {𝑒ଵ  , 𝑎 }  ⋀  𝑎ଶ =  𝑒ଵ   
< 𝑏 >= 𝐵 = {𝑒ଶ  , 𝑏 , 𝑏 ଶ}  ⋀  𝑏ଷ =  𝑒ଶ   
𝐺: =  𝐴𝑥𝐵 = {𝑒ଵ  , 𝑎 }. {𝑒ଶ  , 𝑏 , 𝑏 ଶ} 
    =  {(𝑒ଵ , 𝑒ଶ ), (𝑒ଵ  , 𝑏 ), (𝑒ଵ , 𝑏ଶ ), (𝑎 , 𝑒ଶ ), (𝑎, 𝑏), (𝑎 , 𝑏ଶ)}  

G نظر به رابطه دو گانه ذيل يک گروپ وExt-dir – prod   ازA  وB  است   
 ∙ ∶  𝐺𝑥𝐺 ⟶ 𝐺  
     (x,y) ⟼ x.y 

  و   y = (y1,y2) , x = (x1,x2)   درينجاالبته  
  x.y =  (x1,x2) . (y1,y2) =   (x1 .y1, x2.y2)      

, 𝑒ଵ) =عنصرعينيت 𝑒ଶ )   e  است و معکوس(x,y)   عنصر(𝑥ିଵ, 𝑦ିଵ)  است
  نمايمرادريافت  a,𝑏ଶ)  (بطورمثال ميخواهيم معکوس 

𝑎. 𝑎 =  𝑎ଶ = 𝑒ଵ ⇒ 𝑎ିଵ = 𝑎  
𝑏ଶ. 𝑏 = 𝑏ଷ = 𝑒ଶ ⇒ (𝑏ଶ)ିଵ. 𝑏ଶ. 𝑏 = (𝑏ଶ)ିଵ. 𝑒ଶ  
                         ⇒ 𝑒ଶ . 𝑏 = 𝑏 = (𝑏ଶ)ିଵ 

 .است  𝑏ଶمعکوس از    bو aمعکوس  𝑎ିଵديده ميشود که  
  :اگر ما داشته باشيم  

𝐴´: = {(𝑥, 𝑒ଶ ) │𝑥 ∈ 𝐴} ={(𝑒ଵ  , 𝑒ଶ  ), (𝑎, 𝑒ଶ )}     
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𝐵´  ∶= ൛(𝑒ଵ , 𝑥 ) │ 𝑥 ∈ 𝐵ൟ = {(𝑒ଵ , 𝑒ଶ ), (𝑒ଵ  , 𝑏), (𝑒ଵ , 𝑏ଶ)} 
  .اند   Gگروپ های فرعی نورمال در   ´Bو  ´Aما ميخواهيم نشان دهيم که 

حالا ثبوت . اند  Gهای فرعی از گروپ  ´𝐵  و  ´A  به آسانی ميتوان نشان داد که 
  نيز اند  Gنورمال در   ´Bو´A می نمائيم که 
 :بايد ثبوت شود  3.6 نظر به ليما 

∀ x =(𝑥ଵ , 𝑥ଶ ) ∈ 𝐺;  𝑥 𝐵´ 𝑥ିଵ ⊆  𝐵´ 
𝑦 =  (𝑦ଵ , 𝑦ଶ ) ∈ 𝑥. 𝐵´𝑥ିଵ 
 ⇒  ∃𝑏´ = (𝑏ଵ , 𝑏ଶ ) ∈ 𝐵´ ; 𝑦 = 𝑥 𝑏´𝑥ିଵ 
                                         = (𝑥ଵ , 𝑥ଶ ). (𝑏ଵ , 𝑏ଶ ). (𝑥ଵ

ିଵ , 𝑥ଶ
ିଵ)  

𝑏´ = ( 𝑏ଵ, 𝑏ଶ  ) ∈ 𝐵´ 
⇒  𝑏ଵ = 𝑒ଵ ∈ 𝐴  ⋀  𝑏ଶ ∈ 𝐵´          [ نظر به تعريف] 
𝑦 = (𝑦ଵ  , 𝑦ଶ ) = 𝑥 𝑏´𝑥ିଵ = (𝑥ଵ 𝑏ଵ𝑥ଵ

ିଵ, 𝑥ଶ𝑏ଶ𝑥ଶ
ିଵ)         

= (𝑥ଵ 𝑒ଵ 𝑥ଵ
ିଵ, 𝑥ଶ 𝑏ଶ𝑥ଶ

ିଵ)   
                      = (𝑒ଵ , 𝑥ଶ 𝑏ଶ𝑥ଶ

ିଵ) 
  ازجانب ديگر

 𝑥ଶ , 𝑏ଶ ∈ 𝐵 
 ⇒ 𝑥ଶ . 𝑏ଶ ∈ 𝐵 ⇒ 𝑥ଶ . 𝑏ଶ. 𝑥ଶ

ିଵ ∈ 𝐵     [ يک گروپ فرعی است  B زيرا   ]   
                      ⇒ 𝑦 = (𝑒ଵ , 𝑥ଶ 𝑏ଶ 𝑥ଶ

ିଵ) ∈ 𝐵´ ⇒ 𝐵´  𝑛𝑜𝑟𝑚𝑎𝑙   

  .است  Gنيز نورمال در   ´𝐴که   به همين ترتيب ميتوان ثبوت نمائيم

∋eيک گروپ و   (.,G):  4.2 عريف ت 𝐺   عنصرعينيت(identity)  آن است . 
𝑁௡ , .   .   .    , 𝑁ଶ, 𝑁ଵ گروپ های فرعی  نورمال د رG  گروپ  . اندG  بنام   

enternal direct product    (ent- dir – prod) از𝑁௜  …,n) (i= 1 ,2   
 :در صورتيکه   ،ياد ميشود

( i )  𝐺 =  𝑁ଵ. 𝑁ଶ.  .  .  .  . 𝑁௡  

             = {(𝑎ଵ.  .  .  .  . 𝑎௡)⎪𝑎௜ ∈ 𝑁௜  (𝑖 = 1,2, … , 𝑛)} 
( ii )  𝑁௞ ∩ (𝑁ଵ. 𝑁ଶ .  .  .  .  . 𝑁௞ିଵ . 𝑁௞ାଵ. . . 𝑁௡) 

                                                 = {𝑒}      (𝑘 = 1,2,3, … , 𝑛) 
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آنرا به و باشد )   (𝑁௜   i= 1, 2 ,3 ,…,nاز  ent- dir – prod يک  Gاگر 
   :شکل ذيل مينويسند 

                                      𝐺 =  𝑁ଵ ⊗ 𝑁ଶ ⊗ … .⊗ 𝑁௡  

,𝐴(ଶ,ଶ))در گروپ  :  4.3 مثال    :ما داريم    (⨀
< 𝑏ଶ > = {𝑏ଵ  , 𝑏ଶ }    , < 𝑏ଷ >= {𝑏ଵ , 𝑏ଷ }  

 <b3>و  <b2>پس گروپ های فرعی  . يک گروپ تبديلی است   A(2,2)چون  
  نورمال اند

 <𝑏ଶ >  . < 𝑏ଷ > = {𝑏ଵ , 𝑏ଶ }. {𝑏ଵ  , 𝑏ଷ } 
                         = {𝑏ଵ, 𝑏ଷ, 𝑏ଶ , 𝑏ସ } = 𝐴(ଶ,ଶ) 
<𝑏ଶ > ∩ < 𝑏ଷ > = {𝑏ଵ  , 𝑏ଶ } ∩ {𝑏ଵ , 𝑏ଷ } = {𝑏ଵ} 

 .است < 𝑏ଷ> و   < 𝑏ଶ>از    ent- dir –prodيک   𝐴(ଶ,ଶ)در نتيجه  
𝐴(ଶ,ଶ)       :نیيع  = < 𝑏ଶ >⊗< 𝑏ଷ > 
 

, 𝕫଺)در گروپ  -:   4.4مثال    :ما گروپ های فرعی ذيل را در نظر ميگيريم  (+
<2ത > =  {0ത , 2ത , 4ത  }     , <  3ത > = {0ത, 3ത} 

است پس گروپ های  ( commutative)يک گروپ تبديلی    𝕫଺چون گروپ 
  .فرعی آن نورمال اند 

<2ത > + <  3ത > =  {0ത , 2ത , 4ത  } + {0ത, 3ത} = ൛0ത, 2ത, 4ത, 3ത, 5ത, 1തൟ = 𝕫଺ 
<2ത > ∩ <  3ത > = {0ത} 

𝕫଺  پس =< 2ത > ⊗ <  3ത 2ത>از  ent-dir-prodيک  𝕫଺يعنی . است  < > 
> و   3ത  .است  <

𝕫଼)  4.5 :مثال
∗ , .   طورمثال ب. يک عدد اوليه نيست 8زيرا . گروپ شده نميتواند   (

4ത ∈ 𝕫଼
∗   , 4ത. 4ത = 16തതതത = 0ത ∉ 𝕫଼

∗   
𝕫଼)اگر ما سيت تمامی عناصر معکوس پذير از 

∗ , . 𝕫଼را به  (
௫   نشان دهيم پس:  

𝕫଼
௫ = {1ത, 3ത, 5ത, 7ത}  

𝕫଼)ما ميدانيم که 
௫, . >.  يک گروپ است   (  3ത >و <  5ത گروپ های فرعی  <

𝕫଼ وعلاوه بران. ان اند
௫    يکent-dir-prod  از<  3ത >و  <  5ത .   است <

  :زيرا 
 <  3ത > =  {1ത , 3ത}  , <5ത > = {1ത, 5ത} 
 < 3ത > . < 5ത > = { 1ത, 3ത}. ൛1ത, 5തൟ = {1ത, 3ത, 5ത, 7ത > = 𝕫଼

௫  
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< 3ത > ∩ < 5ത >=  1ത  
𝕫଼درنتيجه   

௫ =<  3ത >  ⨂ < 5ത  است   <
  :روابط ذيل صدق ميکنند که ثبوت نمائيد : 4.5تمرين   

 𝕫଼
௫ =< 5ത > ⨂ < 7ത >     

 𝕫଼
௫ = < 3ത > ⊗< 7ത >      

𝕫଺  های گروپ   4.6:  تمرين 
௫   و𝕫ଵ଴

௫ را دريافت نمايد 
 و  >  I  , <  > k  <دارای گروپ های فرعی   ) .,Q  (گروپ   : 4.7 تمرين

<J>    اند  
( a )  انرا فرعی فوق دارای کدام عناصر اند و مرتبه  پ هاینشان دهيد که گرو  

  نيز دريافت نمايد      
( b )     ايا گروپQ    يکent-dir-prod   از>  I  , <  > k  <    و<J>    

    :يعنی.  است     
      𝑄 = <  𝐼 >  ⨂  < 𝐾 > ⨂ < 𝐽 > 

  

   



  Algebra                                                                           ر معاصربــــالج  
 
   

   
132 

 

  

  فصل پنجم

 (cyclic group)گروپ های دورانی 

گروپ .  a ∈Gداشته باشيم و  eدارای عنصر عينيت  ( . , G)اگر ما يک گروپ 
 نشان داديم يعنی <a>باشد به  aآن   (generator)فرعی که مولد 

 <a>  = {𝑎௞| 𝑘 ∈  𝕫} 

∋eيک گروپ و   (. , G) :5.1  قضيه 𝐺 عنصر عينيت(identity)    ان است و
a∈ 𝐺  . بعدآ:  
( a ) اگرn  ord(a) =   معين باشد در آنصورت: 
( i ) 

𝑂𝑟𝑑(𝑎) = |< 𝑎 >|   ∧  < 𝑎 > = { 𝑒 , 𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎௡ିଵ}   
( ii ) 

 𝑎௦ = 𝑒 ⟺ 𝑜𝑟𝑑(𝑎)│𝑠  
( b )  اگرord(a) = ∞  باشد در آنصورت: 

∀ 𝑖, 𝑗 ∈ ℕ , 𝑖 ≠ 𝑗 ⟹ 𝑎௜ ≠ 𝑎௝  
کوچکترين عدد طبعی است که  nاست پس   ord(a) = nچون   (a) ثبوت 

𝑎௡ = 𝑒 است .  
:𝐻: را طوری تعريف می نمائيم  Hما سيت  = {𝑘 ∈ ℤ | 𝑎௞ = 𝑒}    

H  يک گروپ فرعی(ℤ ,   :زيرا. است (+
n∈ 𝐻  ⟹ 𝐻 ≠ ∅ 
𝑘, 𝑚 ∈ 𝐻 ⟹ 𝑎௞ = 𝑎௠ = 𝑒 
⟹ 𝑎௞ . 𝑎ି௠ =  𝑎௞ି௠  = 𝑒 ⟹ 𝑘 + (−𝑚) ∈ 𝐻  

, ℤ)گروپ از  Hنتيجه ميشود که  3.2از اين نظر به قضيه   .است  (+
درينجا خورد ترين عدد طبعی  nدر حاليکه . باشد  H=nℤبايد  3.6قضيه  ونظر به
𝑎௡است که  = 𝑒  ميشود.  

𝑚 ∈ ℤ ⟹ ∃𝑞, 𝑟 ∈ ℤ ; 𝑚 = 𝑞. 𝑛 + 𝑟             0 ≤ 𝑟 < 𝑛  
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          ⟹  𝑎௠ =  (𝑎௡)௤ା௥  =  (𝑎௡)௤  . 𝑎௥ = 𝑒 𝑎௥ = 𝑎௥  
          ⟹  𝑎௠ = 𝑎௥ ∈ { 𝑒, 𝑎ଵ, 𝑎ଶ, .  .   .  , 𝑎௡ିଵ}   [   r < n  ] 

∋mديده شد که برای هر  ℤ    عنصر𝑎௠  در سيت  { 𝑒, 𝑎ଵ, 𝑎ଶ, .  .  , 𝑎௡ିଵ} 
  :واقع است پس

   < 𝑎 >= {𝑎௞│ 𝑘 ∈ ℤ} = { 𝑒, 𝑎ଵ, 𝑎ଶ, .  .   .  , 𝑎௡ିଵ}  
>|چون  𝑎 >| = 𝑛  پس  .است𝑜𝑟𝑑 (𝑎) =  |< 𝑎 >|  
   (ii)ثبوت 
“⟸” 

  𝑜𝑟𝑑(𝑎)│𝑠 = 𝑛|𝑠  
 ⟹ ∃𝑞 ∈ ℕ      ; 𝑠 = 𝑞 . 𝑛        
 ⟹  aୱ  =  a୯.୬   =  ( a୬  )୯   =  ( e )୯   =  e     

“⟹ "    
  𝑎௦ = 𝑒 ⟹ 𝑠 ∈ {𝑘 ∈ ℤ | 𝑎௞ = 𝑒} = 𝑛 . ℤ               
            ⟹  ∃𝑧 ∈ ℤ; 𝑠 = 𝑛. 𝑧    ⟹ 𝑛|𝑠 

𝑖 موجود باشد که  iو j  گر آنطور نباشد پس بايدا : (b)ثبوت  ≠ 𝑗   مگر𝑎௜ = 𝑎௝ 
  :است  i < j  ما فرض ميکنيم که. اعداد طبعی اند  jو iالبته دراينجا . باشد  

𝑎௜ = 𝑎௝ ⟹ 𝑎௜ି௝ = 𝑒  

𝑎௞پيدا ميشود که  kازين نتيجه ميشود که يک عدد  = 𝑒  پس بايد . ميشودord(a) 
     ∞=ord(a)مگر اين در تضاد به  فرضيه است که . ن باشد معي

∋ i ,j   ∀                       :  بالاخره  ℕ , 𝑖 ≠ 𝑗 ⟹  𝑎௜ ≠ 𝑎௝  

𝑒 دو گروپ که دارای عناصرعينيت (∗,𝐺ଵ)و  (. ,G) :.5 1ليما  ∈ 𝐺   و
 𝑒ଵ ∈ 𝐺 ଵ اند. a ∈ 𝐺   دارای مرتبه (order) معين و𝜑:G⟶Gଵ يک   

 G-Hom  بعدآ  .است:  
(𝒂)      𝑜𝑟𝑑(𝜑(𝑎)) |𝑜𝑟𝑑 (𝑎)          
(𝒃)      𝜑 𝑖𝑛𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒 ⟹     𝑜𝑟𝑑൫𝜑(𝑎)൯ =  𝑜𝑟𝑑(𝑎)   

 :است پس ميتوان نوشت G-Homيک   𝜑چون  :(a)ثبوت  

൫𝜑(𝑎)൯
௢௥ௗ(௔)

= ൫𝜑(𝑎)൯ ∗ 𝜑(𝑎) ∗ 
                          … .∗ 𝜑(𝑎) )    [ 𝜑(𝑎)  دفعه  𝑜𝑟𝑑(𝑎) ]  
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            = 𝜑 ( a . a . ... .a )  [  𝑎  دفعه  𝑜𝑟𝑑(𝑎) ] 

            = 𝜑(𝑎௢௥ௗ(௔)) 

            = 𝜑 (𝑒) = 𝑒ଵ      ൣ2.1 نظر به قضيه൧  

     ⟹ 𝑜𝑟𝑑(𝜑(𝑎))| 𝑜𝑟𝑑(𝑎)            [  5.1  ربهنظ قضيه     ] 
  :(b)ثبوت 

൫𝜑(𝑎)൯
௢௥ௗ൫ఝ(௔)൯

    = (൫𝜑(𝑎)൯ ∗ 𝜑(𝑎) ∗ 

                                 … .∗ 𝜑(𝑎) )  [ 𝜑(𝑎)  دفعه  𝑜𝑟𝑑൫𝜑(𝑎)൯ ] 

                  = 𝜑 ( a . a . ... .a )   [ 𝑎  دفعه  𝑜𝑟𝑑൫𝜑(𝑎)൯ ] 

                  = 𝜑 (𝑎௢௥ௗ൫ఝ(௔)൯ )                         

  ⟹  𝑒ଵ =  (𝜑(𝑎))௢௥ௗ(ఝ(௔)) =  𝜑 (𝑎௢௥ௗ൫ఝ(௔)൯ )      
𝜑(𝑒)از جانب ديگر  = 𝑒ଵ  پس مادريم .است : 

𝜑 (𝑎௢௥ௗ൫ఝ(௔)൯ )   = 𝜑(𝑒) = 𝑒ଵ 

𝑎௢௥ௗ൫ఝ(௔)൯است پس بايد   injectiveيک   𝜑چون  = 𝑒  شود  
    (a)ونظر به    𝑜𝑟𝑑(𝑎)| 𝑜𝑟𝑑൫𝜑(𝑎)൯  بايد 5.1 پس نظر به قضيه  

𝑜𝑟𝑑(𝜑(𝑎))| 𝑜𝑟𝑑(𝑎) در نتيجه  . باشدord(𝜑(a)) = ord(a)  .  
𝑒يک گروپ و   ( ., G): 5 .2ليما  ∈ 𝐺   برای . عنصر عينيت آن است𝑎 ∈ 𝐺  

𝑎଴ما = 𝑒   و(𝑎ି௜) = (𝑎௜)ିଵ   بعدآ. نمائيم تعريف می:  
  < 𝑎 >=  ൛ 𝑎௜  ห 𝑖 ∈ ℤ }  يک گروپ فرعی ازG  است .  

  :ثبوت 
𝑖 = 0 , 𝑎଴ = 𝑒 ∈ < 𝑎 > ⟹ < 𝑎 >≠ 0   
𝑥, 𝑦 ∈< 𝑎 >  ⟹ ∃ 𝑚, 𝑛 ∈ ℤ  ; 𝑥 = a௠   ∧  𝑦 = 𝑎௡  
                    ⟹ 𝑥 . 𝑦ିଵ   = 𝑎௠  . (𝑎௡)ିଵ 
                                     =  𝑎௠ . 𝑎ି௡ = 𝑎௠ି௡  
                    ⟹ 𝑥 . 𝑦ିଵ  ∈ < 𝑎 >  
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است که در عين زمان  Gيک گروپ فرعی از  3.2نظر به قضيه  <a>در نتيجه  
  .گروپ دورانی نيز است 

دريافت  Q6رادر گروپ   <f>بااستفاده ازليما فوق ميخواهيم گروپ فرعی  :مثال
  نمايم

f0 = e  , f1 = f , f2 = e  ⟹  <f> = { e, f } 
  نمايد  استفاده 5.2  یازليما برای حل: تمرين
( a )    گروپ فرعی<b>   رادر گروپD4  , Q6    وQ8 دريافت نمايد  
( b )    گروپ فرعی های<k>  و<-I>  را درگروپQ دريافت نمايد  

يک هم   (cyclic group )هر گروپ فرعی يک گروپ دورانی  : 25.قضيه  
  .گروپ دورانی است 

>. يک گروپ دورانی است  (. , G)ما فرض ميکنيم که  :ثبوت  𝑥 >= 𝐺  ، 
𝑒 ∈ 𝐺  عنصر عينيت وH  يک گروپ فرعی آن است .  

   يک گروپ دورانی است  <H=<eباشد در اينصورت  H={e} اگر : حالت اول 
𝐻:  حالت دوم ≠ {𝑒} :  

𝐻 ≠  {𝑒} ⟹ ∃𝑦 ∈ 𝐻 , 𝑦 ≠ 𝑒   
          ⟹ ∃𝑚 > 0 ; 𝑦 = 𝑥௠    ൣ𝑦 ∈ 𝐺 زيرا൧ 

𝑥௠را انتخاب ميکنيم که  mکوچکترين  ∈ 𝐻   باشد.  
  ميباشد  𝐻همه طاقت های ان شامل   𝑥௠با پس ، يک گروپ فرعی است  H  چون
  :يعنی

. .   ∈ 𝐻      ,…. , (𝑥௠)3  )2 , (𝑥௠ 𝑥௠  
              ⟹ < 𝑥௠ > ⊆  𝐻    

𝐻نشان ميدهيم که  حالا ⊆ < 𝑥௠   .است   <
 ℎ ∈ 𝐻 ⟹  ∃ 𝑖 ∈ ℤ ; ℎ = 𝑥௜  
           ⟹ ∃𝑞, 𝑟 ∈  ℤ  ; 𝑖 = 𝑚𝑞 + 𝑟 , 0 ≤ 𝑟 < 𝑚  
           ⟹ 𝑥௜ = 𝑥௠௤ା௥   = 𝑥௠௤ . 𝑥௥ 

           ⟹ 𝑥௥ = 𝑥ି௠  . 𝑥௜  ∈ 𝐻      [ 𝑥௠ , 𝑥௜  ∈ 𝐻      زيرا ] 

𝑥௠را خورد ترين عدد   mا چون م ∈ 𝐻  اما می بينيم . انتخاب کرده بوديم  
𝑥௥ و    r < mکه  ∈ 𝐻   0پس بايد .است =  r  باشد.  

𝑟 = 0 ⟹ 𝑖 = 𝑚𝑞 ⟹ 𝑥௜ =  (𝑥௠)௤  ∈< 𝑥௠ >  
         ⟹ 𝐻 ⊆ <  𝑥௠ > 
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𝐻بنا بر اين  =< 𝑥௠   .يک گروپ دورانی است   <
, ℤ଻)وپ گر :  5.1 مثال

∗  . ومولد  بوده  ( cyclic group)يک گروپ دورانی  (
(generator)   3آنത  يعنی . است < 3ത > = ℤ଻

∗     :زيرا.  
𝑜𝑟𝑑(ℤ଻

∗ ) = |ℤ଻
∗ | = 6 , ℤ଻

∗ = {1ത, 2ത, 3ത, 4ത, 5ത, 6ത}   
(3ത)ଵ = 3ത   
(3ത)ଶ = 9ഥ = 7ത + 2ത = 2ത 
(3ത)ଷ = 2ത. 3ത = 6ത  
(3ത)ସ = 6ത. 3ത = 18തതതത = 2.7തതതത + 4ത = 4ത  
(3ത)ହ = 4ത. 3ത = 12തതതത = 7ത + 5ത = 5ത  
(3ത)଺ = 5ത. 3ത = 15തതതത = 14തതതത + 1ത = 1ത  

ℤ଻تمامی عناصر از  ௜    (i= 1,2,3,4,5,6)(3ത)ذريعه   3തديده شد که از 
بدست  ∗

>پس . آمد  3ത >=  ℤ଻
∗   . است   

 𝐻 =  {1ത, 2ത, 4ത}   از يک گروپ فرعیℤ଻
  :دورانی است زيرا  H. است  ∗

(4ത)ଵ =  4ത  
(4ത)ଶ = 4ത. 4ത = 16തതതത = 14തതതത + 2ത = 2ത  
(4ത)ଷ = 2ത. 4ത = 8ത = 7ത + 1ത = 1ത  

>در نتيجه   4ത >= 𝐻   
ℤ଻  گروپ های فرعی ديگر از  : .15تمرين  

را پيدا نمائيد ونشان دهيد که  ∗
 .دورانی اند 

𝑎  و G - isomيک   : 𝜑  (.,G )   ⟶  ( *,G1) :  .25تمرين   ∈ 𝐺  دارای 
   آبعد. است متناهی  ) order (مرتبه 

 G cyclic (دورانی )  ⇔   G1  cyclic (دورانی ) 
𝑒معين و  (cyclic)يک گروپ دورانی   <a> =  ( . , G) : 5.3ليما  ∈ 𝐺 

𝑑بالای يک  nو   ord(G)=nاگر .آن است  (identity)عنصرعينيت  ∈ ℕ   قابل
 (order)در آنصورت فقط تنها يک گروپ فرعی وجود دارد که مرتبه . تقسيم باشد

>وان گروپ فرعی  باشد   dآن مساوی به   𝑎
೙

೏   . است   <

> 5.2نظر به قضيه   :ثبوت  𝑎
೙

೏  .است <G= <aيک گروپ فرعی از    <
𝑂𝑟𝑑(𝑎) = |< 𝑎 >| = 𝑛 ⟹  𝑎௡ = 𝑒     ൣ خورد ترين عدد طبعی 𝑛൧  

(𝑎
೙

೏)௟   (𝑙 = 1,2, … , 𝑑) ⟹   
௡

ௗ
 𝑙 < 𝑛           ൣ 𝑙 ≠ 𝑑 برای ൧  

    ⟹   𝑎
೙

೏
 .௟  ≠ 𝑒      [ an = e    خوردترين عدد است که n زيرا ] 
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 𝑎
೙

೏
 .௟  = 𝑎௡ = 𝑒          [𝑙 = 𝑑    برای ] 

𝑎) عدد است که خورد ترين  dاز اين نتيجه ميشود که  
೙

೏)ௗ = 𝑒 

⟹  𝑑 =  𝑜𝑟d(𝑎
೙

೏) =  ቚ< 𝑎
೙

೏ >ቚ  

>حالا ثبوت می نمائيم که  𝑎
೙

೏   است که مرتبه Gيگانه گروپ فرعی از  <
(order)   آنd  است. 

𝑜𝑟𝑑𝐻با خاصيت  Gهم يک گروپ از  Hما فرض ميکنيم که  = |𝐻| = 𝑑   
𝑡يک  5.2نظر به قضيه . است ∈ ℕ   موجود است که𝐻 = < 𝑎௧ > 

⟹ (𝑎௧)ௗ = 𝑒                         ൣ𝑓𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡 نظر به قضيه ൧ 

⟹  𝑛|𝑡. 𝑑           [5.1نظر به قضيه ]  

 ⟹     
௡

ௗ
| 𝑡   ⟹    

௡

ௗ
  ≤ t   

 ⟹  𝑎௧ ∈ <  𝑎
೙

೏  >   ⟹   𝐻 ⊆< 𝑎
೙

೏ >  

>d = |𝐻 |  ቚ =   چون 𝑎
೙

೏ >ቚ پس در نتيجه  . است𝐻 = (𝑎
೙

೏)  

, ℤଵଵ)ما ميدانيم  : :مثال
∗  . به و بوده  ( cyclic group)يک گروپ دورانی  (

 يعنی. آن است   (generator)مولد  2തاسانی ميتوان ثبوت نمود که 
  < 2ത > = ℤଵଵ

∗  
 ی نمايمعی دورانی انرادريافت مروب های فرگاستفاده نموده و  5.3از ليما 

𝑜𝑟𝑑(ℤଵଵ
∗ ) = |ℤଵଵ

∗ | = 10    
  واضح ست d=10و  d=1برای  .قابل تقسيم است  10و  5 ، 2 ،1 بالای 10 عدد

  d=2برای   

 (2ത)
భబ

మ
 =  (2ത)ହ = 32തതതത = 22തതതത + 10തതതത = 10തതതത 

(10തതതത)ଵ =  10തതതത  
(10തതതത)ଶ = 10തതതത. 10തതതത = 100തതതതത = 9. 11തതതത + 1ത = 1ത  

 :نتيجهدر
< 10തതതത  > = { 1ത, 10തതതത } , ord(< 10തതതത >) = 2 = d 

  d=5برای  

(2ത)
భబ

ఱ
 =  (2ത)ଶ = 4ത     
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(4ത)ଵ =  4ത  
(4ത)ଶ = 4ത. 4ത = 16തതതത = 11തതതത + 5ത = 5ത  
(4ത)ଷ = 5ത. 4ത = 20തതതത = 11തതതത + 9ത = 9ത  
(4ത)ସ = 9ത. 4ത = 36തതതത = 11തതതത + 3ത = 3ത  
(4ത)ହ = 3ത. 4ത = 12തതതത = 11തതതത + 1ത = 1ത  

 :درنتيجه
< 4ത  > = { 1ത, 3ത, 4ത , 5ത, 9ത } , ord(< 4ത >) = 5 = d 

|𝐺|يک گروپ دورانی که   <G=<a اگر  : 5.2 مثال = در . باشد  24
بالای آن قابل تقسيم است وتمامی گروپ  24آنصورت ميتوان تمامی اعداديکه که 

  .های فرعی آنرا بشکل گراف نشان داد 
𝐺 = {𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎ଶଷ, 𝑎ଶସ = 𝑒} 

 

درآنصورت تعين تمامی . يک گروپ معين مگر دورانی نباشد   Gاگر :يادداشت 
|𝑠ସ|بطور مثال . گروپ فرعی آن مغلق تراست  = است مگر تعداد گروپ  24

 .است  30های فرعی آن 

  بعدآ . است  eيک گروپ دورانی که دارای عنصرعينيت   (. , G) : 5.4  ليما  
( a )   اگرمرتبه(order)  گروپ G  غير معين(infinite) باشد در آنصورت در  

,ℤ)و  Gبين        𝐺يعنی . موجود است  G-Isomک  ي   (+ ≅ ℤ 
 ( b )  اگرG   يک گروپ معين(finite)    دارای مرتبه(order)  n  باشد ،   

,ℤ௡)و  Gدر آنصورت در بين        .موجود است G-Isomيک   (+
𝐺 :يعنی     ≅ ℤ

௡
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𝑎است پس يک  (cyclic)يک گروپ دورانی  Gچون : ثبوت  ∈ 𝐺  موجود است
  :ما تابع ذيل را در نظر ميگيريم . شود  <G=<aکه 

𝜑: (ℤ, +) ⟶ (𝐺, . )    
          𝑘 ⟼ 𝑎௞  

𝜑(0)که البته درينجا   =  𝑎଴ = 𝑒  است 
: 𝝋 𝒔𝒖𝒓𝒋𝒆𝒄𝒕𝒊𝒗𝒆    

  پس. است   a> = G>ی و  يک گروپ دوران  Gچون 
  𝑥 ∈ 𝐺 ⟹  ∃𝑘 ∈ ℤ   ;     𝑥 = 𝑎௞ = 𝜑(𝑘) 
            ⟹  𝜑 𝑠𝑢𝑟𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒 

:  𝝋 𝑮 − 𝑯𝒐𝒎    
𝑘, 𝑟 ∈ ℤ  , 𝜑(𝑘 + 𝑟) = 𝑎௞ା௥ = 𝑎௞. 𝑎௥ = 𝜑(𝑘). 𝜑(𝑟)  

Ker𝜑  يک گروپ فرعی از  2.4نظر به قضيهℤ, نظر به قضيه  .است  )   (+
  :فقط تنها اشکال ذيل را داشته باشد  ℤبه حيث گروپ فرعی از   ker𝜑ميتواند 3.6

      𝑘𝑒𝑟𝜑 = 𝑘𝑒𝑟𝜑يا      {0} = 𝑛ℤ      برای𝑛 ∈ ℕ  
 ( a ) :ثبوت  

ord(G) = ∞  
Ker𝜑 = {k ∈ ℤ |𝜑(𝑘) = e} = {k ∈ ℤ | 𝑎௞ = e} = {0} 
⟹ 𝜑  injective     [   2.3     نظربه قضيه   ] 

𝐺يعنی . است G-Isomيک    𝜑 درنتيجه        ≅ ℤ 
 ( b ) :ثبوت  

ord(G) = n  ∧  <a> = G  
k: = n  ∧  m: = 2n ⟹ e = ak = am  [ 5.1  نظر به قضيه ] 
    ⟹    𝜑(𝑘) =  𝜑(𝑚)  ∧  k ≠ m 
   ⟹ 𝜑 not injective 
   ⟹ ker 𝜑 ≠ {0}       [   2.3     نظربه قضيه   ] 
   ⟹ ker 𝜑  = 𝑛ℤ 

ℤو  𝜑(ℤ)در بين  G-Isomيک  3.19 )همو مورفيزم (  نظر به قضيه
𝑘𝑒𝑟𝜑ൗ 

  يعنی . موجود است 
ℤ௡  = ℤ

𝑛ℤൗ = ℤ
𝑘𝑒𝑟𝜑ൗ ≅ 𝜑(ℤ)  

𝜑(ℤ)است پس بايد  surjectiveيک  𝜑چون  = 𝐺 باشد.  
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ℤ  درنتيجه
𝑛ℤൗ = ℤ ௡  ≅ 𝐺  است.  

,𝑎ଵ : 5.3 ضيهق 𝑎ଶ, … , 𝑎௡ ∈ ℤ∗ راگ و𝑑 = 𝑔𝑐𝑑(𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎௡)    باشد
 :بعدآ 

( a )     < 𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎௡ > = 𝑑ℤ  
        ∧   ∃   𝑟ଵ, 𝑟ଶ, … , 𝑟௡ ∈ ℤ ; 𝑑 = 𝑟ଵ𝑎ଵ + 𝑟ଶ𝑎ଶ + ⋯ + 𝑟௡𝑎௡   

( b ) 𝑘 | 𝑎௜   (𝑖 = 1,2, … , 𝑛) ⟹  𝑘 |𝑑 

پس . است  𝑎௜ ℤ از  (generator)مولد  𝑎௜هر   3.2ما نظر به لي : (a)ثبوت 
  :لهذا ميتوان نوشت 

< 𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎௡ > =  𝑎ଵℤ + 𝑎ଶℤ + ⋯ + 𝑎௡ℤ 

                                  = { ∑ 𝑠௜𝑎௜|𝑠௜ ∈ ℤ௡
௜ୀଵ  }  

>چون  𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎௡ ,ℤ)از يک گروپ فرعی < 𝑘است پس يک   (+ ∈ ℤ 
  :موجود است که 

< 𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎௡ > = 𝑘ℤ =< 𝑘 >  
𝑎௜ ∈ < 𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎௡ > = 𝑘ℤ  
⟹  ∃𝑠௜ ∈ ℤ  ;  𝑎௜ = 𝑠௜𝑘     (𝑖 = 1,2, … , 𝑛) 
⟹  𝑘 =  𝑐𝑑(𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎௡)   

   𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎௡ يک قاسم مشترک از 𝑘چون . است   يعنی𝑘 ∈ 𝑘ℤ  پس . است :  
𝑘 ∈ 𝑘ℤ = 𝑎ଵℤ + 𝑎ଶℤ + ⋯ + 𝑎௡ℤ  
   ⟹  ∃𝑟ଵ, 𝑟ଶ, … , 𝑟௡ ∈ ℤ  ; 𝑘 = 𝑟ଵ𝑎ଵ + 𝑟ଶ𝑎ଶ + ⋯ + 𝑟௡𝑎௡  

,𝑎ଵنيز يک قاسم مشترک  از  mاگر : (b)ثبوت  𝑎ଶ, … , 𝑎௡   باشد. 
𝑚 :يعنی  = 𝑐𝑑(𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎௡)   . پس:  

𝑚 | 𝑎௜  (𝑖 = 1,2, … , 𝑛) ⟹   𝑚|𝑟௜a௜      (𝑖 = 1,2, … , 𝑛)  
                  ⟹  𝑚|𝑟ଵ𝑎ଵ + 𝑟ଶ𝑎ଶ + ⋯ + 𝑟௡𝑎௡ = 𝑘   
                                  ⟹  𝑘 = 𝑔𝑐𝑑(𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎௡)  

,𝑎ଵچون اعداد  𝑎ଶ, … , 𝑎௡  فقط تنها يک بزرگترين قاسم مشترک(gcd)  ميتواند
  :داشته باشد پس

𝑑 = 𝑔𝑐𝑑(𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎௡) = 𝑘  
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  :ميتوان نوشت 5.3پس نظربه قضيه . است gcd(9,12) = 3چون  : مثال
  

< 9,12 > = 9ℤ + 12ℤ = 3ℤ 
  حالا ميخواهيم رابطه فوق را ثبوت نمايم  

h∈9ℤ + 12ℤ  ⟹ ∃a,b ∈ ℤ ; h = 9a + 12b = 3(3a+4b)  
                         ⟹ h∈3ℤ  ⟹ 9ℤ + 12ℤ  ⊆ 3ℤ 
h∈3ℤ  ⟹  ∃c ∈ ℤ ; h = 3c 
gcd(9,12) = 3  
  ⟹  ∃s,r ∈ ℤ ;  3 = r.9 + s.12  [ division algorithm  نظربه ] 
  ⟹ h = 3.c = ( r.9 + s.12 ).c = r.c.9 + s.c.12 
  ⟹ h∈9ℤ + 12ℤ   ⟹  3ℤ ⊆ 9ℤ +12ℤ   

  دريافت نمايد کهℤ)  (+,رادر گروپ   dℤيک گروپ فرعی  : 5.3 تمرين 
( a )     < 40, 24 ,16 > = dℤ باشد  
 ( b)     < 45,12 > = dℤ باشد 
0اعداد  5.1  تعريف ≠ 𝑎୧ ∈ ℤ   i=1,2,…,n)    (  بنام  

  relatively prime  ) در صورتيکه ياد ميشود ) عدد اوليه نسبی
𝑔𝑐𝑑(𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎௡) = 𝑟௜اعداد   3.7نظر به قضيه  .باشد 1 ∈ ℤ    

(i=1,2,…,n)    با خواص ذيل موجود است:  
𝑟ଵ𝑎ଵ + 𝑟ଶ𝑎ଶ + ⋯ + 𝑟௡𝑎௡ = 1  

  :اند زيرا   relatively prime    (rel -prim)با يکديگر 9و  5اعداد  :مثال 
9 = 1* 5 + 4                         1 = 5 - 1 * 4 
5 =1* 4 + 1                             = 5 - 1 * (9 – 1 * 5) 
4 = 4 * 1+0                              = 2   *  5  - 1  * 9 

   r = 2  ،اند  relat-primeباهم  9و  5پس . است gcd(9,5)=1ديده ميشود که 
  است s = 1-و    

𝑒يک گروپ و  (. , G) :5.6ليما  ∈ 𝐺  عنصر عينيت آن است و𝑎 ∈ 𝐺  دارای
  بعدآ .  ord(a) = n يعنی . است  متناهیمرتبه 

∀ 𝑘 ∈ ℤ ; 𝑜𝑟𝑑(𝑎௞) =
௡

௚௖ௗ (௡,௞)
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𝑡اگر    :  ثبوت  ≔ 𝑜𝑟𝑑(𝑎௞)    و𝑑 ≔ 𝑔𝑐𝑑 (𝑛, 𝑘)   صورتاندر. باشد 
  (𝑎௞)௧ = 𝑎௞௧ = 𝑒    ⟹ 𝑛 |𝑡𝑘         ൣ 5.1 نظر به  قضيه    ൧ 

                              ⟹  
௡

ௗ
 |𝑡.

௞

ௗ
  

  
௞

 ௗ
و    

௡

ௗ
. زيرا اگرنباشند. اند) عدد اوليه نسبی(  relative primeبا يکديگر    

  موجود است که ∋ℕ mدرانصورت يک  

gcd(
௞

 ௗ
 , 

௡

ௗ
  ) = m ≠  1  ⟹  𝑚 |

௞

 ௗ
  ∧    𝑚 |

௡

 ௗ
 

                                   ⟹  m.d |𝑘  ∧   m.d |n 
                                   ⟹  m.d = cd ( k,n) 

مگراين با  تضاد در . شده نميتواند  d = gcd(k,n)پس  . استd  m.d <چون  

پس  بايد   . است dانتخاب 
௞

 ௗ
و    

௡

ௗ
  )عدد اوليه نسبی(  rel-primبا يکديگر   

 .باشند
௡

ௗ
 |𝑡.

௞

ௗ
   ∧   ) = 1  

௡

ௗ
  , gcd(

௞

 ௗ
 , 

௡

 ௗ
) = 1 

 ⟹   
௡

ௗ
|𝑡         [3.3 نظر به ليما  ] 

 ⟹  
௡

ௗ
≤ 𝑡 

  :از جانب ديگر  

(𝑎௞)
೙

೏ =  (𝑎௡)
ೖ

 ೏ = (𝑒)
ೖ

 ೏ = 𝑒  
𝑡چون  = 𝑜𝑟𝑑(𝑎௞)  خورد ترين عدد درℕ  است که(𝑎௞)௧ = 𝑒   شود پس

𝑡 ≤  
௡

ௗ
  :در نتيجه .است  

𝑜𝑟𝑑(𝑎௞) = 𝑡 =
௡

ௗ
=

௡

௚௖ௗ (௡,௞)
   

𝐺ماگروپ : 5.4مثال   = {𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … , 𝑎ଶସ = 𝑒}  رادر نظر ميگيريم.𝑎ଷ ∈ 𝐺 

< 𝑎ଷ > = { 𝑎ଷ, 𝑎଺, 𝑎ଽ, 𝑎ଵଶ, 𝑎ଵହ, 𝑎ଵ଼, 𝑎ଶଵ, 𝑎ଶସ = 𝑒}  

>  گروپ فرعی 𝑎ଷ >)𝑜𝑟𝑑يعنی . ميباشد  8دارای مرتبه  < 𝑎ଷ >) = هم و 8
𝑜𝑟𝑑(aଷ)چنان  =  :است زيرا  8
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𝑎ଷ, 𝑎ଷ. 𝑎ଷ =  𝑎଺ = (𝑎ଷ )ଶ          , 𝑎଺. 𝑎ଷ = 𝑎ଽ = (𝑎ଷ )ଷ  

𝑎ଽ. 𝑎ଷ = 𝑎ଵଶ = (𝑎ଷ )ସ               ,   𝑎ଵଶ. 𝑎ଷ = 𝑎ଵହ = (𝑎ଷ)ହ  

𝑎ଵହ. 𝑎ଷ = 𝑎ଵ଼ = (𝑎ଷ)଺              ,    𝑎ଵ଼. 𝑎ଷ = 𝑎ଶଵ = (𝑎ଷ)଻  
𝑎ଶଵ. 𝑎ଷ = 𝑎ଶସ = 𝑒 = (𝑎ଷ)଼  

  :داشته باشيم    k = 6اگر ما 
(𝑎ଷ)଺ = 𝑎ଵ଼   
𝑎ଶ.ଵ଼ = 𝑎ଵ଼. 𝑎ଵ଼ = 𝑎ଷ଺ = 𝑎ଶସ. 𝑎ଵଶ = 𝑒. 𝑎ଵଶ = 𝑎ଵଶ  

𝑎ଷ.ଵ଼ = aଵଶ. 𝑎ଵ଼ = 𝑎ଷ଴ = 𝑎ଶସ. 𝑎଺ = 𝑎଺  

𝑎ସ.ଵ଼ = 𝑎ଷ.ଵ଼. 𝑎ଵ଼ = 𝑎଺. 𝑎ଵ଼ = 𝑎ଶସ = 𝑒  

𝑜𝑟𝑑(𝑎ଷ)଺ديده ميشود که  = عين نتيجه ،نمايم اگر ما ليما فوق را تطبيق  .است  4
  : يعنی. بدست مآيد

𝑜𝑟𝑑((𝑎ଷ)଺) =
௢௥ௗ(௔య)

௚௖ௗ (௢௥ௗ(௔య),଺)
=  

଼

ଶ
= 4  

>اگر  :5.7ليما  𝑎 > = (𝐺 , . دارای مرتبه  (cyclic)يک گروپ دورانی  (
𝑘در آنصورت برای . باشد   n   (finite order) متناهی ∈ ℤ   افاده  ذيل صدق
  :ميکند 

        𝐺 =<  𝑎௞ >    ⟺    𝑔𝑐𝑑( 𝑛, 𝑘) = 1  
  ⟹"ثبوت 

< 𝑎 > = 𝐺 = < 𝑎௞ > ⟹ 𝑜𝑟𝑑 (𝑎௞) = 𝑛  
  :ديديم که   5.6در ليما   

𝑜𝑟𝑑 (𝑎௞) =
௡

௚௖ௗ(௡,௞)
  

⟹ 𝑛 =
௡

௚௖ௗ(௡,௞)
  ⟹ g𝑐𝑑(𝑛, 𝑘) =

௡

௡
= 1  

 " ⟸ 𝑜𝑟𝑑 (𝑎௞)که  ديديم 5.6ما در ليما  " =
௡

௚௖ௗ(௡,௞)
  و چون   



  Algebra                                                                           ر معاصربــــالج  
 
   

   
144 

 

, 𝑔𝑐𝑑(𝑛و  𝑘) = n  𝑜𝑟𝑑(𝑎௞) =   پس .  است 1 =
௡

௚௖ௗ(௡,௞)
=

௡

ଵ
   

>در نتيجه   𝑎௞ > = 𝐺 
از  (generating)ميتوان تمامی عناصرمولد    5.7با استفاده از ليما :  ياد داشت

, ℤ௡)  گروپ , ℤଵଶ)بطور مثال گروپ  .را دريافت نمود (+   ,دورانی  (+

ℤଵଶ =< 5ത  . است  ord(ℤଵଶ  ) 12 =  و  <

  {𝑘 ∈ ℕ| 1 ≤ 𝑘 ≤ 12 ∧ 𝑔𝑐𝑑(12, 𝑘) = 1} = { 1,5,7,11} 

 راتطبيق می نمايم 5.7ليما   k = 7برای   ما .است = 5ത  aچون دراين مثال  

(5ത)7 = 5ത + 5ത + 5ത + 5ത + 5ത + 5ത + 5ത=  35തതതത = 11തതതത  

 ⟹  <11തതതത > = ℤଵଶ 
ℤଵଶهمچنان   =< 1ത >   = < 7ത   است    <

ℤହ = {ماميخواهيم سيت  :مثال
∗ < 𝑎ത > M:={𝑎ത ∈ (ℤହ

∗ ,   .رادريافت نمايم | ( .
ℤହبه اسانی ميتوان ثبوت نمود که  

  و  يک گروپ دورانی ∗
  =  ℤହ

∗     < 3ത ℤହ 4 = (   چون .است<
∗ ord( پس. است:  

{𝑘 ∈ ℕ | 1 ≤ 𝑘 ≤ 4 ∧  𝑔𝑐𝑑(4, 𝑘) = 1} = { 1,3 } 
 راتطبيق می نمايم 5.7ليما   k = 3برای   ما .است = 3ത  aچون دراين مثال  

(3ത)3 = 3ത . 3ത . 3 ഥ  = 27തതതത = 2ത 
2ത > =  < 3ത >  =  ℤହ > پس

∗ ,M = { 2തو       3ത }  
   :5.4  تمرين
( a )   سيت} = ℤଵଵ

∗ < 𝑎ത > Mഥ :={𝑎ത ∈ (ℤଵଵ
∗ ,  رادريافت نمايد | ( .

( b )   سيت} = ℤଵସ
  < 𝑎ത > Nഥ:={𝑎ത ∈ (ℤଵସ

 ,  رادريافت نمايد | (  +
  .اند   گروپ های تبديلی  (cyclic groups)گروپ های دورانی :5.8ليما  

, 𝐺)اگر  :ثبوت  . 𝑎يک  پس بايد. يک گروپ دورانی باشد  ( ∈ 𝐺  موجود باشد
>که  𝑎 >=  𝐺 

𝑥, 𝑦 ∈< 𝑎 > ⟹  ∃ 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ ; 𝑥 = 𝑎௠  ∧  𝑦 = 𝑎௡  
                  ⟹ 𝑥. 𝑦 = 𝑎௠. 𝑎௡ = 𝑎௠ା௡ = 𝑎௡ା௠ 
                              = 𝑎௡. 𝑎௠ = 𝑦. 𝑥 
 ⟹ 𝐺 𝑐𝑜𝑚𝑚𝑢𝑡𝑎𝑡𝑖𝑣𝑒  
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𝑛برای  :  5.2تعريف ∈ ℕ ل بنام تابع ذي Euler function   ياد ميشود:  

φ ∶ ℕ → ℕ  
   𝑛 →  𝜑(𝑛) = |{𝑘 ∈ ℕ |  1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 ∧  𝑔𝑐𝑑(𝑛, 𝑘) = 1}|  

𝑘که  kمساوی به تعداد تمامی  𝜑(𝑛)يعنی  ≤ 𝑛  ≤ 1   و𝑔𝑐𝑑(𝑛, 𝑘) = 1  
  بطور مثال . است  ،باشد

n =1 
𝜑(1) = |{𝑘 ∈ ℕ | 1 ≤ 𝑘 ≤ 1 ∧ gcd(1, 𝑘) = 1}| 
        = |{1}| = 1 
n =2 
φ(2) = |{k ∈ ℕ | 1 ≤ k ≤ 2 ∧ gcd(2, k) = 1}| 
        = |{1}| = 1 
n =3 
φ(3) = |{k ∈ ℕ | 1 ≤ k ≤ 3 ∧ gcd(3, k) = 1}| 
        = |{1,2}| = 2 
n =4 
φ(4) = |{k ∈ ℕ | 1 ≤ k ≤ 4 ∧ gcd(4, k) = 1}| 
        = |{1,3}| = 2 
 n =5 
φ(5) = |{k ∈ ℕ | 1 ≤ k ≤ 5 ∧ gcd(5, k) = 1}| 
        = |{1,2,3,4}| = 4 
n= 6 
φ(6) = |{k ∈ ℕ | 1 ≤ k ≤ 6 ∧ gcd(6, k) = 1}| 
        = |{1,5}| = 2 
n =7 
φ(7) = |{k ∈ ℕ | 1 ≤ k ≤ 7 ∧ gcd(7, k) = 1}| 
        = |{1,2,3,4,5,6}| = 6 
n= 8 
φ(8) = |{k ∈ ℕ | 1 ≤ k ≤ 8 ∧  gcd(8, k) = 1}| 
        = |{1,3,5,7}| = 4 

  :يک عدد اوليه باشد در آنصورت pاگر ديده ميشود که  
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  𝜑(𝑝) = |{𝑘 ∈ ℕ | 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑝 − 1 }| = 𝑝 − 1         

1زيرا برای تمامی  ≤ 𝑘 ≤ 𝑝 −   صدق ميکند  gcd(k,p) = 1رابطه    1

درانصورت  ،باشد nآن   (order)که مرتبه  Gدر يک گروپ دورانی  :  5.9ليما 
  𝜑(𝑛)مساوی به ،اند   Gاز (generator)که مولد  تعداد عناصری

 (Euler function)  است.  
   می ايد  بدست 𝜑(𝑛) (Euler function)وتعريف تابع  5.7ثبوت از ليما  :ثبوت 

,  ℤଵ଴)بطور مثال در گروپ دورانی  آن    (generator)تعداد عناصر مولد  (+
  :يعنی. است 4مساوی به 

  𝜑(10) = |{1,3,7,9}| = 4     
    ℤଵ଴ =< 1ത > = < 3ത > = < 7ത > =< 9ത > 

از   (generator)ه باشد در آنصورت تعداد عناصر مولد يک عدد اولي pاگر  
(ℤ௣ , 𝜑(𝑝) مساوی به  (+ = 𝑝 −  .است   1

, ℤହ)بطورمثال ما گروپ  پس . يک عدد اوليه است 5چون . رادرنظرميگيريم (+
  باشد  𝜑(5)    4 = 1- 5 = بايد

𝜑(5) = |{1,2,3,4}| = 4    
 ℤ ହ =< 1ത > = < 2ത > = < 3ത > =< 4ത > 

ℤହ)مرتبه گروپ  :ياداشت
∗ , .   است   Euler functionيک  𝜑و  4مساوی به  (

𝜑(4) =  |{1,3 }| = 2 
  :درمثال فوق. فقط تعداد عناصرمولد را معلوم ميکند  5.9ليما 

  < 2ത > =< 3ത >  = (ℤହ
∗ , . )   ,   < 1ത > ≠ ℤହ

∗    
راکه در ذيل  nو  mد اعدا Euler functionبا استفاده از   :  5.5 تمرين 

     تعريف شده است دريافت نمايد      
    ( a )     m:= | {𝑎ത ∈ (ℤଵ଺

 , +  ) | < 𝑎ത > = ℤଵ଺
  } |         

    ( b )    n:= | {𝑎ത ∈ (ℤ଻
∗ , . ) | < 𝑎ത > = ℤ଻

∗  } | 

     : 5.3  تعريف 
          ℤ௡

௫ ≔ {𝑎ത ∈ (ℤ௡, . )|𝑎 ഥ : 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 (معکوس پذير  )}  
  (ℤ௡

௫ , .   ياد ميشود  prime residue class groupک گروپ است وبنام ي (
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𝑛  :5.10ليما  ∈ ℕ  وφ يکfunction    Euler  بعدآ . است:  

(𝒂 )  ℤ௡
௫ = ൛𝑘 ഥ ∈  ℤ௡

  | 𝑔𝑐𝑑(𝑛, 𝑘) = 1ൟ 

(b )  |ℤ ௡
௫| = 𝜑(𝑛) 

  :   (a) ثبوت
𝑘ത ∈ ℤ௡

௫ ⟹ ∃𝑟̅ ∈ ℤ௡ ;   1ത = 𝑘ത. 𝑟̅ = 𝑘. 𝑟തതതത  
           ⟹ 1 − 𝑘𝑟 ∈ 𝑛ℤ            [  5.12   نظربه ليما    ] 
           ⟹ ∃𝑠 ∈ ℤ ; 1 − 𝑘r = 𝑠𝑛 
           ⟹ 1 = 𝑟𝑘 + 𝑠𝑛 ⟹ 𝑔𝑐𝑑(𝑛, 𝑘) = 1 
           ⟹ ℤ௡

௫  ⊆ {𝑘ത ∈ ℤ௡
 | 𝑔𝑐𝑑(𝑛, 𝑘) = 1} 

𝑘  :ديگر از جانب ∈ ℤ ; 𝑔𝑐𝑑(𝑛, 𝑘) = 1 
𝑘 ∈ ℤ 
 ⟹ ∃ 𝑟, 𝑠 ∈ ℤ ; 𝑟. 𝑘 + 𝑠. 𝑛 = 1 
 
 ⟹ 1ത = 𝑟. 𝑘 + 𝑠. 𝑛തതതതതതതതതതതത =  𝑟̅ . 𝑘ത + 𝑠̅ . 𝑛ത   =  𝑟̅ . 𝑘ത + 𝑠̅ . 0ത =  𝑟̅ . 𝑘ത 
 ⟹   𝑘ത  𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 ⟹ 𝑘ത ∈ ℤ௡

௫ 
ℤ௡:    در نتيجه          

௫ = {𝑘 ഥ | 𝑔𝑐𝑑(𝑛, 𝑘) = 1}                     
  .ايد  بدست می 𝜑   E𝑢𝑙𝑒𝑟 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛از تعريف     (b)ثبوت
  :مثال 

 اند    prime residue class groupگروپ های ذيل   5.10 با استفاده ا ز ليما
 

ℤଵ
୶ = {𝑘ത  ∈  ℤଵ

 |   gcd(1, 𝑘) = 1}  =   {1ത }  
ℤଶ

୶ = {𝑘ത  ∈  ℤଶ
 |   gcd(2, 𝑘) = 1}  =   {1ത }  

ℤଷ
୶ = {𝑘ത  ∈  ℤଷ

 |   gcd(3, 𝑘) = 1}  = { 1ത ,  2ത }  
ℤସ

୶ = {𝑘ത  ∈  ℤସ
 |   gcd(4, 𝑘) = 1}  = { 1ത ,  3ത }  

ℤହ
୶ = {𝑘ത  ∈  ℤହ

 |   gcd(5, 𝑘) = 1}  = { 1ത ,  2ത , 3ത, 4ത}  
ℤଵ଺)گروپ های  5.10با استفاده ا ز ليما    : 5.6 تمرين

௫ , . ) , (ℤଶ଴
௫ , .   و  (

(ℤଷ଺
௫ , .   رادريافت نمايد (
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 فصل  ششم

 (Ring)    حلقه
 

,𝑅) يک ساختمان الجبری  : 6.1تعريف  ⨁  ,  (Ring)با خواص ذيل بنام حلقه (⨀
 .ياد ميشود

( 1 )   (𝑅,   باشد (Commutative group)يک گروپ تبديلی  (⨁

   : "⨀“نظربه  (Associative)اتحادی  ( 2 ) 
  

        (𝑎⨀𝑏)⨀𝑐 = 𝑎⨀(𝑏⨀𝑐)          (∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 ) 

   :  ⨁-⨀نظربه   (Disterbutive)توزيعی   ( 3 )
      ∀𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅  

𝑎⨀(𝑏⨁𝑐) = (𝑎⨀𝑏)⨁(𝑎⨀𝑐) 
                     ∧   

(𝑏⨁𝑐)⨀𝑎 = (𝑏⨀𝑎)⨁(𝑐⨀𝑎) 
 

  .نشان  ميدهيم  0Rبها ر  "⨁“نظر به  R (identity)عنصر عينيت ما 
 داشته باشد بنام  (identity)عنصر عينيت  "⨀“نظر به   Rرينگ  گرا
نشان  1Rوما انرابه  ياد ميشود (Ring with identity)   " رينگ با عينيت "

  :يعنی .ميدهيم
∃1ோ ∈ 𝑅;  𝑎⨀1ோ = 𝑎        ( ∀𝑎 ∈ 𝑅  ) 

  .ياد ميکنيم (unity)ام واحد بعد از اين بن "⨀“ ما عنصر عينيت را نظر به  
ياد  (Commutative) تبديلی باشد بنام رينگ تبديلی  "⨀“ نظر به R اگر 

                                :يعنی اگر .ميشود
𝑎⨀𝑏 = 𝑏⨀𝑎           ( ∀𝑎, 𝑏 ∈  𝑅 ) 

 
,ℝ)  :مثال +, . ), (ℚ, +, . ), (ℤ, +, .       ند که عنصر واحد ارينگهای تبديلی  (

(unity)    همچنان  . است   “1“ آن عدد يک(  ℤ௡, n∈  ℕبرای  (  .   ,+
 
يک    

    است   1തکه عنصر واحد ان   رينگی تبديلی
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,𝑅)ما برای سهوليت به جای  :يادداشت ⨁  ,    مينويسيم، (.,+,R)   بعد از اين   (⨀
را به عنصر عينيت  ⨁نظر به عمليه  .به شرطيکه غلط فهمی صورت نگيردرگم

 ”1“ عنصر واحد را  به    "⨀"نظر به . يدهيمنشان م a- رابه aو معکوس  ”0“
 نشان ميدهيم    a-1رابه    aومعکوس 

ℤ଺: 6.1مثال = {0ത, 1ത, 2ത, 3ത, 4ത, 5ത} نظربه رابطه دوگانه  
 (binary operation)   که در جدول نشان داده شده است يکRing   
 .است ) حلقه ( 

  

 

 

 

                                                                                  R=(0,1,2)  :  6.2 مثال
  .ذيل تعريف شده است  (binary operation)رابطه دوگانه  Rبالاي 

5ത 4ത 3ത 2ത 1ത 0ത . 
0ത 0ത 0ത 0ത 0ത 0ത 0ത 
5ത 4ത 3ത 2ത 1ത 0ത 1ത 
4ത 2ത 0ത 4ത 2ത 0ത 2ത 
3ത 0ത 3ത 0ത 3ത 0ത 3ത 
2ത 4ത 0ത 2ത 4ത 0ത 4ത 
1ത 2ത 3ത 4ത 5ത 0ത 5ത 
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  . است ) حلقه (  Ring يك    ( . , +, R)به آساني ميتوان ثبوت نمود كه 

𝐴  {     :6.1 تمرين ∈ 𝑀(2𝑥2, ℝ)│𝐴 = ቀ
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

ቁ {  M:=    

نظربه جمع وضرب  Mيعنی  .ستا  (Ring)يک حلقه    (.,+,M)ثبوت نمايد که   
  دارد رينگی ماتريکس ساختمانی 

 : 6.2 تمرين
 S:= {2𝑥 + 1│𝑥 ∈ ℤ   } ,  R:= { 2x  │𝑥 ∈ ℤ  } 

 رينگ اند (.,+,S)و  (.,+,R) ايا    
𝑎برای يک . يک رينگ است(.,+,R)  :  6.1 ليما  ∈ 𝑅 تابع ذيل End G-  

 .است
   𝜌௔: (𝑅, +)  ⟶ (𝑅, +)                                                              
                 𝑥 ⟼ 𝑎. 𝑥 

   :ثبوت
   𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅, 𝜌௔(𝑥 + 𝑦) = 𝑎. (𝑥 + 𝑦) =  a.x + a.y 
                                 = 𝜌௔(𝑥) + 𝜌௔(𝑦)         

. است ”+“عنصر خنثی نظر به (”0“) يک رينگ و صفر  (.,+,R) : 6.1 قضيه
,𝑎برای  𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅 افاده های ذيل صدق ميکند. 

( 1 )      0 = 0.a = a. 0  

( 2 )    a.(-b) = (-a).b = -(a.b) 

( 3 ) (-a).(-b) = a.b    

( 4 )   )  a.(b-c) = (a.b) - (a.c  
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    ( 1 )     ثبوت
 (a . 0) + 0 = a.0 = a.(0+0)                                     
                  = (a.0) + (a.0)        [ نظربه خاصيت توزيعی     ]              
  ⟹ 𝑎. 0 =  [  نظر به قضيه  1.2  ]     0

  است   a = 0.0ه همين ترتيب ميتوان ثبوت نمود که   ب
 :       )2(ثبوت 

              0 = 0.b = (a +(-a)).b  = a.b + (-a).b  
 است يعنی (a.b)از  (inverse)عنصر معکوس  b.( a-)لهذا پس 

-(a. b) = (-a ).b       

  :نماييم استفاده می) 6.1(از لما  𝝆𝒂برای ثبوت از تابع :   )3( ثبوت 

   (-a).(-b) = 𝜌ି௔(−𝑏) = −൫𝜌ି௔(𝑏)൯  [  2.1 نظر به قضيه  ] 

                = −( −𝑎 . 𝑏) = 𝑎. 𝑏   [    معکوسی معکوس خودش است ] 

  :نماييم استفاده می   𝜌௔در اينجا هم از تابع   : )4(ثبوت 

𝜌௔: (𝑅, +) ⟶ (𝑅, +)                                                                           
        𝑏 − 𝑐 ↦ 𝑎. (𝑏 − 𝑐)  
 
 a.(b –c ) = 𝜌௔(𝑏 − 𝑐) 
              = 𝜌௔𝑏 − 𝜌௔𝑐     [G-Hom ᘍک     [  زᗬرا  𝜌௔   نظᗖᖁه  ”+“
              = (𝑎. 𝑏) − (𝑎. 𝑐) 

𝑎 يک عنصر  .است(unity) يک رينگ با واحد  (.,+,R)  : 6.2تعريف  ∈ 𝑅 
 R در  درصورت کهياد ميشود ) معکوس پذير(  invertibleو يا  unitبنام 

 :دنبا خواص ذيل موجود باش d,cعناصر 
c.a=1  ∧   a.d=1 

    .معکوس پذير چپ و راست باشد ”.“نظر به  aيعنی وقتيکه 
 مثال

)a(   در رينگ(ℤ, +, .   اند  )   invertible (معکوس پذير  1و  1-تنها  (
)b(    در رينگ(ℚ, +, .   .اند unitغير از صفر تمام عناصر آن  (
)c(    2)رينگℤ, +, .   . ندارد invertible  ) ( معکوس پذير هيچ عنصر (
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  .موجود نيست(unity) زيرا عنصر واحد     

     (d ) ر رينگي د(ℤ଺ , + , .   5ഥ و     1ത   (invertible)عناصر معكوس پذير (
, ℤହ)در  مگر. اند  + , .  اند   4ത    و     1ത    ،2ത    ، 3തعناصر معكوس پذير  (

ت يس Ruاگر  .است(unity) نگ با عنصر واحد يک ري (.,+,R)  :6.2  قضيه 
   :بعداً  .باشد Rاز )      (invertibleتمام عناصر معکوس پذير

( 1 )    a ∈ 𝑅௨  , 𝑏 ∈ 𝑅, (  𝑏. 𝑎 = 1  ∨   𝑎. 𝑏 = 1) ⇒ 𝑏 ∈ 𝑅௨  

(Ru  , .)     ( 2 )  يک گروپ است. 
  :  )1(ثبوت 

                                                  𝑎 ∈ 𝑅௨ ⇒ ∃𝑐 ∈ 𝑅; 𝑎. 𝑐 = 1      
  :بعداً .  نيز  صدق ميکند   b.a = 1فرض ميکنيم که    ما   

 𝑏 = 𝑏. 1 = 𝑏. (𝑎. 𝑐) = (𝑏. 𝑎). 𝑐 = 1. 𝑐 = 𝑐 
  ⇒ a.b = a.c    ⇒ 𝑏. 𝑎 = 1 = 𝑎. 𝑐 = 𝑎. 𝑏 ⇒ 𝑏 ∈ 𝑅௨     

              :                                                )2 (ثبوت  
هم قابل تطبيق  𝑅௨بالای  . “ ”رابظه دوگانه“بايد ثبوت شود که   :رابطه دوگانه 

,𝑎يعنی برای . است 𝑎′ ∈ 𝑅௨  همچنان𝑎. 𝑎′ ∈ 𝑅௨ باشد.  
 𝑎, 𝑎ᇱ ∈ 𝑅௨ ⇒ ∃𝑏, 𝑏ᇱ, 𝑐, 𝑐ᇱ ∈ 𝑅; 𝑏. 𝑎 = 𝑎. 𝑐 = 1   

∧   𝑏ᇱ. 𝑎ᇱ = 𝑎ᇱ. 𝑐ᇱ = 1 

(a.a’).( c’. c) = a.(a’.c’).c = a.1.c=a.c =1                                         
(b’.b).(a.a’) = b’.(b.a).a’ = b’.1.a’=b’.a’=1                                 
⇒ 𝑎. 𝑎′ ∈ 𝑅௨   
 1.1 = 1 ⇒ 1 ∈ 𝑅௨  
  ∀𝑎 ∈ 𝑅௨, ∃𝑏 ∈ 𝑅; 𝑎. 𝑏 = 1 ⇒ 𝑏 ∈ 𝑅௨     [  (1) نظر به    ] 

  .است aعنصر معکوس از  ”.“ظر به ن bبه اين معنی که 
𝜙يک رينگ و  (.,+,R)  : 6.3 تعريف  ≠ 𝑅ത ⊆  𝑅 . تسي 𝑅ത    بنام رينگ فرعی
  (subring) درصورتکهيادميشود ، (𝑅ത, +, .   .باشد را داشته رينگخواص  (

𝜙يک رينگ،   (.,+,R) : 6.2ليما  ≠ 𝑅ത ⊆ 𝑅 . اندبعداً افاده های ذيل معادل: 

( 1 )  Rഥ  رينگ فرعی يک(Subring) است. 
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,𝑥برای هر  ( 2 )  𝑦 ∈ 𝑅ത بايد داشته باشيم: 
i.  𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑅ത 
ii.   𝑥. 𝑦 ∈ 𝑅ത 

(𝟐)"ثبوت  ⇐ پس چون هر رينگ فرعی در عين حال يک رينگ است :  "(𝟏)
(Rഥ, +, . ,Rഥ)بنابراين .  نيز رينگ است (  .ميباشد (+,R)يک گروپ فرعی از  (+

به  Rഥزيرا . نيز صدق ميکند (𝒊𝒊)شرط  .صدق ميکند (ଙ̇)افاده  3.2نظر به قضيه
  .دارد را)  ”.“يعنی رابطه دوگانه نظر به (حيث رينگ فرعی اين خواص 

(𝟏)"ثبوت  ← ,Rഥ)نتيجه ميشود كه  (i)از : "(𝟐) يك  3.2  نظر به قضيه  (+
  .است  (+,R) گروپ فرعي از 

 Rدر  ”.“ . قابل تطبيق است Rഥبالای  ”.“نتيجه ميشود که عمليه  (ଙ̇𝒊)از شرط 
همچنان خاصيت . هم صدق ميکند Rഥاست، بنابراين در  (Associative)اتحادی 
,Rഥ)پس . صدق ميکند Rഥنيز در  (Distributive)توزيعی  +, .   يک رينگ  (

  .است Rفرعی از 
  :مثال 

 a )(    (ℚ, +, . ), (ℤ, +, . ,ℝ) دررينگهای فرعی   ( +, .   .ندا  (

 ) b (    (2ℤ, +, . ,ℤ) دريک رينگ فرعی  ( +, .   بدون  رگم .است  (

   “ 1 „عنصر واحد        

 ( c )   اگر(𝑅, +, .   رينگهای فرعی آن  {0}خودش و  Rيک رينگ باشد،    (
  .ميباشند       
( d ) ) ℤ M(nxn,  يک رينگی فرعی از) ℝ M(nxn,   است 
  : 6   3.مثال

( a )   سيت 𝑆  بشکل ذيل تعريف شده است:  

S:= {   ቀ𝑎 0
0 0

ቁ  │ 𝑎 ∈ ℝ} } 

𝑆   يک رينگی فرعی از) ℝ  M(2x2,  است و عنصر واحد ان ماتريکس ذيل
  :است

                 ቀ1 0
0 0

ቁ 
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  :يعنی .است  ,ℝ  M(2x2 (واحد از  عنصر خلاف اين که

                           ቀ1 0
0 0

ቁ ≠    ቀ1 0
0 1

ቁ 

عنصرواحد از  R گدررين Sفرعی  گيک رين (unity)نی ميتواند عنصرواحد يع
  شان بايد متفاوت نباشند  (identity) رعناصرعينيتگم. ان متفاوت باشد

( b )  

M:= {𝐴 ∈ 𝑀(2𝑥2, ℝ) }, S:= {𝐴 ∈ 𝑀(2𝑥2, ℝ)│𝐴 = ቀ
𝑎 𝑏

−𝑏 𝑎
ቁ } 

 S  کيsubring    در (M,+,.)زيرا. است:  

𝐴 = ቀ
𝑎 𝑏

−𝑏 𝑎
ቁ , B =  ቀ

𝑐 𝑑
−𝑑 𝑐

ቁ ∈  S  

A – B = ቀ
𝑎 𝑏

−𝑏 𝑎
ቁ − ቀ

𝑐 𝑑
−𝑑 𝑐

ቁ =  ቀ
𝑎 − 𝑐 𝑏 − 𝑑

−𝑏 + 𝑑 𝑎 − 𝑐
ቁ ∈ 𝑆 

 

A.B = ቀ
𝑎 𝑏

−𝑏 𝑎
ቁ . ቀ

𝑐 𝑑
−𝑑 𝑐

ቁ =  ቀ
𝑎𝑐 − 𝑏𝑑 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐

−𝑏𝑐 − 𝑎𝑑 −𝑏𝑑 + 𝑎𝑐
ቁ ∈ S 

 
S در  فرعی رينگيک  6.2ليما   نظربه(M,+,.) است.  

,𝑅)  : 6.4 تعريف +, .  I .است (+,R)يك گروپ فرعي از Iو  يک رينگ است  (
                                             :يا د ميشود درصورتيکه   left-idealبنام 

            ∀𝑟 ∈ 𝑅, ∀𝑎 ∈ 𝐼 ⇒ 𝑟. 𝑎 ∈ 𝐼         (        𝑅. 𝐼  ⊆ 𝐼    ᡧᣎعᘍ   )                                                                

I    بنامright-ideal  ياد ميشود اگر:   

 ∀𝑟 ∈ 𝑅, ∀𝑎 ∈ 𝐼 ⇒ 𝑎. 𝑟 ∈ 𝐼       (     𝐼. 𝑅 ⊆ 𝐼      ᡧᣎعᘍ   )  

I   بنامideal رياد ميشود كه اگ  I يكleft-ideal   وright-ideal  باشد.  
نظر به ضرب وجمع    R:=M(2x2, ℚ)سيت ما ميدانيم که:   4 .6مثال 

 :ماتريکس يک رينگ است يعنی 
( a )  (R,+)   يک گروپ تبديلی   ) commutative (   است. 
( b )  ∀𝐴, 𝐵 ∈ 𝑅 ⇒ 𝐴. 𝐵 ∈ 𝑅  
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( c )  ديگر خواص های رينگ نيز صدق ميکند. 
 :يعنی. عنصرعينت ان ماتريکس صفر وعنصرواحد ان ماتريکس واحد است

0 = ቀ
0 0
0 0

ቁ,     E2 = ቀ1 0
0  1

ቁ 

 :مثال

R:=M(2x2, ℤ) ,  S:= {   ቀ0 𝑎
b 𝑐

ቁ  │ 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ ℤ   } 

 S  گرينرينگی فرعی از  R  زيرا. نيست:  

ቀ
0 1
1 0

ቁ ∈ S 

 

ቀ
0 1
1 0

ቁ . ቀ
0 1
1 0

ቁ =  ቀ
1 0
0 1

ቁ ∉ S 

 
 :مثال

S:=  {0ത, 2ത, 4ത, 6}ഥ  
,ℤ଼) گفرعی بدون عنصرواحد در رين گيک رين Sسيت  +, .   :زيرا. است  (

 
 

 
6ത 4ത 2ത 0ത . 
0ത 0ത 0ത 0ത 0ത 
4ത 0ത 4ത 0ത 2ത  
0ത 0ത 0ത 0ത 4ത 
4ത 0ത 4ത 0ത 6ത 

 

6ത  4ത 2ത 0ത + 
6ത 4ത 2ത 0ത 0ത 
0ത 6ത 4ത 2ത 2ത  
2ത 0ത 6ത 4ത 4ത 
4ത 2ത 0ത 6ത 6ത 
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پس . انه تطبيق ميشودיهردو رابطه دو Sد که بالای ندول های فوق نشان ميدهج
  است   ℤ଼ يک رينט فرعی در

  :را به شکل ذيل تعريف ميکنيم  Lما  :مثال 

     L:= {   ൬
0 𝑝
0 𝑞

൰ | 𝑝, 𝑞 ∈ ℚ  } 

𝐿   يکLeft ideal از) R=M(2x2) , ℚ   زيرا . است:  

    ቀ0 0
0 0

ቁ ∈ 𝐿 

A = ቀ0 𝑎
0 𝑏

ቁ  , B = ቀ0 𝑐
0 𝑑

ቁ  ∈ 𝐿  

 ⇒  A + B = ቀ0 𝑎 + 𝑐
0 𝑏 + 𝑑

ቁ ∈ 𝐿 ,  -A = ቀ0 −𝑎
0 −𝑏

ቁ  ∈ 𝐿 

  است (+,R)يک گروپ فرعی از   3.1نظربه قضيه    (+,L)پس   
                                :علاوه بران

    𝐷 = ቀ
𝑥 𝑦
𝑧 𝑡

ቁ ∈ 𝑀൫2𝑥2, ℚ൯ 

D . A = ቀ
𝑥 𝑦
𝑧 𝑡

ቁ . ቀ
0 𝑎
0 𝑏

ቁ = ቀ
0 𝑥𝑎 + 𝑦𝑏
0 𝑧𝑎 + 𝑡𝑏

ቁ ∈ 𝐿 

  .نيست right-idealر گم .است  M(2x2, ℚ)در   Left idealيک  Lپس 

  :زيرا

A:= ቀ
0 1
0 2

ቁ ∈ 𝐿   ,  D:= ቀ
0 1
2 3

ቁ ∈ 𝑀൫2𝑥2, ℚ൯ 

A.D = ቀ
0 1
0 2

ቁ . ቀ
0 1
2 3

ቁ =  ቀ
2 3
4 6

ቁ ∉ L 

  
  : 6.3تمرين

 R:=M(2x2, ℚ) ,  S:= {   ቀ
𝑥 𝑦
0 𝑧

ቁ  │ 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℚ   } 
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 ستا R  گريندر )رينگی فرعی  (  Subringيک   Sثبوت نمايد که     
  :6.4 تمرين 

     } 𝐴 ∈ 𝑀(2𝑥2, ℝ)│𝐴 = ቀ
𝑎 𝑏

−𝑏 𝑎
ቁ , 𝑎ଶ  + 𝑏ଶ   ≠ 0  M:=  {  

 است (Ring)ماتريکس يک حلقه   “.„و  ضرب   “+„نظربه جمع   (.,+,M)ايا   
,A : (𝑅-6.2 قضيه  +, . 𝐼است و  1“ „يک رينگ باعنصرواحد  ( ⊆ 𝑅 . ًبعدا: 

  )1 ( 

   

I    يکLeft ideal  

 

 )2 ( 

 

  I   يکright-ideal  

 

 : ) 1(  ثبوت

  " ⇐   .واضح است )چپ  ايديال( Left ideal نظر به تعريف : "

 " ⇒ . است چپ يک ايديال 𝑰درانصورت واضح است که  . باشد  𝑰 = {0} اگر :"
  است 𝑰 ≠ {0}حالافرض ميکنيم که  

  𝐼 ≠ 𝜙  ∧   𝐼 ≠  {0}      ⟹ ∃𝑎 ∈ 𝐼  , a ≠ 0 
 0 ∈ 𝑅, 𝑎 ∈ 𝐼 ⇒ 0. 𝑎 = 0 ∈ 𝐼     [ (3)  نظر به  ] 
  1 ∈ 𝑅 ,   𝑎 ∈ 𝐼 ⇒ −𝑎 = −(1. 𝑎) = −1. 𝑎   
                        ⇒ −𝑎 ∈ 𝐼 
∀   a, b ∈ 𝐼 ⇒ 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝐼                 [     (2) نظر به ] 
⇒  (𝐼 , +) is Subgroup ( روپ فرعیگ )      [  3.1  [    نظر به قضيه  

   ⇒ Left ideal  يك  𝐼        [  (3)  ر به  نظ    ]  

( 1 ) 𝐼 ≠ 𝜙 
( 2 ) 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ⇒ 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝐼 
( 3 ) 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑎 ∈ 𝐼 ⇒ 𝑟. 𝑎 ∈ 𝐼 

( 1 ) 𝐼 ≠ 𝜙 
( 2 ) 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 ⇒ 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝐼 
( 3 ) 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑎 ∈ 𝐼 ⇒ 𝑎. 𝑟 ∈ 𝐼 
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 .را ثبوت نمود)  2(  ميتوان ترتيببه همين 

 :مثال
 )a  ((R,+,.) {0}. يک رينگ است  (Zero-ideal)  وR  خودش ايديال 

  .هستند     
)  b (    برای رينگ(ℤ, +, . ,𝑛ℤ)، گروپ فرعی  (   .يک ايديال است  (+

 :زيرا      
              ∀   𝑧 ∈ ℤ, 𝑛𝑧 ∈ 𝑛ℤ ⇒ 𝑛𝑧. 𝑧 = 𝑛(𝑧. 𝑧) ∈ 𝑛ℤ 

(c) (ℤ, +, . ,ℚ)يک رينگ فرعی از  ( +, .   :زيرا. است، مگر ايديال نيست (
  

1

2
∈ ℚ , 1 ∈ ℤ ,

1

2
. 1 =

1

2
∉ ℤ 

  .است يک رينگ (.,+,R)     6.3:ليما
( 1 ) 𝐽: = {1, … , 𝑛} و (𝐼i)  هاايديال )(i∈ J  درR اگر . اند𝐼: =∩ ௜ఢ௃ 𝐼i باشد  ،   
 استنيز يک ايديال  𝐼 انصورتدر       

  ( 2 )  I  يک اديال وS فرعی در  گيک رينR بعدآ. است:  
( a ) فرعی در  گسيت ذيل يک رينR  است  

S + I = { x+y │ 𝑥 ∈ S , y ∈ I  } 
( b )  I S ∩  در  يک اديالS است 
 ( c )  I رينگ فرعی يک اديال در S + I     

  :(1)ثبوت 
  𝐼   يک گروپ فرعی در  3.11نظربه ليما(R,+) است 

 𝑎𝜖𝐼 , 𝑟𝜖𝑅 ⇒ 𝑎 𝜖𝐼௜   ( ∀ 𝑖𝜖𝐽) 
               ⇒ 𝑟. 𝑎 𝜖𝐼௜   (∀ 𝑖𝜖𝐽)     [  ايديال اند  𝐼௜   زيرا  ] 
               ⇒ 𝑟. 𝑎 𝜖𝐼        

 .نيز يک ايديال است 𝐼ازين نتيجه ميشود که 
 :(2)ثبوت
( a ) 

u, w∈ S+I  
  ⇒  ∃ u1,w1∈ S  ∧  ∃ u2,w2∈ I ; u = u1+u2 , w = w1+w2  
  ⇒  u – w = (u1 - w1) + (u2 - w2) ∈ S+I   
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u.w = (u1 + u2) . (w1 + w2)  
      = u1 . w1 + (u2 . w1+ u1 . w2 + u2 . w2) 
u1 . w1∈ S      [  فرعی گرين  S  زيرا  ] 
u2 . w1+ u1 . w2 + u2 . w2∈ I     [   اديال  I  زيرا  ] 
⇒   u. w ∈ S + I   

  فرعی است گرين 6.2ليما نظربه  S+I  پس
  :(b)ثبوت

شامل هردوی  (identity)زيرا عنصرعينيت . خالی نيست Sو  I تقاطع سيت های
   .شان است

w∈ S ∩ I   ⇒  ∃ a∈ S  ∧  ∃ b∈ I ; w = a   , w = b  
                  ⇒ w.x  = a.x = b.x       (∀ x∈ S  ) 
                  ⇒ w.x  = a.x∈ S  ∧  w.x = b.x∈ I  
                  ⇒ w.x ∈S ∩ I   

 است  Sيک اديال در  S ∩ I درنتجه  
 :(c)ثبوت

اکنون ميخواهيم ثبوت  .است Rفرعی در  گرينيک  S+Iميدانيم که   (a)نظر به  
  است S+I يک اديال در Iنمايم که 

 𝑥 ∈ S + I  ⇒ ∃ a ∈ S ∧  ∃𝑏 ∈ I;   x = a + b  
y ∈ I , yx = y(a + b) = ya + yb 

  :يک اديال است،پس Iون چ
 
ya , yb ∈ I  ⇒ yx = ya +  yb ∈ I   
                   ⇒ I ideal in S + I 

:𝜑تابع . ندادو رينگ  (.,+,S)و  (.,+,R)  : 6.5 عريفت     𝑅 → 𝑆  بنام  
Ring homomorphism  R-Hom) (برای هر   درصورتکه،يادميشود

𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 افاده های ذيل صدق نمايند  
𝜑(𝑎 + 𝑏) = 𝜑 (𝑎) + 𝜑(𝑏) 

                                    ∧ 
𝜑(𝑎. 𝑏) = 𝜑(𝑎). 𝜑(𝑏) 

دربعضی کتاب ها های فوق عناصرواحد داشته باشند، درانصورت  گررينگا :نوت 
  :هومومورفيزم شرط ذيل راعلاوه می نمايند گدر تعريف رين

𝜑(1ୖ ) = 1𝐬 
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  .است Rاز  صرواحدعن 1R و Sاز  (unity)عنصرواحد  1sالبته درينجا 
  .يريمگرنمی شرط فوق رادرنظرما درينجا گم
   Ring Monomorphismباشد بنام   injective گرا R-Hom  کي

(R-Monom) ، گرا  surjective بنام  باشدEpimorphism Ring   
 (R-Epim)گرو ا  bijective باشد بنام Ring Isomorphism   

  (R-Isom)   ياد ميشود.  
،  ياد ميشود Ring Endomorphism  (R-End)بنام R-Homيک   
باشد بنام    bijective که درعين حال  R-Endيک . باشد  = R  Sرصورتکه د

Ring Automorphism ) (R-Auto) ياد ميشود. 
در آن ،  باشد R از عنصرعينيت 0R و Sاز  (identity)عنصرعينيت  0s اיر

 :صورت
𝜑(0ୖ ) = 0ୱ 

  :زيرا
   𝜑(0ୖ) = 𝜑(0ୖ + 0ୖ) = 𝜑(0ୖ) + 𝜑(0ୖ)  ⟹ 𝜑(0ୖ ) = 0ୱ 

  
,𝕔)  ماميدانيم که:  6.5مثال  +, . حالانشان ميدهيم که تابع ذيل . يک رينگ است (
  است   R-Homيک 

                    𝜑: (𝕔, +, . ) ⟶  (𝕔, +, . )  
                    𝑧 = (𝑥 + 𝑖𝑦) ⟼ zത = (𝑥 − 𝑖𝑦)     

  : حل
𝑧 = 𝑥 + 𝑖𝑦  , 𝑧ଵ = 𝑥ଵ + 𝑖𝑦ଵ ∈ 𝕔  

,𝕔 (درگروپ”+“  نظر به    𝜑ديديم که   2.1درمثال  . است G-Homيک   )  +
  يعنی

𝜑( 𝑧 + 𝑧ଵ) =   𝜑(𝑧) + 𝜑(𝑧ଵ) 
  :ازجانب ديگر

  𝜑( 𝑧. 𝑧ଵ) = 𝜑൫(𝑥 + 𝑖𝑦). (𝑥ଵ + 𝑖𝑦ଵ)൯ 

               =  𝜑(𝑥𝑥ଵ + 𝑖𝑦𝑥ଵ + 𝑖𝑥𝑦ଵ − 𝑦𝑦ଵ)  
               = 𝜑(𝑥𝑥ଵ − 𝑦𝑦ଵ + (𝑦𝑥ଵ + 𝑥𝑦ଵ)𝑖)  
               = (𝑥𝑥ଵ − 𝑦𝑦ଵ) − (𝑦𝑥ଵ + 𝑥𝑦ଵ)𝑖 
 𝜑(𝑧). 𝜑(𝑧ଵ) = (𝑥 − 𝑖𝑦). (𝑥ଵ − 𝑖𝑦ଵ) 
                   = 𝑥𝑥ଵ − 𝑖𝑦𝑥ଵ − 𝑖𝑥𝑦ଵ − 𝑦𝑦ଵ  
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                  = (𝑥𝑥ଵ − 𝑦𝑦ଵ) − (𝑦𝑥ଵ + 𝑥𝑦ଵ)𝑖 
.𝜑( 𝑧در نتيجه  𝑧ଵ) = 𝜑(𝑧). 𝜑(𝑧ଵ)  

     :تابع ذيل را  تعريف مينمايم   ,+,ℤ𝟐) . ( ما بالای رينگ   :  6.6 مثال

                       𝜑: ℤଶ   ⟶ ℤଶ   
                                𝑥̅  ⟼ 𝑥̅  .  𝑥̅  = (𝑥̅)2 

 𝝋 يک  R-Hom  زيرا برای . استℤଶ ∈  , 𝑦ത    𝑥̅  

𝜑 ( 𝑥̅ + 𝑦ത ) = (   𝑥̅ + 𝑦ത ) ଶ = ( 𝑥̅)2 +  𝑥̅. 𝑦ത +  𝑥̅. 𝑦ത + (𝑦ത)2   

.𝑥̅برای  𝑦ത  دوحالت ذيل امکان دارد  
.0ത     𝑥̅ =:     حالت اول 𝑦തدرينصورت  

𝜑 ( 𝑥̅ + 𝑦ത )  = ( 𝑥̅)2 +  (𝑦ത)2  =   𝑥̅. 𝑥̅ + 𝑦ത. 𝑦ത   =  𝜑(𝑥̅) + 𝜑(𝑦ത)       
.1ത     𝑥̅ =:     حالت دوم 𝑦തدرينصورت 

  𝑥̅. 𝑦ത  =  1ത  ⇒ 𝑥̅ =  1ത  ∧    𝑦ത =  1ത 

 ⇒ 𝜑 ( 𝑥̅ + 𝑦ത ) =   ( 𝑥̅)2 +  𝑥̅. 𝑦ത +  𝑥̅. 𝑦ത + (𝑦ത)2  

                                  = (1ത)2 + 1ത. 1ത + 1ത. 1ത + (1ത)2 = 4ത = 0ത 

𝜑 ( 𝑥̅) +  𝜑 ( 𝑦ത)   =  ( 𝑥̅)2 + ( 𝑦ത)2  = 1ത. 1ത  + 1ത. 1ത   

                          = 1ത+ 1ത = 2ത = 0ത 

     درنتيجه    
𝜑 ( 𝑥̅ + 𝑦ത )  = 0ത = 𝜑 ( 𝑥̅) +  𝜑 ( 𝑦ത)    
𝜑 ( 𝑥̅. 𝑦ത) = ( 𝑥̅. 𝑦ത)2 =  (  𝑦ഥ   )2  .  (  𝑥̅ )2   
                 = (  𝑥̅ )2 . (  𝑦ഥ  [  زيرا   ℤଶ   تبديلی است ]       2(  
                = 𝜑 ( 𝑥̅ ) . 𝜑 (𝑦ത)             

  𝝋   يک درنتيجه  R-Hom    است 
  :تابع ذيل تعريف شده است ,+, ℤ) . (در رينگی  :  6.5تمرين 

                     𝜑: ℤ  ⟶ ℤ    
                     𝑥  ⟼ 2𝑥 

 است   R-Homيک   𝝋 ايا 
 :اند   R-Homتوابع ذيل    ,+, ℤ𝟑) . (ايا در رينگی  :  6.6تمرين  
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( a )         φ: ℤ𝟑  ⟶ ℤ𝟑 
                 𝑥̅  ⟼ 𝑥̅ . 𝑥̅  = (𝑥̅)2   
( b )      φ: ℤଷ  → ℤଷ 
                 𝑥̅  → 𝑥̅ . 𝑥̅ . 𝑥̅ = (𝑥̅)3   

  :  6.7تمرين 
( a )  ذيل يک  نمايد که تابعثبوتR-Aut   است    

                    𝜑: (𝕔, +, . ) ⟶ (𝕔, +, . )  
                      𝒛 = (𝒙 + 𝒊𝒚) ⟼ (𝒙 − 𝒊𝒚)     
 

( b )   ذيل يک  نمايد که تابعثبوتR-Isom  است    

  R: = {𝐴 ∈ 𝑀(2𝑥2, ℝ)│𝐴 = ቀ
𝑎 𝑏

−𝑏 𝑎
ቁ } 

𝜑: (𝕔, +, . ) ⟶  R 

    z= a+ib  ⟼  ቀ 𝑎 𝑏
−𝑏 𝑎

ቁ   

    
است و " 1"  (unity)عنصر واحد  یيك رينگ دارا (.,+,R)   6.8 :  تمرين  

a∈ 𝑹  معكوس پذير(invertible) ثبوت نمائيد كه تابع ذيل يك  .استR-Aut 
   است

La: R ⟶ R 
               x ⟼ 𝑎 𝑥 𝑎ିଵ 

ياد  Prime Idealبنام I يک ايديال . يک رينگ است (.,+,R) :  6.6تعريف 
  :ميشود، اگر

( a ) 𝐼 ≠ 𝑅 
( b )  ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 , 𝑥. 𝑦 ∈ 𝐼 ⇒ 𝑥 ∈ 𝐼 ∨ 𝑦 ∈ 𝐼 

 :مثال 
( a ) رينگ در  (ℤ  ,+,.) سيت pℤ   کي Prime Ideal  است، درصورتکه 

P عدد اوليه باشد يک  
pℤ   :  حل ≠ ℤزيرا برای يک عدد اليه . است p شامل  4عددpℤ  شده نميتواند .

  :رگوازجانب دي
a, b ∈ ℤ  , a. b ∈ p ℤ  ⇒ p│a. b  ⇒ p│a  ∨   p│b    
                                      ⇒ a ∈ p ℤ   ∨     b ∈p ℤ   

  است     prime idealيک    pℤدرنتيجه 
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 ( b )رينگ در  (ℤ  ,+,.) 2 سيتℤ   يک Prime Ideal است 
pℤ       :حل ≠ ℤ3زيرابطور مثال  . است ∉ 2ℤ   .رگوازجانب دي:  
  

a, b ∈ ℤ  , a. b ∈ 2 ℤ  ⇒ 2│a. b  ⇒ 2│a  ∨   2│b    
                                      ⇒ a ∈ 2 ℤ   ∨     b ∈2 ℤ   
                                       ⇒    2 ℤ  prime ideal   

  :زيرا. پرايم اديال نيست   4ℤ اديال (.,+,  2ℤ)  رينگر در گم
2 ∈ 2ℤ    ⇒   2.2 = 4 ∈ 4ℤ    

2ر گم ∉ 4ℤ 
:𝜑دو رينگ و  (.,+,S)و (.,+,R)اگر :   6.4ضيه ق 𝑅 → 𝑆  يکR-Hom  

   :بعدآ  . باشد
( a )  ker𝜑   يک ايديال درR  است.  
( b )    𝜑(𝑅)يک   subring ) در ) رينگ فرعیS  است. 
( c )   اگر𝜑  يکSurjective   باشد  وI  يک ايديال درR باشد در آنصورت  
     𝜑(𝐼) يک ايديال در  S   است 

  نظر Rيک گروپ فرعی در  ker𝜑 که ميدانيم 2.4نظربه قضيه :  (a)ثبوت 
  :و است   “+„ به 

Ker 𝜑 ≔ {a ∈ R|𝜑(a) = 0ୱ} 
r∈ 𝑅 , 𝑥 ∈ ker𝜑   ⇒   𝜑(𝑟. 𝑥) = 𝜑(𝑟).  𝜑(x)  = 𝜑(𝑟). 0ୱ = 0s 

                           ⇒   𝑟. 𝑥  ∈ ker𝜑   
            يک  اديال است  ker𝜑  درنتيجه 

Im(𝜑)ميدانيم  2.4نظر به قضيه :  (b)ثبوت  = 𝜑(𝑅)   يک گروپ فرعی در
S می باشد    "+" دوگانه   نظر به رابطه.  

 𝑠ଵ, 𝑠ଶ ∈ 𝜑(𝑅) ⇒ ∃𝑟ଵ, 𝑟ଶ ∈ 𝑅;  𝜑(𝑟ଵ) = 𝑠ଵ  ∧  𝜑 (𝑟ଶ) = 𝑠ଶ 

𝜑(𝑟ଵ. 𝑟ଶ) = 𝜑(𝑟ଵ). 𝜑(𝑟ଶ) =  𝑠ଵ. 𝑠ଶ  

 ⇒ 𝑠ଵ. 𝑠ଶ ∈ 𝜑(𝑅) 
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قابل  𝜑(𝑅)بالای "."  (Binary operation)نشان داده شد که رابطه دوگانه 

   است   Sاز  ( Subring)يک حلقه فرعی   𝜑(𝑅)   در نتيجه  پس. تطبيق است 

پس نظر به تعريف ايديال يک گروپ فرعی , يک ايديال است  Iچون  :  (c)ثبوت 
  .است   Sدر يک گروپ فرعی  3.3نظر به قضيه   𝜑(𝐼) نيز است و (+,R)در 

𝑏 ∈ 𝜑(𝐼), 𝑠 ∈ 𝑆   
  ⇒ ∃𝑎 ∈ 𝐼 ∧  𝑟 ∈ 𝑅;  𝜑(𝑎) = 𝑏 , 𝜑(𝑟) = 𝑠   [ Surjective 𝜑 زيرا    ] 
r.a ∈ 𝐼           [  اديال يک     𝐼 زيرا     ] 
 ⇒ 𝑠. 𝑏 = 𝜑(𝑟). 𝜑(𝑎) = 𝜑(𝑟𝑎) ∈ 𝜑(𝐼) 

  :وهم چنان   
   𝑏. 𝑠 = 𝜑(𝑎). 𝜑(𝑟) = 𝜑(𝑎𝑟) ∈ 𝜑(𝐼)                   

 .است  Sيک ايديال در  𝜑(𝐼)در نتيجه 
. نيست  Sاديال در 𝜑(𝐼)رت سورجيکيف نباشد، درانصو 𝜑 رگا ( c )در :تبصره

  :بطورمثال
                  𝜑: ( ℤ, +, . ) → (ℝ, +, . )  
                                  n ↦ n     

  ℝ در  اديال   ℤر گم. است 𝜑(ℤ)= ℤو  R-Hom يک  𝜑نظر به تعريف 
2زيرا برای . نيست ∈ ℤ 2√ و  ∈ ℝ   شامل حاصل ضرب انℤ  نيست .  
.2: يعنی √2 ∉ ℤ    

𝐼دو رينگ و  (.,+,S)و  (.,+,R):  6.5 قضيه ⊆ 𝑆  ،𝜌: 𝑅 → 𝑆 يک  
 R-hom.  ًبعدا:  

 I          يک ايديال در𝜌ିଵ(𝐼) ⇐ 𝑆  يک ايديال درR است.  
                            :ثبوت

    r1,r2  ∈ 𝜌ିଵ(𝐼)  ⇒ 𝜌(𝑟ଵ), 𝜌(𝑟ଶ) ∈ 𝐼 
                          ⇒ 𝜌(𝑟ଵ) + 𝜌(𝑟ଶ) = 𝜌(𝑟ଵ + 𝑟ଶ) ∈ 𝐼    

                          ⇒ 𝑟ଵ + 𝑟ଶ ∈ 𝜌ିଵ(𝐼) 

  r ∈ 𝑅, 𝑟ଵ ∈ 𝜌ିଵ(𝐼)    ⇒ 𝜌(𝑟) ∈ 𝑆  ⋀  𝜌(𝑟ଵ) ∈ 𝐼     

                               ⇒    𝜌(𝑟). 𝜌(𝑟ଵ) ∈ 𝐼    [  اديال    I  زيرا ] 

                               ⇒  𝜌(𝑟. 𝑟ଵ) = 𝜌(𝑟). 𝜌(𝑟ଵ) ∈ 𝐼                                                        
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                               ⇒ 𝑟. 𝑟ଵ ∈ 𝜌ିଵ(𝐼)   

  𝜌ିଵ(𝐼 )   يک  ايديال در   در  نتيجهR است 

) مجموعه(set ما . تاس R يک اديال در Iو  گرين يک A:  (R,+,.)-6.6تعريف
 :يعنی .نشان ميدهيم    𝑅/𝐼را به  Rدر  Iاز  left-cosetتمامی 

𝑅/𝐼 ∶=   { a + I │ 𝑎𝜖𝑅 } 

 است و اديال (ablean group)روپ تبديلی گيک   +,R)( گريننظر به تعريف 
I  فرعی نورمال در  روپگيکR است .(𝑅/𝐼, با رابطه  3.18نظر به قضيه   (+

  :است   (factor group)روپ  گ فکتور يکانه ذيل گدو

 + ∶  𝑅/𝐼 𝑥 𝑅/𝐼        ⟶   𝑅/𝐼 
      (𝑎 + 𝐼 , 𝑏 + 𝐼 )  ⟼  (𝑎 + 𝐼 ) + (𝑎 + 𝐼 ) = (𝑎 + 𝑏) + 𝐼   

  :تعريف می نمايم  𝑅/𝐼رابه شکل ذيل بالای    “.„انه گحالا رابطه دو

. ∶  𝑅/𝐼 𝑥 𝑅/𝐼           ⟶  𝑅/𝐼 
   (𝑎 + 𝐼 , 𝑏 + 𝐼 )  ⟼  (𝑎 + 𝐼 ). (𝑎 + 𝐼 ) = (𝑎. 𝑏) + 𝐼   

,𝑅/𝐼)درنتيجه   +, . ياد  (factor ring) گاست و بنام فکتوررين گرينيک  (
  ميشود

,ℤ଺)  گرينما : مثال +, . به شکل ذيل تعريف  Iريم، که دران سيت گرادرنظرمي (
  :شده است

I:= {0ത, 2ത, 4ത}  
  I  يک اديال درℤ଺  زيرا. است:  

,ℤ଺)فرعی درروپ گيک  I: اول   .است ( +
  طه ذيل نيزصدق ميکند راب:  دوم

∀ 𝑎ത ∈ 𝐼  ∧  ∀ 𝑏ത ∈ ℤ଺   ⟹    𝑎ത. 𝑏ത  ∈ 𝐼             
,ℤ଺/𝐼)  گپس  فکتوررين +, .   :شکل ذيل را دارد   (

 ℤ଺/𝐼 =   {𝑎ത + I | 𝑎ത𝜖ℤ଺ } = { I, {1ത, 3ത, 5ത} } 
H  رما گا  ≔ {1ത, 3ത, 5ത}ورت بنوسيم، درانص:  

 
ℤ଺/𝐼 = {   I, H } 
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 :زيرا. خودش است Hو معکوس  Iعنصرعينيت ان  “+„انه  گنظر به رابطه دو
  

 I + H = {{0ത, 2ത, 4ത} + ൛1ത, 3ത, 5തൟ = { 0ത + 1ത, 0ത + 3ത, 0ത + 5ത, 2ത + 1ത,   
               2ത + 3ത, 2ത + 5ത ,  4ത + 1ത , 4ത + 3ത ,4ത + 5ത } 
         = {1ത, 3ത, 5ത, 3ത, 5ത, 1ത, 5ത , 2ത , 3ത} = ൛1ത, 3ത, 5തൟ = H 
H + H = {൛1ത, 3ത, 5തൟ + ൛1ത, 3ത, 5തൟ 
          = { 1ത + 1ത, 1ത + 3ത, 1ത + 5ത, 3ത + 1ത, 3ത + 3ത, 3ത + 5ത , 
                5ത + 1ത , 5ത + 3ത , 5ത + 5ത } 
          = {2ത, 4ത, 0ത, 4ത, 0ത, 2ത, 0ത , 2ത } =   { 0ത, 2, 4ത} = I 

, ℤ଺/𝐼)درنتيجه . روپ نيز صدق ميکندگری گخواص دي روپ تبديلی گيک  (+
,𝑎ത برای    “.„انه    گرابطه دو   ℤ଺/𝐼 بالای  .است 𝑏ത ∈ ℤ଺  به شکل ذيل تعريف
 :  شده

(𝑎ത + 𝐼 ). ൫𝑏ത + 𝐼 ൯ = ൫𝑎ത. 𝑏ത൯ + 𝐼         

  ℤ଺/𝐼 بطورمثال. ساختمان الجبری دارد “.„ه   انگنظر به رابطه دو:  
𝑎ത =  3 ഥ  , 𝑏ത =  5ത    ⟹   𝑎ത. 𝑏ത + 𝐼 = 3ത. 5ത + { 0ത, 2ത, 4ത}  = 3ത + { 0ത, 2ത, 4ത} 
                                             = { 3ഥ , 5ത,1ത } = 𝐻 ∈ (ℤ଺/𝐼 ,   . )   

, ℤ଺/𝐼)پس . ر نيز صدق ميکندگانه بالای عناصرديگرابطه دو اين +, . ) 
  است گفکتوررين

     A  )   : ( theorem of ring homomorphism-6.4 ضيهق
:𝜑دو رينگ و  (.,+,S) و (.,+,R)  رگا 𝑅 → 𝑆  يکR-Hom باشد ،

  موجود است که R-Homيک   Sو  𝑅/Ker 𝜑درانصورت دربين 
  𝜑(𝑅) و  𝑅/Ker 𝜑  يعنی. ايزومورف اند  :𝜑(𝑅)  ≅ 𝑅/Ker 𝜑   

  :ثبوت
. نشان ميدهيم  Iيک اديال است و انرا به  Ker 𝜑ما ميدانيم که  4.6نظر به قضيه 

 است گيک فکتوررين   A-6.6نظر به تعريف 𝑅/Iپس 
 :ريمگحالا تابع ذيل را درنظرمي

   𝜓 ∶  𝑅/I ⟶ S 
        a+𝐼 ⟼  𝜑(𝑎)  
𝜓൫(𝑎 + 𝐼) + (𝑏 + 𝐼)൯ =  𝜓൫(𝑎 + 𝑏) + 𝐼൯    [ 3.18   ضيهنظربه ق   ] 

                                 =  𝜑(𝑎 + 𝑏)   
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                                 = 𝜑(𝑎) +  𝜑(𝑏)   [  R-Hom  يک  𝜑  ] 
                                 =  ψ(a + I) +  ψ(b + I)   
𝜓൫(𝑎 + 𝐼). (𝑏 + 𝐼)൯ =  𝜓൫(𝑎. 𝑏) + 𝐼൯          [   „.“  نظر به تعريف   ] 

                              =  𝜑(𝑎. 𝑏)   = 𝜑(𝑎). 𝜑(𝑏) 
                              =  ψ(a + I).  ψ(b + I)   

  .است    R-Hom يک  ψدرنتيجه  
  𝒊𝒏𝒋𝒆𝒄𝒕𝒊𝒗𝒆  𝝍 :  

𝜓(𝑎 + 𝐼) =  𝜓(𝑏 + 𝐼) 
    ⟹   𝜑(𝑎) =  𝜑(𝑏)  ⟹  𝜑(𝑎) −  𝜑(𝑏) = 0௦      
    ⟹  𝜑(𝑎 − 𝑏 ) = 0௦   ⟹  𝑎 − 𝑏 ∈ 𝐼     [  I = ker 𝜑    زيرا  ] 
    ⟹    a + I = b + I           [   3.11    نظربه قضيه  ] 
    ⟹  𝜓  injective 

  :رگازجانب دي
𝑦 ∈ 𝜑(𝑅) ⊆ 𝑆  
  ⟹   ∃𝑥 ∈ 𝑅 ; 𝜑(𝑥) = 𝑦  ⟹   𝜓(𝑥 + 𝐼) =  𝜑(𝑥) = 𝑦  
  ⟹  𝜓 ∶  𝑅/I ⟶ 𝜑(𝑅)    surjective 

𝜑(𝑅)  :  درنتيجه  ≅ 𝑅/N 
    B  )   : (theorem of ring isomorphism-6.4 قضيه

 :باشد، درانصورت  (.,+,R) گاديال دررين Iفرعی و  گرين Sر گا
( 1 )  𝑆/S ∩ I  و𝑆 + 𝐼)/I ( ها   گفکتوررين(ring-factors ) اند  

( 2 )  (𝑆 + 𝐼)/I ≅ 𝑆/S ∩ I   
𝑆/Sيعنی (       ∩ I   و(𝑆 + 𝐼)/I ايزومورف اند  گر رينگباهم دي( 
  : ميدانيم  6.3نظر به ليما  : ( 1 ) ثبوت

 𝑆 + 𝐼 فرعی در  گيک رينR   ، S ∩ I   اديال در𝑆   وI  اديال در𝑆 + 𝐼  
𝑆/Sپس    ∩ I  و𝑆 + 𝐼)/I (گفکتوررين  (ring-factors ) اند  

  :است  R-Hom تابع ذيل نيز A-6.4 قضيه نظربه : ( 2 )ثبوت 
𝜑: 𝑆 ⟶ 𝑅/𝐼  
    𝑎 ⟼ 𝑎 + 𝐼 
𝜑(𝑆) =  { s + I |s ∈ S } 
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        =  { (s + v) + I |s ∈ S, v ∈ I}      [3.11 نظر به قضيه   ]    
        = (𝑆 + 𝐼)/I             [𝜑   نظر به   تعريف   ]    

 :است  R-Isomتابع ذيل   A-6.4نظربه قضيه 
𝜑ି ∶ 𝑅/𝑘𝑒𝑟𝜑 ⟶ 𝜑(𝑅)  
         a.ker𝜑 ⟼ 𝜑(𝑎) 

Sديديم که    (1)در   ∩ I  اديال درS فرعی  گبالای رين  3.19س قضيهپ.  است
S   يعنی تابع ذيل يک . نيز صدق ميکندR -Isom  است  

 𝜑ି ∶ 𝑆/S ∩ I → 𝜑(𝑆)  
           a.ker𝜑 → 𝜑(𝑎) 

𝜑(𝑆)چون    ≅ 𝑆/S ∩ I   و𝜑(𝑆) = (𝑆 + 𝐼)/I درنتيجه. است:  

(𝑆 + 𝐼)/I  ≅ 𝑆/S ∩ I 

)  اديال اساسی( Principle Idealبنام  Rاز رينگ 𝐼 يک ايديال   : 6.7 تعريف 
  :يعنی .اشدب نها از يک عنصر بوجود آمده ت 𝐼  درصورتکهياد ميشود، 

∃a∈ R ;  <a> = I 
𝑛سيت ذيل برای  :مثال ∈ ℕ  يکPrinciple Ideal  است:  

   < 𝑛 >≔ 𝑛ℤ = {n. a|𝑎 ∈ ℤ} 
𝑎يک رينگ   (.,+, R ) : 6.8 تعريف ∈ 𝑅  و𝑎 ≠   بنام aعنصر . 0

 Left-zero-divisor   (l.z.divisor)  )ياد ميشود اگر يک )  قاسم صفراز چپ
𝑏 ∈ 𝑅  و𝑏 ≠ راينصورت د باشد b.a=0اگر.موجود باشد a.b=0با خاصيت  0

a  يک Right-zero-divisor(r.z.divisor)  )ياد ميشود) قاسم صفر از راست.  
) قاسم صفر( zero divisorباشد بنام  r.z.divisorوهم  l.z.divisor  هم aاگر 

  .ميشود ياد
   Ring without zero divisorبنام  (.,+,R)يک رينگ  : 6.9تعريف 

  :اگر .ياد ميشود  )رينگ بدون قاسم صفر(
𝑟ଵ, 𝑟ଶ ∈ 𝑅 , 𝑟ଵ. 𝑟ଶ = 0 ⇒ 𝑟ଵ = 0  ∨   𝑟ଶ = 0 

 .نداشته باشد zero-divisor يعنی بدون صفر ديگر هيچ 
   (Unity)ر واحد صاعن 1Sو   1Rکه دورينگ  (.,+,S)و  (.,+,R) : 6.6قضيه 

 :ماداريم.اند
  φ: 𝑅 → 𝑆   𝑅𝑖𝑛𝑔 𝐸𝑝𝑖𝑚𝑜𝑟𝑝ℎ𝑖𝑠𝑚   ∧   φ(1ோ) =  1ௌ     
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  :بعداً افاده های ذيل معادل هستند
( 1 )   S   قاسم صفربدون ) zero-divisor without (    0وୗ ≠ 1ୗ 

 𝐾𝑒𝑟φ ( 2 )  يکPrime ideal است. 
  نشان ميدهيم  0Sرابه  Sواز   0Rابه  ر Rما عنصرعينيت  :ثبوت
 "(𝟐) ⇐ (𝟏)" : 

  𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅, 𝑥. 𝑦 ∈ 𝐾𝑒𝑟φ  
         ⇒ φ(𝑥. 𝑦) = 0ௌ 

          ⇒ φ(𝑥). 𝜑(𝑦) = 𝜑(𝑥. 𝑦) = 0ௌ  
         ⇒ φ(𝑥) = 0ௌ   ∨   𝜑(𝑦) = 0ௌ    [  بدون قاسم صفر  S   زيرا ] 

         ⇒ 𝑥 ∈ 𝐾𝑒𝑟 φ   ∨    𝑦 ∈ 𝐾𝑒𝑟 φ   

1ୗ ∈ 𝑆 ⇒ ∃𝑟 ∈ 𝑅, 𝜑(𝑟) = 1ୗ      [  سوريکتيف   کي   𝜑  [ زيرا  
             ⇒ 𝑟 ∉ 𝐾𝑒𝑟𝜑      [  0ୗ ≠ 1ୗ  زيرا   ]   

          ⇒ 𝐾𝑒𝑟𝜑 ≠ 𝑅 

  𝜑 پس ثبوت شد که . يک ايديال است 𝐾𝑒𝑟𝜑ميدانيم که    6.4چون نظر به قضيه 
  .است Prime idealيک 

(𝟏)"ثبوت  ⇐   .است zero-divisorبدون  Sاول نشان ميدهيم که  : "(𝟐)

  𝑠ଵ, 𝑠ଶ ∈ 𝑆, 𝑠ଵ. 𝑠ଶ = 0ୗ 

    ⇒ ∃𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅 ;   𝑠ଵ = 𝜑(𝑥)  ∧    𝑠ଶ = 𝜑(𝑦)   [ ف سورجکتي   𝜑    ]    
    ⇒ 0ୗ = 𝑠ଵ. 𝑠ଶ = 𝜑(𝑥). 𝜑(𝑦) = 𝜑(𝑥. 𝑦) 
    ⇒ 𝑥. 𝑦 ∈ 𝐾𝑒𝑟 𝜑 
   ⇒ 𝑥 ∈ 𝐾𝑒𝑟 𝜑    ∨    𝑦 ∈ 𝐾𝑒𝑟 𝜑  [   prime ideal  يک  𝐾𝑒𝑟𝜑  ] 
   ⇒ 𝜑(𝑥) = 0ୗ   ∨    𝜑(𝑦) = 0ୗ     
   ⇒ 𝑠ଵ = 0ୗ      ∨     𝑠ଶ = 0ୗ 

0ୗحالا بايد ثبوت شود که .است) قاسم صفر( zero-divisorبدون  Sپس  ≠ 1ୗ 
  .است Sدر 
 :باشد در آنصورت 0S =1Sاگر 

φ(1ோ) =  1ௌ = 0ୗ = φ(0ோ) 
   ⇒ 1ୖ ∈ 𝐾𝑒𝑟 𝜑         
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   ⇒ 𝑅. 1ୖ = 𝑅 ⊆ 𝐾𝑒𝑟 𝜑       [    استايديال  کي Ker 𝜑 زيرا   ]         
𝐾𝑒𝑟 𝜑از جانب ديگر ميدانيم که  ⊆ 𝑅  پس در نتيجه . است𝐾𝑒𝑟 𝜑 = 𝑅 

0ୗبنابراين . است  Prime idealکه اين در تضاد با تعريف . ميشود ≠ 1ୗ تاس. 
كه داراي  (.,+,R)  ( commutative)تبديلي   (ring)يك حلقه   :  6.10تعريف

  باشد بنام (no zero divisor)وبدون قاسم صفر  (unity)عنصر واحد 
Integral domain )بايد افاده ذيل صدق کند    يعنی .ياد ميشود) ناحيه تمامی  

   𝑟ଵ, 𝑟ଶ ∈ 𝑅 , 𝑟ଵ. 𝑟ଶ = 0  ⇒ 𝑟ଵ = 0  ∨   𝑟ଶ = 0 
 ويا

      𝑟ଵ, 𝑟ଶ ∈ 𝑅 , 𝑟ଵ ≠ 0  ⋀  𝑟ଶ ≠ 0 ⇒   𝑟ଵ. 𝑟ଶ ≠  0 
,൫ℝ بطورمثال +, . ൯   , (ℚ, +, . ,൫ℤ و  ( +, . ൯      و൫ℂ, +, . ൯  

 integral domain  ندا .  
 ياد ميشود Gaussian integersسيت ذيل بنام  :عريفت 

ℤ[i] = { a + ib │ a,b∈  ℤ } ⊂ ℂ 
  ( ℤ[i], +, .   ياد ميشود Gaussian Ringاست وبنام   گيک رين (

,൫ℂاز  فرعی گيک رين ℤ[i]: مثال +, . ൯  وintegral domain نيزاست  
  :حل

a + ib,c+id∈  ℤ[i] 
a + ib – (c+id) = (a-c) + i(b-d) 

a – c , b-d ∈  ℤ  ⟹ (a + ib) –(c+id)∈  ℤ[i] 
(a + ib).(c+id) = ac + ibc + iad –bd = (ac – bd) + i(bc + ad) 

(ac – bd) , (bc + ad) ∈  ℤ  ⟹ (a + ib).(c+id) ∈  ℤ[i] 

,൫ℂفرعی در  گيک رين 6.2نظربه ليما  ℤ[i]درنتيجه  +, . ൯ است.  

,൫ℂچون   +, . ൯  رال دومين بوده، پس گيک اينتℤ[i] اديال در  رگم. نيز است  

 ൫ℂ, +, . ൯ زيرا. نيست:  

z:= ଶ
ଷ

∈ ൫ℂ, +, . ൯ ,   z1: =  1 + 2i∈ ℤ[i] 

z.z1 = ଶ
ଷ

. (1 +  2i) =
ଶ

ଷ
+  

ସ

ଷ
 i ∉ ℤ[i]    

,൫ℂيک اديال در  ℤ[i]نظر به تعريف  پس +, . ൯ نيست . 

ℤ)ديديم كه    6.1در مثال 
଺

, +, .   است مگر  ( Ring)يك حلقه (
  integral domain 2زيرا  .نيستത. 3ത = 6ത =  0ത  2مگرത    3وത  0 خلافത   اند  
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ℤ      6.7مثال
ହ

= {0ത, 1ത, 2ത, 3ത, 4ത}    كه در جدول ذيل "." و "+" نظر به عمليات

  .است  (Ring)تشريح شده است يك حلقه 

 

  

 

 

 (ℤ
ହ

, +, .    .ميباشد "1ത"  (unity)تبديلي داراي عنصر واحد  (Ring)يك حلقه  (

ℤ
ହ
ℤ௡)    ( . ,  زيرا. نيزاست Integral domain  يک   

∗ نظر به قضيه   

 .   يک عدد اوليه باشد   nيک گروپ است درصورتکه   3.21

      𝑏ത, 𝑎ത  ∈  ℤ
ହ
 ,  𝑎ത ≠ 0ത   ∧   𝑎ത . 𝑏ത = 0ത    

            ⇒ 𝑏ത = 1ത. 𝑏ത  = ( 𝑎 ഥ )ିଵ.𝑎ത . 𝑏ത = ( 𝑎 ഥ ) ିଵ . 0ത = 0ത 

             ⇒  ℤ
ହ
    Integ-domain  

مگر  . يک رينگ است   (.,+,R)و ماميدانيم که =:ℝ  M(2x2,   R (: ثالم
integral domain  زيرا. نيست:  

4ത 3ത 2ത 1ത 0ത + 
4ത 3ത 2ത 1ത 0ത 0ത 
0ത 4ത 3ത 2ത 1ത 1ത 
1ത 0ത 4ത 3ത 2ത 2ത 
2ത 1ത 0ത 4ത 3ത 3ത 
3ത 2ത 1ത 0ത 4ത 4ത 

4ത 3ത 2ത 1ത 0ത . 
0ത 0ത 0ത 0ത 0ത 0ത 
4ത 3ത 2ത 1ത 0ത 1ത 
3ത 1ത 4ത 2ത 0ത 2ത 
2ത 4ത 1ത 3ത 0ത 3ത 
1ത 2ത 3ത 4ത 0ത 4ത 
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A = ቀ1 0
0 0

ቁ , B = ቀ0 0
1 0

ቁ  ∈ R 

 

A.B = ቀ1 0
0 0

ቁ. ቀ0 0
1 0

ቁ = ቀ0 0
0 0

ቁ 

 مساوی به صفراست مگرخودشان خلاف صفراند Bو  Aديده شد که حاصل ضرب 
R زيرا. نيست هم تبديلی گرين:  

B.A = ቀ0 0
1 0

ቁ. ቀ1 0
0 0

ቁ = ቀ0 0
1 0

ቁ ≠ ቀ0 0
0 0

ቁ =  A.B 

ناصرعينيت عکه دارای    integral domainدو   (.,+,S)و   (.,+,D):  مثال
(identity) D ∈ 0D  ، ∈ S   0S    وعناصرواحد(unity)  1D  1وS   اند .

  ذيل تعريف شده است  روابط دوگانه   R:= DxSبالای  

+: 𝑅𝑥𝑅 ⟶ 𝑅 
   (𝑎, 𝑏) ⟼ 𝑎 + 𝑏 

. : 𝑅 × 𝑅 ⟶ 𝑅 
     (𝑎, 𝑏) ⟼ 𝑎. 𝑏 

  :درانصورت. باشند ) = d2,s2) bو  a = (d1, s1)اگر    يعنی

a + b = ( d1,s1) + (d2,s2) = (d1+d2,s1+s2) 

a . b = ( d1,s1) . (d2,s2) = (d1.d2,s1.s2) 

  (R,+,.) يک رينگ تبديلی  (commutative ring)   است که عنصرعينيت ان
(0D,0S)   و عنصرواحد ان(1D,1S) مگريک .است  integral domain نيست .

  :زيرا

(1D,0S) . (0D,1S) = (1D . 0D,0S . 1S ) = (0D,0S) 

خلاف صفراند مگرحاصل ضرب شان مساوی به  (0D,1S)و  (1D,0S)ديده شد که 
 صفراست

,𝑅): تعريف  +, . :φر تابع  گا .است integral domainيک  ( 𝑅 ⟶ ℕ଴ 
 :باخواص ذيل موجود باشد
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( i )    φ(a) ≤  φ(a. b)    (∀ a, b ∈ R ∖ {0} 

( ii )    ∀ a, b ∈ R ∖ {0};  ∃𝑞, 𝑟 ∈ R ;  a = bq + r 

φ(r)بايد  r  ≠ 0که درينجا برای   ≤  φ( b) باشد  
R   باφ  بنامEuclidean Domain ما انرا به  . ياد ميشود(R, 𝜑) نشان ميدهيم 

,൫ℤ ماميدانيم که   :مثال +, . ൯  حالا ثبوت می نمايم، که  . رال دومين استگينتايک

 ℤ   نظربه تابع ذيل يکEuclidean Domain  است  
φ: ℤ ∖ {0} ⟶ ℕ଴ 
                a ⟼ |a| 

0 ≠ a,b ∈ ℤ
 
   

φ(a) = |a| ≤ |a|. |b| = |ab| = φ(ab) ⟹ (i) 

  :division  algorithm نظربه .  راثبوت می نمايم (ii)خاصيت  حالا

 ∃𝑞, 𝑟 ∈ ℤ ;  a = bq + r     ( 0 ≤ r < b ) 

r = 0 ⟹ φ(0) = |0| < |b| = φ(b)       [   b≠ 0  زيرا   ] 

r ≠ 0  ⟹  φ(r) = |r| < |b| = φ(b)      [  0 ≤ r  زيرا    ] 

 است Euclidean Domainيک  (ℤ, 𝜑)درنتيجه 

,𝑅):  6.11تعريف +, .   .است " 1"  (unity)اراي عنصر واحد يك رينگ د (
  R مشخصه  معين داراي (finite characteristic) يك  درصورتکه ،است

n∈ ℕ  با خاصيت ذيل موجود باشد: 
   0=1+1+1+…+1                      ( n terms ( دفعه n )) 

  n.1 =0يعني  
 :يعنی.  شودياد مي Rاز   (charactiristic)بنام مشخصه  nکوچکترين آن نوع 

Char(R): = min{n ∈ ℕ │ n.1=0} 

,𝑅)   روپگنظربه   ord(1) char(R)=ر  گيا به عبارت دي  .است ( +
  zero characteristic دارای   Rپيدا نشود در آن صورت  nر آنطور يك گا

  char(R)=0 يعنی  . است )صفر  همشخص( 
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زيرا . ميباشد  صفر) characteristic (  هاراي مشخصد  ℤرينگ : بطور مثال 
<nهيچ    . شود  n .1=0يافته نميتوانيم كه    0

1 , 1+1 , 1+1+1 , 1+1+1+1, .  .   .    = 1,2,3,4,  .  .  . . 

     char(ℤ)=0ديده ميشود كه هيچ تكرار صورت نمي گيرد پس 
ℤ (Ring)اگر ما رينگ 

௡
  :را در نظر  بگيريم  

1ത    , 1ത + 1ത , 1ത + 1ത + 1ത, 1ത + 1ത + 1ത + 1ത,      .   .   .  

 .در اينجا ديده ميشود كه تكرار صورت مي گيرد 

 0ത , 1ത, 2ത, 3ത, .   .    .   . , (𝑛 − 1തതതതതതതത) , 0ത, 1ത, 2ത, 3ത, .   .    .   .  , (𝑛 − 1തതതതതതതത), 0ത 

( يعني     = 0ത    1ത n . ( رينگ  وℤ
௡

    finite  characteristic داراي  

char(ℤيعني  . ميباشد) عين م همشخص  (
௡

) = 𝑛 . بطور مثال درℤ
ହ

: 

5 . 1ത = 1ത + 1ത + 1ത + 1ത + 1ത = 0ത   ⇒  char(ℤ
ହ

) = ord(1ത) = 5 

  مشخصه و دارای  (unity)با عنصر واحد  .,+,R ) ( رينگما  :    6.7 قضيه 
 ) characteristic  ( 0يعنی . داريم متناهی    ( R )= p≠ char .  
 :بعدآ  

( a )    p . a = 0         ∀𝑎 ∈ 𝑅 

( b )    R  𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑙 𝑑𝑜𝑚𝑎𝑖𝑛  ⇒ 𝑝 ∈ 𝑃   ൣ هᘮک عدد اولᘍ 𝑝൧ 
   (a)ثبوت 

𝑎 ∈ 𝑅 ⇒ 𝑝. 𝑎 = 𝑝. (1. 𝑎) = (𝑝. 1). 𝑎 = 0. 𝑎 = 0  
  (b)ثبوت 

∃𝑟, 𝑠 ∈ ℕ ; 𝑝 = 𝑟. 𝑠 ⇒ 0 = 𝑝. 1 = (𝑟. 1). (𝑠. 1)  
           ⇒ 𝑟. 1 = 0 ∨ 𝑠. 1 = 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔 استൣ 0 − 𝑑𝑜𝑚 يک 𝑅 زيرا ൧     

  . است  Rاز )   charact(مشخصه نيز  sو يا  rاز آن نتيجه ميگيريم که 
.𝑟چون  𝑠 = 𝑝     است پس بايدr = p   وياs = p    باشد که در نتيجهp  بايد  يک

  .عدد اوليه باشد 
  :بعدآ  integral Domainيك  (.,+,D)  :  6.4  ليما

a,b,c ∈ 𝐷  , 𝑐 ≠ 0      𝑎. 𝑐 = 𝑏. 𝑐       ⇒ 𝑎 = 𝑏 
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  ) اختصار پذير است "." نظر به   integral domainيعنی يک (        

    :ثبوت 
a.c = b.c  
(a - b) .c = a.c - b.c = 0  
 ⇒ 𝑎 − 𝑏 = 0  ∨ 𝑐 = 0      [ integral domain يك D زيرا] 
 ⇒ 𝑎 − 𝑏 = 0       [c≠   [ زيرا 0
 ⇒ 𝑎 = 𝑏 

په طور .  يعنې اختصارپذيرنيست. صدق نمی کند گبرای رين  6.4 ليما  :نوت
  :  ( . ,+, ℤ𝟔) گمثال دررين

  2 ഥ . 3ത  = 6ത  = 0ത = 12തതതത = 3ത . 4ത 
ഥ 2 ر گم ≠ 4ത   است  
يک اديال   I   ,)  واحد (   nityدارای   (ring)يک حلقه  (.,+,R)  :  56.  ليما 

𝐼و  Rدر  ≠   (invertible)صر معکوس پذير دارای يک عن Iبعدآ اگر   . {0}
  :يعنی .   I = Rباشد در آنصورت 

∃𝑎 ∈ 𝐼 ∧  𝑏 ∈ 𝑅; 𝑎. 𝑏 = 1 ⇒ 𝐼 = 𝑅  
   :ثبوت 

𝑎 ∈ 𝐼 ∧   𝑎 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒 ⇒  ∃𝑏 ∈ 𝑅; 𝑏𝑎 = 1  
𝑥 ∈ 𝑅 ⇒ 𝑥 = 𝑥. 1 = 𝑥. (𝑏. 𝑎) 
                 = (𝑥𝑏). 𝑎 ∈ 𝐼    [ يک ايديال  است       𝐼   ] 
⇒ 𝑅 ⊆ 𝐼  

𝐼يدانيم که از جانب ديگر م ⊆ 𝑅  است پسI = R    

∋ a,b   .است integ-dom کي )  (.,+,D: مثال 𝐷 
  ( a )  رگا𝑐ℎ𝑎𝑟(𝐷)    حقيقي  اعداد در بطورمثال (.باشد صفرℝ  (،    

 :  Binomial فورمول درانصورت به اساس     
 

(𝑎 + 𝑏)ଶ = 𝑎ଶ + 2. 𝑎𝑏 + 𝑏ଶ 
(𝑎 + 𝑏)ଷ = 𝑎ଷ + 3. 𝑎ଶ𝑏 + 3𝑎𝑏ଶ +  𝑏ଷ  

 ( b )  رگا 𝑐ℎ𝑎𝑟(𝐷) =   :  درانصورت ،باشد  2
 

(𝑎 + 𝑏)ଶ = 𝑎ଶ + 2. 𝑎𝑏 + 𝑏ଶ =   𝑎ଶ + 0 + 𝑏ଶ =  𝑎ଶ +  𝑏ଶ 
𝑐ℎ𝑎𝑟(𝐷)زيرا      = 2𝑎𝑏بايد  6.7پس به اساس قصيه . است  2 =     باشد   0
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 ( c )  رگا 𝑐ℎ𝑎𝑟(𝐷) =   :  درانصورت. باشد  3
 

(𝑎 + 𝑏)ଷ = 𝑎ଷ + 3. 𝑎ଶ𝑏 + 3𝑎𝑏ଶ +  𝑏ଷ  
              = 𝑎ଷ + 0 + 0 +  𝑏ଷ =  𝑎ଷ  +  𝑏ଷ 

𝑐ℎ𝑎𝑟(𝐷)زيرا    = .3بايد   6.7پس به اساس قصيه . است  3 𝑎ଶ𝑏 =   و   0
   = 0   3𝑎𝑏2باشد  

 )مشخصه( characteristicتابع  Binomial فورمول ديده ميشود که درالجبر
  .ان است)  Field  ويا  ( integral domain ک ي
  . حالا ميخواهيم اين حالت را بصورت عمومي مطالعه نمايم 
𝑐ℎ𝑎𝑟(D)و  integ-domيک   )  (.,+,D :.6 6ليما   = 𝑝 ≠   :بعدآ .  0

( a )    (𝑎 + 𝑏)௣ = 𝑎௣ + 𝑏௣      (∀a,b ∈ D  ) 
( b )    𝜑: 𝐷 ⟶  𝐷   
                 𝑥 ⟼ 𝑥௣ 

𝜑  يک  (R − Monom)𝑅 − 𝐻𝑜𝑚و 𝑖𝑛𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒   بنام  واست  
 frobenius function  ياد ميشود . 

 ( c )    a1,a2,…,an∈ 𝐷 
      ( a1 + a2 + …. + an)p = (a1)p + (a2)p + … + (an)p 

.𝑎) پس . تبديلی است Dچون  : (a)ثبوت  𝑏)௣ = 𝑎௣. 𝑏௣ )    ( ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐷 
  .ميتوان نوشت    binomial formelنظر به 

(𝑎 + 𝑏)௣ = 𝑎௣ + 𝑝𝑎௣ିଵ. 𝑏 +
𝑝. (𝑝 − 1)

2!
 𝑎௣ିଶ . 𝑏ଶ

+
𝑝. (𝑝 − 1). (𝑝 − 2)

3!
 𝑎௣ିଷ . 𝑏ଷ 

                   + ⋯ + 𝑝𝑎𝑏௣ିଵ + 𝑏௣  
  ويا

(𝑎 + 𝑏)௣  = 𝑎௣+  ∑  ( 
௣!

௜!(௣ି௜)!

௣ିଵ
௜ୀଵ  ) . 𝑎  ௜ . 𝑏௣ି௜   +  𝑏௣   

درانصورت هريکی ان . در نظر گرفته نشود 𝑏௣و  𝑎௣ر معادله فوق اگر د
  :بصورت عموم شکل ذيل رادارد

௣.(௣ିଵ).(௣ିଶ)…..(୮ି୰ାଵ) 

ଵ.ଶ.ଷ….௥ 
𝑎௣ି௥ . 𝑏௥  
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  .فرض شده است  ≥p-1    ≤ r 1البته درينجا 

k: = 
  (௣ିଵ).(௣ିଶ)…..(୮ି୰ାଵ) 

ଵ.ଶ.ଷ….௥ 
        , s:= 1.2.3....r 

p.k  به اساس binomial formel پس بايد . ک عدد مثبت تام است يp.k  بالایs  
پس . يک عدد اوليه است   6.7نظر به قضيه   pو   p>rچون  . قابل تقسيم باشد

  :يعني. قابل  تقسيم باشد  s بالای    kبايد 

  = 
  (௣ିଵ).(௣ିଶ)…..(୮ି୰ାଵ) 

ଵ.ଶ.ଷ….௥ 
  k  يک عدد طبعې است.  

  
 :  6.7پس نظر به قضيه   

௣.௞

௦
𝑎௣ି௥ . 𝑏௥ =

 ௣.(௣ିଵ).(௣ିଶ)…..(୮ି୰ାଵ) 

ଵ.ଶ.ଷ….௥ 
𝑎௣ି௥ . 𝑏௥ = 0 

(𝑎 + 𝑏)௣ = 𝑎௣ + 0 + 0 + ⋯ + 0 + 𝑏௣ = 𝑎௣ + 𝑏௣ 

    (b)ثبوت 
   𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 ;  𝜑(𝑥 + 𝑦) = (𝑥 + 𝑦)௣ = 𝑥௣ + 𝑦௣   ൣ (𝑎)  نظر به ൧       

                               = 𝜑(𝑥) + 𝜑(𝑦) 
𝜑(𝑥. 𝑦) = (𝑥. 𝑦)௣ =  𝑦௣.   𝑥௣  
                           =   𝑥௣ . 𝑦௣      [    تبديلی است  𝐷   زيرا   ] 
 ⟹  𝜑  R-Hom 

 𝝋    𝒊𝒏𝒋𝒆𝒄𝒕𝒊𝒗𝒆     :  
𝑥 ∈ 𝑘𝑒𝑟𝜑 ⇒  𝜑(𝑥) = 0 ∧  𝜑(𝑥) = 𝑥௣ 
              ⇒ 0 = 𝑥௉ = 𝑥. 𝑥. 𝑥 … . 𝑥  [دفعه 𝑝]  
              ⇒ 𝑥 = 0        ൣ𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔 − 𝑑𝑜𝑚 يک 𝐷 زيرا ൧ 
              ⇒ 𝑘𝑒𝑟 𝜑 = {0} 

  يک 𝜑ودرنتيجه  ه بود  injectiveيک    𝜑 تابع  2.3نظر به قضيه  پس 
 R-monom  است. 

  :ميتوان نوشت (a)نظر به  (c)ثبوت 
( a1 + a2 + …. + an)p = (a1)p + ( a2   + … +  an )p  
                                       = (a1)p +  (a2)p + (a3 + … + an)p 



  Algebra                                                                           ر معاصربــــالج  
 
   

   
178 

 

  :، درنتيجهاگربه همين شکل ادامه داده شود
( a1 + a2 + …. + an)p = (a1)p + (a2)p + … + (an)p 
 

,൫ℝ رال دومينگدوانت ما :مثال +, . ൯   و൫ℤ
ଶ

, +, . ൯ ريمگرادرنظرمي .ℝ  دارای

ℤمشخصه صفر و 
ଶ

  يعنی. است 2دارای مشخصه  

char(ℤ
ଶ
)=2, char(ℝ) = 0 

( a ) 
𝜑: ℤ

ଶ
⟶  ℤ

ଶ
   

                                           𝑥̅  ⟼   (𝑥̅)2 
𝝋 R-Hom: 
  𝑥̅, 𝑦ത ∈ ℤଶ 
  𝜑(𝑥̅ + 𝑦ത ) = ( 𝑥̅ + 𝑦ത ) ଶ = (𝑥̅)2 + (𝑦ത)2  [ char(ℤ

ଶ
 [ زيرا 2=(

                 = 𝜑(𝑥̅) + 𝜑(𝑦ത) 
  𝜑(𝑥̅. 𝑦ത ) = ( 𝑥̅. 𝑦ത ) ଶ = (𝑥̅)2 . (𝑦ത)2 = 𝜑(𝑥̅) . 𝜑(𝑦ത) 
𝝋 injective: 

   𝑥̅  ∈ ker(𝜑) 

𝜑(𝑥̅) = 0ത =  (𝑥̅)ଶ =  𝑥̅. 𝑥̅   
      ⟹ 𝑥̅ = 0ത ൣ𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔 − 𝑑𝑜𝑚 يک ℤଶ زيرا ൧ 
                ⟹ 𝑘𝑒𝑟 𝜑 = {0ത} 

  بايد باشد  injective يک   2.3نظر به قضيه  پساست،  R-Homيک  𝜑چون  
( b ) 

𝜑: ℝ ⟶  ℝ   
    x  ⟼   x2 

𝝋 R-Hom: 
x,y∈ ℝ  
𝜑(𝑥 + 𝑦) = (𝑥 + 𝑦)ଶ = x2 + 2xy + y2 ≠ x2 + y2 = 𝜑(𝑥) + 𝜑(𝑦) 

  :بطورمثالزيرا
x = 2 , y = 3 
𝜑(2 + 3) = (5)ଶ = 25  ≠ 13 = 22 + 32 = 𝜑(2) + 𝜑(3) 
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 نيست  R-Homپس 
  𝝋 زيرا. انجکتيف نيزنيست: 𝜑(−2) = 4 = 𝜑(2) است 2 ≠   2-ر گم. بوده 

ℤرا در       ଽ(2ത)که   ماميخوهيم :مثال 
𝟑

ℤ  چون. دريافت نمايم  
𝟑

  يک   

Integ-Domain     وChar(ℤ
ଷ
    6.6ليما   پس در حل ان از. است   3 = (

  نمايم استفاده می
(2ത)ଽ  = ( (2ത)ଷ )3  = ( (1 ഥ  +  1 ഥ)ଷ )3  
        =    ( (1 ഥ)ଷ   + (1 ഥ)ଷ )3  =    (1 ഥ)ଷ   + (1 ഥ)ଷ = 2 ഥ  

  نمايد استفاده  6.6  ليما از برای حل : 6.9 تمرين
( a )  (2ത)ସଽ   در  را (ℤ

𝟕
  دريافت نمايد    (.,+,

( b )    (2ത)଼       را در(ℤ
𝟐
 دريافت نمايد  (.,+,

 ( c )    (3ത)ଶହرادر  (ℤ
𝟓
 دريافت نمايد  (.,+,

( d )   (D,+,.)   يکinteg-dom  و𝑐ℎ𝑎𝑟(𝐷) =   a,b∈D. است  11
   (a+b)121 رادريافت نمايد  
ℤ)ماميدانيم که   :مثال 

𝟓
𝑐ℎ𝑎𝑟൫ℤو  integ-domيک   (.,+,

𝟓
൯ = نظر . است 5

  :بايد افاده ذيل صدق کند 6.6به ليما 
(2ത + 4ത)ହ = (2ത)5 + (4ത)5 

 
(2ത + 4ത)ହ = (6ത)5 = (1ത)5 = 1ത 
(2ത)5 + (4ത)5 = (2ത)3 . (2ത)2 + (4ത)2 . (4ത)2 . 4ത 
                      =  8ത . 4ത + 16തതതത . 16തതതത . 4ത = 3ത . 4ത + 1ത . 1ത . 4ത 
                      = 12തതതത + 4ത  = 2ത + 4ത = 6ത = 1ത 

 ديده شد که افاده فوق صدق می نمايد
ℤ  ذيل را در معادلات خطی   حالا ميخواهيم    :مثال 

ହ
  حل نمايم 

  𝑥 +  3ഥ𝑦   =  2ത  
 3ഥx +  2ഥ𝑦  =  2ത    
  
 3ഥx +  3ഥ .  3ഥ𝑦 =   3ത . 2ത    = 6ത = 1ത 
 3ഥx +  2ഥ𝑦      =   2ത 
  
 3ഥx +  4ഥ . 𝑦 =   1ത      
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 3ഥx +  2ഥ𝑦  =   2ത 
 
 3ഥx   +  4ഥ . 𝑦 =   1ത      
 - 3ഥx   - 2ത 𝑦  =  - 2ത 
 
 2ഥ  𝑦  = -  1ത =  4ത     ⇒    3ഥ . 2ഥ  𝑦   =  3ഥ  . 4ത     ⇒ 𝑦 = 2ത 
 3ഥx +  2ഥ  .  2ഥ     =   2ത  
  ⇒    3ഥx =   2ഥ  - 4ഥ    
             =  -  2ത =  3ഥ     [2ത +  3ഥ =  0ഥ  ⇒  -  2ത =  3ഥ زيرا     ] 
  ⇒ 2ത. 3തx = 2ത . 3ത  ⇒  𝑥 = 1ത 

  :مثال 
  3ഥx +  2ഥ . 𝑦 =   0ത      
  2ഥx +  1ഥ𝑦  =   4ത 

ℤگ   معادله فوق را درريناول 
଻

, +, . معادله اول برای اينکار .حل می نمايم  ) (
  می نمايم 3ഥ و معادله دوم را ضرب  2ഥ را ضرب 

  
 6ഥx +  4ഥ . 𝑦 =   0ത      
 6ഥx +  3ഥ𝑦  =   4ത.  3ഥ  =  12തതതത=  5ഥ  
 
 6ഥx +  4ഥ . 𝑦 =   0ത      
− 6ഥx  − 3ഥ𝑦  =   4ത.  3ഥ  =  12തതതത= − 5ഥ  
 
 𝑦 = - 5ഥ    =  2ഥ            [   5ഥ+ 2ഥ  =  0ഥ   ⇒   2ഥ  =  2ഥ  - 5ഥ  [   زيرا   
  3ഥx +  2ഥ . 𝑦 =   0ത   
 ⇒  3ഥx = - 2ഥ . 𝑦 = -( 2.തതത  2.തതത = - 4.തതത =  3ഥ 
      5ഥ  . 3ത.x =  5ഥ  .  3ഥ  ⇒ x =  1ഥ  

ℤگ  حلا ميخواهيم معادله فوق را دررين
ହ

, +, . درينجا نيز . حل می نمايم  ) (
  می نمايم 3ഥ و معادله دوم را ضرب  2ഥ معادله اول را ضرب 

 6ഥx +  4ഥ . 𝑦 =   0ത                 ⇒  1തx +  4ഥ . 𝑦 =   0ത 
 6ഥx +  3ഥ𝑦  =   4ത.  3ഥ  = 12തതതത    ⇒ 1തx +  3ഥ𝑦  =  2ഥ   
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1തx +  4ഥ . 𝑦 =   0ത 
-1തx -  3ഥ𝑦  = - 2ഥ  
⇒ y = - 2ഥ  =  3ഥ   ∧  x = - 4ഥ . 𝑦 = - ( 4ഥ  .  3ഥ  ) = -  2ഥ   =  3ഥ    

  :نوت 
( a )  گچون رين ℤ

଺
, +, .  :نيست ، پس integ-Domainيک   ) (

 4തx = 0ത  ⇒  x = 0ത  ∨  x = 3ത 
 (  b ) گچون رين ℤ

ହ
, +, .  :است ، پس integ-Domainيک   ) (

 4തx = 0ത  ⇒  x = 0ത    
ℤمعادلات خطی ذيل را در  :مثال

଻
, +, .   ازطريقه ماتريکس حل می نمايم ) (

 𝑥 −  2ഥ𝑦 +  2ഥ 𝑧 =  3ത 
 3ഥ  𝑥 − 𝑦 +  2ഥ 𝑧 =  4ത 

                                  2ഥ𝑥 + 𝑦 −  𝑧 =  1ത  
  ماتريکس ضرايب ان شکل ذيل رادارد

 

A = ൭
1ത − 2ഥ  2ഥ

 3ഥ  1ത  2ഥ

 2ഥ  1ത −1ത
൱  ,      𝑏 = ൭

 3ഥ

 4ഥ

 1ഥ
൱ 

 

(𝐴, 𝑏) = ൭
 1ഥ − 2ഥ  2ഥ  3ഥ

 3ഥ 1ത 2ത 4ത

 2ഥ 1ത −1ത 1ത
൱ 

 
بعدآ . نموده وبا سطردوم جمع می نمايم 3ഥ درمرحله اول سطراول را ضرب منفی 

  نموده وبا سطرسوم جمع می نمايم 2ഥ سطراول را ضرب منفی 
  

൭
 1ഥ − 2ഥ  2ഥ  3ഥ

 0ഥ 0ത −4ത − 5ഥ

 0ഥ 5ത −5ത −5ത
൱ 
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- 4ഥz =  3ഥz = −5ത = 2ത  ⟹    3ഥ.( 3ഥ)-1.z =  2ഥ.( 3ഥ)-1 
⟹  z =  2ഥ.  5ഥ       [ 3ഥ .  5ഥ =  1ഥ ⇒  ( 3ഥ)-1 =  5ഥ    زيرا   ] 
⟹  z =10തതതത =  3ഥ 
5തy =  5ഥ 𝑧 −  5ഥ     

  ضرب می نمايم    1-(5ഥ ) معادله فوق رابه 
5ത . ( 5ഥ)ିଵ𝑦 =  5ഥ. ( 5ഥ)ିଵ 𝑧 −  5ഥ . ( 5ഥ)ିଵ 
⟹ y = z - 1ഥ =  3ഥ -  1ഥ =  2ഥ  
x =  3ഥ +  2ഥy -  2ഥz =  3ഥ +  4ഥ −  2ഥ .  3ഥ  =  7ഥ −   6ഥ  =  1ഥ  

  :6.10 تمرين  
 ( a )  معادلات  ذيل را درℤ

଻
, +, .  حل نمايد  ) (

  3ഥ  𝑥 +  6ഥ𝑦   =  6ത  
 4ഥx +  5ഥ𝑦  =  4ത    

 ( b )  معادلات  ذيل را درℤ
ହ

, +, .  حل نمايد  ) (
 3ഥ  𝑥 +  1ഥ𝑦   =  2ത  
 2ഥx -  3ഥ𝑦  =  1ത    

   ( c ) معادلات خطی ذيل را درℤ
଻

, +, .  ازطريقه ماتريکس حل می نمايم ) (
    2ഥ𝑥 + 𝑦 +  3ഥ 𝑧 =  5ത 

𝑥 − 𝑦 +  𝑧 =  4ത 
                                    𝑥 +  3ഥ𝑦 +  𝑧 =  5ത  

  )   unity  (يک رينگ  که دارای عنصر واحد    (  .,+,R ) : 6.12 تعريف
  . است  “1„

  R[x]: = { 𝑃(𝑥) = ∑ 𝑎௜  𝑥௜  │  𝑎௜ ∈ 𝑅   
௜∈ℕబ

} 

R[x]   يک رينگی تبديلی  “.„و +“  „ نظربه ) (Commutative Ring   که  
   است  P(x) = 1  ان )  unity (  عنصر واحد

R[x],+,.)  ( بنام Polynomial Ring  )و  ) گپولينوم رين   𝑝(𝑥) ∈ R[x]   
   . ياد ميشود Rنظربه رينگی  )پولينوم  (   Polynomialبنام   

  , تام نظربه اعداد Polynomial Ring يک  ) ℤ   (.,+,[x]مثال    
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ℚ [x],+,.)   ( نظر به اعداد ناطق , ℝ [x],+,.)   (   ونظر به اعداد حقيقی   
(ℤ

𝟕
[𝐱],+,.)    نظر بهℤ

𝟕
 بطورمثال. است  

 f1(x) = 5 + 2x + 3x2 ∈ ℤ[x]  

f2(y) = 2 + 
𝟏

𝟐
y + y3 ∈ ℚ[y]  

f3(z) = 2 + √2
𝟏

𝟐
z2 + √3z5 ∈ ℝ [z]  

f4(t) =  3ത + 2ത t2 + 4തt3 ∈ ℤ
𝟕

[t] 

  )   unity   (واحد يک رينگ  که دارای عنصر  (  .,+,R ) :  6.13تعريف 
  .ن استا   R[x],+,.)  (   Polynomial Ringو   “1„

       𝑃(𝑥) = ∑  𝑎௜  𝑥௜ ∈  𝑅[𝑥]    
௜∈ℕబ

 

                = a0  + a1x + a2x2 + a3x3  + - - - -     

  𝑃(𝑥)  از  ) degree  (درجه . اند R گعناصراز رين p(x)درينجا ضرايب 
 :طوری تعريف شده است

≠اگر  0 𝑃(𝑥)   شد درانصورتبا:  
             deg (p(x)) =  max{ 𝑖 ∈ ℕ଴ │𝑎௜ ≠  0 } 

  تعريف شده است  deg (p(x))   ∞ - =  شد درانصورتبا   𝑃(𝑥) 0 =اگر  
    Constant Polynomailپولينوم که درجه ان صفرباشد بنام   
  ∋R  (   c (   p(x) = cبطور مثال     . ياد ميشود  )پولينومی ثابت (

 P(x)   داشته باشيم که درجه    P(x) ∈ 𝑅[𝑥]  , Q(x)اگرما دو پولينوم   
 :درانصورت .  باشد  nبه  مساوی  Q(x)  و از mمساوی به 

deg(P(x).Q(x)) ≤ m + n  ∧  deg( P(x) + Q(x) ) ≤ max(m,n) 
ℤ   (.,+,[x]دررينگی :مثال

଺
  دو پولينومی ذيل را درنظرميگيريم  ) 

P(x) =  2ത x2 + 1ത    ,    q(x) = 3ത x  + 1ത     

deg(p(x)) = 2   ,  deg(q(x)) = 1  
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P(x).q(x) = 2ത x2 . 3ത x  + 1ത. 3ത x  + 1ത . 2ത x2  +   1ത. 1ത  
                   = 6ത. X3 + 2ത 𝑥ଶ +  3ത x   + 1ത   
                   =  2ത 𝑥ଶ +   3ത x   + 1ത 

 است  deg(p(x).q(x)) < deg(p(x)) + deg (q(x))   ديده ميشود که
   : 6.8قضيه 

    integ-Domain  (D,+,.) integ-Domain   ⇒   ( D[x],+,.)  
حالا . يک رينگی تبديلی دارای عنصرواحد ميباشد  D[x]ماميدانيم که    : ثبوت 

بايد افاده ذيل ثبوت  يعنی. رال دومين استگانت يک (.,+,D[x] )که  ايممماثبوت مين
 :شود

g(x), f(x) ∈ D[x] , 𝑓(𝑥) ≠ 0 ∧  g(x) ≠ 0   ⇒  f(x) . g(x) ≠ 0  
  :لينوم ما شکل ذيل راداشته باشدپو رگا

f(x): = a0  + a1x + a2x
2 + - - - + am-1x

m-1 + am x
m    (am ≠ 0 ) 

g(x): = b0  + b1x + b2x2 + - - - + bn-1xn-1 + bn xn      (bn ≠ 0 ) 
  :چون 

am ≠ 0   ∧   bn ≠ 0  ⇒  f(x) , g(x) ≠ 0   
am ≠ 0   ∧   bn ≠ 0   
    ⇒  am . bn  ≠  0    [  تاس   integ-domain   يک  D   زيرا ] 
   ⇒  am . bn . xm+n   ≠  0    ⇒ 𝑓(𝑥) . 𝑔(𝑥) ≠ 0   
    ⇒      D[x]  is integ-Domain  

    و integral-Domainيک  Dر گازقضيه فوق نتيجه ميشود، که ا :يادداشت
P(x) ∈ 𝐷[𝑥]  , Q(x) درانصورت  د،نباش پولينموم های فوق: 

deg(P(x).Q(x)) = deg(P(x)) + deg(Q(x)) 
  :زيرا

am ≠ 0   ∧   bn ≠ 0   
    ⇒  am . bn  ≠  0 ⇒ am . bn . x

m+n   ≠  0 
    ⇒ deg(P(x).Q(x)) = m + n = deg(P(x)) + deg(Q(x)) 

ℤحل پولينوم ذيل را در   : مثال
𝟕

  .دريافت مينمايم  

P(x) ∈ ℤ
଻

 [x]  

P(x) = x2 + x + 2ത 
x2 + x + 2ത = ( x -  3ത )2 
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 :زيرا
( x -  3ത )2 = x2 – 2ത. 3ത𝑥 + 3ത. 3ത  
                 = x2 - 6ത𝑥 + 9ത 
             = x2   - 6ത𝑥 + 2ത 
             = x2 + 1തx + 2ത 

  پس حل ان
x2 + x + 2ത = ( x -  3ത )2 =  0ഥ  
⇒ x = 3ത 

  ميشود  1ത   =  - 6തميخواهيم تشريح نمايم که چطور  :نوت 
  6ത  + 1ത = 0ത   ⇒  1ത = 0ത -  6ത  = - 6ത 

   :امتحان 
x2 + x + 2ത =  3 ഥ . 3 ഥ  +  3 ഥ  + 2 ഥ  = 9 ഥ  + 3 ഥ  + 2 ഥ  
                 = 2 ഥ  + 3 ഥ  + 2 ഥ  =  7 ഥ   = 0 ഥ  

P(x) اگر = xଶ   +  x +  2 ∈ ℝ[x]   باشد درانصورت  
  

x1,2 = 
ି௕±√௕మିସ௔௖

ଶ௔
  =  

ିଵ±√ଵమିସ.ଵ.ଶ

ଶ.ଵ
  = 

ିଵ±√ି ଻

ଶ 
     

 در اعداد حقيقی حل ندارد  P(x)ديده ميشود که پولينومی   
     : مثال
( a )  پولينومحل   = x2 - 1ത  ∈ ℤ

଼
 [x] P(x) گرين دررا ,+,.) ℤ

଼
 (   

     .مينمايم دريافت  
x2 - 1ത = 0ത  ⟹  x2 = 1ത 

(1ത)2 = 1ത , (3ത)2  = 9ത = 1ത , (5ത)2  = 25തതതത = 1ത , (7ത)2  = 49തതതത = 1ത   
ℤگ  در رين P(x)ديده شد که 

଼
  چهارحل دارد  

( b )  حالاحل پولينوم = x2 - 1ത  ∈ ℤ
଻
 [x] P(x) انتךرال دومين را در 

  ,+,.) ℤ
଻,

  .دريافت مينمايم  ) 

x2 - 1ത = 0ത  ⟹  x2 = 1ത 
(1ത)2 = 1ത  ,  (6ത)2 = 36തതതത = 1ത 

ℤگ  در رين P(x)ديده شد که 
଻

  حل دارددو   
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ويا  کوچکتر  nدرجه  پولينومکه تعداد حل يک  فتگبصورت عموم ميتوان : نوت
  است nساوی به م

  6.11:  تمرين
( a )  در رينگی   راپولينوم ذيل   حلℤ

𝟕
   .دريافت  نمايد  

 P(x) ∈ ℤ
଻
  [x]   ,  P(x) = x2 + 2ത x + 4ത 

( b )  
Q(x),P(x)  ∈ ℤ

଺
 [x]  

P(x) = 2തx2  + 1ത    , Q(x) = 3തx2  + 1ത 
P(x).Q(x)   را دريافت نمايد 

       (Polynomial Division Algorithm ) :    6.9قضيه  

 ( D[x],+,.)    يکinteg-Domain و  a(x), b(x)  ∈   D[x] , b(x)  ≠ 0    
   :بعدآ   . است

    ∃  q(x),r(x) ∈ D[x]  ; a(x) = b(x).q(x) + r(x) 
 است  deg(r(x)) < deg(b(x))ويا درغيران   r(x) = 0درينجا   

  : گريمما پولينوم های ذيل رادرنظرمي :ثبوت
a(x): = a0  + a1x + a2x

2 + - - - + am-1x
m-1 + am x

m    (am ≠ 0 ) 

b(x): = b0  + b1x + b2x
2 + - - - + bn-1x

n-1 + bn x
n      (bn ≠ 0 ) 

ثبوت می  نظربه درجه پولينوم اين قضيه را complete inductionازطريقه ا م
  سه حالت ذيل موجود است  complete induction در .نمايم

  بايد صدق کند  deg(a(x)) = 0برای   :اول  
  باشد ،   m - 1ه ان پولينوم که درج تمامی ما فرض ميکنيم که برای : دوم 

  صدق ميکند       
  کند نيز صدق می  a(x)  بايد ثبوت شود که برای : سوم 
  : حالت اول 

  deg(a(x)) = 0  ⟹ a(x) = a0 

  :دو امکانات ذيل موجود است b(x)رين حالت برای د  
( a ) deg(a(x)) = deg(b(x)  
 ⟹  b(x) = b0  ⟹  a(x) = q.b(x) , q =  

 ୟబ

ୠబ
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≠ b0درينجا    ≠ b(x)زيرا . است  0    فرض شده 0
( b )  deg(a(x)) < deg(b(x))  
        ⟹  a(x) = 0.b(x) + r(x) , q(x) = 0, r(x) = a(x) 

پولينوم که درجه ان  تمامی ميکنيم که برای حالا فرض. پس حالت اول صدق ميکند
m - 1   ، صدق ميکندباشد.  

  درفوق برای. نيز صدق ميکند  a(x) اکنون ثبوت می نمايم که برای
 deg(a(x)) = 0    حالا حالت  . ثبوت نموديمdeg(a(x)) > 0   را در

صدق   deg(a(x)) < deg(b(x)) درفوق ديديم که قضيه برای. نظرميگريم 
ما تابع ذيل را  . ثبوت مينمايم deg(b(x)) < deg(a(x))حالا برای . ميکند

  : درنظرميگريم
f(x) = a(x) -  ୟౣ

ୠ౤
 xm-n . b(x) 

     = a0  + a1x + a2x2 + - - - + am-1xm-1 + am xm  

        - 
 ୟౣ

ୠ౤
 (b0  + b1x + b2x

2 + - - - + bn-1x
n-1 + bn x

n). xm-n 

     = a0  + a1x + a2x
2 + - - - + am-1x

m-1 + am x
m 

         - 
 ୟౣ

ୠ౤
 (b0  + b1x   + - - - + bn-1x

n-1 ) -  
 ୟౣ

ୠ౤
 bn x

n).  xm-n 

    = a0  + a1x + a2x
2 + - - - + am-1x

m-1 + am x
m 

        - 
 ୟౣ

ୠ౤
 (b0  + b1x + b2x

2 + - - - + bn-1x
n-1 ) – am xm  

      = a0  + a1x + a2x
2 + - - - + am-1x

m-1   

         - 
 ୟౣ

ୠ౤
 (b0  + b1x + b2x

2 + - - - + bn-1x
n-1 )    

⟹  deg(f(x)) = m -1 
⟹ ∃ p(x),r(x) ∈ D[x] ; 
                 f(x) = b(x).p(x) + r(x)   [نظر به حالت فرض شده  ] 

  است  deg(r(x)) < deg(b(x))ويا درغيران   r(x) = 0درينجا   

 b(x).p(x) + r(x) = f(x) = a(x) -  ୟౣ

ୠ౤
 xm-n . b(x) 
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⟹ a(x) = b(x).p(x) + r(x) +  ୟౣ

ୠ౤
 xm-n . b(x)  

              = b(x)(p(x) +  ୟౣ

ୠ౤
 xm-n ) + r(x) 

 + q(x) = p(x)ما  
 ୟౣ

ୠ౤
 xm-n درنتيجه. وضع می نمايم 

a(x) = b(x).q(x) + r(x) 
 

  :  مثال
a(x) =   x3 + 4x2 + 5x + 7   , b(x) = x + 1∈ ℤ[x]  
 
   x3 + 4x2 + 5x + 7 : x + 1 = x2 + 3x + 2 
-(x3 + x2 ) 
-----------     
 
3x2 + 5x     
     - ( 3x2 + 3x ) 
    ----------------- 
                   2x  + 7 
             - ( 2x + 2  ) 
             --------------- 
                           5 

 : يعنی. امدبدست   r(x) = 5 و q(x) = x2 + 3x + 2  درينجا 

 a(x) = q(x).b(x) + r(x)   

 يک   the Remainder Theorem)  :(( D[x],+,.)  6.10قضيه  
 integ-Domain  و  D[x] D  , f(x)  ∈ c ∈  . بعدآ:  

( 1 )  ∃ q(x) ∈ D[x] ; f(x) = (x-c) . q(x) + f( c ) 

( 2 )  (x – c)| f(x)   ⟺  f( c ) = 0  

      نظر به قضيه  باشد، درانصورت b(x)=(x-c)اיر : ( 1 ) ثبوت 
Division Algorithm ميتوان نوشت:  
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∃ q(x), 𝑟(𝑥)  ∈ D[x] ; f(x) = (x-c) . q(x) + r( x )     
  :   دوحالت ذيل امکان دارد   r(x) برای

r(x) = 0  ⟹  f(c) = (c - c) . q(x) + 0 = 0 

r(x)  ≠  0  ⟹  deg(r(x)) < deg(x – c) = 1 ⟹  deg(r(x)) = 0  

⟹ r(x) = r0 

f( c ) = (c - c) . q(x) + r0 = r0 

f(x) = (x-c) . q(x) + r( x ) = (x-c) . q(x) + r0  

         = (x-c) . q(x) + f( c ) 
  : ( 2 ) ثبوت 
„⟹   :ميتوان نوشت ( 1 ) نظر به      "

∃ q(x) ∈ D[x] ; f(x) = (x-c) . q(x) +  f( c )   
 است  f(c) = 0 پس. قابل تقسيم است (x-c)بالای   f(x)چون 

„⟸  "  
f(x) = (x-c) . q(x) +  f( c )   [   ( 1 ) نظربه    ] 
      = (x-c) . q(x) + 0 

⟹ (x – c)| f(x) 

 :مثال
f(x) = 2x5 + x4 + 7 x3 + 2x + 10 
f(-1) = 2(-1)5 + (-1)4 + 7(-1)3 + 2.(-1) + 10  
         = -2 + 1 – 7 -2 + 10 = 0 
⟹ x + 1 | f(x) 

 integ-Domainيک     (.,+,D[x] )  : 6.14عريف ت
f(x),g(x) ∈ D[x], g(x)≠ 0 , 

f(x) ( a ) بالای g(x)   قابل تقسيم است، درصورتکه يکh(x) ∈ D[x]   با 
  :خاصيت ذيل موجود باشد     

f(x) = h(x).g(x) 
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( b ) d(x) ∈ D[x] بنام common divisor )از  )قاسم مشترکf(x)   و g(x)   
  :يعنی. قابل تقسيم باشد d(x) بالای  g(x) و f(x)ياد ميشود درصورتکه     

d(x)│f(x)  ⋀  d(x)│g(x) 

( c )  قاسم مشترکd(x)  بنام (gcd) common divisor greatest 
    :افاده ذيل صدق نمايد درصورتکهياد ميشود، )بزرگترين قاسم مشترک (

h(x) ∈ D[x] , h(x)│f(x)  ⋀  h(x)│g(x) ⟹  h(x)│d(x 
 :مثال

p1(x) = 2x3 +10x2 + 2x +10 , p2(x) = x3 - 2x2 + x – 2∈ ℚ [x] 
  :رادريافت نمايم ، که  f(x),g(x) ∈ ℚ [x]ميخواهم 

gcd(p1(x), p1(x)) = f(x). p1(x) + g(x). p2(x) 

2x3 + 10x2 + 2x + 10 = 2(x3 - 2x2 + x – 2) + (14x2 + 14) 

x3 - 2x2 + x – 2 = (
ଵ

ଵସ
𝑥 − 

ଵ

଻
). (14x2 + 14) 

⟹  gcd(p1(x), p1(x)) = 14x2 + 14 

 14x2 + 14 = 1.(2x3 + 10x2 + 2x + 10) – 2( x3 - 2x2 + x – 2) 

⟹ f(x) = 1   , g(x) = -2 

⟹ gcd(p1(x), p1(x)) =14x2 + 14 =  f(x). p1(x) + g(x). p2(x) 

 :مثال 
p1(x) = x4 + x3 + x + 1 , p2(x) = x2 + x + 1∈ ℚ [x] 

  :رادريافت نمايم ، که  f(x),g(x) ∈ ℚ [x]ميخواهم 
gcd(p1(x), p1(x)) = f(x). p1(x) + g(x). p2(x) 

x4 + x3 + x + 1 = (x2- 1).( x2 + x + 1) + (2x + 2) 

x2 + x + 1=  
௫

ଶ
  . (2x + 2) + 1 
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(2x + 2) = (2x + 2).1 
⟹  gcd(p1(x), p1(x)) = 1 

  1 = (x2 + x + 1) -  ଵ
ଶ

 𝑥 . (2x + 2) 

     = (x2 + x + 1) -  ଵ
ଶ

𝑥 ( ( x4 + x3 + x + 1) - (x2- 1).( x2 + x + 1) )  

     = (x2 + x + 1) + (  ଵ
ଶ

𝑥ଷ - ଵ
ଶ

𝑥). ( x2 + x + 1) - ଵ
ଶ

𝑥( x4 + x3 + x + 1) 

    = (  ଵ
ଶ

𝑥ଷ - ଵ
ଶ

𝑥 + 1). (x2 + x + 1)  - ଵ
ଶ

𝑥( x4 + x3 + x + 1) 

⟹ g(x) =    ଵ
ଶ

𝑥ଷ - ଵ
ଶ

𝑥 + 1   , f(x) = 
ଵ

ଶ
𝑥 

gcd(p1(x), p1(x)) = 1 = f(x). p1(x) + g(x). p2(x) 
  :تمرين

p1(x) = x3 + 5x2 +7x + 2 , p2(x) = x3 + 2x2 +-2x - 1∈ ℚ [x] 
  f(x),g(x) ∈ ℚ [x] رادريافت نمايد ، که :  

gcd(p1(x), p1(x)) = f(x). p1(x) + g(x). p2(x) 
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 فصل  هفتم

                (Field) ساحه                      

که خواص  (.,+,F)  ( commutative Ring)يک حلقه تبديلی :   7.1تعريف 
  .ياد ميشود  ) ساحه Field  (ذيل را داشته باشد بنام 

(F,+,.)      ( i ) ر واحددارای عنصunity   باشد . 
( ii )        هر عنصر𝑎 ∈ 𝐹 − . باشد    Invertibleمعکوس پذير  {0}
 :يعنی 

∀  𝑎 ∈ 𝐹 − {0}, ∃ 𝑏 ∈ 𝐹; 𝑎. 𝑏 = 1  

, ℂ)و   ( ., + , ℝ),   ( . ,+,Q) :ثال م  + , . مگر .  اند (field)ساحه  (
(ℤ, +, . 2زيرا بطور مثال برای . ساحه شده نمی تواند  ( ∈ ℤ  نظر به ضرب" ".

  .موجود نيست    ℤمعکوس آن در 
,ℤହ): مثال  + , . ,ℤ଺)مگر . يک ساحه است   ( + , .  .نيست )  Field( ساحه   (

2തزيرا  برای  ∈ ℤ଺  درℤ଺  نظر به ضرب معکوس وجود ندارد. 
 : 7.1 تمرين

  } 𝐴 ∈ 𝑀(2𝑥2, ℝ)│𝐴 = ቀ
𝑎 𝑏

−𝑏 𝑎
ቁ , 𝑎ଶ  + 𝑏ଶ   ≠ 0  M:=  {  

متريکس يک ساحه   “.„و  ضرب   “+„نظربه جمع   (.,+,M) چراوت نمايد که ثب  
(Field) شده نمی تواند .  

عنصر عينيت آن نظر " 0"است که  (Field) يک ساحه   ( . ,+, F): 7.2تعريف 

∅. ميباشد " ."عنصر عينيت آن نظر به "  1"و "+" به  ≠ 𝐻 ⊆ 𝐹  . 

 H  بنامsubfield  ) در صورتيکه  شودميياد) ساحه فرعی(H ,+,.)   يک ساحه
  :است در صورتيکه  Fاز  Subfieldيک  Hباشد ويا ميتوان بگويم که 

 ( 1 ) 
     ( i ) ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻 ⟹ 𝑎 + 𝑏 ∈ 𝐻 
     ( ii ) ∀𝑎 ∈ 𝐻 ⇒  −𝑎 ∈ 𝐻 
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 ( 2 ) 
    ( i )  ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻 ⟹ 𝑎. 𝑏 ∈ 𝐻  
    ( ii ) 1 ∈ 𝐻 
    ( iii ) ∀𝑎 ∈ 𝐻   𝑎 ≠ 0     ⇒  𝑎ିଵ ∈ 𝐻 

,ℤ)بطور مثال  +, . شده نمی  فرعی مگرساحه. است  ( ., + , ℝ)فرعی گرين  (
  ق نمی کندصد  ( iii )زيرا   .تواند
 :7.1مثال 
( a ) سيت𝐻 ≔ {𝑎 + 𝑏√2│𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄}  يکsubfield   ازℝ, +, .   است )   (
   : حل 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 ⇒ ∃ 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝑄 ∶ 𝑥 = 𝑎 + 𝑏√2 , 𝑦 = 𝑐 + 𝑑√2  
𝑥 + 𝑦 = ൫𝑎 + 𝑏√2൯ + ൫𝑐 + 𝑑√2൯ = (𝑎 + 𝑐) + (𝑏 + 𝑑)√2  
 ⇒  𝑥 + 𝑦 ∈ 𝐻     [  𝑎 + 𝑏 , 𝑐 + 𝑑 ∈ 𝑄     زيرا    ] 
 ⇒  (1)(i)   
 𝑥 = 𝑎 + 𝑏√2   ⇒ −𝑥 = −𝑎 + (−𝑏)√2 ⇒ −𝑥 ∈ 𝐻 ⇒ (𝟏)(𝒊𝒊)  
𝑥. 𝑦 = ൫𝑎 + 𝑏√2൯. ൫𝑐 + 𝑑√2൯ = (𝑎𝑐 + 2𝑏𝑑) + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)√2  
𝑎𝑐 + 2𝑏𝑑 , 𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 ∈ 𝑄 ⇒ 𝑥. 𝑦 ∈ 𝐻 ⇒ (𝟐)(𝒊)  
1 = ൫1 + 0. √2൯ ∈ 𝐻 ⇒ (𝟐)(𝒊𝒊)  

0 ≠ 𝑥 ∈ 𝐻 ⇒  ∃𝑎, 𝑏 ∈ 𝑄 ; 𝑥 = 𝑎 + 𝑏√2 ≠ 0  
                  ⇒ 𝑎 − 𝑏√2 ≠ 0 

𝑎زيرا درغير آن اگر  − 𝑏√2 = 𝑎 بايد در آنصورت. شود     0 = 𝑏 = شود  0
𝑎  مگر اين در تضاد به + 𝑏√2 ≠   .واقع ميشود  0

(𝑎 + 𝑏√2)ିଵ =
1

𝑎 + 𝑏√2
=

𝑎 − 𝑏√2

(𝑎 + 𝑏√2)(𝑎 − 𝑏√2)
=

𝑎 − 𝑏√2

𝑎ଶ − 2𝑏ଶ

=
𝑎

𝑎ଶ − 2𝑏ଶ
+

(−𝑏)

𝑎ଶ − 2𝑏ଶ
√2 

௔

௔మିଶ௕మ
,

(ି௕)

௔మିଶ௕మ
 ∈ 𝑄  ⇒    ൫𝑎 + 𝑏√2൯

ିଵ
 ∈ 𝐻  ⇒ (2)(iii)   

,ℝ)از )  ساحه فرعی (  subfieldيک  H درنتيجه  +, .  است   (
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( b ) سيت𝐻 ≔ {𝑎 + 𝑏√2│𝑎, 𝑏 ∈ ℤ}  يک integral domain ر  گاست م  
  subfield     ) از   )ساحه فرعی(ℝ, +, .   . نيست  (

   : حل 
بوده ودارای  ℝدر  تبديلی فرعی گيک رين Hبه اسانی ميتوان ثبوت نمود که 

  :زيرا. ميباشدعنصرواحد نيز
1 = ൫1 + 0. √2൯ ∈ 𝐻   

  :زيرا. صدق نميکند  (iii)(2)خاصيت رگم. نيز استرال دومين گانتپس 
  

0 ≠ 𝑥 ∈ 𝐻 ⇒  ∃𝑎, 𝑏 ∈ ℤ ; 𝑥 = 𝑎 + 𝑏√2 ≠ 0  
                  ⇒ 𝑎 − 𝑏√2 ≠ 0 

𝑎زيرا در غير آن اگر  − 𝑏√2 = 𝑎 بايد در آنصورت. شود     0 = 𝑏 = 0  
𝑎  مگر اين در تضاد به. شود + 𝑏√2 ≠   .واقع ميشود  0

(𝑎 + 𝑏√2)ିଵ =
1

𝑎 + 𝑏√2
=

𝑎 − 𝑏√2

(𝑎 + 𝑏√2)(𝑎 − 𝑏√2)
=

𝑎 − 𝑏√2

𝑎ଶ − 2𝑏ଶ
 

=
𝑎

𝑎ଶ − 2𝑏ଶ
+

(−𝑏)

𝑎ଶ − 2𝑏ଶ
√2 

௔

௔మିଶ௕మ
,

(ି௕)

௔మିଶ௕మ
 ∉ ℤ  ⇒    ൫𝑎 + 𝑏√2൯

ିଵ
 ∉ 𝐻      

 :باشد، درانصورت b = 1و   a = 3  رگزيرابطورمثال ا

(3 + 1𝑏√2) ∈ H  ⋀  (3 + 1𝑏√2) ≠ 0 

𝑎

𝑎ଶ − 2𝑏ଶ
=

3

3ଶ − 2 
=  

3

9 − 2
=

3

7 
 ∉ ℤ   

 
(ି௕)

௔మିଶ௕మ
=

ିଵ

ଽିଶ
=

 ିଵ 

଻
 ∉ ℤ   

3)برای ديده شد که  + 1𝑏√2)  درH  پس ساحه فرعی . موجود نيست معکوس
 شده نمی تواند
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 انه درجدول ذيل تعريف شدهگدورابطه دو F:={0,1,a,b}بالای سيت  :7.2 مثال
 است

   

 

  

  
 
  
 
  

F(+,.)   يک ساحه(Field)   1„و عنصرواحد  “0„بوده که دارای عنصرعينت“ 
  :زيرا. است  2مشخصه ان مساوی به .  می باشد

 2.1 = 1 + 1 = 0   ⟹ char(F) = 2 
  .است Fدر   (subfield)يک ساحه فرعی  S:={0,1}سيت فرعی  

  ريمگرادرنظرمي  = x2 + x + 1  p(x)ما پولينوم  
  :ميتوان پولينوم رادردوفکتور ذيل تجزيه نمود  باشد، درانصورت p(x)∈F[x] رگا

  
 p(x) = x2 + x + 1 = x2 + ( a + b )x  + ab = ( x + a ).(x + b)  

  :پولينوم حل ذيل رادارد. است  a.b = 1و  b = 1 a +ظربه جدول  نزيرا 
 p(x) = x2 + x + 1 = ( x + a ).(x + b) = 0 
      ⟹ x1 = - a = a  ∧   x2 = -b = b  [  نظر به جدول ] 

  :امتحان
p(a) = a2 + a + 1 = b + a +1 = 1+ 1 = 2 = 0 
p(b) = b2 + b + 1 = a + b +1 = 1+ 1 = 2 = 0 

  حل ندارد S[x]در  p(x)ر گم

b a 1 0 
+ 

b a 1 0 0 
a b 0 1 1 
1 0 b a a 
0 1 a b b 

b a 1 0 
. 

0 0 0 0 0 
b a 1 0 1 
1 b a 0 a 
a 1 b 0 b 
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نظر به زيرا .روپ دورانی استگيک  “.„نظر به  F از G:={1,a,b} فرعی سيت
  :جدول فوق

a2 = b ,  a3 = b.a = 1 ⟹ <a> = G  ∧ ordG = 3 
b2 = a ,  b3 = a.b = 1 ⟹ <b> = G  ∧ ordG = 3 

 
  .است   (field)باشد يک ساحه  متناهیکه   integeral Domainهر :  7.1ليما 

باشد " 1"دارای عنصر واحد  متناهی  integ-Domيک   (., + , D)اگر  :ثبوت 
  :بايد ثبوت شود 

∀𝑟 ∈ 𝐷 , 𝑟 ≠ 0 ⇒ ∃𝑠 ∈ 𝐷; 𝑟. 𝑠 = 1  
 .معکوس پذير باشد"." که خلاف صفر باشد بايد نظر به   Dيعنی هر عنصر از 

   :برای ثبوت تابع ذيل را تعريف می نمائيم 
 r∈ 𝐷 , r  ≠ 0 
 𝜑

௥ 
 ∶ 𝐷 ⟶  𝐷 

          𝑥 ⟼ 𝑟𝑥 
  𝝋

𝒓
   𝒊𝒏𝒋𝒆𝒄𝒕𝒊𝒗𝒆    :  

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 , 𝜑
௥

(𝑥) = 𝜑
௥

(𝑦) ⇒ 𝑟. 𝑥 = 𝑟. 𝑦 

⇒ 𝑥 = 𝑦           ൣ اختصار پذير است 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔 − 𝐷𝑜𝑚  زيرا ൧  

𝜑تابع   0.1قضيه  است پس نظر به  متناهیت ييک س Dچون 
௥
 نيز   

surjective  پس .است: 
1 ∈ 𝐷 ⇒  ∃ 𝑠 ∈ 𝐷; 𝜑

௥
(𝑠) = 𝑟. 𝑠 = 1  

           ⇒ 𝑠 = 𝑟ିଵ ⇒ 𝑟 𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑡𝑖𝑏𝑙𝑒  (  معکوس پذير  )   
           ⇒ 𝐷 𝑖𝑠  𝑎 𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑 ൫ساحه൯ 

 درانصورت باشد ، Fيک اديال در  I رگا. است  Fieldيک  (.,+,F):   7.2ليما 
I={0}   وياI=F   است.  

𝐼رض ميکنيم که ما ف :ثبوت   ≠   .است  {0}
𝐼 ≠ 0 ⇒ 𝑎 ∈ 𝐼 ; 𝑎 ≠ 0  
         ⇒ ∃𝑏 ∈ 𝐹  ;   𝑎. 𝑏 = F يک ساحه است  ]   1 زيرا     ] 
         ⇒ a invertible  
         ⇒ 𝐼 = 𝐹     [  6.6    نظر به ليما ] 
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,ℤ௣ )در حلقه  :  7.1قضيه  +, .  :افاده ذيل صدق ميکند (

⟺  𝑝 عدد  اوليه است  ℤ௣   ساحه  است

,ℤ௣)ما ميدانيم که   "     ⇒"ثبوت  +, . يک رينگی تبديلی است که دارای     (

پس کفايت ميکند که ثبوت شود که هر عنصر خلاف . است "  1ത "عنصر واحد 
  .است  )  ( invertibleصفر آن معکوس پذير 

ℤ௣ = { 0തതതത, 1ത, 2ത, … , 𝑝 − 1തതതതതതത }  

 𝑎ത ∈    ℤ୮
∗  ⇒ 𝑎 ∈ {1,2, … , 𝑝 − 1} ⇒ 𝑔𝑐𝑑(𝑎, 𝑝) = 1  

⇒ ∃ 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ:   𝑎. 𝑥 + 𝑝. 𝑦 = 1   [ 𝐸𝑢𝑐𝑙.  𝑎𝑙𝑔𝑜𝑟𝑖𝑡ℎ𝑚    نظر به ] 

⇒ 1ത = 𝑎. 𝑥 + 𝑝. 𝑦തതതതതതതതതതതതത = 𝑎𝑥തതത + 𝑝𝑦തതതത = 𝑎ത 𝑥̅ + 𝑝̅ 𝑦ത  

                            =  𝑎ത 𝑥̅ + 0ത 𝑦ത =  𝑎 ഥ . 𝑥̅ 

   يک ساحه است   ℤ௣در نتيجه . است  𝑎തاز  (inverse)معکوس  𝑥̅ديده شد که 
ℤ୮  )  (., پس .يک عدد اوليه است  pچون   ويا اينکه

   3.21نظربه قضيه   ∗
 .است )  (invertibleيک گروپ است وهر عنصر خلاف صفر آن معکوس پذير 

  :عدد اوليه نباشد پس بايد  pاگر   "⇐"
∃ 𝑚, 𝑛 ∈  ℕ ; 1 < 𝑚 , 𝑛 < 𝑝 , 𝑝 = 𝑚. 𝑛   
    ⇒ (𝑚ഥ. 𝑛ത = 𝑚. 𝑛തതതതതത = 𝑝̅ = 0ത)  ∧  (𝑚ഥ ≠ 0ത  ∧  𝑛ത ≠ 0ത) 
    ⇒  ℤ௣  𝑖𝑠 𝑛𝑜𝑡 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑟𝑎𝑙 𝐷𝑜𝑚𝑎𝑛  ( انتيךرال دومين نيست  ) 
   ⇒ ℤ௣  𝑖𝑠 𝑛𝑜𝑡 𝑓𝑖𝑒𝑙𝑑 (   ساحه نيست   ) 

 .يک عدد اوليه باشد  pپس بايد . مگر اين در تضاد به فرضيه است 
  است  Integral Domainيک   ) Field     (هرساحه :   7.2 قضيه 

يک رينگی تبديلی دارای عنصر   Fپس .  يک  ساحه باشد (.,+,F)  اگر  :ثبوت 
 است              „ 1 „واحد  

  افاده ذيل صدق ميکند فقط بايد ثبوت  شود که   
           a,b∈ F, a  ≠  0    ∧    a.b = 0     ⇒   b =  0 



  Algebra                                                                           ر معاصربــــالج  
 
   

   
198 

 

a,b∈ F, a  ≠  0    ∧    a.b = 0     ⇒   ∃ 𝑎ିଵ ∈  𝐹  ;   𝑎ିଵ.a = 1 

b = 1.b = (𝑎ିଵ.a).b =  𝑎ିଵ. ( a .b) = 𝑎ିଵ. 0 = 0 

≠ bبهين ترتيب ميتوان ثبوت نمود که اگر   .ميشود  a = 0  رانصورتد    0
 .است  Integral Domainيک     Fدرنتيجه  

ساحه  يک (.,+,F) ،  0ୖ با عنصرعينت   گرينک ي (.,+,R)  7.3:ليما 

(field) و ”1“نصرواحد ع با 𝜑: F ⟶ 𝑅    يکR-Hom بعدآ. است:  

    𝜑   بايجکتيف⟸  R يک ساحه (field) است  

  :بايد ثبوت شود Rبرای ساحه بودن  : ثبوت
( a ) R خاصيت تبديلی دارد “.„ نظر به عمليه  
( b ) هرعنصر(element) فردر خلاف صR دارای معکوس ميباشد .     

   است R عنصرواحد از 𝜑(1)ثبوت شود که بايد  اول 
 s∈ R  ⟹ ∃ a ∈  𝐹  ; s = 𝜑(a)    [ surjective   يک  𝜑 زيرا ] 

           ⟹ s = 𝜑(a) = 𝜑(1.a) = 𝜑(1). 𝜑(a) = 𝜑(1).s  
𝜑(1) ≠ 0ோ  :زيرادرغيران:  

𝜑(1) = 0ୖ = 𝜑(0୊) ⟹ 1 = 0୊      [ injective   يک  𝜑 زيرا ]    
  .عنصر عينيت و واحد مساوی شده نمی تواندزيرا دريک ساحه . اين امکان ندارد 

   است R عنصرواحد از 𝜑(1)درنتيجه 
  : (a)ثبوت 

x,y ∈ R  
 ⟹  ∃ a, b ∈ F ; x = 𝜑(a) ⋀ y = 𝜑(b)   [ surjective   يک  𝜑 زيرا ] 
 ⟹ x.y = 𝜑(a). 𝜑(b) = 𝜑(a.b)= 𝜑(𝑏.a) [ خاصيت تبديلی دارد   𝐹 زيرا ] 

           = 𝜑(b). 𝜑(a) = y.x 
  خاصيت تبديلی دارد Rدرنتيجه 

 وخلاف صفراست Rاز  عنصرواحد 𝜑(1)ديديم که  فوقدر : (b)ثبوت  
x∈ R , x≠ 0 ⟹ ∃ a ∈  𝐹 , x = 𝜑(a) [   surjective   يک  𝜑 زيرا ] 
 𝜑(0) = 0 ≠ x = 𝜑(𝑎)       [   R-Hom   يک  𝜑 زيرا ] 
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  ⟹ a ≠ 0            [   injective   يک  𝜑 زيرا ] 
  ⟹  ∃ aିଵ ∈  𝐹 ; a.a-1 = 1     [   field   يک F زيرا ] 
x. 𝜑(aିଵ) = 𝜑(aିଵ). 𝑥  [    خاصيت تبديلی دارد R زيرا ] 
               = 𝜑(aିଵ). 𝜑(a ) = 𝜑(aିଵ. a) = 𝜑(1) 

  است xمعکوس از  𝜑(aିଵ)پس . است R عنصرواحد از 𝜑(1)ديديم که  فوقدر 
 يک ساحه است Rدرنتيجه ثبوت شد که 
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 تمشه فصل

       (Extensions Field)   عه فيلدستو 
  

   )توسعه فيلد (   extensions Field: 8.1 تعريف
K   يک ساحه وK ⊆ F  يکsubfield )از) ساحه فرعیK تاس . Kبنام  
  Field  extension)از  ) فيلد توسعهF ما انرا به  . ياد ميشودK/F  نشان

  ويندگمي Field extensionرا   K/Fو ميدهيم
  و اعداد موهومی  ℝ، اعداد حقيقی رابه  ℚما سيت اعداد ناطق را به : 8.1 مثال 
,ℚ)همچنان ميدانيم که . نشان داديم ℂرا به  ) يا مختلط (   +, . )  ،(ℝ, +, . و  (

(ℂ, +, .  .ساحه ها اند (
(a )   همچنانℂ   يک extension Field از ℝ  وℝ  يک توسعه فيلد ازℚ    

  : يعنی. است       
ℂ /ℝ   ∧  ℝ /ℚ 

 ( b )   سيت هایℚ (√2)  وℚ (√2
య

 :به شکل ذيل تعريف شده اند ( 

 ℚ (√2):= { a+b√2  | a,b  ∈ ℚ } , 

 ℚ (√2
య

 ):= { a+b√2
య

+  c√4
య

 ห   a,b,c  ∈ ℚ } 

ℚ (√2و   ℚ (√2 ) (به اسانی ميتوان ثبوت نمود که 
య

 نظر به جمع وضرب   ( 

ℚ (√2و   ℚ (√2)  ⊆ ℚچون . اند (field)ساحه 
య )  ⊆ ℚ  است ، پسℚ (√2) 

ℚ (√2و  
య

:   يعنی .اند ℚاز  )  Field extension(  توسعه فيلد ها  ( 

  ℚ(√2)∕ ℚ  , ℚ(√2
య )∕ ℚ  

( c )    سيتℚ (√2,  :به شکل ذيل تعريف شده است (3√
ℚ (√2, √3):= { x+y√3    |   x,y  ∈ ℚ(√2) } 

  :ميتوان نوشت ℚ(√2)اند ، پس نظر به تعريف   ℚ(√2)شامل  yو  xچون  
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x∈ ℚ(√2) ⟹ ∃ 𝑎, 𝑏 ∈ ℚ ; 𝑥 = 𝑎 + 𝑏√2  

y∈ ℚ(√2) ⟹ ∃ 𝑐, 𝑑 ∈ ℚ ; 𝑦 = 𝑐 + 𝑑√2  
 :درنتيجه

 ℚ (√2, √3)= { x+y√3    |   x,y  ∈ ℚ(√2) )}  

                      = { a+b√2 +( c+d√2 ). √3  | a, b, c, d ∈ ℚ }      
                      =  { a+b√2 +c√3 + d√6 ห   a,b,c,d  ∈ ℚ )} 

ℚ (√2,   . است (field)نظر به جمع وضرب نيز يک ساحه  (3√

,ℚ (√2چون  √3) ⊆ ℚ پس ،ℚ (√2,  Field extension) ( توسعه فيلد  (3√
,ℚ (√2: يعنی.است ℚز ا  √3)∕ ℚ  

( d ) s ∈ ℚ  
ℚ (√𝑠, −√𝑠) = ℚ (√𝑠 ) 

  :حل
ℚ (√𝑠 , −√𝑠) = { a+b√𝑠   − c√𝑠 + d√𝑠. 𝑠 ห   a,b,c,d  ∈ ℚ )} 

                          = { a+b√𝑠   − c√𝑠 + d. 𝑠 ห   a,b,c,d  ∈ ℚ )} 

                         = { (a+d.s)+(b−𝑐)√𝑠     |   a,b,c,d  ∈ ℚ )}  

                         = ℚ (√𝑠 ) 

( e )    سيتℚ (√3  , 𝑖) به شکل ذيل تعريف شده است:  
ℚ (√3 , 𝑖):= { x+y𝑖    |   x,y  ∈ ℚ(√3) )} 

  :ميتوان نوشت ℚ(√3)اند ، پس نظر به تعريف   ℚ(√3)ل شام yو  xچون  

x∈ ℚ(√3) ⟹ ∃ 𝑎, 𝑏 ∈ ℚ ; 𝑥 = 𝑎 + 𝑏√3  
y∈ ℚ(√3) ⟹ ∃ 𝑐, 𝑑 ∈ ℚ ; 𝑦 = 𝑐 + 𝑑√3  

  :درنتيجه
 ℚ (√3 , 𝑖) = { x+y𝑖    |   x,y  ∈ ℚ(√3) )} 

                    = { a+b√3 +( c+d√3 ). 𝑖  | a, b, c, d ∈ ℚ } 

                    = { a+b√3 +c𝑖 + d√3 𝑖ห   a,b,c,d  ∈ ℚ )} 

 ℚ (√3 , 𝑖)  نظر به جمع وضرب نيز يک ساحه(field) معکوس . استi  نظربه
 i.(-i) =-i2 =  - (-1) = 1: زيرا. است i–تعريف ان 
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, ℚ (√3چون  𝑖)  ⊆ ℚ  پس ،ℚ (√3 , 𝑖)   توسعه فيلد  )Field extension (  
, ℚ(√3: يعنی .ستا ℚاز  i)∕ ℚ  

 ( f ) سيتℚ ( 𝑖) به شکل ذيل تعريف شده است:  
ℚ ( 𝑖):= { x+y𝑖    |   x,y  ∈ ℚ   } 

 ℚاز   ) Field extension(  توسعه فيلد   ℚ ( 𝑖)، پس  ℚ ( 𝑖)  ⊆ ℚچون 
⧵ℚ( i ): يعنی .است ℚ  

نصورت درا . راداريم K/F)  توسعه فيلد( Field extension  ما: 8.1 تبصره
K ک فضای وکتوری نظربه يF صدق ميکنندذيل روابط دوگانه   زيرا. استنيز: 

  +∶ 𝐾 × 𝐾 ⟶ 𝐾 
         (𝑢, 𝑣) ⟼ 𝑢 + 𝑣 
     ∙ ∶   𝐹 × 𝐾 ⟶ 𝐾 
           (𝜏, 𝑣) ⟼ 𝜏𝑣  

  :استنظر به اين دو رابطه دارای خواص ذيل   Kو 
(𝑣ଵ)    (𝐾,   عنصرعينيت  .است   (  Commutative)يک گروپ تبادلوی (+

 (inverse)عکوسم  𝑣−و  دهيم  نشان می “ 0“آن صفر است که ما آن را به     
    است   𝑣از   

(𝑣ଶ) :    برای𝑣ଵ, 𝑣ଶ ∈ 𝐾 𝑣 ,  و𝜏 , 𝜏ଵ, 𝜏ଶ ∈ 𝐹      می ذيل صدق افاده های  

  :کنند          

I. (𝜏ଵ + 𝜏ଶ)𝑣 = 𝜏ଵ𝑣 + 𝜏ଶ𝑣 
II. 𝜏(𝑣ଵ + 𝑣ଶ) = 𝜏𝑣ଵ + 𝜏𝑣ଶ 
III. 𝜏ଵ(𝜏ଶ𝑣) = (𝜏ଵ𝜏ଶ)𝑣 
IV. 1. 𝑣 = 𝑣 

  نشان ميدهيم (K,F)است و ما انرا به  Fک فضای وکتوری نظربه ي  Kدرنتيجه 

 K∕Fاز  )درجه توسعه فيلد(  extension Field degree of :8.2  تعريف
  [K:F]است و انرا به  (K,F)فضای وکتوری   (Dimension)عبارت از بعد 

  :يعنی. نشان ميدهند
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dim(K,F) = [K:F] 
 Fنظربه  finite field extensionبنام  Kدرانصورت  ، باشد متناهی [K:F]ر گا

  يشودمياد 
  :8.2 مثال 

( a ) توسعه فيلد   ماℂ/ℝ   فضای وکتوری . ريمگرا درنظرمي) ℝ (ℂ, دارای  
  :زيرا.ميباشد {i,1}قاعده   

ℂ = ℝ + ℝ𝑖 
علاوه بران .نوشت    iو 1را ميتوان بشکل ترکيب خطی  ℂيعنی هروکتور از 

  .  مستقل خطی نيز اند
   ℂ/ℝدرجه  پس. است ,ℝ (ℂ (يک قاعده از فضای وکتوری  {i,1}درنتيجه 

:ℂ]:  يعنی. است  2مساوی به  ℝ] = 2  
( b )   درجه(degree)  از(ℚ(√2 )∕ ℚ  است 2مساوی به. 

 ℚاز )  extension Field(وسعه فيلد ت ℚ(√2 )درمثال فوق ديديم که   :حل
,ℚ(√2)پس . است ℚ)  ( يک فضای وکتور نيز است.  

را   ℚ(√2)تعريف شده، پس ميتوان هروکتور از  ℚ(√2) = ℚ + ℚ√2چون 
. مستقل خطی نيز اند 2√ و 1علاوه بران . نوشت  2√ و 1بشکل ترکيب خطی 

,ℚ(√2)يک قاعده از فضای وکتوری,1}  2√ {پس  ℚ)  ( است  
 : درنتيجه  

dim((ℚ(√2),ℚ) ) = 2  ⟹  [ℚ(√2):ℚ] = 2 

( c )   درجه(degree) از ℚ (√2, √3)∕ ℚ  است 4مساوی به.  
,ℚ (√2  سيت :حل    :به شکل ذيل تعريف شده بود (3√

  ℚ (√2, √3)= { a+b√2 +c√3 + d√6 ห   a,b,c,d  ∈ ℚ )} 

,ℚ (√2درمثال فوق ديديم که    ℚاز )  extension Field(توسعه فيلد  ((3√
,ℚ (√2 ) پس . است √3) , ℚ)   يک فضای وکتور نيز است.  

,ℚ (√2هروکتوری  ,1}راميتوان بشکل ترکيب خطی    (3√ √2, √3, √6 }  
,1}پس  . علاوه بران مستقل خطی نيز اند. نوشت √2, √3, يک قاعده از  { 6√

,ℚ (√2)وری  فضای وکت √3), ℚ) درنتيجه.  است:  
 dim(ℚ (√2, √3),ℚ) ) = 4  ⟹  [ℚ (√2, √3):ℚ] = 4 



  Algebra                                                                           ر معاصربــــالج  
 
   

   
204 

 

( d )   درجه(degree) از ℚ(√3 , 𝑖)/ℚ  است 4مساوی به . 
, ℚ(√3  سيت :حل 𝑖) به شکل ذيل تعريف شده بود:  

  ℚ (√3 , 𝑖):= = { a+b√3 +c𝑖 + d√3 𝑖ห   a,b,c,d  ∈ ℚ )} 

, ℚ(√3درمثال فوق ديديم که   𝑖)  توسعه فيلد)extension Field  ( ازℚ است .
, ℚ(√3پس  𝑖)), ℚ)  ( يک فضای وکتور نيز است.  

, ℚ (√3هروکتوری  𝑖)    1}راميتوان بشکل ترکيب خطی, √3, 𝑖, √3𝑖 }  نوشت .
,1}پس  . علاوه بران مستقل خطی نيز اند √3, 𝑖, √3𝑖 } ه از فضای يک قاعد

, ℚ൫√3)وکتوری   𝑖 ൯, ℚ) درنتيجه.  است : 

dim(ℚ(√3, 𝑖),ℚ) ) = 4  ⟹  [ℚ(√3, 𝑖):ℚ] = 4 

( e )  درجه(degree) از (ℚ(√2
య ) ∕/ℚ  است 3مساوی به.    

ℚ(√2  سيت :حل
య   :به شکل ذيل تعريف شده بود (

ℚ (√2
య

 ):= { a+b√2
య  +𝑐 √4

య
ห a,b,c  ∈ ℚ } 

ℚ(√2يديم که  درمثال فوق د
య . است ℚاز )  extension Field(توسعه فيلد  (

ℚ(√2پس 
య ), ℚ)  ( هروکتوری . يک فضای وکتور نيز استℚ (√2

య راميتوان   (
,1}بشکل ترکيب خطی   √2

య
, √4 

య
پس  . علاوه بران مستقل خطی نيز اند. نوشت  { 

{1, √2
య

, √4 
య

ℚ൫√2)يک قاعده از فضای وکتوری   { 
య

 ൯, ℚ) است  .  
    :درنتيجه

dim(ℚ(√2
య ),ℚ) ) = 3  ⟹  [ℚ(√2

య ):ℚ] = 3  
 

  ( f ) توسعه فيلد   ماℚ(i )∕ ℚ   فضای وکتوری . ريمگرا درنظرمي(ℚ(i ), ℚ)  
را ميتوان بشکل ترکيب خطی  ℚ(i )هروکتور از   زيرا.ميباشد {i,1}قاعده دارای 

   . علاوه بران مستقل خطی نيز اند.نوشت    iو 1
,ℚ(i ))يک قاعده از فضای وکتوری  {i,1}درنتيجه    ℚ)   درجه  پس. است

ℚ(i )/ℚ    يعنی. است  2مساوی به  :[ℚ(i ): ℚ] = 2  
  :8.3 مثال

ℚ (√6):= { a+b√6  |   a,b  ∈ ℚ } ⟹  [ℚ(√6):ℚ]  = 2 
[ℚ( ඥ𝑞೙ ):ℚ] = n   ( يک عددد اوليه  باشد   𝑞 درصورتکه    ) 
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 : 8.1 تمرين
,ℚ(√5 ))ثبوت نمايد که  ( 1 ) +, .   .است field)( يک ساحه  (

:     يعنی. است  ℚ(√5 )از )  subset( سيت فرعی  ℚثبوت نمايد که ( 2 ) 
ℚ(√5 ) ⊆ ℚ  

 .رادريافت نمايد(ℚ(√5 ),ℚ) فضای وکتوری  (basis)قاعده  ( 3 )
⧵ℚ(√5 )   از  (degree)  درجه  ( 4 ) ℚچند است 
 : 8.2 تمرين
, ℚ(√3)ثبوت نمايد که  ( 1 ) √5 ), +, .  .است field)( يک ساحه  (

, ℚ(√3)ثبوت نمايد که ( 2 )  √5 )/ℚ  يک فيلد توسعه)extension Field (   
  است      

, ℚ(√3) فضای وکتوری  (basis)قاعده  ( 3 ) √5 ),ℚ)رادريافت نمايد. 
, ℚ(√3)    از  (degree)  درجه  ( 4 ) √5 ))∕ ℚچند است  

𝛼يک. است) توسعه فيلد( Field extensionيک    K/F: 8.3 تعريف  ∈ 𝐾   
ياد ميشود درصورتکه يک پولينوم  F (algebraic over F) بنام الجبری نظر به

∋ p(x)خلاف صفر 𝐹[𝑥]    موجود باشد ، کهp(𝛼) = 0 درغيران . شود𝛼  بنام
transcendental  )( =  0يعنی . ياد ميشود  )تخيلی𝛼p(  فقط درصورتی صدق

نشان   𝔸را به  Kما سيت عناصرالجبری . پولينوم صفری باشد pميکند، که 
  :بطورمثال. ميدهيم

𝔸 : = {𝛼 ∈ 𝐾 |  ∃ p(x) ∈ 𝐹[𝑥]; 𝑝  ≠ 0  ⋀  p(𝛼) = 0} 
ℚഥ  : = {𝛼 ∈ ℂ |  ∃ p(x) ∈ ℚ[𝑥]; 𝑝  ≠ 0  ⋀  p(𝛼) = 0} 
      = ൛𝛼 ∈ ℂ ห ℚ  خاصيت الجبری  نظر به    𝛼 ൟ 

  نيز است گو يک رينتشريح شده  6.12 تعريفدر   𝐹[𝑋]سيت  البته
  :زيرا. است Fالجبری نظر به خود  Fهرعنصريک ساحه  :تبصره 

∀𝛼 ∈ 𝐹, ∃ p(𝑥) = 𝑥 −  𝛼 ∈ 𝐹[𝑥] ; p(𝛼) = 0 
  .ريمگرادرنظرمي ℂ/ℝما توسعه فيلد  :8.4  مثال

𝛼:= 2+3i∈ ℂ 
 (x – 𝛼) . (x – 𝛼ത  ) =(x - (2+3i)).(x - ( 2 - 3i))  
                                 = (x -2-3i).(x - 2 + 3i)     
                                =  x2 – 2.2x + (22 + 32) 

                                = xଶ –  4x +  13 ∈ ℝ[x]  
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p(x): = x2 – 4x + 13    
p(𝛼) =   𝛼ଶ -  4 𝛼 + 13 = (2+3i).(2+3i) – 4(2+3i) + 13   
         = 4+6i +6i – 9 – 8 – 12i + 13 = 0    

  است و درنتيجه  p(𝛼) 0 =دريافت شد که   ℝ[x]در  p(x)پس يک پولينوم 
2+3i  𝛼  .است ℝنظر به  algebraic)(يک عنصر الجبری  =

 ريمگرادرنظرمي ℝ/ℚما توسعه فيلد  :8.5  مثال
( a )   2√عدد حقيقی

య
  :   الجبری است زير ℚه نظر ب  

P(x) = x3 - 2∈ ℚ[𝑋]  ⋀  p(√2) =(√2
య )3 – 2 = 2 – 2 = 0 

2√برای 
య  يک پولينومP(x)  2√دريافت شد که

య جذران است  
 ( b )  نظر به  2√عدد حقيقیℚ الجبری است زيرا:  

p(x): x2 -2∈ ℚ[𝑋]  ⋀  p(√2) =(√2)2 – 2 = 0 

اعداد  ℝ/ℚ در  ....e= 2.71828و    π ....3.14159 =اعداد    
transcendental زيرا نميتوان پولينومی . اند 𝑝(𝑥) ∈ ℚ[x]   را دريافت نمود

𝑝(𝑒)  که  =  ℝنظر به  algebraic)(عناصر الجبری   ℂ/ℝ ر درگم. شود  0
  :زيرا. اند

P1(x): = x - e  ∈ ℝ[x]   ,  P2(x): = x - π ∈ ℝ[x]     
P1(e): = e– e = 0  , P2(π): = π – π = 0 

 : 8.4 تعريف
 (a)يک توسعه فيلد K/F    بنامalgebraic )ميشود درصورتکه  ياد )الجبری  

𝛼هر   ∈ 𝐾    الجبری نظر بهF (algebraic over F)  باشد وK  بنام  
algebraic extension     ازF يعنی درصورتکه. ياد می شود:  

      ∀𝛼 ∈  K   ⟹ ∃ p ∈ 𝐹[𝑋] ; p ≠ 0 ⋀  p(𝛼)  = 0    
  ياد ميشود transcendentalبنام   K/Fدرغير ان    

(b)   يک فيلدF  بنامalgebraic closure ياد ميشود، درصورتکه:  
∀ p(x) ∈ F[X] , deg(p(x)) > 0 ⟹    ∃ a ∈ 𝐹   ; 𝑝(𝑎) = 0 

  )اقلآ دارای يک جذر است  Fيعنی هرپولينوم با درجه بزرکتراز صفر در (     
  :زيرا. است (algebraic)الجبری   ℂ/ℝعه فيلد توس: 8.6  مثال

𝛼: a+ib∈ ℂ 
 (x – 𝛼) . (x – 𝛼ത  ) = (x - (a+ib)).(x - ( a - ib))  
                                 =  x2 – 2ax + (a2 + b2) ∈ ℝ[𝑋]  
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p(x): = x2 – 2ax + (a2 + b2)    
p(𝛼) = 𝛼ଶ -  2a 𝛼 + a2 + b2 = ( a + ib )2 – 2a( a + ib) + a2 + b2   
        = a2 + 2aib – b2 - 2a2 – 2aib + a2 + b2  = 0 

∋  چون برای هر ℂ  𝛼   يک پولينومp(x)  درℝ[𝑋]   0 =دريافت شد که p(𝛼) 
  است (algebraic)الجبری   ℂ/ℝدرنتيجه . است
  . ساحه اند Fو  K :8.1 ليما

K/F finite ( متناهی)  ⟹   K/F algebraic 
  :است، پس ما فرض ميکنيم متناهی K/Fچون   :ثبوت

n:= [K:F]= dim(K,F)   
يعنی تعداد . وکتور ميباشد nدارای   Kفضای وکتوری  (basis)پس قاعده 

شده  n زيادتراز Kدر  (linearly independet) وکتورهای مستقل خطی
𝛼پس برای يک . ميتواندن ∈  K   1 }سيت, 𝛼, 𝛼ଶ , 𝛼ଷ, ... , 𝛼௡} وابسته خطی 

 است 
1, 𝛼, 𝛼ଶ , 𝛼ଷ, ... , 𝛼௡  (  وابسته خطی )  
  ⟹ ∃ a0,a1,a2,…,an ∈ F (not all zero);  
          a0 + a1 𝛼 + a2𝛼ଶ + …+ an𝛼௡ = 0 
  ⟹  𝛼 algebraic 
  ⟹  K/F  algebraic 

  (theorem of Lagrange for fields  ) 8.1:  قضيه 
باشند،   finite field extensions) (  متناهیتوسعه فيلد های  T/Fو   K/Tر گا

 :درانصورت
[K:F] = [K:T] . [T:F] 

 نظر Tو بعد فضای وکتوری   mرا به  Tنظربه  Kما بعد فضای وکتوری   :ثبوت
  :يعنی. نشان ميدهيم  n  رابه Fبه 

dim(K,T) = m   ⋀   dim(T,F) = n    
  :ويا اينکه

[K:T]  = m   ⋀   [T:F] = n 
 و Kاز فضای وکتوری  (basis)يک قاعده  {um, ..., u3, u2,u1}ر گا
 {vn, ..., v3, v2,v1}  يک قاعده(basis)  ازفضای وکتوریT ،رانصورتدباشد:  

u ∈ K   ⟹ ∃ a1, a2 ,… , am ∈ T ;  
                      u = a1u1 + a2 u2 + …+ amum 

                         =    ∑  ௠
௜ୀଵ  ai . ui 



  Algebra                                                                           ر معاصربــــالج  
 
   

   
208 

 

ai∈ T  ⟹  ∃ bi1, bi2,…, bin ∈ F ;  
                  ai = bi1v1 + bi2 v2 + …+ binvn   (i=1,2,...,m ) 
                     =  ∑  ௡

௝ୀଵ  bij vj 
u = (b11v1 + b12 v2 + …+ b1nvn).u1  
        + (b21v1 + b22 v2 + …+ b2nvn).u2 
        + .... …….. +   
        + (bm1v1 + bm2 v2 + …+ bmnvn).um 
  = (b11v1.u1 + b12 v2 .u1 + …+ b1nvn .u1 )  
         + (b21v1.u2 + b22 v2 .u2 + …+ b2nvn .u2 )  
         +  ............. + 
         +  (bm1t1.km + bm2 t2 .k2 + …+ bmntn .km ) 
 =    ∑  ௠

௜ୀଵ  ai . ui = ∑ ( ∑  ௡
௝ୀଵ

௠
௜ୀଵ  bij vj  ) . ui 

فضای  spanميرسد، يک  m.nديده ميشود وکتورهای ذيل که تعداد شان به  
 است Kوکتوری 

 ൛(u୧. v୨ ) ห  i = 1,1, … , m  ⋀   𝑗 = 1,2, … , 𝑛ൟ  
  .حالابايد ثبوت نمايم که وکتورهای فوق مستقل خطی نيزاند

∑ ( ∑  ௡
௝ୀଵ

௠
௜ୀଵ  bij vj  ) . ui = 0 

 ⟹   ∑  ௡
௝ୀଵ  bij vj= 0  [ قاعده است ui  زيرا ] 

 ⟹ bij = 0  (i = 1,1, … , m   ⋀   𝑗 = 1,2, … , 𝑛) [  قاعده است vj  زيرا ] 
.൛(u୧ثبوت شد که   v୨ ) ห  i = 1,1, … , m  ⋀  𝑗 = 1,2, … , 𝑛ൟ  يک قاعده از

  :پس. است Fنظر به  Kفضای وکتوری 
dim( (K,F) ) = m.n  

[K:F]= m.n = [K:T] . [T:F] 

  : 8.2ره تبص
باخاصيت   T,F (subfield)فرعی   های ساحه و  Kساحه   رمايکگا ( 1 )

F⊆ 𝑇 ⊆K    درانصورت. داشته باشيم:  
( a )    

r:= [K:F] , m:= [K:T]  , n:= [T:F]  ⟹  m│r     ⋀    n│r 
  .قابل تقسيم است  nو  mبالای  rيعنی     
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( b )  ر گا[K:F]  يک عدد اوليه باشد، درانصورت ساحهT  مساوی بهK  ويا  
   رگموجوديت کدام ساحه دي Fو  Kيعنی درانصورت دربين . است Fمساوی به    
 ممکن نيست   

( 2 ) 
F1⊆F2⊆ .... ⊆Fn    ⋀  Fi+1/Fi   (i = 1,2,...,n-1)  
            finite field extension ( لد متناهیتوسعه في  ) 
⟹   [Fn:F1] = ∏ [௡ିଵ

௜ୀଵ 𝐹௜ାଵ: 𝐹௜  ] 
  :8.5  تعريف 

( a)   پولينوم ذيل بنامmonic plynomial   ياد ميشود، درصورتيکهan = 1 
  باشد

p(x) = anx
n + an-1x

n-1 + ….. + a2x
2 + a1x + a0    

  :است monicبطورمثال پولينوم ذيل 
p(x) = x4 + 5x3+ 4x2 + 3x + 6    

( b ) F  يک ساحه(field) يک پولينوم  . استp(x) ∈ 𝐹[𝑥]  بنام  
  reducible polynomial )شود، درصورتکهيياد م) قابل تجزيه:  

( i )  p(x)  غيرثابت(not constant) يعنی. باشد  :deg(p(x)) ≠ 0    
( ii )   دو پولينوم f(x),g(x)  در𝐹[𝑥] دنبا خواص ذيل موجود باش: 

   deg(f(x)) ≠ 0 ⋀  deg(g(x)) ≠ 0  ⋀  p(x) = f(x).g(x) 
   .ياد ميشود) غيرقابل تجزيه (  irreducible polynomialدرغيران بنام

 ريک پولينوم به فکتورهای غيرثابت قابل تجزيه باشد ، بنامگيعنی ا
 polynomial  reducible  ودرغيران بنامirreducible polynomial  
  يادميشود) غيرقابل تجزيه(
  :8.7 ثالم

P1(x) = x2 + 4x + 4∈ ℤ[𝑋] ⊆ ℚ[𝑋]  ⊆ ℝ[𝑋] ⊆ ℂ[𝑋] 
P2(x) = x2 - 4∈ ℤ[𝑋] ⊆ ℚ[𝑋]  ⊆ ℝ[𝑋] ⊆ ℂ[𝑋] 
P3(x) = x2 - 2∈ ℤ[𝑋] ⊆ ℚ[𝑋]  ⊆ ℝ[𝑋] ⊆ ℂ[𝑋] 
P4(x) = x2 + 1∈ ℤ[𝑋] ⊆ ℚ[𝑋]  ⊆ ℝ[𝑋] ⊆ ℂ[𝑋] 

P5(x) = x2 - 
ସ

ଽ
∈ ℚ[𝑋]  ⊆ ℝ[𝑋] ⊆ ℂ[𝑋] 

  :پولينوم های فوق راميتوان بشکل ذيل نوشت
P1(x) = x2 + 4x + 4 = (x + 2).(x + 2 ) 
P2(x) = x2 – 4 = (x + 2).(x - 2 ) 

P3(x) = x2 – 2 = ( x + √2 ). ( x - √2 ) 
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P4(x) = x2 + 1 = (x + i).(x - i ) 

P5(x) = x2 - 
ସ

ଽ
   = ( x + 

ଶ

ଷ
 ). ( x -  

ଶ

ଷ
 ) 

p6(x) = x2 + 1ത ∈ ℤଶ[𝑋] 
p2(x),p1(x)  درℤ  پولينوم هایreducible ) اند) قابل تجزيه.  

 .اند irreducibleپولينوم های  ℤدر  p5(x),p4(x), p3(x)ر گم 
P5(x)  در ℚ  پولينومreducible ر گم. است p4(x),p3(x)درℚ   پولينوم های

irreducible اند 
P3(x)  درℝ  پولينومreducible  ،مگر p4(x   درℝ   پولينومirreducible 

 است
p6(x)  در فيلدℤଶ  پولينومreducible )زيرا. است )قابل تجزيه:  

p(x) = x2 + 1ത = ( x + 1ത). ( x + 1ത ) 
وقتی قابل  Fدر  p(x). داريمرا  p(x)= x2 + 1∈F[X]و   Fمايک ساحه  :مثال

= λ2 موجود باشد که Fدر   λتجزيه است ، درصورتکه يک  . صدق کند 1−
  .قابل تجزيه است  p(x)= x2 + 1احه پولينوم جدول ذيل نشان ميدهد که در کدام س

 
p(x)   Field 

reducible 𝜆 = 𝑖   , p(i) = 𝑖ଶ +  1 =  −1 + 1 = 0  ℂ 
reducible 𝜆 = 1ത  , p(1ത) = (1ത ) ଶ + 1ത = 1ത + 1ത = 0ത ℤଶ 

 irreducible   ℤଷ 
reducible 𝜆 = 2ത  , p(2ത) = (2ത ) ଶ + 1ത = 4ത + 1ത = 0ത ℤହ 

  
𝛼و) توسعه فيلد ( Field extensionيک   K/F  :8.3تبصره  ∈ 𝐾    يک

  است Fعنصرالجبری نظر به 
 𝐼ఈ := {𝑔 ∈ 𝐹[𝑥] |   g(𝛼) = 0} 

 :زيرا. است   F[x]در رينگ  Idealيک  𝐼ఈسيت 
f,g∈ 𝐼ఈ   ⟹ f(𝛼) = 0  ⋀  g(𝛼) = 0  ⟹ (f+g)(𝛼) = 0  
            ⟹  f+g∈ 𝐼ఈ  
f∈ 𝐼ఈ  , 𝑔 ∈ 𝐹[𝑥] ⟹ f(𝛼) = 0 ⟹  f(𝛼). g(𝛼) = 0. g(𝛼) = 0  
                        ⟹  f.g∈ 𝐼ఈ   

  است 𝐹[𝑥]يک ايديال در   𝐼ఈدرنتيجه 
  باشد، بنام monicکوچکترين درجه داشته و  𝐼ఈان پولينوم که در 
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 plynomial   minimal  از𝛼   نظر بهF ميشود و ما انرا به  ياد𝑚ఈ   نشان
  :داراخواص ذيل ميباشد 𝑚ఈپولينوم . ميدهيم

( i )   𝐼ఈ=<𝑚ఈ > 
  )است  𝐼ఈمولد اديال  𝑚ఈيعنی (      
( ii )  

g∈ 𝐼ఈ  ⟹   ∃ f∈ 𝐼ఈ ; g = f. 𝑚ఈ 
 )  ده قابل تقسيم بو 𝑚ఈبالای  𝐼ఈيعنی هرپولينوم از ( 

  :8.8  مثال   
( a )   درK/F  هر𝛼 ∈ 𝐾 دارای منيمال پولينوم ذيل ميباشد:  

𝑚ఈ(x) = x – 𝛼 
( b )   درℂ/ℝ  منيمال پولينوم)plynomial   minimal  (  نظر به𝑖 ∈ ℂ  شکل

  :ذيل را دارد
 
mi(x) = x2 + 1∈ ℝ[𝑋] 

  :زيرا
mi(i) = i2 + 1 = -1 + 1 = 0 

  ميکند ر خواص ان نيز صدقگدي
( c )    ما توسعه فيلدℝ/ℚ 2√و  2√اعداد حقيقی . رادرنظرميگريم

య   نظر بهℚ 
ان شکل ذيل را   plynomial    minimal( پولينوم های منيمال . الجبری اند

 :دارند
𝛼 ≔ √2     𝑚ఈ(𝑥) = x2 – 2∈ ℚ[𝑋] 
𝛼 = √2

య      𝑚ఈ(𝑥) = x3 – 2∈  ℚ[𝑋]  
2√از  منيمال پولينوم x3 – 2و  ℝنظر به   2√از  ال پولينوممنيم x2 – 2يعنی 

య 
 .است ℝنظر به  

  .  يک توسعه فيلد است L/F :8.6 تعريف 
( a ) (field adjunction) :L S⊆  

 F(S)دران شامل باشد، به  Fو  Sکه  (subfield)ما کوچکترين ساحه فرعی 
  adjunction سطه بواF از  F(S)فته ميشود که ساحه گ. نشان ميدهيم

  .بوجود امده است Sسيت ) به معنی اتحاد (
 F(S)به جای  F(a1,a2,...,an)باشد، درانصورت ما   S = {a1,a2,...,an}اگر 

  .مينويسيم F(a)باشد، درانصورت  S = {a} اگر و
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   :مثال
بوجود  2√عدد  adjunctionبواسطه  ℚاز  ℚ൫√2൯فيلد   ℝ/ℚدر توسعه فيلد  

  : S:= {√2 } برای  زيرا. تامده اس
 𝑆 ⊆ ℝ ∧   ℚ ⊆ ℚ൫√2൯ =  ℚ(𝑆) ⊆  ℝ  

,ℚ൫√2فيلد  ℂ/ℚهم چنان در توسعه فيلد   𝑖൯  ازℚ  بواسطهadjunction  اعداد

,S:= {√2  زيرا برای .بوجود امده است iو  2√ 𝑖} }     
𝑆 ⊆ ℂ ∧   ℚ ⊆ ℚ൫√2, 𝑖൯ =  ℚ(𝑆) ⊆  ℂ 

 ( b ) Simple extention )  ( :توسعه فيلد L/F  بنامSimple extention    
𝑎ياد ميشود، درصورتکه يک    ∈L   موجودباشد کهF(a) = L شود. 
𝑖زيرا برای . است Simple extentionيک  ℂ/ℝ    :ثال م  ∈ ℂ  :  

ℝ(𝑖) = {𝑎 + 𝑏𝑖   | 𝑎, 𝑏 ∈  ℝ } =  ℂ 
   زيرا برای. است Simple extentionيک  ℚ൫√2൯/ℚهم چنان 

 √2 ∈ ℚ൫√2൯  : 

ℚ൫√2൯ = {𝑎 + 𝑏√2   | 𝑎, 𝑏 ∈  ℚ }  
 (  c ) (Splitting field  )   : 𝑝(𝑥) ∈ 𝐹[𝑋] 
  :ياد ميشود، درصورتکه Fنظر به   p(x)از   Splitting fieldبنام  Lساحه 

( i ) p(x)  درL يعنی. به فکتورهای خطی تجزيه شود:  
P(x) = c(x-a1). (x-a2).... (x-an)  , c∈ 𝐹 , a1, a2,…., an∈ 𝐿 

( ii ) 
L = F(a1, a2,…., an)  

F[X]𝑝(𝑥)  رگا. يک فيلد است F :.48تبصره   به فکتورهای خطی Fدر  ∋
  .است P(x)از  Splitting fieldخودش  Fشود، درانصورت   تجزيه
  : 8.9 مثال

( a )  
p1(x) = X – 3, p2(x) = x2 – 4 = (x + 2)( x - 2) ∈ ℚ[𝑋] 

  :است و علاوه بران تجزيهقابل  یبه فکتورهای خط ℚدر  2p(x)و  1p(x)چون 
ℚ(3) = {𝑎 + 3𝑏  | 𝑎, 𝑏 ∈ ℚ } = ℚ 
ℚ(2, −2) = ℚ(2)     [  8.1. (d) نظر به مثال ] 
ℚ(2) = {𝑎 + 2𝑏  | 𝑎, 𝑏 ∈ ℚ } = ℚ 

  .است  splittingيک ساحه  2p(x)و  1P(x)نظر به  ℚکه  شدديده 
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( b )      ماتوسعه فيلدℝ/ℚ ريمگرادرنظرمي 
p(x) = x2 – 2 ∈ ℚ[𝑋]  ⟹ p(x) = x2 – 2 = (x + √2).(x - √2 ) 

, 2√چون  − √2 ∈ ℝ  است، پس ساحهsplitting  ازℝ  نظر بهp(x)  مساوی
  :است به

ℚ൫√2, −√2൯ =  ℚ൫√2൯     [  8.1. (d) نظر به مثال ] 
( c )   ماتوسعه فيلدℂ/ℝ ريمگرادرنظرمي 

p(x) = x2 + 1 ∈ ℝ[𝑋] ⟹ p(x) = ( x  + i ). ( x  - i ) 
,𝑖  چون −𝑖 ∈ ℂ  است، پس ساحهsplitting  ازℂ  نظر بهp(x) مساوی است به: 

ℝ(i, −i) = ℝ(i) =  ℂ   
( d ) 

p(x) = (x2 – 2).( (x2 + 1) ∈ ℚ[𝑋] 
p(x) = (x2 – 2).( (x2 + 1) =   ( x - √2). (𝑥 + √2) (x+i)(x-i) 

,𝑖چون   √2 ∈ ℂ  است، پسℚ൫√2, 𝑖൯ يی حهسا splitting  ازℂ  نظر بهp(x) 
   .است

  )  fundamental theorem of algebra ( 8.2: ضيهق 
  است) الجبری بسته ( algebraic closureيک ساحه  ℂ ساحه اعداد موهومی 

∋ هرتابع غيرثابت يعنی ℂ[X] p(x)  درℂ به فکتورهای خطی تجزيه ميشود .
   :ذيل را داشته باشد شکل p(x)رپولينوم گبطورمثال ا

 p(x) = anx
n + an-1x

n-1 + … + a1x + a0 

∋z1, z2,…., znدرانصورت اعداد  ℂ   جود است کهمو:  
p(x) = an(x-z1). (x-z2).... (x-zn)      

   .پولينوم اند هایجذر z1, z2,…., znکه درينجا  
وس اينرا درقسمت گالبته  .نيزياد ميشود Gaussاين قضيه اساسی الجبر بنام قضيه 

∋هرپولينوم   يعنی. اعداد حقيقی ثبوت کرده است ℝ[X] p(x) فکتورهای خطی در 
  .مربعی قابل تجزيه است هایفکتورو

  .از ثبوت ان صرف نظر مينمايم :ثبوت
)    Integral domain(رال دومين گانت ما: )  quotient field( 8.7: تعريف

D يک ساحه . راداريمQ  بنامquotient field  ازD  ياد ميشود، درصورتکه:  
) i(   D فرعی  گنيک ري(subring)  ازQ باشد  

( ii ) 
∀ 𝑎 ∈ Q   ∃ 𝑟, 𝑠 ∈ D  ;  a = rsିଵ  ( sିଵ ∈ Q) 
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 نشان ميدهيم Q = quot(D)ما انرا به  
,ℚساحه   :8.10 مثال +, . ,ℤاز  quotient fieldيک  )( +, .   :  يعنی. است )(

ℚ = 𝑞𝑢𝑜𝑡(ℤ)    
  ℤان ثبوت نمود که وبه اسانی ميتو ستا رال دومينگانت يک ℤما ميدانيم که  :حل
 .استنيز ℚفرعی از  گرين

  𝛼 ∈ ℚ  ⟹ ∃𝑎, 𝑏 ∈ ℤ , 𝑏 ≠ 0 ;   𝛼 =  
௔

௕
   [ℚ  نظربه تعريف ] 

              ⟹ 𝑏 ∈ ℚ ⟹  ∃𝑏ିଵ ∈ ℚ  [ يک ساحه است  ℚ زيرا ]  
                    ⟹  α =

ୟ

ୠ
= abିଵ   ⟹  (ii) 

ℚ : درنتيجه = 𝑞𝑢𝑜𝑡(ℤ)    
  خودش است ient fieldquotهرساحه  :نوت

 ) criterion   Irreducibility s’Eisenstein( 8.8: تعريف

 Eisenstein دريافت نمود ، که چه وقت   1823 )–  (1852المانی  عالم رياضی يک
 Qرال دومين و گيک انت D  .است )قابل تجزيهغير (  irreducibleيک پولينوم  

  :ما پولينوم ذيل راداريم.  =DquotQ)(: يعنی.ان است quotientيک ساحه 
 f(x) = anx

n + an-1x
n-1 + … + a1x

  + a0∈ D[X] , an≠ 0 , n > 1 
)f(x   پولينومirreducible ) است، درصورتکه يک عنصراوليه ) غيرقابل تجزيه

(primelement)  𝑝 ∈ Q  باخواص ذيل موجود باشد:  
( i )      𝑝 ∤ an   (  قابل تقسيم نباشد  p  بالای an يعنی  ) 

( ii )    p│ai   ( i = 0,1,2,..., n-1 ) 
( iii )   𝑝ଶ ∤ a0    (  قابل تقسيم نباشد  p2  بالای a0 يعنی  ) 

  .ازثبوت ان فعلآ صرف نظرمی نمايم :نوت
  :8.11 مثال

( a )   ما ديديم کهℚ = 𝑞𝑢𝑜𝑡(ℤ) است  
f(x) = x3 + 9x2 + 6x -3∈ ℤ[𝑋]  

  رين مثالد
aଷ = 1, aଶ = 9, aଵ = 6, a଴ = −3   

p = 3 عنصراوليه  يک )primelement  ( درℚ باخواص ذيل است: 

( i )  P = 3∤ a3 = 1    

( ii ) p= 3│a2 =9 ,  p= 3│a1 =6  

( iii ) p2 = 9∤ a0 = -3 
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 irreducibleصدق ميکند ، پس  Eisensteinخواص  f(x)چون بالای پولينوم 
  .است

پولينوم  يک را)  s criterion’sensteinEi(رشرايط ايزين شتاين گا :تبصره
 reducibleفته نميتوانيم که پولينوم گ آصورت عمومدران نداشته باشد، 

  :بطور مثال. است) قابل تجزيه (  
 f(x) = x3 + 3x + 18∈ ℤ[𝑋] 

   :زيرا. کند صدق نمی (iii)ر گصدق ميکند، م (ii)و  (i)شرط   3برای عدد اوليه 
32 = 9│a0 = 18 

  .قابل تجزيه نيست f(x)هم مگرباز
  :است و ما پولينوم ذيل را داريم (field)يک ساحه  F :8.9 تعريف

p(x) = anx
n + an-1x

n-1 + … + a1x
  + a0∈ F[X]   

 )(differentiable از اناليزميدانيم که هر پولينوم در يک ساحه دارای مشتق 
  :يشودياد م p(x)از )differential (پولينوم ذيل بنام مشتق. است

p´(x) = n.anx
n-1 + (n-1).an-1x

n-2 + … + 2.a2x
 + a1   

يعنی . همان قوانين که در اناليزبرای مشتق موجود است، درينجا نيزصدق ميکند
∋aبرای  F و  p(x), q(x) ∈ F[X]  ميتوان نوشت:  

(p(x) + q(x))´ = p´(x) + q´(x)   , (a.p(x))´ = a. p´(x) 
(p(x).q(x))´ = p´(x).q(x) + p(x). q´(x) 

  )(field extensionيک توسعه فيلد   L ، (field)يک ساحه  F :8.10 تعريف
a   و Fاز  ∈ L است .  P(x)  ∈ F[X]   

 a    بنامmultiple root ) از ) جذرمضاعفp(x)  با مرتبهr  ،ياد ميشود
  :درصورتکه

( ∃r ∈ ℕ, r > 1)  ; p(x) = (x − a)୰ . q(x), q(x) ∈  F[X] 
  :رگيا به عبارت دي

(x – a)r│p(x)  ∧  (x – a)r+1∤p(x) 
  )قابل تقسيم نباشد   r+1(x-a)قابل تقسيم و بالای  r(x-a)بالای   p(x)يعنی ( 
 .فته ميشودگجذرساده  aباشد، درانصورت  r = 1 ر گا

    مثال
p(x) = x3 – 3x + 2∈ ℚ[𝑥] 
p(x) = x3 – 3x + 2 = (x – 1)2 . (x + 2) 

  .استجذرساده   2-و  2مرتبه  جذرمتضاعف پولينوم فوق با 1عدد 
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از  (splitting field)فيلد  گسپليتين Lو  (field)يک ساحه  F :8.2 ليما
p(x)  ∈ F[X] بعدآ. است:  

( a )  a ∈ L   
            a  يکmultiple root ) از) جذرمضاعف p(x) است 

⟺   
  p(a) = 0 = p´(a)  

( b )  
          p(x)  درL  ضاعفمجذريک ) rootmultiple  (    دارد  

q(x)يک تابع غيرثابت            ∈  F[X]   موجود است کهp(x)    
  بالای ان قابل تقسيم اند  p´(x)و         

 : يعنی 
       ∃ q(x) ∈  F[X] , deg (𝑞(𝑥) > 0 ; 𝑞(𝑥)│p(x) ∧ q(x)│p´(x)  
  :( a )حل 

 :ميتوان نوشت multiple rootنظر به تعريف      "  ⟸ "

( ∃r ∈ ℕ ∧   r > 1) ; p(x) = (x − a)୰ . q(x), q(x) ∈  F[X] 

⟹  p´(x) = r. (x – a)r-1.  Q(x) + (x – a)r . q´(x) 

⟹  p´(a) = r. (a – a)r-1.  Q(x) + (a – a)r . q´(x) = 0 

است ، پس نظربه تعريف ان  (splitting field) گساحه سپليتين Lچون  " ⟹  " 
يک  aزيه باشد وما فرض ميکنيم که درفکتورهای خطی قابل تج  p(x)بايد پولينوم 
  .جذران است

 :نباشد ، يعنی  p(x)از  ) جذرمضاعف ( root ltiplemuيک   aر گا 
∃ q(x) ∈  F[X] , q(a) ≠ 0   ⋀    p(x) = (x − a). q(x) 
p´(x) = q(x) + (x – a )q´(x)  ⟹ p´(a) = q(a) + (a – a )q´(a) 
⟹ p´(a) = q(a) ≠ 0       

از  ) جذرمضاعف ( multiple rootيک  aپس بايد . تر اين خلاف فرضيه اسگم
p(x)  باشد  
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  :(b )حل 
a )جذرتضاعف( root ltipleumنظربه فرضيه بايد يک   "  ⟸ " ∈ L    از

p(x) درL   بايد    (1)درانصورت نظر به . موجود باشدp(a) = 0 = p´(a)  
  . صدق نمايد

  :يعنی. نوع يک تابع وجود نداردماانراغيرمستقيم ثبوت می نمايم وفرض ميکنيم که ا

  ∄ q(x) ∈  F[X] , deg (𝑞(𝑥) > 0 ; 𝑞(𝑥)│p(x) ∧ q(x)│p´(x) 
⟹  gcd( p(x),p´(x) ) = 1 
⟹  ∃ r(x) , s(x) ∈  F[X] ,   r(x). p(x) +  s(x). p´(x) = 1  
⟹ r(a). p(a) +  s(a). p´(a) = 1 
⟹ r(a). 0 +  s(a). p´(a) = s(a). p´(a) = 1 
⟹ p´(a) ≠ 0       

  :پس بايد. ضيه استراين خلاف فرگم
 ∃ q(x) ∈  F[X] , deg (𝑞(𝑥) > 0 ; 𝑞(𝑥)│p(x) ∧ q(x)│p´(x) 

 :نظر به فرضيه ميتوان نوشت  " ⟹  " 
∃ q(x) ∈  F[X] , deg (𝑞(𝑥) > 0 ; 𝑞(𝑥)│p(x) ∧ q(x)│p´(x) 
⟹ ∃ r(x), s(x) ∈  F[X] ; p(x) = q(x).r(x) , P´(x) = q(x).s(x) 

deg (𝑞(𝑥)و   p(x)از  (splitting field)يک سپليتينט فيلد Lچون  > . است 0
aپس ∈ L  است که   موجودq(a)=0 شود  

 ⟹  p´(a) = q(a).s(a) = 0.s(a) = 0 = p(a) 
  .ميباشد جذرتضاعفدارای يک  Lدر  (a)نظربه   p(x) درنتيجه
p´(a)و     p(a)=0ر گريم ، که اگاز ليما فوق نتيجه مي :تبصره باشد ،  0 ≠

 .است  p(x)جذر ساده از  aدرانصورت 
  :28.1 مثال

p(x) = x3 – 2x2 + x ∈ ℚ[𝑋] 
)p(x   جذرتضاعف 1که . ميباشد 1و  0دارای دوجذر ) root ultiplem  (

  زيرا. ميباشد 2بامرتبه 
 p(x) = (x – 1)2 . x 
 p´(x) = 3x2 – 4x + 1 

  .باشد   p´(0) ≠p(0) = 0و   p(1) = 0 = p´(1)ليمای فوق بايد   )a(نظر به 
P(1) = 13 – 2.12 + 1 = 1 – 2 + 1 = 0 
p´(1) = 3.12 – 4.1 + 1 = 3 – 4 + 1 = 0 
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p(0) = 03 – 2.02 + 0 = 0 
p´(0) = 3.02 – 4.0 + 1 = 1 ≠ 0 

  :ليمای فوق بايد )b(نظر به 
   ∃ q(x) ∈  F[X] , deg (𝑞(𝑥) > 0 ; 𝑞(𝑥)│p(x) ∧ q(x)│p´(x) 

  :ويااينکه
∃ q(x) ∈  F[X] , deg (𝑞(𝑥) > 0 ; gcd൫𝑝(𝑥), 𝑝´(𝑥)൯ = 𝑞(𝑥 ) 

,gcd൫𝑝(𝑥)ماميخواهيم  𝑝´(𝑥)൯  رادريافت نمايم  
 

x3 – 2x2 + x =  ଵ
ଷ
 x . (3x2 – 4x + 1) + − ଶ

ଷ
 𝑥ଶ + 

ଶ

ଷ
𝑥 

3x2 – 4x + 1  = − ଽ

ଶ
 . (− ଶ

ଷ
 𝑥ଶ + 

ଶ

ଷ
𝑥) + (−x + 1) 

−
2

3
 𝑥ଶ + 

2

3
𝑥 =  −

2

3
𝑥 . (−x + 1) +  0 

  :پس
gcd൫𝑝(𝑥), 𝑝´(𝑥)൯ =  −𝑥 + 1 = 𝑞(𝑥 ) 

  يريمگرادرنظرمي ℤହما فيلد  :8.13  مثال
p(x) = xଷ  + 3തx +  4ത  ∈  ℤହ [𝐱]      
p(3ത) = 3തଷ  + 3ത. 3ത + 4ത = ( 5ത. 5ത  + 2ത) +  3ത. 3ത + 4ത 
        =  0ത + 2ത +  9ത + 4ത 
        = 2ത +  4ത + 4ത  = 10തതതത = 2ത . 5ത =  2ത . 0ത = 0ത 
 

  .است p(x)يک جذر از  3തديديم که 
P´(x) = 3ത. xଶ  + 3ത  
P´(3ത ) = 3ത. 3ത ଶ  + 3ത =  3ത . 9ത + 3ത  =  ൫ 5ത. 5ത  + 2ത൯ + 3ത 
          =  2ത + 3ത = 0ത 

  درنتيجه 
P(3ത) =  0ത =  P´(3ത )  

 
 

  ℤହدر  p(x)ز  ا) ضاعفمجذر( root ultiplemيک   3തپس نظر به ليمای فوق 
  :يعنی .است

p(x) = xଷ  + 3തx +  4ത = (x −  3ത )ଶ . ( x + 1ത    
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 فصل نهم

  :موضوعات ذيل بحث نمايم چهاردرين فصل ميخواهيم راجع به  
ذشته  گدرين بخش بعضی قضيای مهمی الجبر معاصر که درفصل های  :اول

  .ياداورنشده، مطالعه نمايم
معلومات ميدهم و استعمال انرا برای حل پولينوم  Vietaراجع به فورمول  :دوم

  .تحت مطالعه قرارميدهم
معلومات داده  )رمز نويسی (   Cryptographyرافیگکريپتوراجع به  :سوم

بعدآ کاربرد انرا تحت مطالعه قرارداده ومی بينيم که چطور برای استعمال .  ميشود
  رافی ازالجبرمعاصراستفاده ميشودگکريپتو
 (Diophantine linaer equation)معادلات خطی ديوفينتنی   :چهارم

    :اول
روپ گروپ فرعی گروپ به يک گهر :)  theorem Cayley(  9.1قضيه 

يعنی . است)  G-Isom( ايزومورف  روپگ ان  (symmetric group)متناظر
  روپ متناظران باشد، درانصورت يکگ )  ( ∘ ,S(G) و گروپ کي (., G)ر گا
  .ايزومورف است Gموجود است که با  S(G)در  Hرعی روپ فگ

≅ 𝐺 :يعنی H  
∋ aما براي . است  eيك گروپ دارای عنصرعينيت    (., G) :ثبوت 𝐺  تابع𝜑௔ 

 .تعريف مينمائيم  ذيلبه شکل را 
  𝜑௔ ∶ 𝐺 ⟶   𝐺  
           x ⟼  𝑎. 𝑥 

𝜑௔ بايجيکتيف (bijective) زيرا. است:  

𝜑௔(𝑥) =  𝜑௔(𝑦) ⇒ 𝑎. 𝑥 = 𝑎. 𝑦 ⇒ 𝑎ିଵ. 𝑎. 𝑥 = 𝑎ିଵ. 𝑎. 𝑦  
    ⇒ 𝑒. 𝑥 = 𝑒. 𝑦    ⇒ 𝑥 = 𝑦 ⇒  𝜑௔ 𝑖𝑛𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒 

x := a-1.y 
𝜑௔(𝑥) =  𝜑௔(𝑎ିଵ. 𝑦) =  𝑎. 𝑎ିଵ. 𝑦 = 𝑒. 𝑦 = 𝑦 ⇒  𝜑௔  𝑠𝑢𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒  

  :يعنی. نشان ميدهيم S(G) به  را Gيشن بلای تما سيت تمامی پرمو 
𝑆(𝐺) ≔ {𝑓: 𝐺 → 𝐺 | 𝑓   𝑏𝑖𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒 } 

  idروپ است و عنصرعينيت ان تابع گنظربه ترکيب تابع يک  S(G)ما ميدانيم که 
  :حالا ما تابع ذيل راتعريف مينمايم .است



  Algebra                                                                           ر معاصربــــالج  
 
   

   
221 

 

   𝐹 ∶ (𝐺, . ) ⟶ ( S(𝐺),∘)  
               a ⟼  𝜑௔ 

  .درست است Fف است، پس تعريف تابع بايجکتي 𝜑௔چون 
F  يکG-Hom  : 

,𝑔برای  ℎ ∈ 𝐺 بايد ثبوت شود که:  
𝐹(𝑔. ℎ) = 𝐹(𝑔) ∘ 𝐹(ℎ)   
 𝐹(𝑔ℎ) = 𝜑௚௛  
 𝜑௚௛(𝑥) = (𝑔ℎ). 𝑥 = 𝑔. 𝜑௛(𝑥) =  𝜑௚ ൫𝜑௛(𝑥)൯ = ൫𝜑௚  ∘  𝜑௛൯(𝑥)  

  ⇒   𝐹(𝑔. ℎ) = 𝐹(𝑔) ∘ 𝐹(ℎ) ⇒ 𝐹  𝑖𝑠 𝐺 − 𝐻𝑜𝑚 

𝐹(𝑔) = 𝐹(ℎ)  ⇒  𝜑௚ =  𝜑௛ ⇒  𝜑௚(𝑥) =  𝜑௛(௫)   , ∀ 𝑥 ∈ 𝐺 

⇒ 𝑔. 𝑥 = ℎ. 𝑥   , ∀ 𝑥 ∈ 𝐺  ⇒ 𝑔. 𝑥. 𝑥ିଵ =   ℎ. 𝑥. 𝑥ିଵ ⇒ 𝑔. 𝑒 = ℎ. 𝑒  
⇒ 𝑔 = ℎ ⇒ 𝐹  𝑖𝑛𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒  

  :يعنی. نشان ميدهيم Hرا به  Fنظربه  Gاز  )تصوير(   image ما 
  𝐻 ≔ 𝐹(𝐺)  ⊆ 𝑆(𝐺) 

𝐹و   S(G)روپ فرعی از گيک   Hسيت  2.4نظربه قضيه  ∶ 𝐺 ⟶   H  يک
G-Isom روپ گدرنتيجه  .استG  روب سيميتری گروپ فرعی گبه يکS(G) 

 .است   G-Isom ان
∗„رابطه دوיانه     V={1,2,3,4}بالای سيت  : مثال ذيل در جدول کيلی نشان   "

 :شده است
4 3 2 1 ∗ 
4 3 2 1 1 
3 4 1 2 2 
2 1 4 3 3 
1 2 3 4 4 

 
 و عنصر عينيت است 1در جدول ديده ميشود که 

 2 ∗ 2 = 3 ∗ 3 = 4 ∗ 4 = 1 
  . پس هر عنصر معکوس خودش است 
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,λبرای  μ, ν ∈ ℕ        2که ≤ λ, μ, ν ≤ ازهمديگرمختلف  ,ν , μ λ و  4
  :فوق بطورذيل تعريف شده است (binary operation)رابطه دوگانه ،باشند

  
b஛ ∗ bஜ = b஝ 

 (V,∗)  روپ است و بنام  گوق يک نظر به جدول فgroup-Klein four  ياد
  .ميشود

نشان ميدهيم،که  S(V)انرا به   ( symmetric group  )روپ متناظر گما 
|𝑉|چون . است idعنصرعينيت ان تابع  =   :است، پس   4

|𝑆(𝑉)| = 4i = 1.2.3.4 = 24 
𝑎برای  . عناصرميباشد 24دارای  S(V)روب گيعنی  = تابع ذيل   1,2,3,4
  :ريمگظرميرادرن

𝜑௔ ∶ 𝑉 ⟶   𝑉  
                                                        x ⟼  𝑎 ∗ 𝑥 
𝜑ଵ(𝑉) = {1 ∗ 1, 1 ∗ 2, 1 ∗ 3 , 1 ∗ 4} = {1,2,3,4}  

𝜑ଶ(𝑉) = {2 ∗ 1, 2 ∗ 2, 2 ∗ 3 , 2 ∗ 4} = {2,1,4,3}  

𝜑ଷ(𝑉) = {3 ∗ 1, 3 ∗ 2, 3 ∗ 3 , 3 ∗ 4} = {3,4,1,2}  

𝜑ସ(𝑉) = {4 ∗ 1, 4 ∗ 2, 4 ∗ 3 , 4 ∗ 4} = {4,3,2,1}  

 :ريمگحالا تابع ذيل را درنظرمي
   𝐹 ∶ (𝑉,∗) ⟶ ( S(𝑉),∘)  
              a ⟼  𝜑௔ 
𝐹(𝑉) = {𝜑ଵ(𝑉), 𝜑ଶ(𝑉), 𝜑ଷ(𝑉), 𝜑ସ(𝑉) }    ∧   |𝐹(𝑉)| = 4  

F(V)  روپ فرعی از گيک( S(𝑉),∘)  است و𝜑ଵ(𝑉) عنصرعينيت ان ميباشد .
  :چون

(𝜑ଶ  ∘ 𝜑ଶ)(𝑉) = (𝜑ଷ ∘ 𝜑ଷ)(𝑉) = (𝜑ସ  ∘ 𝜑ସ)(𝑉) =   𝜑ଵ(𝑉) 
 .پس هر عنصر معکوس خودش است

≅ 𝑉:   يعنی. باهم ايزومورف اند F(V)و  Vنظر به قضيه کيلی  F(V) 
,ℤଷ)روپ گجدول کيلی  :مثال   :شکل ذيل رادارد ( +
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2ത 1ത 0ത + 
2ത 1ത 0ത 0ത 
0ത 2ത 1ത 1ത 
1ത 0ത 2ത 2ത 

  

نشان ميدهيم،که  S(ℤଷ)انرا به   ( symmetric group  )روپ متناظر گما 
|ℤଷ|چون . است idعنصرعينيت ان تابع  =   :است، پس   3

|𝑆(ℤଷ)| = 3i = 1.2.3 = 6 
𝑎برای  . عناصر ميباشد 6دارای   S(V)يعنی گروب  = 0ത, 1ത, 2ത   تابع ذيل

  :رادرنظرميگريم
𝜑௔ ∶ ℤଷ  ⟶   ℤଷ 

                                              x ⟼  𝑎 + 𝑥 
 
𝜑଴ഥ(ℤଷ) = {0ത + 0ത, 0ത + 1ത, 0ത + 2ത  } = {0ത, 1ത, 2ത}  

𝜑ଵഥ(ℤଷ) = {1ത + 0ത, 1ത + 1ത, 1ത + 2ത  } = {1ത, 2ത, 0ത}  

𝜑ଶഥ(ℤଷ) = {2ത + 0ത, 2ത + 1ത, 2ത + 2ത  } = {2ത, 0ത, 1ത}  

 :ريمگبع ذيل را درنظرميحالا تا 
   𝐹 ∶ (ℤଷ, +) ⟶ ( S(ℤଷ),∘)  
                      a ⟼  𝜑௔  

 𝐹(ℤଷ) = (𝜑଴ഥ(ℤଷ), 𝜑ଵഥ(ℤଷ), 𝜑ଶഥ(ℤଷ) }   ∧   |𝐹(ℤ3)| = 3  

F(ℤଷ)  روپ فرعی از گيک( S(ℤଷ),∘)  است و𝜑଴ഥ(ℤଷ)  عنصرعينيت ان
 :زيرا. است  𝜑ଶഥ(ℤଷ)معکوسی    𝜑ଵഥ(ℤଷ) .ميباشد

 (𝜑ଵഥ ∘ 𝜑ଶഥ)(ℤଷ) =  𝜑ଵഥ {2ത, 0ത, 1ത} = {1ത + 2ത, 1ത + 0ത, 1ത + 1ത  } 

                       = { 0ത, 1ത, 2ത} =  𝜑଴ഥ(ℤଷ)   
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ℤଷ:   يعنی. باهم ايزومورف اند F(ℤଷ)و  ℤଷنظر به قضيه کيلی    ≅ F(ℤଷ) 

,𝑟ଵ, 𝑟ଶ  اعداد طبعی ما: 9.1 ليما … . , 𝑟௡    رقابل گکه خلاف صفروبالای يکدي
  :يعنی. تقسم نيستند، داريم

   gcd൫ 𝑟௜, 𝑟௝ ൯ = 1   (𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑛 ∧    𝑖 ≠ 𝑗 )      

kبرای  ∈ ℕ  تابع ذيل يک    R-Isom است:  

𝜓: ℤ୰భ .୰మ ….୰౤
            ⟶   ℤ୰భ

x ℤ୰మ
 x … . x ℤ୰౤

  

     𝑘 + 𝑟ଵ. 𝑟ଶ … 𝑟௡ℤ ⟼  (𝑘 + 𝑟ଵℤ, 𝑘 + 𝑟ଶℤ, … . , 𝑘 + 𝑟௡ℤ) 
  : بوتث 

r ≔ 𝑟ଵ. 𝑟ଶ … 𝑟௡ 
𝝍 𝒊𝒏𝒋𝒆𝒄𝒕𝒊𝒗𝒆:  
𝑘 + 𝑟ℤ , 𝑚 + 𝑟ℤ ∈ ℤ୰ 

     
𝑘 + 𝑟ℤ = 𝑚 + 𝑟ℤ  ⟺ k − m ∈ 𝑟ℤ   [ 3.12  نظربه ليما ] 

                      ⟺ r | k − m  ⟺  r୧ | k − m     [ i =  1,2, … , n ]     

                      ⟺   𝑘 + r୧ℤ = 𝑚 + r୧ℤ      [ i =  1,2, … , n ]    

                      ⟺  𝜓 (𝑘 + r ℤ ) =  𝜓 (𝑚 + r ℤ)   

                      ⟺  𝜓  𝑖𝑛𝑗𝑒𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒 

𝝍 𝒔𝒖𝒓𝒋𝒆𝒄𝒕𝒊𝒗𝒆:  

หℤ୰ 
ห = r =  ∏ | ℤ୰౟

 ୬
୧ୀଵ | =  ቚℤ୰భ  

x ℤ୰మ 
x … . x ℤ୰౤ 

ቚ   

متناهی و تعداد  (codomain)وکودومين   (domain)چون سيت های دومين 
  . سورجيکتيف است 𝜓تابع   0.1مساوی اند، پس نظر به قضيه   عناصرشان باهم

)  3.18ثبوت قضيه  با نظرداشت( R-Homنظربه تعريف يک   𝜓ر گازجانب دي
 .است  R-Isomيک   𝜓درنتيجه . نيز است

   : مثال 
𝑟ଵ = 2 , 𝑟ଶ = 3  , r =  𝑟ଵ. 𝑟ଶ = 2.3 = 6 
𝜓: ℤ଺          ⟶   ℤଶx ℤଷ    
    𝑘 + 6ℤ ⟼ (𝑘 + 2ℤ , 𝑘 + 3ℤ) 
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 رين مثال انرا ثبوت میربازهم دگم. است R-Isomيک  𝜓تابع  9.1  نظربه ليما
  نمايم

𝑘 + 6ℤ , 𝑚 + 6ℤ ∈ ℤ଺ 
𝜓൫(𝑘 + 6ℤ) + (𝑚 + 6ℤ)൯ =  𝜓( (𝑘 + 𝑚) + 6ℤ ) 
           = ( (𝑘 + 𝑚) + 2ℤ , (𝑘 + 𝑚) + 3ℤ ) 

= ( (𝑘 + 2ℤ) + (𝑚 + 2ℤ), (𝑘 + 3ℤ) + (𝑚 + 3ℤ) ) 

         = ( 𝑘 + 2ℤ , 𝑘 + 3ℤ   ) + ( 𝑚 + 2ℤ , 𝑚 + 3ℤ   ) 

           = 𝜓൫(𝑘 + 6ℤ) +  𝜓(𝑚 + 6ℤ)൯ 

𝜓൫(𝑘 + 6ℤ). (𝑚 + 6ℤ)൯ 
       =  𝜓( 𝑘. 𝑚 +  6ℤ )   = ( km +  2ℤ , km +  3ℤ  ) 
       = ( ( k +  2ℤ ) . (m +  2ℤ), ( k +  3ℤ ) . (m +  3ℤ)  )  
       = ( ( k +  2ℤ ) . (k +  3ℤ), ( m +  2ℤ ) . (m +  3ℤ)  ) 
       = 𝜓൫(𝑘 + 6ℤ) .  𝜓(𝑚 + 6ℤ)൯ 

,3ത اصر بطورمثال ما انرا برای عن. است R-Homيک   𝜓درنتيجه  4 ഥϵℤ଺ 
را به  ℤ଺و  ℤଶ  ،ℤଷهای  گبرای مشخص شدن عناصر رين. امتحان می نمايم

  :شکل ذيل نشان ميدهيم
ℤଶ =  { 0ത, 1ത  } = {[0]ଶ  , [1]ଶ }     

ℤଷ =  { 0ത, 1ത, 2ത  } = {[0]ଷ  , [1]ଷ , [2]ଷ  }    

ℤ଺ =  ൛ 0ത, 1ത, 2ത, 3ത, 4ത, 5ത ൟ = {[0]଺  , [1]଺ , [2]଺  , [3]଺ , [4]଺  , [5]଺ }  

[0]଺ = {0 + 6n | nϵℤ  } , [1]଺ = {1 + 6n | nϵℤ  } , 

[2]଺ = {2 + 6n | nϵℤ  } , [3]଺ = {3 + 6n | nϵℤ  } , 

[4]଺ = {4 + 6n | nϵℤ  } , [5]଺ = {5 + 6n | nϵℤ  } 

𝜓൫(3 + 6ℤ) +  (4 + 6ℤ)൯ =  𝜓(3ത +  4ത) =  𝜓(1ത ) = 𝜓( 1 + 6ℤ  )  
                                      = ( 1 + 2ℤ , 1 + 3ℤ ) 
𝜓( 3 + 6ℤ  ) = ( 3 + 2ℤ , 3 + 3ℤ )   
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𝜓( 4 + 6ℤ  ) = ( 4 + 2ℤ , 4 + 3ℤ ) 
 𝜓( 3 + 6ℤ  )  +  𝜓( 4 + 6ℤ  )

= ( 3 + 2ℤ , 3 + 3ℤ ) + ( 4 + 2ℤ , 4 + 3ℤ ) 
                   = ( 7 + 2ℤ , 7 + 3ℤ ) = ( [7]ଶ , [7]ଷ ) 
                   =  ([1]ଶ , [1]ଷ = ( 1 + 2ℤ , 1 + 3ℤ )   
                   = 𝜓൫(3 + 6ℤ) + (4 + 6ℤ)൯ 
𝜓൫(3 + 6ℤ) .  (4 + 6ℤ)൯ =  𝜓(3ത .  4ത) =  𝜓(0ത ) = 𝜓( 0 + 6ℤ  )  
                                     = ( 0 + 2ℤ , 0 + 3ℤ ) 
𝜓( 3 + 6ℤ  )  .  𝜓( 4 + 6ℤ  )

= ( 3 + 2ℤ , 3 + 3ℤ ) .  ( 4 + 2ℤ , 4 + 3ℤ ) 
                   = ( 12 + 2ℤ , 12 + 3ℤ )  = ( [12]ଶ , [12]ଷ ) 
                   =  ([0]ଶ , [0]ଷ = ( 0 + 2ℤ , 0 + 3ℤ )   
                   = 𝜓൫(3 + 6ℤ) .  (4 + 6ℤ)൯ 

  .است  R-Homيک   𝜓درنتيجه  
=  𝑟ଵبرای  : مثال 2, 𝑟ଶ  =  2بالای  4زيرا عدد . صدق نميکند 9.1ليما    4

 قابل تقسيم است
r =  𝑟ଵ. 𝑟ଶ = 2.4 = 8 
𝜓: ℤ଼          →  ℤଶx ℤସ    
    𝑘 + 8ℤ ↦ (𝑘 + 2ℤ , 𝑘 + 4ℤ) 

ℤଶ =  { 0ത, 1ത  } = {[0]ଶ  , [1]ଶ }     

ℤସ =  { 0ത, 1ത, 2ത, 3ത  } = {[0]ସ  , [1]ସ , [2]ସ , [3ത ]}    

ℤ଼ =  ൛ 0ത, 1ത, 2ത, 3ത, 4ത, 5ത , 6ത, 7തൟ 
     = {[0]଼  , [1]଼ , [2]଼  , [3]଼ , [4]଼  , [5]଼, [6]଼, [7]଼}   
[0]଼ = {0 + 8n | nϵℤ}   , [1]଼ = {1 + 8n | nϵℤ}   , 

[2]଼ = {2 + 8n | nϵℤ } [3]଼ = {3 + 8n | nϵℤ }, 

[4]଼ = {4 + 8n | nϵℤ } , [5]଼ = {5 + 8n | nϵℤ}   
[6]଼ = {6 + 8n | nϵℤ }   , [7]଼ = {7 + 8n | nϵℤ } 
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 :زيرا. اينجکتيف نيست  𝜓تابع 
𝜓( 2 + 8ℤ  ) = ( 2 + 2ℤ , 2 + 4ℤ )  = ( [2]ଶ , [2]ସ )

= ( [0]ଶ , [2]ସ ) 
                   = ( 0 + 2ℤ , 2 + 4ℤ ) 
𝜓( 6 + 8ℤ  ) = ( 6 + 2ℤ , 6 + 4ℤ )  =  ( [6]ଶ , [6]ସ ) 
                   =  ( [0]ଶ , [2]ସ )  = ( 0 + 2ℤ , 2 + 4ℤ ) 
                   =  𝜓( 2 + 8ℤ  ) 

2ر  گم + 8ℤ ≠ 6 + 8ℤ    پس . است𝜓  يکinjective  نيست 
     ) Chinese remainder theorem ( 9.2:قضيه  
  :رما اعداد را باخواص ذيل داشته باشيمگا 

( i ) 
       𝑟ଵ, 𝑟ଶ, … . , 𝑟௡ ∈ ℕ , ൫𝑟௜ ≠ 0 (𝑖 = 1,2, … , 𝑛 )൯  
      ∧   ( 𝑟௜ ∤ 𝑟୨ ( 𝑖, 𝑗 = 1,2, … 𝑛) , 𝑖 ≠ 𝑗 )  
         (  gcd൫ 𝑟௜, 𝑟௝ ൯ = 1   (𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑛 ∧    𝑖 ≠ 𝑗 )    يعنی:  ) 
( ii )  𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … . ,  𝑎௡ ∈ ℤ 

  :بعدآ
∃! 𝑘 ∈ ℤ ;   k ≡  a୧(mod r୧)   ( i = 1,2, … , n )   

 :ثبوت
𝑎௜ + 𝑟௜ℤ ∈ ℤ୰౟

   ( i = 1,2, … , n)  
 (𝑎ଵ + 𝑟ଵℤ , 𝑎ଶ + 𝑟ଶℤ, … . . , 𝑎௡ + 𝑟௡ℤ ) ∈ ℤ୰భ

x ℤ୰మ
 x … . x ℤ୰౤

  
 : است  (surjective)ديديم که تابع ذيل سورجتيکتيف 9.1درليما 

𝜓: ℤ୰భ .୰మ ….୰౤
            ⟶  ℤ୰భ

x ℤ୰మ
 x … . x ℤ୰౤

  

     𝑘 + 𝑟ଵ. 𝑟ଶ … 𝑟௡ℤ ⟼ (𝑘 + 𝑟ଵℤ, 𝑘 + 𝑟ଶℤ, … . , 𝑘 + 𝑟௡ℤ) 
 :پس

∃𝑘 ∈ ℤ ; 
   𝜓(𝑘 + 𝑟ଵ. 𝑟ଶ … 𝑟௡ℤ)  =  (𝑎ଵ + 𝑟ଵℤ , 𝑎ଶ + 𝑟ଶℤ, … . . , 𝑎௡ + 𝑟௡ℤ 

  : 𝜓رنظربه تعريف گازجانب دي

   𝜓(𝑘 + 𝑟ଵ. 𝑟ଶ … 𝑟௡ℤ) = (𝑘 + 𝑟ଵℤ, 𝑘 + 𝑟ଶℤ, … . , 𝑘 + 𝑟௡ℤ) 
  :درنتيجه

 𝑘 + 𝑟௜ℤ =  𝑎௜ + 𝑟௜ℤ  ( i = 1,2, … , n)   
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⟹  k ≡  a୧(mod r୧)   ( i = 1,2, … , n )  [ 3.12  نظربه ليما ] 
 موجود است kاينجکتيف نيز است، پس فقط  تنها يک انوع  𝜓رچون گازجانب دي

classes congruent of equations solve:      
 )حل معادلات کلاس های باقيمانده (            

  :ما معادلات کلاس های باقيمانده ذيل راداريم
 X ≡  aଵ(mod rଵ) , X ≡  aଶ(mod rଶ) , … , X ≡  a୬(mod r୬) 
𝑟ଵ, 𝑟ଶ, … . , 𝑟௡ ∈ ℕ ;    gcd൫ 𝑟௜, 𝑟௝ ൯ = 1   (𝑖, 𝑗 = 1,2, … , 𝑛 ∧    𝑖 ≠ 𝑗 )       
 𝑎ଵ, 𝑎ଶ, … . ,  𝑎௡ ∈ ℤ 

 : معادلات فوق راميتوان به طريقه ذيل حل نمود

𝑟 ≔ 𝑟ଵ, 𝑟ଶ, … . , 𝑟௡   , 𝑠௜: =  
𝑟

𝑟௜ 
        ( 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 ) 

∋ 𝑘௜ حالا    ℤ باخواص ذيل دريافت مينمايم:  
k୧ . s୧  ≡  1(mod r୧)      ( i = 1,2, … , n )   

gcd൫ 𝑟௜, 𝑠௜ ൯ چون  = ميتوان  euclidean algorithmاست، پس نظر به    1
k୧ نیيع. رادريافت نمود : 

∃k୧, m୧ ∈ ℤ ;  k୧ . s୧ + m୧. r୧ = 1    (i = 1,2, … , n) 
k ≔ kଵ . sଵ . aଵ +  kଶ . sଶ . aଶ + … . + k୬ . s୬ . a୬ 

kحل معادلات فوق سيت  + rℤ  است 
  :مثال

X ≡  2(mod 3)  , X ≡  3(mod 5) , X ≡  2(mod 7) 
  :درينجا

𝑎ଵ = 2 , 𝑎ଶ = 3 , 𝑎ଷ = 2  
𝑟ଵ = 3 , 𝑟ଶ = 5 , 𝑟ଷ = 7  
𝑟: =  𝑟ଵ . 𝑟ଶ . 𝑟ଷ = 3.5.7 = 105   

𝑠ଵ =  
௥

௥భ
=  

ଵ଴ହ

ଷ
= 35  , 𝑠ଶ =  

௥

௥మ
=  

ଵ଴ହ

ହ
= 21 , 𝑠ଷ =  

௥

௥య
=  

ଵ଴ହ

଻
= 15   

,𝑘ଵ حالا   𝑘ଶ,  𝑘ଷ ∈ ℤ  باخواص ذيل دريافت مينمايم: 

kଵ . sଵ  ≡  1(mod 𝑟ଵ ) ⟹  kଵ . 35 ≡  1(mod 3)    
kଶ . sଶ  ≡  1(mod 𝑟ଶ ) ⟹  kଶ . 21 ≡  1(mod 5)   
kଷ . sଷ  ≡  1(mod 𝑟ଷ ) ⟹  kଷ . 15 ≡  1(mod 7 )   
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 : euclidean algorithmنظر به   

kଵ . 35 + y. 3 = 1 

35 = 11.3 + 2 
3 = 1.2 + 1 
2 = 1.2 + 0 
 
1 = 3 − 1.2 = 3 − 1. (35 − 11.3) = 12.3 − 1.35 
kଵ = −1=2        [  1+2 = 0 ⟹ 2 =  −1 ∶   [ زᗬرا 

kଶ . 21 + y. 5 = 1 
21 = 4.5 + 1 
4 = 1.4 + 0 
 
1 = 21 − 4.5 = 1.21 − 4.5 ⟹  kଶ = 1 
 
kଷ . 15 + y. 7 = 1 
15 = 2.7 + 1 
7 = 1.7 + 0 
 
1 = 15 − 2.7 = 1.15 − 2.7 ⟹  kଷ = 1 

  :درنتيجه
kଵ = 2 , kଶ = 1 , kଷ = 1 
k = kଵ . sଵ . aଵ + kଶ . sଶ . aଶ + kଷ . sଷ . aଷ

= 2.35.2 + 1.21.3 + 1.15.2 = 233 
  :سيت حل معادلات شکل ذيل رادارد

 k + rℤ = 233 + 105ℤ = 2.105 + 23 + 105ℤ =  23 + 105ℤ 

            = {23 + 105n | nϵℤ  }  

nبطورمثال برای  = 23حل ان   1 + 105.1 =   :زيرا. است 128
 128 = 42.3 + 2 ⟹ 128 ≡  2(mod 3)   
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128 = 25.5 + 3 ⟹ 128 ≡  3(mod 5) 
128 = 18.7 + 2 ⟹ 128 ≡  2(mod 7) 

nبرای  = 23حل ان  1− + 105. (−1) = 23 − 105 =  :زيرا.است   82−
−82 = (−28). 3 + 2 ⟹ −82 ≡  2(mod 3)  
−82 = (−17). 5 + 3 ⟹ −82 ≡  3(mod 5)   
−82 = (−12). 7 + 2 ⟹ −82 ≡  2(mod 7)   

  .ردان مکتب رادرقطاراستاد کندگسرمعلم يک مکتب ميخواهد شا :مثال
  رد باقی ميماندگشا 2نفره باشد، درانصورت  3ررقطاگا 
  رد باقی ميماند گشا 1نفره باشد، درانصورت  4رقطارگا
 رد باقی نمی ماندگنفره باشد، درانصورت هيچ شا 7رقطارگا

  ردان دران مکتب  اقلآچند خواهد بودگمعلوم نمايد که تعداد شا
 :معادلات کلاس های باقی مانده ان شکل ذيل رادارد :حل

k ≡  2(mod 3)  , k ≡  1(mod 4) , k ≡  0 b(mod 7) 
  :درينجا

𝑎ଵ  = 2 , 𝑎ଶ  = 1 , 𝑎ଷ  = 0  
𝑟ଵ  = 3 , 𝑟ଶ  = 4 , 𝑟ଷ  = 7  
𝑟 =  𝑟ଵ . 𝑟ଶ . 𝑟ଷ = 3.4.7 = 84   
 

𝑠ଵ =  
𝑟

𝑟ଵ
=

𝑟ଵ . 𝑟ଶ . 𝑟ଷ 

𝑟ଵ
= 𝑟ଶ . 𝑟ଷ = 4.7 = 28 

𝑠ଶ =  
𝑟

𝑟ଶ
=

𝑟ଵ . 𝑟ଶ . 𝑟ଷ 

𝑟ଶ
= 𝑟ଵ . 𝑟ଷ = 3.7 = 21 

𝑠ଷ =  
𝑟

𝑟ଷ
=

𝑟ଵ . 𝑟ଶ . 𝑟ଷ 

𝑟ଷ
= 𝑟ଵ . 𝑟ଶ = 3.4 = 12 

,𝑘ଵ حالا   𝑘ଶ,  𝑘ଷ ∈ ℤ  باخواص ذيل دريافت مينمايم: 
kଵ . sଵ  ≡  1(mod 𝑟ଵ ) ⟹  kଵ . 28 ≡  1(mod 3)    

kଶ . sଶ  ≡  1(mod 𝑟ଶ ) ⟹  kଶ . 21 ≡  1(mod 4)   

kଷ . sଷ  ≡  1(mod 𝑟ଷ ) ⟹  kଷ . 12 ≡  1(mod 7 )   
 : euclidean algorithmنظر به   
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kଵ . 28 + yଵ. 3 = 1 
28 = 9.3 + 1 
3 = 1.3 + 0 
1 = 28 − 9.3 ⟹ kଵ = 1 
 
kଶ . 21 + yଶ. 4 = 1 

21 = 5.4 + 1 
4 = 1.4 + 0 
1 = 21 − 5.4 ⟹ kଶ = 1 
 
kଷ . 12 + yଷ. 7 = 1 

12 = 1.7 + 5 
7 = 1.5 + 2 
5 = 2.2 + 1 
2 = 1.2 + 0 
 
1 = 5 − 2.2  
   = 5 − 2. ( 7 − 1.5) = 5 − 2. ( 7 − 1. (12 − 1.7))  
   = 12 − 1.7 − 2.7 + 2.12 − 2.7 = 3.12 − 5.7     

⟹ kଷ = 3 

k = kଵ . sଵ . aଵ + kଶ . sଶ . aଶ + kଷ . sଷ . aଷ

= 1.28.2 + 1.21.1 + 3.12.0 = 77 

زيرا روابط . رد دارد  گشا 77يعنی ان مکتب اقلآ . بوده  77ان معادلات  يک حل
  :ذيل نيزصدق ميکنند

77 ≡  2(mod 3)  , 77 ≡  1(mod 4) , 77 ≡  0 (mod 7) 

  :حل عمومی ان معادلات شکل ذيل رادارد 
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 k + rℤ = 77 + 84ℤ =   {77 + 84n | nϵℤ   } 
n  رگبرای امتحان ا =   :باشد، درانصورت 1

k = 77 + 84.1 = 161 
 :زيرا

 
161 ≡  2(mod 3)   ,161 ≡  1(mod 4) , 161 ≡  0 (mod 7) 

 (Vieta`s Formulas)ورمول ويتا ف: دوم 
که روابط بين جذرها و بوده  (1604-1540)عالم فرانسوی  يک (Vieta) ويتا

   Vieta`s Formulasو بنام  به شکل يک فورمول دراوردراضرايب يک پولينوم 
  ياد ميشود

   polynomias und Vieta`s Formulas  قضيه 
∋رما پولينوم گا   ℂ[X] p(x) ذيل را داشته باشيم:  

P(x) = anx
n + an-1x

n-1 + … + a1x + a0 

اعداد يعنی . يه استزکتورهای خطی قابل تجبه ف p(x)پولينوم  8.2نظر به قضيه 
x1, x2,…., xn∈ ℂ   جود است کهمو:  

 p(x) = an(x-x1). (x-x2).... (x-xn)      
 .جذرهای پولينوم اند x1, x2,…., xnکه درينجا  

در بين جذرها وضرايب پولينوم فوق روابط ذيل موجود  Vietaنظر به فورمول 
  :است

x1 + x2 + x3 + ….. + xn = −
௔೙షభ

௔೙
 

x1 x2 + x1x3 + …..+ x1xn + … +xn-1xn =  
௔೙షమ

௔೙
 

x1x2x3 + x1x2 x4 + …..+ xn-2xn-1 xn = −
௔೙షయ

௔೙
 

. 

. 

. 

x1 x2 …xk + x1x2… xk-1xk+1 + …..+ xn-k+1xn-k+2 …xn = (−1)௞.
௔ೖ

௔೙
 

. 

. 

. 
x1 x2 …xn   = (−1)௡.

௔బ

௔೙
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 (+)  روع شده بعدآ بشکل متناوب مثبتش (-) بته علامات بعد ازمساوات از منفی ال
  .ميباشد n(1-)وعلامه اخيری . دميباشن (-)منفی  و

∋پولينوم   :8.14 مثال ℂ[X] p(x) داريمذيل را:  
 p(x) = x2 + x – 6  

  :شکل عمومی ان
p(x) = a2x2 + a1x + a0 

  :درپولينوم فوق  
n = 2  , a2 = 1 , a1 = 1  , a0 = -6 

( a )   جذرهای انرا از طريقهVieta دريافت می نمايم 
  :ميتوان نوشت Vietaباشند، درانصورت نظر به فورمل  جذرهای ان  x2و  x1ر گا

x1 + x2 = − 
௔భ

௔మ
 =  −  

ଵ

ଵ
 =  −1            

x1 . x2 =   (−1)ଶ  
௔బ

௔మ
=  1.

ି଺

ଵ
 =  −6 

ان . دريافت جذرها بايد اعداد رادريافت نمايم که معادلات فوق صدق نمايد برای
  :زيرا. x2=-3و   x1=2اعداد عبارت اند از 

x1 + x2 = 2 – 3 =  -1 
x1 . x2 = 2. (-3) = -6 

  :امتحان
p(2) = 22 + 2 – 6 = 6 – 6 = 0 
p(-3) = (-3)2 + (-3) – 6 = 9 – 9 = 0 

ر ميتوان جذر يک پولينومی درجه دو گازين نتيجه ميشود که در پهلوی راهای دي
 . نيزدريافت نمايم Vietaرابذريعه فورمل 

( b ) را پيدا ميکنيم ، که  2ينوم درجه پول(x1)
(x2)و  2

 جذرهای ان باشند 2
  نشان ميدهيم g(x)ما ان پولينوم را به 

g(x) = x2 +b1x + b0 

  :ديديم ( a )در 
 x1 + x2 = -1            
 x1 . x2 = -6 
(x1)2 + (x2)2 = (x1 + x2)2 – 2. x1. x2  
                   = (-1)2 – 2.(-6) = 1+12 = 13 = − ୠభ

ଵ
 = -b1 

(x1)2 . (x2)2 = (x1. x2 )2 = (-6)2 = 36 = ୠబ

ଵ
 = b0 
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b1 = -13  , b0 = 36 
 :شکل ذيل رادارد  g(x)درنتيجه 

g(x) = x2 +b1x + b0 = x2 -13x + 36 
  :امتحان

(x1)2 = (2)2 = 4   ,   (x2)2 = (-3)2 = 9 
 g(4) = 42 -13.4 + 36 = 16 – 52 + 36 = 0 
 g(9) = (9)2 -13.9 + 36 = 81 – 117 + 36 = 0 

  اند g(x)جذرهای پږلينوم  9و  4ديديم که 
∋ما پولينوم  : مثال ℂ[X] p(x) داريمذيل را:  

 p(x) = 3x2 – 2x – 1  
  :شکل عمومی ان

p(x) = a2x2 + a1x + a0 
  :ما درپولينوم فوق داريم

n = 2  , a2 = 3 , a1 = -2  , a0 = -1 
ميتوان  Vietaان باشند، درانصورت نظر به فورمل ) حل ( جذر   x2و  x1ر گا

  :نوشت
x1 + x2 = − 

௔భ

௔మ
 =  −  

ିଶ

ଷ
 =  

ଶ

ଷ
        (I)   

x1 . x2 = (−1)ଶ   
௔బ

௔మ
=  −

ଵ

ଷ
  

  
  x1 = 1 زيرا. جذران معادله است يک:  

p(1) = 3.12 – 2.1 – 1 = 0 
 جذردوم را بدست مياوريم    (I)حالا از معادله 

 

 x1 + x2 = 
ଶ

ଷ
    ⟹  x2 =  

ଶ

ଷ
  - x1 = 

ଶ

ଷ
−  1 =  −

ଵ

ଷ
 

  :برای امتحان

p(
ିଵ

ଷ
) = 3. (

ିଵ

ଷ
)ଶ − 2. ቀ

ିଵ

ଷ
ቁ −  1 =  

ଵ

ଷ
 +  

ଶ

ଷ
− 1 =  0  

 
∋ما پولينوم :  مثال ℂ[X] p(x) داريمذيل را:  

p(x) = x4 – 5x3 + 5x2 + 5x – 6 
 :ش᜛ل عموᣤ ان
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  p(x) = a4 x4 + a3 x3 + a2 x2 + a1 x + a0  
  :درينجا       

n = 4  , a4 = 1 , a3 = -5  , a2 = 5 , a1 = -5   , a0 = -6 
 Vietaجذرهای ان باشند، درانصورت نظر به فورمل  x4و   x1  ،x2  ،x3ر گا

  :ميتوان نوشت

x1 + x2 + x3 + x4 = −  
௔య

௔ర
 =  − ିହ

ଵ
 =  5           

x1 . x2 + x1 . x3 + x1 . x4 + x2 . x3 + x2 . x4  

     + x3 . x4 =  
௔మ

௔ర
=  

ହ

ଵ
= 5  

x1 . x2 . x3 + x1 . x2 . x4 + x2 . x3 . x4 = −
௔భ

௔ర
= −  

ହ

ଵ
= −5    

x1 . x2 . x3 . x4 = (−1)ସ.
௔బ

௔ర
= 1.

ି଺

ଵ
= −6  

  ميخواهيم جذرچهارم را دريافت نمايم. ان باشند جذرهای  1,1-,2ر گا
x1 + x2 + x3 + x4 = 1 -1 + 2  + x4 = 5  ⟹  x4 = 5 – 2 = 3 

   :امتحان  
p(1) = p(-1) = p(2) = p(3) = 0 

∋ما پولينوم  : مثال  ℂ[X] p(x) داريمذيل را:  
p(x) = 2x3 – x2 + 2x – 1  

  :شکل عمومی ان
p(x) = a3 x3 + a2 x2 + a1 x + a0  

  :درينجا 
n = 3  , a3 = 2 , a2 = -1 , a1 = 2   , a0 = -1 

ميتوان  Vietaجذرهای ان باشند، درانصورت نظر به فورمل   x3و  x1  ،x2ر گا
  :نوشت

x1 + x2 + x3 = −  
௔మ

௔య
 =  − ିଵ

ଶ
 =  

 ଵ

ଶ
           

x1 . x2 + x1 . x3 + x2 . x3 =  
௔భ

௔య
=  

ଶ

ଶ
= 1  

 x1 . x2 . x3 = (−1)ଷ.
௔బ

௔య
= −1.

ିଵ

ଶ
=

ଵ

ଶ
  

  ميخوهيم جذرسوم رادريافت نمايم. باشند i-و   iدوجذران رگا 

x1 + x2 + x3 = i -i + x3 = 
 ଵ

ଶ
      ⟹  x3 = 

 ଵ

ଶ
 

∋ما پولينوم  : مثال ℂ[X] p(x) داريمذيل را:  
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p(x) = x3 – 2x2 + x – 2   
p(x) = a3 x3 + a2 x2 + a1 x + a0  

  :درينجا 
n = 3  , a3 = 1 , a2 = -2 , a1 = 1   , a0 = -2 

ميتوان  Vietaجذرهای  ان باشند، درانصورت نظر به فورمل   x3و  x1  ،x2ر گا
  :نوشت

x1 + x2 + x3 = −  
௔మ

௔య
 =  − ିଶ

ଵ
 = 2           

x1 . x2 + x1 . x3 + x2 . x3 =  
௔భ

௔య
=  

ଵ

ଵ
= 1  

 x1 . x2 . x3 = (−1)ଷ.
௔బ

௔య
= −1.

ିଶ

ଵ
= 2  

  حالاميخوهيم جذرسوم رادريافت نمايم. اند 2و   iميشود که دوجذر  ديده
 

x1 + x2 + x3 = i + 2 + x3 = 2      ⟹  x3 = 2 – 2 – i = -i  
∋ما پولينوم  : تمرين ℂ[X] p(x) داريمذيل را:  

p(x) = 2x4 - x3 + 5x2 - 6x + 2  
  :ر سه جذران اعداد ذيل باشندگا 

  x1 = 1 ,  x2 = i√2 ,  x3 = -i√2 
   .جذر چهارم ان  چند است

 )رمز نويسی (   Cryptography: سوم
ری تبديل نمود که هرکس گرافی ميتوان متن يک پيام را به شکل ديگبواسطه کرايپتو
اجازه خواندن انرا داشته باشند، ميتوانند انراپس به فقط اشخاصيکه . انراخونده نتواند

برای .  برای عملی ساختن ان از الجبرمعاصراستفاده ميشود. شکل اصلی بياورند
 و Hellan, ElGamal-Poling  رمزنويسی طريقه های مختلف ازقبيل

Method-RSAمادرينجا تنها طريقه .موجود اندRSA راتحت مطالعه قرارميدهيم 
system Crypt-RSA: 

  ,Adleman  Shamir از طرف سه رياضی دان RSAطريقه رمزنويسی  اين 
به شکل  RSAطرزالعمل . ذاشته شدگکشف و دراختيار 1978درسال   Rivestو 

  :ذيل است
)( 1   public key:    پيام فرستنده) يرينده دربين خود با يک گو )  ارسال کننده  

  هم می نمايندباهم تفا (public key)کليد عمومی 
( 2 )  private key :  يرينده معلوم استگاين کليد فقط تنها برای پيام  
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طرزالعمل . نشان ميدهيم Rيرينده رابه گو پيام  Sما شخص فرستنده پيام را به 
RSA دارای چهارمرحله ذيل است: 

  : Rيرينده گوظيفه پيام  
( i )R   گدوعدد اوليه بزر p  ،q ند وبعدآمختلف رااينتخاب ميک  n ≔ p. q  

   وضع مينمايد
( ii )   با استفاده ازFunction-Euler  قيمت𝜑(𝑛) يعنی. رادريافت می نمايد:  

 𝜑 ∶ ℕ ⟶ ℕ 
   𝑛 ⟼  𝜑(𝑛) = |{𝑘 ∈ ℕ |  1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 ∧  𝑔𝑐𝑑(𝑛, 𝑘) = 1}|  
𝜑(𝑛) = (p − 1). (q − 1) 

( iii )    يک عدد ظبيعیe باخواص را ذيل انتخاب می نمايد:  
𝑒 ∈ {2, … , 𝜑(𝑛)}     ∧  𝑔𝑐𝑑൫𝑒, 𝜑(𝑛)൯ = 1   

( iv )   يک عدد ظبيعیd راباخواص ذيل دريافت می نمايد:  
𝑑 ∈ ℕ   ∧  d. e ≡  1൫mod 𝜑(𝑛)൯ 

  است   ℤఝ(௡) گدر رين 𝑒̅معکوس از   𝑑̅: يعنی
,𝑒)درينجا  𝑛)  کليد عمومی(public key)  و(d, 𝑛) کليد خصوصی 

  )private key   ( ازR يرينده انراميشناسدگعنی فقط تنها خود پيام ي. است  
  : Sنده توظيفه پيام فرس

( i )    کليد عمومی(𝑒, 𝑛)  را ازR بدست می اورد  
( ii )     يک پيام𝑚ഥ ∈ ℤ௡   را انتخاب ميکند  

( iii )   به کومکe  و𝑚ഥ   به شکل ذيل بدست می اورد    ℤ௡را در   𝑐̅پيام رمزی   
𝑐̅ ≔ (𝑚ഥ )ୣ 

( iv )S      پيام رمزی اين 𝑐̅  يرينده گپيام را بهR  ميفريستد  
  :طوری ذيل تبديل ميکند 𝑚ഥرا به پيام اصلی  𝑐̅پيام رمزی ان  Rيرينده گحالا پيام 

(𝑐̅ ) ୢ = (𝑚ഥ )ୣୢ = 𝑚ഥ  
 يک پيام ارسال نمايد مينافاطمه ميخواهد به  :مثال

 :انمايدفاطمه بايد عمليات ذيل را اجر
 رابدست مياورد nراانتخاب نموده وبعدآ  q وp عدد اوليه دو( 1 ) 

p = 3 , q = 11 , n = p. q = 3.11 = 33 

𝜑(33) = |{𝑘 ∈ ℕ |  1 ≤ 𝑘 ≤ 33 ∧  𝑔𝑐𝑑(33, 𝑘) = 1}| = 20   
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  :يا 
𝜑(𝑛) = (p − 1). (q − 1) 
𝜑(33) = (3 − 1). (11 − 1) = 20 

  :را باخواص ذيل انتخاب مينمايد eعدد طبعی    ( 2 )

𝑒 ∈ {2, … , 𝜑(𝑛) − 1}    ∧  𝑔𝑐𝑑൫𝑒, 𝜑(𝑛)൯ = 1  
𝑒: = 7 
𝑒 = 7 ∈ {2, … ,19}   ∧  gcd(7,20) = 1   
7 ഥ  ∈ ℤଶ଴   

  :راباخواص ذيل را بايد دريافت نمايد dيک عدد ظبيعی ( 3 )  

𝑑 ∈ ℕ   ∧  d. e ≡  1൫mod 𝜑(𝑛)൯ 

 باشد   ℤଶ଴ گدر رين 𝑒̅معکوس از   𝑑̅: يعنی
  :باخواص ذيل موجود است kو  dاد تام اعد algorithm  euclideanنظربه  

d. e + k. 𝜑(𝑛) = 1 = 𝑔𝑐𝑑൫𝑒, 𝜑(𝑛)൯  
d. 7 + k. 20 = 1 = 𝑔𝑐𝑑(7,20) 
 
20 = 2.7 + 6      
7 = 1.6 + 1        
6 = 6.1 + 0    
 
1 = 7 − 1.6  
   = 7 − 1. (20 − 2.7) 
   =  3.7 − 1.20    
   =  3.7 − 1.20 ⟹  1ത = 3ത. 7ത − 1ത. 20തതതത = 3ത. 7ത − 1ത. 0ത = 3ത. 7ത         

𝑑و    ℤଶ଴ گدر رين 7തمعکوس از   3തدرنتيجه    =   .  است 3
  کليد عمومی و خصوصی ذيل را ترتيب مينمايد ( 4 )

public key:    (e, n) =  (7,33) ∧    private key:  (d, n)  =  (3,33)      
راانتخاب نموده وبه پيام رمزی تبديل ) ’4’بطورمثال عدد ( فاطمه يک پيام ارسالی   ( 5 )
  ميکند  

 𝑚ഥ ≔ 4ത ∈ ℤଷଷ       
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  𝑐̅ =  ( 𝑚ഥ )𝑒 = ( 4ത )7 = ൫ 4ഥ ൯
ସ

. ൫ 4ഥ ൯
ଷ

 =  256തതതതതത . 64തതതത  
    = ൫ 7. 33തതതത + 25തതതത ൯. ( 33തതതത + 31തതതത) 
     = ൫ 0ത  + 25തതതത ൯. ( 0ത + 31തതതത) = 775തതതതത = 23. 33തതതത + 16തതതത  = 16തതതത   

𝑐̅پيام رمزی  = 16തതതത    است 
 :مينا بايد عمليات ذيل را اجرانمايد

و پيام ازفاطمه بدست می )  public key(معلومات راجع به کليد عمومی  ( 1 )
  اورد 

𝑐̅ =  16തതതത ∈ ℤଷଷ     ,  public key:    (e, n) =  (7,33) 
وی انرا دوباره به پيام اصلی به طورذيل  ابعد از رسيدن پيام رمزی به مين  ( 2 )

  :تبديل مينمايد
( 𝑐̅ )ௗ = (16തതതത)ଷ =   4096തതതതതതത =  124തതതതത .  33തതതത +   4ത  =  4ത   

  است 4درنتيجه معلوم شد که پيام اصلی عدد 
. رابه قادرارسال دارد “BALKH„  درين مثال احمد ميخواهد يک پيام بنام :مثال

  :برای اينکارهردوی شان به ترتيب جدول ذيل موافقه نمودند

O  N  M  L  K  J  I  H  G  F  E  D  C  B  A  
15  14  13  12  11  10  09  08  07  06  05  04  03  02  01  

  

 يام رابه جدول ترتيب می نمايمحالا پ

 

 .نتخاب ميکندمثال فوق را ا qو  pدرينجا قادر
p = 3 , q = 11 , n = p. q = 3.11 = 33 
public key:    (e, n) =  (7,33) ∧    private key:  (d, n)  =  (3,33)      

 :نظر به جدول 
B ↝ 2 , A ↝ 1  , L ↝ 12  , K ↝ 11 , H ↝ 8   

  ميسازد   )encryption(حمد پيام اصلی رادرذيل رمزیا
  

𝑚ഥଵ = 2ത ∈ ℤଷଷ , 𝑚ഥଶ = 1ത ∈ ℤଷଷ , 𝑚ഥଷ = 12തതതത ∈ ℤଷଷ   

𝑚ഥସ = 11തതതത ∈ ℤଷଷ , 𝑚ഥହ = 8 ഥ ∈ ℤଷଷ   

B A L K H 
02 01 12 11 08 
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( 𝑚തതത1 )௘ = ൫ 2ഥ ൯
଻

=  128തതതതതത = 3ഥ. 33തതതത + 29തതതത =  29തതതത = 𝑐1തതത   

(  𝑚ഥଶ )௘ = ( 1ത )଻ =    1ത = 𝑐ଶഥ  

  ( 𝑚ଷതതതത )𝑒 = ( 12തതതത )7 = ( 12തതതത )3. ( 12തതതത )3. 12തതതത = 1728തതതതതതത. 1728തതതതതതത. 12തതതത 

           = ൫52തതതത. 33തതതത + 12തതതത൯. ൫52തതതത. 33തതതത + 12തതതത൯ 12തതതത 

          = ( 0ത + 12തതതത ). ( 0ത + 12തതതത ). 12തതതത 

           = 1728തതതതതതത =  52തതതത. 33തതതത + 12തതതത = 12തതതത = 𝑐ଷഥ   

  ( 𝑚ഥ ସ)𝑒 = ( 11തതതത )7 = ( 11തതതത )3. ( 11തതതത )3. 11തതതത = 1331തതതതതതത. 1331തതതതതതത. 11തതതത 

             = (40തതതത. 33തതതത + 11തതതത). ( 40തതതത. 33തതതത + 11തതതത) 11തതതത 

             = ( 0ത + 11തതതത ). ( 0ത + 11തതതത ). 11തതതത 

           = 11331തതതതതതതതത =  40തതതത. 33തതതത + 11തതതത = 11തതതത = 𝑐ସഥ   

  ( 𝑚ହതതതത )𝑒 = ( 8ത )7 = ( 8ത )3. ( 8ത )3. 8ത = 512തതതതത. 512തതതതത. 8ത 

           = ൫15തതതത. 33തതതത + 17തതതത൯. ൫135തതതതത. 33തതതത + 17തതതത൯ . 8ത 

           = ( 0ത + 17തതതത ). ( 0ത + 17തതതത ). 8ത 

           = 2312തതതതതതത =  70 തതതത. 33തതതത + 2ത = 2ത = 𝑐ହഥ     

  :احمد رمزهای ذيل را به محمود ارسال ميدارد
cଵ = 29 , cଶ = 1 , cଷ = 12 , cସ = 11 , cହ = 2     

  :تبديل می نمايد   )decryption(محمود انرا در زير به پيام اصلی
 
 ( 𝑐ଵഥ  )ௗ = (( 𝑚ଵതതതത )௘)ௗ = ((2ത)଻)ଷ = ( 29തതതത )ଷ 
                               =  24389തതതതതതതതത = 739.  33തതതത +  2ത  =  2ത  =  𝑚ଵതതതത  
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( 𝑐ଶഥ  )ௗ = (1ത)ଷ =    1ത  =  𝑚ଶതതതത  
( 𝑐ଷഥ  )ௗ = (12തതതത)ଷ =  12തതതത =  𝑚ଷതതതത  
( 𝑐ସഥ  )ௗ = (11തതതത)ଷ =  11തതതത =  𝑚ସതതതത  
( 𝑐ହഥ  )ௗ = (2ത)ଷ =  8ത  =  𝑚ହതതതത  
 
  mଵ =  2 , mଶ = 1 , mଷ = 12 , mସ = 11 , mହ = 8     

 :يعنی. اکنون قادراعداد فوق را نظر به جدول به پيام اصلی مبدل ميسازد
2 ↝ B , 1 ↝ A , 12 ↝ L, 11 ↝ K , 8 ↝ H  

  .بوده است “BALKH„درنتيجه قادرميداند که ان پيام ارسال شده 
را  qو  pرمثال ها برای اسانی محاسبه اعداد اوليه کوچک مادراينجا د :تبصره

 گردرحالات عمومی چون پيام ها طولانی ميباشد ، اين اعداد بزرگم. انتخاب کرديم
  رام های کمپيوتری به اسانی اجراميشودگانتخاب ميشود ومحاسبه ان به بواسطه پرو

   ) (Diophantine linear equation معادلات خطی ديوفنتينی :هارمچ
   :ياد ميشود Diophantineمعادله خطی ذيل بنام عالم يونانی    :تعريف

  aଵxଵ + aଶxଶ + … + a୬x୬ = c          ( a୧ ∈ ℤ , i = 1,2, … , n) 

رای ادريافت نمود که چه وقت ميتواند معادله فوق د) Diophantine(ديوفنتينی 
لات خطی دومجهوله را تحت مطالعه رمادرينجا فقط معادگم .حل اعداد تام باشد

  قرارميدهيم 
a. x + b. y = c            ( a, b, c ∈ ℤ ) 

دريافت نمود که معادله فوق زمانی دارای حل اعداد )   Diophantine(ديوفنتينی 
,gcd (aبالای   cتام ميباشد، درصورتکه  b) البته اينوع معادله . قابل تقسيم باشد

,gcd(aکه   مافرض ميکنيم. چندين حل دارد b) = g برای حل ان . است
 :ماازدوطريقه ذيل استفاده مينمايم

 Euclidean Algorithmنظر به   :Euclidean Algorithmطريقه   ولا 
 :را باخواص ذيل دريافت نمود s و  rميتوان اعداد 

g = gcd(a, b) = a. r + b. s 
dر گا ≔ c/g باشد، درانصورت:  

g. d = a. (d. r) + b. (d. s) 
c = a. (d. r) + b. (d. s) 
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  :حل ان معادله مساوی است بهيک 
x଴ ≔ d. r  , y଴ ≔ d. s 

 :انراميتوان به شکل ذيل دريافت نمود  (homogene)ين گهومو معادله حل

gcd(a, b) = g  ⟹  ∃ aଵ, aଵ ∈ ℤ ; a = g. aଵ  , b = g. bଵ  

ax + by = 0 
 g. aଵ. x + g. bଵ. y = 0 ⟹  aଵ. x = −bଵ. y   

  :يل ميباشدمعادله فوق دارای حل ذ
xଵ = bଵt , yଵ = −aଵt          (  t ∈ ℤ )  

  :حل عمومی ان
(x, y) = (xଵ, yଵ) + (x଴, y଴) = (bଵt, −aଵt) + (x଴, y଴)  

         = {(bଵt + x଴ , −(aଵt + y଴) )   (  t ∈ ℤ )}  

 : Fermat-Eulerنظر به قضيه  : Fermat-Eulerقضيه  دوم استفاده از 
 
gcd(a, b) = 1   ⟹ aφ(ୠ) ≡ 1(mod b)    

 φ(b)   اويلرفنکشن(Euler-Function) ذشته انرا مطالعه کرديم گاست که در
 :وبه شکل ذيل تعريف شده

φ(b) =  |{𝑘 ∈ ℕ |  1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑏 ∧  𝑔𝑐𝑑(𝑏, 𝑘) = 1}|  

.aومعادله   x + b. y = c دارای حل ذيل ميباشد:  

x ≡ c. aφ(ୠ)ିଵ  (mod b)   
  :يعنی

x = c. aφ(ୠ)ିଵ + tb   (  t ∈ ℤ )   

y = c.
1 − a஦(ୠ) 

b
− ta   (  t ∈ ℤ )   

  :مثال
6x + 10y = 100       

aدرينجا  = 6 , b = 10 , c =  است 100
10 = 1.6 + 4                           
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6 = 1.4 + 2        
4 = 2.2 + 0 

  :پس
gcd (10,6) = 2 

  
c

gcd(a, b)
=

100

2
= 50 

صدق ميکند، پس معادله دارای حل )   Diophantine( ديوفنتينیچون شرط  
  .اعداد تام ميباشد

  :دريافت نمود که معادله ذيل راصدق کند sو  rبرای حال ان اول بايد اعداد 
 gcd(a, b) = a. r + b. s 

 
 2 = 6 − 1.4 = 6 − 1(10 − 1.6) = 2.6 − 1.10       

= r  دريافتيم که  2 , s =   :است و يک حل ان  1−
x଴ = r. d = 2.50 = 100 , y଴ ≔ s. d = −1.50 = −50 

  انرادريافت می نمايم  (homogene)ين گهومو معادله حالا حل
6x + 10y = 0     
2.3. x + 2.5. y = 0 ⟹   3. x +  5. y = 0 ⟹  3. x = −5. y  

  :معادله فوق دارای حل ذيل ميباشد
xଵ = 5t , yଵ = −3t          (  t ∈ ℤ )  

  :حل عمومی ان

(x, y) = (xଵ, yଵ) + (x଴, y଴) = (5t, −3t) + (100, −50) 

         = {(5t + 100, −(3t + 50) )   (  t ∈ ℤ )}  
tامتحان برای  = 2 :  

(x, y) = (5t + 100, −(3t + 50) = (2.5 + 100, −(2.3 + 50)) 
         = (110, −56) 

,x)حالا   y) = (110,  رادرمعادله داده شده وضع مينمايم (56−
6.110 + 10. (−56) = 660 − 560 = 100   

  .معادله داده شده اعداد تام اند حل ديده شد که
  : Fermat-Eulerطريقه قضيه  حل از
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6x + 10y = 100 , gcd(6,10) = 2 

6

2
x +

10

2
y =

100

2
⟹    3x + 5y = 50 

aدرمعادله فوق  = 3 , b = 5 , c = 50  
gcd(3,5)جون  =  قابل تطبيق است Fermat-Eulerطريقه قضيه است، پس   1

φ(b) = φ(5) = |{𝑘 ∈ ℕ |  1 ≤ 𝑘 ≤ 5 ∧  𝑔𝑐𝑑(5, 𝑘) = 1}| = 4 

x = c. a஦(ୠ)ିଵ + tb   (  t ∈ ℤ ) 

   = 50. 3ସିଵ + 5t   (  t ∈ ℤ ) = 50. 3ସିଵ + 5t   (  t ∈ ℤ )   

   = 50. 3ଷ + 5t   (  t ∈ ℤ  ) = 1350 + 5t   ( t ∈ ℤ  ) 

y = c.
1 − a஦(ୠ) 

b
− ta   (  t ∈ ℤ ) = 50.

1 − 3ସ 

5
− 3. t   (  t ∈ ℤ )   

   = 50.
ି଼଴

ହ
− 3. t   (  t ∈ ℤ ) = −800 − 3. t   (  t ∈ ℤ )  

 t=0امتحان برای 

6x + 10y = 100  

 6.1350 + 10. (−800) = 8100 − 800 = 100 
  :مثال

168x + 238y = 126       
aدرينجا  = 168 , b = 238 , c =  است 126

238 = 1.168 + 70                           
168 = 2.70 + 28        
70 = 2.28 + 14 
28 = 2.14 + 0 

  :پس
gcd (238,168) = 14 
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c

gcd(a, b)
=

126

14
= 9 

ق ميکند، پس معادله دارای حل صد)   Diophantine( ديوفنتينیچون شرط  
  .اعداد تام ميباشد

  :دريافت نمود که معادله ذيل راصدق کند sو  rبرای حال ان اول بايد اعداد 
 gcd(a, b) = a. r + b. s 

 14 = 70 − 2.28       
       = 70 − 2(168 − 2.70) 
      =  238 − 168 − 2(168 − 2(238 − 168))      
      =  238 − 168 − 2(168 − 2.238 + 2.168)     
      =  238 − 168 − 2.168 + 4.238 − 4.168     
       = 5.238 − 7.168 

= r  دريافتيم که   −7 , s =   :است و يک حل ان  5

x଴ = r. d = −7.9 = −63 , y଴ ≔ s. d = 5.9 = 45  

  انرادريافت می نمايم  (homogene)ين گهومو معادله حالا حل
168x + 238y = 0     
14.12. x + 14.17. y = 0 ⟹   12x +  17. y = 0  
                                    ⟹  12x = −17. y  

  :معادله فوق دارای حل ذيل ميباشد
xଵ = 17t , yଵ = −12t          (  t ∈ ℤ )  

  :حل عمومی ان
(x, y) = (xଵ, yଵ) + (x଴, y଴) = (17t, −12t) + (−63,45) 
         = (17t − 63, −12t + 45)    (  t ∈ ℤ )  

  :ما معادله ذيل را داريم: تمرين
4x + 6y = 16       

( a )  ديوفنتينیثبوت نمايد که شرط )Diophantine  (درمعادله فوق صدق ميکند 

( b )   حل عمومی از   برای دريافتEuclidean Algorithm قضيه  ازو
Fermat-Euler استفاده نمايد  
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  2 احمد فقط. افغانی بخرد 23احمد ميخواهد يک کتاب را به قيمت  :تمرين
معلوم نمايد که احمد برای . ی پول در دکان داردگافغاني 5دکاندار  باخود و افغانيگی

   ی به احمد به دهد گدکاندار چند پنج فغاني خريدن کتاب چند دوافغانيךی به  دکاندار و

( a )  ديوفنتينی حل عمومی انراازراه معادله )Diophantine  (دريافت نمايد  

( b )   نيزحل  افغانيگی 5و يک  افغانيگی دو 14حل عمومی دريافت نمايد که از
  ان است
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 (Symbols) سمبولها

 𝒂 ≔ 𝒃                a  ذريعهb تعريف شده 
𝒂 ⇒ 𝒃                 از افادهa      افادهb نتيجه ميشود 

𝒂  ⇔ 𝒃                 از a افادهb  و ازb  افادهa نتيجه ميشود 
𝑨 = ∅                  Aاستخالی  سيتيک 
𝑨 ≠ ∅                 A خالی نيست سيتيک 
𝒂 ∈ 𝑨                  a سيتيک عنصر از A است 

𝒂 ∉ 𝑨                  a سيتيک عنصر از A نيست  
∀𝒂 ∈ 𝑨                برای هر عنصرa  ازA  

 ∧                       (conjuction)logical  and )     و(  
𝒂   مثال                                  ∧  𝒃  :افادهای a و b ندنصدق ميک   
∨                         (disjunction)logical or)  يا( 

𝒂  مثال                               ∨ 𝒃 : افاده   a ياو b صدق ميکند  
¬             not   ) negation (  ) متناقض(   
⋃

 
 هاسيتاتحاد                        

⋂  هاسيتتقاطع                        
𝑨 ⊂ 𝑩                 Aفرعی   سيت(sub set)  ازB   
A ⊆ B                A  فرعی   سيت(sub set)  ازB  ويا مساوی بهB است 

 A ∖ B                a∈ A │  a∉ B  }    {  
∃𝒃 ∈ 𝑨                 يک عنصرb در A ستموجود ا 

∃! 𝒃 ∈ 𝑨                فقط تنها يک عنصرb  درA موجود است  
N⊴ 𝐺                   N  نورمال درG 
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  و تشريحات اختصارات

 ℕ  اعداد طبيعی  سيت                    ℕ
 ⋃

 
 {0}      :=     ℕ

଴
  

ℤ   ت اعداد تام يس                            ℤ    \   {0}    = : ℤ ∗ 
ℚ    ت اعداد ناطق يس                              ℚ ∗ ≔   ℚ \  {0} 

ℝ   ت اعداد حقيقیيس                                 ℝ
∗
:= ℝ  \  {0}  

ℝା
     تيس ومثبت حقيقی اعداد د  

  ℝା
଴ سرهصفر د تيس ومثبت حقيقی اعداد د      

ℝି
      ت يس واعداد یحقيق منفید    

ℝି
଴   سره صفر دت يس واعداد حقيقی منفید     

ℂ   ت اعداد موهومي ويا مختلطيس                        ℂ
∗

=  ℂ  \  {0}    
ℝା

     تيس ومثبت حقيقی اعداد د  
  ℝା

଴ سرهصفر د تيس ومثبت حقيقی اعداد د      
ℝି

      ت يس واعداد حقيقی منفید    
ℝି

଴   سره صفر دت يس واعداد حقيقی منفید     

 ℂ    ت يس واعداد مختلط اوياد موهومي د               ℂ
∗
: =  ℂ  \  {0}   

Greek  يونانی  
homomorphism (Greek : homo  same  , morph   form  ) 
epimorphism (Greek: epi   upon  ) 
monomorphism (Greek:  mono   alone ( تنها ) ) 
isomorphism (Greek: iso   equal ) 

 
G-Hom         گروپ همومورفيزم(Group Homomorphism) 
G-End           گروپ اندومورفيزم(Group Endomorphism)    

G-Isom         گروپ ايزومورفيزمGroup Isomorphism)   
G-Aut        گروپ اوتومورفيزم    (Group Automorphism)    

R-Hom       رينگ همومورفيزم   (Ring Homomorphism)    
R-End        رينگ اندومورفيزم    (Ring Endomorphism)    
R-Aut          رينگ اوتومورفيزم   (Ring Automorphism)   

R-Isom       رينگ ايزومورفيزم   (Ring Isomorphism)   
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Greek Letters 

 ]حروف يونانی [ 

Uppercase                  lowercase 
 (  حروف خورد )                ( حروف کلان ) 
---------------------------------------------- 
𝛢    alpha                         𝛼         
𝛣    beta                           𝛽 
𝛤     gamma                     𝛾 
𝛥     delta                         𝛿 
𝛦     epsilon                     ε           ϵ     epsilon variant 
Ζ      zeta                         ζ 
Η     eta                           η 
Θ     theta                       θ           ϑ    theta variant  
Ι      iota                           ι  
Κ     kappsa                    κ  
Λ     lambda                   λ   
Μ    mu                           μ 
Ν     nu                           ν 
Ξ     xi                             ξ 
Ο    onmicron               ο  
Π    pi                             π 
Ρ    rho                           ρ        ϱ   rho vaiant 
Σ    sigma                      σ          ς   sigma variant 
Τ    tau                           τ  
Υ    upsilon                    υ 
Φ    phi                         φ         ϕ  phi variant 
Χ     chi                         χ 
Ψ     psi                        ψ 
Ω      omega                ω 
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Publishing Textbooks 

 

Honorable lecturers and dear students! 

The lack of quality textbooks in the universities of Afghanistan is a serious 

issue, which is repeatedly challenging students and teachers alike. To 

tackle this issue, we have initiated the process of providing textbooks to 

the students of medicine. For this reason, we have published 279 different 

textbooks of Medicine, Engineering, Science, Economics, Journalism and 

Agriculture (96 medical textbooks funded by German Academic Exchange 

Service, 160 medical and non-medical textbooks funded by German Aid 

for Afghan Children, 7 textbooks funded by German-Afghan University 

Society, 2 textbooks funded by Consulate General of the Federal Republic 

of Germany, Mazar-e Sharif, 3 textbooks funded by Afghanistan-Schulen, 

1 textbook funded by SlovakAid, 1 textbook funded by SAFI Foundation 

and 8 textbooks funded by Konrad Adenauer Stiftung) from Nangarhar, 

Khost, Kandahar, Herat, Balkh, Al-Beroni, Kabul, Kabul Polytechnic and 

Kabul Medical universities. The book you are holding in your hands is a 

sample of a printed textbook. It should be mentioned that all these books 

have been distributed among all Afghan universities and many other 

institutions and organizations for free. All the published textbooks can be 

downloaded from www.ecampus-afghanistan.org. 
 

The Afghan National Higher Education Strategy (2010-2014) states: 

“Funds will be made available to encourage the writing and publication of 

textbooks in Dari and Pashto. Especially in priority areas, to improve the 

quality of teaching and learning and give students access to state–of–the–

art information. In the meantime, translation of English language 

textbooks and journals into Dari and Pashto is a major challenge for 

curriculum reform. Without this facility it would not be possible for 

university students and faculty to access modern developments as 

knowledge in all disciplines accumulates at a rapid and exponential pace, 

in particular this is a huge obstacle for establishing a research culture. The 

Ministry of Higher Education together with the universities will examine 

strategies to overcome this deficit ”. 

We would like to continue this project and to end the method of manual 

notes and papers. Based on the request of higher education institutions, 

there is the need to publish about 100 different textbooks each year.  
 



I would like to ask all the lecturers to write new textbooks, translate 

or revise their lecture notes or written books and share them with us 

to be published. We will ensure quality composition, printing and 

distribution to Afghan universities free of charge. I would like the 

students to encourage and assist their lecturers in this regard. We 

welcome any recommendations and suggestions for improvement. 
 

It is worth mentioning that the authors and publishers tried to prepare the 

books according to the international standards, but if there is any problem 

in the book, we kindly request the readers to send their comments to us 

or the authors in order to be corrected for future revised editions. 

We are very thankful to VUSAF-Union of Assistance for Schools in 

Afghanistan (Afghanistan-Schulen), which has provided fund for this book. 

We would also like to mention that they have provided funds for 3 

textbooks so far. 

I am especially grateful to GIZ (German Society for International 

Cooperation) and CIM (Centre for International Migration & 

Development) for providing working opportunities for me from 2010 to 

2016 in Afghanistan. 

In our ministry, I would like to cordially thank Minister of Higher Education 

Dr. Najibullah K. Omary (PhD), Academic Deputy Minister Prof Abdul 

Tawab Balakarzai, Administrative & Financial Deputy Minister Prof Dr. 

Ahmad Seyer Mahjoor (PhD), Administrative & Financial Director Ahmad 

Tariq Sediqi, Advisor at Ministry of Higher Education Dr. Gul Rahim Safi, 

Chancellor of Universities, Deans of faculties, and lecturers for their 

continuous cooperation and support for this project . 

I am also thankful to all those lecturers who encouraged us and gave us all 

these books to be published and distributed all over Afghanistan. Finally I 

would like to express my appreciation for the efforts of my colleagues 

Hekmatullah Aziz and Fahim Habibi in the office for publishing books. 
 

Dr Yahya Wardak 

Advisor at the Ministry of Higher Education 

Kabul, Afghanistan, March, 2019 

Office: 0756014640 

Email: textbooks@afghanic.de 



 

 

Message from the Ministry of Higher Education 
 

In history, books have played a very important role 

in gaining, keeping and spreading knowledge and 

science, and they are the fundamental units of 

educational curriculum which can also play an 

effective role in improving the quality of higher 

education. Therefore, keeping in mind the needs of the society and 

today’s requirements and based on educational standards, new 

learning materials and textbooks should be provided and 

published for the students. 

I appreciate the efforts of the lecturers and authors, and I am very 

thankful to those who have worked for many years and have 

written or translated textbooks in their fields. They have offered 

their national duty, and they have motivated the motor of 

improvement. 

I also warmly welcome more lecturers to prepare and publish 

textbooks in their respective fields so that, after publication, they 

should be distributed among the students to take full advantage of 

them. This will be a good step in the improvement of the quality of 

higher education and educational process. 

The Ministry of Higher Education has the responsibility to make 

available new and standard learning materials in different fields in 

order to better educate our students. 

Finally I am very grateful to VUSAF-Union of Assistance for Schools 

in Afghanistan (Afghanistan-Schulen) and our colleague Dr. Yahya 

Wardak that have provided opportunities for publishing this book. 

I am hopeful that this project should be continued and increased 

in order to have at least one standard textbook for each subject, in 

the near future.  
 

Sincerely, 

Dr. Najibullah K. Omary (PhD) 

Minister of Higher Education 

Kabul, 2019 
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